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Il Manualozzo™ non ha alcuna pretesa di completezza: per esercitarvi vi rimandiamo alle
prove e alle esercitazioni passate, mentre per approfondire e rivedere gli argomenti trattati
vi consigliamo di consultare [PS16], [Bar+13] 0 [AB97], tanto per citarne alcuni; per quan-
to riguarda le definizioni e le proprieta topologiche che di tanto in tanto utilizzeremo vi
rimandiamo ai classici[Man14],[Kos80]o, per gli aficionados della serie Manualozzi™, [AB21].
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da Manual” e diventato a tutti gli effetti un Manualozzo™ , il primo in cui non sono fra gli
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— Massimo Bertolotti
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CAPITOLO 1

RIPASSO

“Citazione, s. f. : Latto di ripetere erroneamente le parole altrui.”

AMBROSE BIERCE, ripetente.

N QUESTO capitolo rispolveriamo i concetti piu importanti gia visti in ANALISI MATE-
MATICA 1, concentrandoci sulle funzioni a valori scalari da R" in R per prepararci allo
studio delle funzioni a valori vettoriali.

1.1 LIMITI PERFUNZIONI A VALORI SCALARI

DEFINIZIONE I.LI. (LIMITE PER FUNZIONI A VALORI SCALARI).
Data una funzione
f: ACR" — R
4]
X = H f(X) 7

Xn

un punto di accumulazione x( per Aed £ € R, sidice che il limite di f per x che tende a
Xo eugualea? € R,

lim f(x) =17,

X—X0

sevale che

Ve > 03 6> 0taleche Vx € A\ {x¢},

x—x0||<6 = |f(x)—1€|<£.

DEFINIZIONE I.I.2. (CONTINUITA PER FUNZIONI A VALORI SCALARI).
Data f : ACR" —— Redatoxg € A, sidice che f & continua in x se

Jim () = flxo)
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ossia se vale che

Ye>03d6>0talecheVx € A,

x—xOH <6 = |f(x)—f(x0)| <e.
In sostanza, il concetto di limite e di continuita per funzioni a valori scalari e lo stesso delle

funzionida R in R.

1.2 DERIVATE E DIFFERENZIALI

1.2.1 Derivata direzionale e parziale

DEFINIZIONE I.2.I. (DERIVATA DIREZIONALE).
Siaf : ACR" —— R, xq nell'interno A° di Aevunversoredi R". Sidefinisce derivata

direzionale di f in X nella direzione v, se esiste finita, la quantita

Af .. f(xg+1tv) - f(%0)
Gy Xo) = lim t '

Se v = e;, con e; un vettore della base canonica di R", allora la derivata direzionale e detta
derivata parziale e si denota con
of _9f

8xi 3ei
Intuitivamente, la derivata parziale indica la variazione della funzione al variare di una
singola variabile.

1.2.2  Differenziale

DEFINIZIONE I1.2.2. (DIFFERENZIABILITA).
Sidiceche f: AC R" —— R e differenziabile in x, € A° se esiste un’applicazione

lineare LXO : R" —— Rtalechevalga

f(xo +h) = f(xg) + Ly, (h) + r(h), (1.1)

dove r(h) e tale che
rh) _
im— =0,
h—0 |[hl|
ossia r(h) = o (J/h])).
DEFINIZIONE I.2.3. (GRADIENTE).

Siaf : AC R" —— R differenziabile in x, € A°. Allora si definisce gradiente di f in
X, il vettore

Vf(xo) =

Ixy

Per il teorema fondamentale delle applicazioni lineari, possiamo scrivere L, (h) come il prodotto
scalare (a, h), per un opportuno a € R". In Analisi Matematica 1 abbiamo dimostrato’ che

'Per la dimostrazione vedere [PS15].



1.2. DERIVATE E DIFFERENZIALI 5

a = V f(xg) e vale la formula del gradiente:

of

%(Xo) =(Vf(x), V).

Quindi,se f : AC R" —— R e differenziabile, allora vale

f(o +h) = f(%o) = (V f(%0), h) + o ([hl]).

Questa formula ci permette di approssimare in maniera lineare un incremento di x. Infatti,
posto h = x — x, possiamo scrivere:

F(%) = f(xo) +(V f(%0), X — X0 +0 ([|x — x|

=7(x)

Lafunzione 7(x) é detta iperpiano tangente al graficodi f nel punto (xq, f(x()) .

OssERVAZIONE. Se f e differenziabile in X, allora € continua in x,.

La differenziabilita implica la derivabilita direzionale in ogni direzione; il contrario non e
vero. Vale infatti il seguente:

TEOREMA I.2.1. (DIFFERENZIALE TOTALE).
Sia f una funzione che ammette tutte le derivate parziali continue in un intorno di x. Allora f é
differenziabile in x. O]

m  Se f ammette derivate parziali continue in ogni punto di un insieme A C R" aperto,
sidice che f € C1(A).

m Selederivate parziali di f appartengono a C1(A), allora si dice che f € C2(A).

m Piu in generale, si dice che f € C¥(A) se le sue derivate parziali di ordine k — 1
appartengono a C1(A).

OSSERVAZIONE. Se f € C1(A), allora f & differenziabile.
Se f € C2(A), allora si dice che f & differenziabile due volte. I differenziale secondo &

n Bz
42 f(h) = 2‘1 raijxohih]- - <Hf(x0)h, h>
ij= 1

con Hf(xo) la matrice Hessiana di f in x,:

A2f IZf A2f

@(XO) 8x13x2 (XO) &xlax” (Xo)
(92f 32][ azf
Hf(XO) = 3x28x‘1 (XO) ﬁx% .(XO) 8x2t9x.n (XO) .
azf‘ &2f. aZf
9x,0x1 (%0) 9%,0%5 (x0) E(Xo)
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1.2.3  Formula di Taylor

PROPOSIZIONE I.2.1. (RESTO DI PEANO).
Siaf : AC R" —— Rdifferenziabile k volte e x, € A°. Allora perh — 0 vale

1 1
f(xo +h) = f(Ro) +dyy f(B) + 52, f(B) + .. + s () + 0 (IR - O

PROPOSIZIONE I.2.2. (RESTO DI LAGRANGE).
Siaf : AC R" —— Rdifferenziabile k volte, Xy € A° eh € R" tale cheil segmento [x(, X + h]
sia interamente contenuto in A. Allora per un certo & € [0, 1] vale

1 1
fmo +h) = fx0) + o f(B) + . + G disfB) + b flxo +£0). O

1.3 INTEGRALI DIPENDENTI DA UN PARAMETRO

Siaf : Cx[a,b] — R,C C R" una funzione che mandax € Cey € [4,b] in f(x,y).
Supponiamo che, fissato y € [c,d], la funzione f(y) : [4,b] —> R sia integrabile secondo
Riemann su [g, b]. Allora ¢ ben definita la funzione

§(x) = fabf(x,y) dy ~g:C—R. (1.2)

PROPOSIZIONE 1.3.1. (CONTINUITA PER INTEGRALI DIPENDENTI DA UN PARAMETRO).
Se Cé compattoe f é continua su C X [a, b] allora la funzione g definita in (1.2) é continuasu C. ]

TEOREMA 1.3.1. (DERIVAZIONE SOTTO IL SEGNO D'INTEGRALE).

Sia A C R" aperto e supponiamo che f sia continua su A X [a, b]. Fissatoi € {1, ..., n}, supponiamo
of
Ix;

1

che la derivata - esista e sia continua su A X [a, b]. Allora g e derivabile parzialmente rispetto a x; su

Ae
dg . d b (b If
75 @ = 5 |, fandy= [ Sty dy. 0




CAPITOLO 2

FUNZIONI A VALORI
VETTORIALI

“Ma nello stesso tempo notiamo, e per semplificare dimentichiamo subito quello che abbiamo appena
notato.”

DaNIiL CHARMS, Casi.

F ORTI delle conoscenze sulle funzioni a valori scalari, in questo capitolo estenderemo i
concetti di limite, continuita, differenziabilita e integrale alle funzioni a valori vettoriali.

2.1 LIMITI

DEFINIZIONE 2.I.I. (FUNZIONE VALORI VETTORIALI).
Definiamo funzione a valori vettoriali una funzione

f: R" —> R™
X1 f1(x)

XxX=|:|+rH—— : .
xn fm(x)

DEFINIZIONE 2.1.2. (LIMITE).
Data una funzione f : R” —— R, un punto di accumulazione x, per Ae £ € R", si

dice che il limite di f per x che tende a X, e ugualea £ € R",

lim f(x)=2¢,

X—X(
se vale che

Ve > 016> 0taleche Vx € A\ {xo}con”x—xO” <é6= ||f(x)—£’|| <e.
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Osserviamo che da un punto di vista topologico la definizione di limite per funzioni a va-
lori vettoriali e scalari e la stessa; cio che cambia € la dimensione degli intorni nel codomi-
nio.

DEFINIZIONE 2.1.3. (CONTINUITA).

Dataf : ACR" —— R™edatox( € A, sidice che f & continua in x, se vale che

Ve > 036 > OtalecheVx € Acon ||x—x0|| <6= ||f(x)—f(x0)|| <eg,

ossia f e continua se
lim f(x) = f(xq).

X—X(

Diremo che f & continua in B C A se f & continua in ogni punto di B.

PROPOSIZIONE 2.I.1. (CARATTERIZZAZIONE DEL LIMITE DI FUNZIONI VETTORIALI).
Il limite per X che tende a X di una funzione a valori vettoriali é € se e solo se tutte le sue componenti j
tendonoa {:

xllg{lo fx)=€¢ < Vj=1,.. ,mxll)r}‘lo f]-(x) =1;.

DIMOSTRAZIONE.
= ) Supponiamo che
lim f(x)=¢.

X—Xo

Allora
Ve > 016 > 0 tale che ||x—x0|| <6 = ||f(x) —t’” <e.

Per concludere osserviamo che

Y (fim-€)2<e Vj=1,..m,
=1

Ifi) =41 < [|f(x) £ =
essendo il primo termine uno dei termini della sommatoria.
&= ) Viceversa, supponiamo che per ognij si ha che
Ye>0 35] > 0 tale che ||X - X0|| < 5] - |f](X) - ‘g]| <E.

Scegliamo dunque 6 = min 4;:
j=1,..m

[ - %o|| <6 = [fx) 2| < ijnllaxm(f]-(x) — )2 <+me. O
L

I1 calcolo di limiti per funzioni a valori vettoriali si riduce, per quanto appena dimostrato, al
calcolo di limiti di funzioni a valori scalari. Si ha inoltre il seguente:

COROLLARIO 2.I.I. (CARATTERIZZAZIONE DELLA CONTINUITA PER FUNZIONI VETTO-
RIALI).
Una funzione é continua in un punto se e solo se tutte le sue componenti sono continue in quel punto. [
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2.2 MOTI

Gia nel corso di Fisica 1 abbiamo visto alcuni esempi di funzioni a valori vettoriali: i moti.
Infatti, le loro parametrizzazioni

r:(ab)c R —> R"

ri(f)
t —— P
T (t)

sono funzioni da un dominio unidimensionale, come R o un intervallo, a uno multidimen-
sionale, come R? nel caso dei moti fisici o pilt genericamente R™. La variabile indipendente
t rappresenta spesso, ma non sempre, il tempo di percorrenza.

ESEMPIO (MOTO RETTILINEO UNIFORME).
I1 moto rettilineo uniforme & parametrizzato da

r: I —— R3
tH 1'0+V(t—t0)

conv,r, € R3.

ESEMPIO (MOTO CIRCOLARE UNIFORME).
I1 moto circolare uniforme € parametrizzato da

r:[0,27] —— R2

Rcos(t)
t (R sin(t))

AR
NI

conR > 0.

ESEMPIO (MOTO ELICOIDALE).
I1 moto circolare elicoidale & parametrizzato da

r:[0,227] —— R3
Rcos(t)
t ——— | Rsin(t)

h(t)

conR > 0.

2.2.1 Vettore derivata e retta tangente parametrizzata

Se e stato facile parlare di moti generalizzati, € altrettanto semplice generalizzare il concetto
di velocita in piu dimensioni. Siar : (2,b) —— R una funzione a valori vettoriali e sia
to € (a,b); se esiste, definiamo il vettore derivata o velocita 1’(t;) come

’ — 13 T’(t) - T(to)
r (to) = tll)l}(l) W
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La retta tangente alla curva r(t) nel punto r(f), ossia nell'istante ¢, € parametrizzata dalla

funzione
s(t) =r(tg) + (t—tg)r'(tg) teR. (2.1)

2.3 APPLICAZIONILINEARI

Le applicazionilinearisono un altro classico esempio di funzioni a valorivettoriali'.

DEFINIZIONE 2.3.I. (APPLICAZIONE LINEARE).

Si definisce applicazione lineare a valori reali una funzione f : R" —— R tale che:
L flx+y)=f®)+f(y) YxyeR"
2. f(Ax) = Af(x) VxeR" VieR,;

oppure, in sintesi,

fAx+py) = Af(x) + uf(y) Vx,ye R, Vi ueR. (2.2)

Per il Teorema fondamentale delle applicazioni lineari & sufficiente assegnare le immagini dei
vettori della base del dominio per identificare inequivocabilmente un’applicazione lineare.
A ogni applicazione lineare & pertanto associata una matrice A € R"" che viene indicata
anche con la notazione (a;):

flej) = 2 aij;
i=1

Y1 411 - A1 X1
y=Ax o | o= :
Ym A1 = Aun Xn
Indichiamo I'insieme delle applicazioni linearida R" a R” con #(R", R"™).
Si puo definire inoltre la norma di un’applicazione lineare o, piu in generale, di una funzione
nel seguente modo:

DEFINIZIONE 2.3.2. (NORMA OPERATORIALE).
Definiamo norma operatoriale la quantita

”f”f(R”,Rm) = Sup ”f(X) , XE€ R™. (23)

lIx|l<1

PROPRIETA (DELLE APPLICAZIONI LINEARI).

Al < JZL B2 2

2. Ogni applicazione lineare é continua: £(R", R™) c C(R", R™).

1. Data f applicazione lineare,

DIMOSTRAZIONE.
i Per ogniapplicazione lineare f vale

n
(f(x); = Zuijxj Vi=1,..,m y=Ax,
j=1

'La notazione f(x) qui adottata & coerente con quella usata nei precedenti corsi di Algebra lineare. E comune
scrivere fx omettendo le parentesi.
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quindi

m n 2 m n m n
FEOIE = 2| Y a| <X Y a2lxl® =2 Y, Y a2
i=1j =1 j

i=1 \j=1 =1 i =1

usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Da (2.3) e considerando che il
massimo valore di ||x|| & 1 si ha

1n

2
If G < sup | Z(Zaij] = X

m
i=1 \j=1 i=1 j=1

Per concludere si estrae la radice del primo e dell'ultimo termine.
ii Sianoxy,x9 € R"ef : R"” —— R™un’applicazione lineare generica. Sex; # X,

utilizzando la linearita di f si ha

[1f(x1) = f(x)llgm = Ilf (%1 = %)l

IIf (1 — %)l

=[xy - Xg||5———7—
llxq — xql

X1 — Xy

=|x; - x = =

lIx1 — %l f(Xl—Xz)

< NIfIFllxq — %ol

cost.

ossia f e Lipschitziana e quindi continua. O

2.4 DIFFERENZIABILITA

DEFINIZIONE 2.4.1. (FUNZIONE DIFFERENZIABILE, DIFFERENZIALE).

Siaf : AC R" —— R™, Aaperto, xy € A. Sidice che f ¢ differenziabile in x, se esiste
L, : R" —— R™applicazione lineare tale che

X0

f(xg +h) = f(x0) + Ly, (h) + r(h)

dove r(h) e tale che
r(h) o
im —— =
h—o [h]|
La funzione L, ¢ detta differenziale di f in x, e si denota con d,  f. Equivalentemente,
f é differenziabile in x se esiste M € R"" tale che

f(xo +h) = f(xg) + Mh + o(|[hl]) . (2.4)

Tale matrice ¢ detta la matrice associata all'applicazione lineare L, .

PROPOSIZIONE 2.4.1. (CARATTERIZZAZIONE DIFF. DI FUNZIONI VETTORIALI).
Siaf : ACR" —— R'™ A aperto. f é differenziabile in X se e solo se tutte le sue componenti
f1, -, fm SOno differenziabili in x .
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DIMOSTRAZIONE.

fediff.inxy & IMe R"™" che soddisfi (2.4)
& fi(xo +h) = fi(xo) + (m;1hy + ... + my,h,) +r,(h)

& f;edifferenziabileinxy, Vi=1,..,n.

Da questa proposizione segue che

_9fi
M;; = &_x]»(XO)
e dunque
Vf1(%0)
M= Ji(xg) = :
V fu(xo)

La matrice J;(x() associata all’applicazione lineare differenziale df (x) rispetto alle basi
canoniche si dice jacobiana® di f in X, in onore del matematico tedesco Carl Gustav Jacob
Jacobi (1804-1851); applicandola al vettore incremento hin R" otteniamo il vettore J/(x)h
in R™:
dy,f : R" —— R"
h — Ji(xo)h

EsemprIo. Sia
f:ACR?2 — R3

X9 €'l

X
( Xl ) Iﬁ X1+X2
2 X1 %2

La matrice jacobiana si ottiene calcolando il gradiente di ogni componente, riga per riga:

Xge*l ¢l

]f(xl,xz) = 1 1
X2 2x1x9

2.5 DIFFERENZIALE DELLA FUNZIONE COMPOSTA

TEOREMA 2.5.1. (REGOLA DELLA CATENA).

Sianof : ACR" —— R™eg: BC R™ —— RP, con A e Baperti. Siano inoltre x, € Ae
Yo = f(Xg) € B. Siano infine f differenziabile in x e g differenziabile in'y . Allora la funzione g o f é
differenziabile in X e

dyy (8 © f) = dyo(8) o dy (f) -

Equivalentemente,

Joof(%o) = J5(¥0) J5(Xo) -

2Si puo leggere sia giacobiana, sia iacobiana.
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DimosTrAZIONE. Dalla definizione sappiamo che

f differenziabileinxy < f(x¢ +h) = f(xg) + dy, fh + of(//hll);
g differenziabileinyy < g(yo + k) = g(yo) + d, gk + o, (IKll).

dove h e k sono tali che

o 0¢(|Ihl]) I o, (IIKI[)
1 —_— = _—
h—o || ko [IK|

Consideriamo ora la composizione
§ ° f)(xo +h) = g(f(x +h))
= 8(f(%0) + dx, f(h) + 04 (W))(Z) (diff. di f)

Osserviamo che k = d,_f(h) + 0¢(h) & un incremento perché lo ¢ h: se h tende a 0 allora
anche k tende a 0. Infatti, per la disuguaglianza triangolare si ha

K[z < lldy, f(D)llgn + llof(h)lIgn

eseh ten<.:1e a 0 allora of(h) per deﬁnizi.one, def(h) (dxof(h) < IIdefII |lh|]) e k per }a
disuguaglianza precedente tendono tutti a 0. Dunque, possiamo usare il fatto che g sia
differenziabile inyy = f(x¢):
(2)8(Vo) + dy,&(dx, f(h) + 05(h)) + 0g(dy f(h) + 04(h))
= 8(yo) +dy,8 °dx, f(h) +dy g 0s(h) +0g(dy, f (h) + 0(h))
=r1 (h) =rg(h)
= 8(yo) +dy,8 o dy, f(h) +11(h) +79(h).

Se dimostriamo che 7 (h) + 75(h) € o(|/h||) abbiamo finito. Per prima cosa, dimostriamo
che ry(h) e o(||hl]):

ri(h) _ dy,80s(h) llof(h)ll
bl ~ [ < Wy &llequm [IT]]
—
costante tendea 0

Dimostriamo che 74 (h) € o(|/h[):

incremento k

ro(h) _ llog(dy, f(h) + o (M)Il ikl
T k| =1/

la prima frazione e o(||h||) per definizione di differenziale e di o piccolo, quindi se la
seconda frazione e limitata possiamo concludere:

I e fOB) + 0B I, FR)I llo, (B il llo, (Bl
IRl Bl S T I T Y R YA T

——
limitato — O per def.
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2.6 CONSIDERAZIONI SULTEOREMA DEL VALOR MEDIO

TEOREMA 2.6.1. (TEOREMA DEL VALOR MEDIO GENERALIZZATO).
Siaf: ACR" — R, Aaperto, f € C1(A)esianoa,b € A tali che il segmento [a,b] sia
contenuto in A. Allora esiste £ € [a, b] tale che

f(b) - f(a) = (Vf(),b-a). (25)

DIMOSTRAZIONE. Sia
r:[0,1] ——— A
t— tb+(1-1fa

e consideriamo ¢(f) = f o r(t). Osserviamo che r € C1((0, 1)) implica f o € ¢°((0, 1)) e
f or € €([0, 1]). Per il teorema di Lagrange esiste f € [0, 1] tale che:

L g(1)-g(0) =g'(t);

2. g(1) = f(r(1)) = f(b);

3. 4(0) = £(1(0)) = f(a).

Usando la regola della catena abbiamo la tesi
g0 = Jr®O = VO ® = (VO r®) = (VO b-a). =
;E

Cidomandiamo ora se il teorema del valor medio valga anche per funzioni a valori vettoriali.
La risposta € no, come illustra il seguente:

EsempPI1o. Consideriamo

f:10,27] —— R2

cos(t) ) :

t ( sin(t)

Vale (2.5)? Dovrebbe esistere f tale che valga
f@m) - £0) = Jy(D2x-0) Fe[0,24];

f(27r)—f(0)=(8); Jf(t):(‘cf)?g));e(g) Vte[0,2x];

Un £ tale da soddisfare (2.5) esiste per ogni componente, ma in generale componenti diverse hanno
& diverso.

Vale pero il seguente:

TEOREMA 2.6.2. (MAGGIORAZIONE DI LAGRANGE DEBOLE).
Siaf : ACR" —— R Aaperto, f € C L(A). Siano a,b € A tali che il segmento [a, b] sia
contenuto in A. Allora:

If(6) = f(@)llgn < avmllb - allg (2.6)

cona = max max ||V, .
i=1,..,m &e[a,b] IV ; (g)llRm
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DimosTrRAZIONE. Consideriamo
i)~ i@ = (V£ b -a) < IV £l b - all,

dove la maggiorazione & dovuta alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Si ha che

If(b) = f@lgn = | D Ifi(b) - f;(@)I2
j=1

<\ | 2 IV F©IIb - al?

=1
m
<allb-all,[D)1
j=1
= ay/m|b-all,
ovvero la tesi. O

2.7 INTEGRALI

DEFINIZIONE 2.7.1. (FUNZIONE INTEGRABILE, INTEGRALE DI FUNZIONI VETTORIALE).
Una funzione¢ : [a,b] ——> R’ si dice integrabile (in senso proprio) su [, b] se lo sono
tutte le sue componenti ¢y, ..., &,,; in tal caso, I'integrale su [4, b] si definisce come il vettore

b et
[Cewat= : . (2.7)
’ [P &, () dt

Questo integrale gode delle proprieta di linearita e additivita:

PROPRIETA 2.7.I. (DELL'INTEGRALE DI FUNZIONI VETTORIALE).
Siaé : [a,b] ——> R™integrabile in senso proprio. Allora:
1. Seé € C([a,b)),allora

b
| & ®at = &) - &y

2. Sec € R™ allora

b b

<c, [ e dt> = [ (c.&w) dr

3. |||l e integrabile e vale

b b

I [ ewail < [ lewd.

DIMOSTRAZIONE.
i E conseguenza del Teorema fondamentale del calcolo integrale, applicato compo-
nente per componente.
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ii Siha
b
¢, [ ewat)=
a

iii Applichiamo® 2) conc = f: Et)dt:

” Lb &(t) dt||2 = Lb < Lb &(s) ds, .f(t)> dt

<[ | e

o L NGO

3 C]‘ J;Ib é:](t) dt = Jj ﬁ C]é:](t) dt = Jj <C, f(t)) dt.
j=1 =1

lE(t) dtll  (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)

€ una costante.

Lb &(s) ds

utilizzando nell’ordine la disuguaglianza di Cauch-Schwarz e il fatto che. Abbiamo
cosi dimostrato che

b 2 b b
| ewarl <|I[ e as| [ nemar

e dividendo entrambi i membri per la norma dell'integrale abbiamo la tesi. [

“I1 cambio di variabile del primo passaggio serve solo a seguire meglio la dimostrazione; del resto la
variabile d’integrazione € muta.

2.8 'I' OPERATORI DIFFERENZIALI CLASSICI

DEFINIZIONE 2.8.I. (CAMPO VETTORIALE).

Sia A un aperto di R”. Una funzione F : A ——» R" continua su A si dice campo vetto-
riale.

DEFINIZIONE 2.8.2. (GRADIENTE).
Siaf : ACR" — R una funzione scalare con f € C1(A). Definiamo gradiente di f il
campo vettoriale
Vf:A——— R"
of
E(X)
x— Vi) =]

of

8_xn(x)
SihaVf € C(A).

DEFINIZIONE 2.8.3. (DIVERGENZA).
SiaF : AC R" — R"una funzione vettoriale con F € C1(A). Definiamo divergenza di
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Fla funzione scalare

divF: A > R
v R = Ty 44 Prg)”
x — div Ax) = E(X) + -+ . (x)

Sihadivf € C(A).
DEFINIZIONE 2.8.4. (ROTORE).

SiaF : AC R3 —— R3 una funzione vettoriale con F € C1(A). Definiamo rotore di Fil
campo vettoriale

divF: A s R3
9F3  JFy
E
(x, Y, z) —— rot A(x,y,z) = ‘%1 = ‘%” (x,y,2)
dFy  dF
ox Ty

Siharotf € C(A).

DEFINIZIONE 2.8.5. (LAPLACIANO).
Siaf : AC R" — R una funzione scalare con f € C2(A). Definiamo laplaciano di f
la funzione scalare

Af itA— > R
x b Af®) = T1, 25

Siha Af € C(A).

OSSERVAZIONI.
m div Fe uguale alla traccia della matrice jacobiana.
m Per scrivere rot F puo utilizzare la seguente regola mnemonica formale:

i
rotF=|dx dy oz
o Fp I







CAPITOLO 3

CURVE PARAMETRICHE

“Una figura con molte curve offre sempre molti angoli interessanti.”

WESLEY RUGGLES, appassionato di curve rettificabili.

EFINIRE una curva parametrica non e banale. In questa sede daremo una definizione di
D curva parametrica molto ampia, senza preoccuparci troppo dei casi “patologici” come la
curva di Peano: ci concentreremo sulle curve regolari, che costituiscono uno dei primi esempi
di varieta (1-dimensionali)' che I'aspirante matematico incontra nel suo percorso di studi.
Parleremo poi di lunghezza di una curva e di alcune proprieta delle curve parametriche, in
vista di uno studio piu approfondito durante il corso di Geometria 3.

DEFINIZIONE 3.0.I. (CURVA PARAMETRICA).
Sidice curva parametrica o parametrizzata di R” una coppia (y, 7), con

r: ] ——> R™
r1(t)

t —— :
(t)

dove I C R € un intervallo e r € una funzione continua tale che y = r(I). Chiamiamo y il
sostegno della curva e r la parametrizzazione della curva.

NOTAZIONE. Sem = 203 e comune la notazione conx,y e z:

x(t)

e ( xg ) =x(i+y)j; tr—=| yt) | =xOi+yb)j+z(bk.
g z(t)

'X C R si dice varieta n-dimensionale se ogni suo punto ammette un intorno diffeomorfo a un aperto di
R" conn < m.

19
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EsEmpio. Consideriamo (r1,7) e (79, 7) con

ry:[0,27] ——5 R2 ry : [0,27] —— R2

cos(t) ) ’ cos(2t) ) ’

t ( sin(f) t ( sin(2t)

Si osserva che le due curve hanno lo stesso sostegno y = S!, ma le descrizioni del moto
del punto mobile lungo il supporto date dalle parametrizzazioni sono differenti! Infatti:
m conla prima parametrizzazione, il punto materiale compie un giro completo della
circonferenza S!;
m con la prima parametrizzazione, il punto materiale compie due giri completi della
circonferenza S1.
Come vedremo nei paragrafi successivi, un'ulteriore differenza tra le due é che la lunghezza
della seconda curva e pari a due volte la prima.

OSSERVAZIONE. Ingenerale, una circonferenza e parametrizzata da

ro:[0,Z] ——— R2

cos(wt)

w € R.
sin(wt) )

—

OssERVAZIONE. Fissato un sostegno, si fissa anche un verso di percorrenza della curva.

EsemMpI1o. Gli esempi precedenti parametrizzano tutti una circonferenza percorsa in
senso antiorario. Se vogliamo una parametrizzazione che percorre la circonferenza in
senso orario, possiamo considerare

r_:[0,227] ——— R2
cos(2x —t) )

! ( sin(2z — t)

3.1 TIPI DI CURVE

DEFINIZIONE 3.I.I. (TIPI DI CURVE).
Una curva (y, r) di parametrizzazioner : [a,b] —— R si dice:

m chiusase r(a) = r(b);

m semplice se la restrizione di r su [4, D) e* (a,b] € iniettiva. Da un punto di vista
cinematico questo garantisce che il punto mobile non attraversi due volte lo stesso
punto del piano;

m curva piana se ha il sostegno in R?;

m curva cartesiana se & del tipo (t) = (t, f(£))" con f : I — R™~! continua e ha per
sostegno il grafico di f(¢);

m regolareser € Cl(I)er'(t) # Ogn perognit € [;

m diclasse Crser e CX([a,1]).
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Una curva chiusa, semplice e piana si dice curva di Jordan.

“ n “_ n

“Alcuni testi riportano “o” al posto di “e”, ma con la prima scelta si puo considerare semplice anche la
seconda curva.

Abbiamo definito la retta di equazione (2.1) retta tangente parametrizzata. Se la curva e
regolare la retta tangente parametrizzata € una funzione lineare non costante. Infatti, se
viene meno l'ipotesi di regolarita puo esistere € Itale che 7’ (f) = Oesihaint:

s(t) = r(to) + (t — to)r' (tg) = s(b) = r(to).

Se f € C! le curve cartesiane sono sempre regolari e semplici si ha

o) = 0= )[)

Se una componente ¢ iniettiva, la curva e semplice perchése t{,t5 € [t # tgsiha

=7 )2 (e )=

3.1.1  Curve equivalenti

Siar:I— R™conr e Cl(l)esiap: JC R — Iunafunzione biettiva con Jintervallo tale
che ¢ € C1(J) e ¢’(7) # 0 per ogni r € J. Se considero la funzione7 = ro @ : ] — R si
osserva che 7 parametrizza una curva (y, 7) che ha lo stesso sostegno di (y, r): infatti,

7(J) = r(e()) = r(D.

DEFINIZIONE 3.1.2. (CURVE EQUIVALENTI).

Date y, r e 7 come sopra, se (y,7) e (y,7) sono curve semplici si dicono equivalenti, in-
dipendentemente dal verso di percorrenza. La funzione ¢ & detta cambiamento di
parametro.

OSSERVAZIONE.

1. Seq: J—> I&CL(])ebiettiva, con ¢’(z) # 0 perognir € J,allora ¢’(7) > 0Vz € J
oppure ¢’(r) < 0 per ogni t € ] per il teorema di esistenza degli zeri, quindi ¢ &
strettamente crescente o strettamente decrescente su J.

2. Le curve equivalenti della definizione 3.1.2 si dicono tali perché la relazione tra le
due curve descritta e di equivalenza, ossia riflessiva, simmetrica e transitiva.

3. Seunacurva (y,r)eregolaree ¢ : ] — Ieun cambio di parametrizzazione allora
(y,7),con7 = r o @, e regolare. Infatti, per la regola della catena:

7(r)= r(e(r) @) .

#0 rregolare #0 def ¢
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4. Datauna curva, posso sempre ottenere una parametrizzazione che ne cambi il

verso di percorrenza. Consideriamor : [a,b] =1 —— R™ey = r(I): allora

o I —— 1
t—> a+b—t

€ un cambiamento di parametro taleche7 =ro@(r) =r(a+b—t), t € [a,b]. La
curva (y,7) si dice curva opposta di (y, r) e spesso siindica con —y.

3.2 LUNGHEZZA DI UNA CURVA

Siar: [a,b] —— R™ continua e (y, ) una curva; scegliamo una partizione (o suddivisione)
D, di[a,b]:
a=ty<t;<..<t,1<t,=b

Siano P; = r(t;) perj = 0, ..., n. La lunghezza del segmento di estremi P e P, ; &

¢(PP1) = rtten) = 1), -

Considerando tutta la partizione D otteniamo una spezzata I'y, - dipendente dalla partizione
scelta - di lunghezza

n—1
(Tp) = X |rtin) = (1))
j=0

Con I'aumentare dei punti di una partizione si osserva che:
®m  piu punti ha una partizione, meglio la spezzata a essa associata approssima la curva;
m  date due partizioni Dy e Dy, se Dy C Dy (Dg € meno finediDy), allora {(I'p,) < {(T'p ).

Dy Ds Ds

P, Ps
P2 P4

Py Py Py P3 P P

E pertanto naturale la seguente:

DEFINIZIONE 3.2.I. (LUNGHEZZA).
Definiamo la lunghezza {(y, ) di (y, ) come

(y,r) = s%p (Tp). (3.1)

Una curva si dice rettificabile se ha lunghezza finita {(y, r) < +co.

OsSSERVAZIONE. In generale siha {(y,r) € [0, +c0], dove {(y,r) = O se e solose yeun
solo punto.
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3.2.1 Esempio di curva non rettificabile

ESEMPIO (UNA CURVA non RETTIFICABILE).
Siar: [0,1] — R2 definita nel seguente modo:

(0 ) (o set=0

Per dimostrare che £(y, r) non ¢ finita scegliamo la seguente successione di partizioni:

1 11 1 1
Dl—{o,g,l} DQ—{O,g,g,l} Dn—{o,m,m,...,l} .

Si osserva che
2i—1 .
sin[ ”1 ] = sin(%) = (-1y*1v;j.

2j-1

Quindi

= 1 — 1 i+1 1
i)~ e )

Calcoliamo la distanza del segmento tra due punti successivi:
”P P” _ 1 1 2 . (_1)j+2 (_1)]'+1 2
LI 41 2i-1 2/+1 2j-1

: 102
N (e
B 2i+1 2j-1
Poichéj + 1ej + 2 sono due numeri naturali consecutivi, se j + 2 e disparij + 1 e pari ed
entrambe la frazioni sono negative; viceversa, se j + 2 € pari le frazioni saranno entrambe
positive. Cio nonostante, I'elevamento al quadrato di questa differenza di frazioni garan-

tisce che il risultato sia positivo in entrambi i casi. Quindi, senza perdita di generalita,
possiamo procedere supponendo entrambe le frazioni positive.

A G A (| 1\ 2j-1+42+1 4
2i+1 2-1) \\g+172-1) 77 4p-1 -1

4 1
22— ==.
4j2
Siha dunque
n=1 n=1 1
(Tp)= Y IPa-Pll= ) =,
j=1 i/
da cui

n-1 1 +00 1
Ly, r) = supf(FDn) > 7!1_1)1010 Z _ = Z = 4.
Dy j=1 j=1 ]
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3.3 CALCOLO DELLALUNGHEZZA DIUNA CURVA MEDIANTE L’'USO
DIINTEGRALI

E fondamentale il seguente:

TEOREMA 3.3.1. (CALCOLO DELLA LUNGHEZZA DI UNA CURVA).
Sia (y, ) una curva di classe C1,r : [a,b] ——> R™. Allora:
1) Lacurva e rettificabile: {(y, 1) < +oo;

2) €)= [ I @l dt

DIMOSTRAZIONE.
i SiaD una partizione di [a, b]. Dal Teorema fondamentale del calcolo integrale segue che
tiv1

) =) = |

]

r'(t)dt.
Applicando la norma a entrambi i membri:
b, by .
(i) - 7(t)]| = ”L] r( | < L.] “rolndt  Vi=0,..,n-1
] ]

Considerando la somma di tutti i segmenti,
n-1 n-1 tj+1 b
) = Yt =@l < X [T @lide = [ Ir @it
j=0 =0 ‘
Per ogni D si ha

b b
(Tp) < [ W®lldt = €,7) = sup(Tp) < [ ()t

Essendo 7’ continua per ipotesi e la norma anch’essa continua, ||()|| € uniforme-
mente continua su [4, b] e pertanto integrabile in senso proprio.
ii Per concludere é sufficiente dimostrare

b
(= [ Irold,

visto che abbiamo appena dimostrato la disuguaglianza nel verso opposto. Poiché
r € C1([a, b]), 7 & uniformemente continua su [, b], quindi

Ve >0d16>0talecheVt,se[ab]|t—-s|<é = |F{t)-r ()| <e.

Fissiamo allora ¢ e scegliamo una partizione D, di [a, b] di ampiezza minore di 6.
Siat € [t t;,1] per unj fissato: allora ||r’(t]-+1) - r’(t]-)” < g. Siha:

IO = || (&) = (&) + @) < || &) = @&l + |7 E)| < e + |7 &) -
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Integrando,

tis by Ly
[ enae< [ ede+ [T it
12 t]- t]-

]

= (1~ e+ jj‘“ F () dt| D
]

t t
Il passaggio ft]_/” I (¢l dt = ”ftj“l '(t) dt” e lecito perché r/(t;) & costante per j
fissato. Proseguendo,

D a1 - te +|| f:f“ r () - r(t) + 7 () d|

tiv1

< (1 —t)e + | f:f” r(t) - (e dt|| + ||L () d|
] ]

<@ —t)e+| | ) P @ ]| + ) - )
]

< 2e(tjyr — 1) +Ir(ty1) - r(tj)”

Applichiamo la disuguaglianza triangolare: Integriamo l'ultimo termine e mag-
gioriamo il secondo:

LTS ,
(e = te +[| [ 7) =@ de]| +rte0) = rt)l
]
< 2e(tjyr — 1) + Ir(ten) — ()l
Sommando quanto trovato per tuttiij abbiamo
b
[ i@l de < 266 - a) + £(Tp)
a

e, facendo tendere € a 0, si ha la tesi:

Lb I (Ol dt < €(,7) . O

EsEmp1o. Consideriamo la circonferenza (y, r{):

r1(t) :( 1132?;8 ) ) :( _RRC?:((:)) ) te[0,27], R>0

Essendo la curva C! e regolare, si puo applicare il teorema appena dimostrato:

|40l = VRS2 + Reos@P = K, €)= [ Rt = 2.

OSSERVAZIONE. Se consideriamo due curve con lo stesso sostegno ma diversa parame-
trizzazione, si osserva che il calcolo della lunghezza della curva da per risultato lo spazio
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effettivamente percorso del punto mobile.

[ Rcos(2t) \ , ... [ —2Rsin(2t)
ra(f) = ( Rsin(2t) ) ra() = ( 2R cos(2t) ) tel0,2z], R>0

17,8l = V(~2Rsin(2D) + (2R cos(2£))2 = 2R £(y,15) = foz” ORdt = 47R = 20(y,11) .

3.4 UNIONE DI 2 CURVE

DEFINIZIONE 3.4.1. (CURVA UNIONE).
Date due curve (y1,77) e (g, 7o) tali che:

m rqy:[a, 0] — R
m 79 :[ag,bg] ——> R™ cona; < by <ay < by;

m ry(by) = re(ag);
definiamo la curva unione (y; U yy,7) di (y1,71) e (yo,72) come la curva con supporto
71 U 7o e parametrizzazione

) = {rl(t) set € [ay,bq]

\ro(t+ay—by) sete(by,by+by—as]

3.5 PROPRIETA DELLA LUNGHEZZA DELLE CURVE

PROPRIETA 3.5.1. (INVARIANZA DELLA LUNGHEZZA PER RIPARAMETRIZZAZIONE).
Siano (y, r) e (y, 7) due curve equivalenti. Allora hanno la stessa lunghezza.

DiMOSTRAZIONE. Siar: [a,b]] —— R™esia ¢: [a, f] — [a,b] un cambiamento di
parametro. Consideriamo (y,7) con 7(t) = r o ¢(t) e calcoliamone la lunghezza:

t,7) = [ 17 @l de
B
= [ I @@)¢ @lldz &)
Essendo ¢’(7) una quantita scalare, si puo far uscire dalla norma:
B
® [ W@ Ir@@)ld @
Consideriamo ¢’(7) < 0,* allora:
B B
@ [, W@ Ir@@ldr=~ [ ¢@-Ir ¢l dr &)

Sia il cambio di variabile t = ¢(z). Allora dt = ¢’(z) dz e quindi

d(p)=a b
@ - [, IOl = [ Ir@ldt = t,1). =

“I1 caso € analogo per ¢’(7) > O.
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DEFINIZIONE 3.5.I. (CURVA REGOLARE A TRATTI).
Unacurvar : [a,b] ——> R di dice regolare a tratti se esiste una partizione dell'inter-
vallo [, b] tale che la restrizione dir a [t} t;, 1] e regolare per ogni indice j della partizione.

OSSERVAZIONE. Eimmediato verificare che il Teorema 3.1 si pud applicare anche se la
curva data e soltanto regolare a tratti.

Le poligonali e le unioni finite di curve regolari sono esempi di curve regolari a tratti.

OsSSERVAZIONE. Per definizione di curve equivalenti, esse hanno lo stesso sostegno;
tuttavia, non vale il viceversa. Per esempio, le due curve

. sin t
r1:[0,27] - R, tm (cos t)

. sin 2¢
r9:[0,27] —m R, tH (COS Zt)

hanno lo stesso sostegno S', ma non sono equivalenti in quanto la seconda curva non
e semplice. Tuttavia, due curve con lo stesso sostegno che siano semplici e regolari a tratti sono
equivalenti. Si puo quindi parlare di lunghezza di un sostegno.

3.6 ASCISSACURVILINEA

Sia (y, r) una curva regolare con parametrizzazioner : [a4,b] —— R™. SiaL = {(y,r) la sua
lunghezza. Definiamo la funzione:

t
s:[a,b] — [0,L], t+— Lnr'(f)ndf.

Dato che s & biettiva e s’(t) = ||/(t)|]| # 0, s € un cambiamento di variabile invertibile.
Denotiamo ¢ la sua inversa:

¢:[0,L] — [a,b].

Il cambiamento di parametro ¢ ¢ detto ascissa curvilinea, lunghezza d’arco o arcolun-
ghezza.

OsseRVAZIONE. Una parametrizzazione che ha per parametro 'ascissa curvilinea per-
corre tutta la curva a velocita costante. Infatti, consideriamo il vettore derivata, che per la
regola della catena si esprime come

§'(s) = ¢'(5) ' ((s)) -

Poiché vale

Vs 1
Y6 = @’

la norma del vettore derivata ¢

ree) _,

IO = e =
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INTUITIVAMENTE... Parametrizzare con I'ascissa curvilinea significa parametrizzare
lo spostamento del punto mobile rispetto allo spazio percorso: ha senso che la derivata
dello spazio rispetto allo spazio risulti 1.

EsempPI10. Abbiamo gia ben visto che una parametrizzazione della circonferenza e r(t) =
(rcost,rsint), t € [0,27x]. Lalunghezza e

2r
1) = fo rdt = 2ar .

Possiamo allora definire la funzione:
s(t) : [0,2x] — [0, 277]

t
t— fordt:rt.

Da s(t) = rt otteniamo l'inversat = %, s € [0,2zr]. Possiamo riparametrizzare la
circonferenza come

r(s) = (rcos (;), rsin (;)), te€[0,2xr],

ma £(y, r) rimarra

2rr
(y,r) = fo 1ds = 2zr.

NoTaz1ONE. Generalmente ds, dove non specificato, indica una parametrizzazione con
la lunghezza d’arco. Adottiamo anche noi questa convenzione nel seguito.

3.8 INTEGRALE CURVILINEO DI PRIMA SPECIE

DEFINIZIONE 3.8.I. (INTEGRALE CURVILINEO DI PRIMA SPECIE).
Sia (y,7) una curva regolare a trattiesiar : [a,b)] —— R™ Siaf : AC R™” —— R con-

tinua tale che y C A. Si definisce integrale curvilineo di prima specie di f lungo yla
quantita scalare

b
ffds :f Fa@OF @Il dat .
4 a

OssSERVAZIONE. Lintegrale curvilineo siindica solamente rispetto al sostegno, in quanto
e invariante rispetto alla parametrizzazione.

Seyeunacurvapianaesiaf : y —— R, f > 0. Allora l'integrale curvilineo rappresenta

I'area della superficie delimitata da y e dall'insieme f(y).

OSSERVAZIONE. Se f =id,Vx € y, allora fyf ds={(y,7).

PROPRIETA 3.8.1. (DELL'INTEGRALE CURVILINEO DI PRIMA SPECIE).
Siano f,g: A — R due funzioni continue. Allora valgono le sequenti proprieta:
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I fy(af +p) ds = a fyfds + ﬁfygds;

2. Seperognix € R" vale f(x) < g(x), allora fy fds < fy gds;

3. Ifyf ds| < fylflds;

29

O

Le prime due garantiscono che l'integrale curvilineo e un operatore lineare, mentre 'ultima

e analoga alla disuguaglianza per gli integrali definiti.

OSSERVAZIONE. Sey e parametrizzata con la lunghezza d’arco, allora

b b
[ fas=] feenie©lds=| f&s) ds.
14 a N . a

=1

3.8.1 Interpretazione fisica dell'integrale curvilineo

Da un punto di vista fisico, I'integrale curvilineo puo essere considerato come la distribuzione
di una massa lungo un oggetto filiforme. Infatti, possiamo rappresentare il filo con una curva

avalori in R3 ed esprimere la sua densita con una funzione

n=puxy,z).

La massa si definisce in modo analogo a quanto visto nel corso di Fisica 1:

DEFINIZIONE 3.8.2. (MASSA DI UN FILO).
La massa di un oggetto filiforme y C R3 & pari a

L,uds.

OSSERVAZIONE (COORDINATE DEL BARICENTRO).
Le coordinate del baricentro del filo sono le seguenti:







CAPITOLO 4

CAMPI VETTORIALI E1-FORME

“Ricordati — non puoi teletrasportarti attraverso un campo di forze. Pertanto, non ci provare.”

STAR TREK, Capitano Kirk.

A TEORIA dei campi nasce in fisica, quella delle forme in matematica: sono enti ma-
tematici che tratteremo I'uno in parallelo con I'altro per via della loro corrispondenza
biunivoca; nell’enunciare teoremi e definizioni adotteremo quindi spesso il punto di vista
piu intuitivo o opportuno. Il lettore sia comunque ben consapevole che sono oggetti di natura
diversa e la teoria delle forme differenziali e in realta piu vasta di quella dei campi vettoriali.

4.1 CAMPIEI1-FORME: DEFINIZIONI

RICORDIAMO... (CAMPO VETTORIALE).
Sia A un aperto di R”. Una funzione F : A ——» R continua su A si dice campo vetto-

riale.

DEFINIZIONE 4.1.1. (1-FORMA).
Si dice forma differenziale lineare o 1-forma una funzionew : A —— (R")*, dove
A C R" e aperto e (R")" e 1o spazio duale di R", ovvero 'insieme delle applicazioni lineari
da R"in R:
w:A— (R")
x — okx): R" — R

Una forma e dunque una funzione che associa a ogni punto del dominio un’applicazione

lineare.

OSSERVAZIONE. @(X)sipuo scrivere come combinazione lineare di elementi della base
duale della base canonica di R". Dette (dxy, ..., dx,) la base duale della canonica di R" e

31
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(eq, ..., e,)labase canonica di R”, si ha:

n
dxe)=6; Vij=1.,n o= oxdy
i=1

dovew; : A ——> R e eil Delta di Kronecker

1 sei=j
b;; L
0 sei#j
Si dice che w € una forma lineare:
m  continua se i coefficienti w; sono continui su A Vi;
m CFsuAsew;sonoCFsuA,Vi.
La definizione non lo richiede, ma in questo corso lavoreremo soltanto con insiemi aperti e
connessi.

OsSERVAZIONE. Data f € C1(A), 'applicazione

df : A — (R")"
X — dyf

e una forma differenziale continua su A.
OssERVAZIONE. Lapplicazione dx; e il differenziale della proiezione z; : R" —— R:

Vr; = e drj(e;) = <e]-, ei> = 6;; = dx;(e;) .

4.1.1 Corrispondenza tra campi vettoriali e forme differenziali

Data una forma differenziale

n
o(x) = ) o x)dx;
i=1
a essa € associato il campo vettoriale

w1(x)
Hx) =
W, (%)

Viceversa, fissato un campo
F:ACR'" —— R"
Fy(x)
X —— :
F,(x)

a esso e associata la forma differenziale

o(x) = i F(x) dx;.

i=1
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4.2 INTEGRALE CURVILINEO DI SECONDA SPECIE

DEFINIZIONE 4.2.1. (INTEGRALE CURVILINEO DI SECONDA SPECIE).
Sia Aun aperto di R”, (y, r) una curva regolare a tratti con sostegno in A e parametrizza-

zioner : [a,b)] —— R"eF: A —— R"un campo vettoriale. Si definisce I'integrale
curvilineo di seconda specie di Flungo (y, r) la quantita scalare

[ s = [ o)y di= [ B, (4.)
=1

Equivalentemente, sia ow(x) = 27= 1 F(®) dxj la forma differenziale associata a Fcontinua
su A. Si definisce I'integrale curvilineo di seconda specie di w lungo (y, 7) la quantita

scalare
Lw = LFds. (4-2)

PROPRIETA 4.2.1. (DEGLI INTEGRALI CURVILINEI DI SECONDA SPECIE).
1. Sia(y,r)unacurva,y C A. Allora vale:

f(aw1+ﬂw2) =af w1 +ﬂf wy, Ywi,09 € (R"), Ya,feR.
Y ¥ Y

L’insieme delle forme differenziali su A é quindi uno spazio vettoriale.
2. Sia w una forma differenziale e siano (y, 7) e (y, ) due curve equivalenti. Allora vale:

f S o @ se le due curve hanno lo stesso verso;
® = ,
7)

- f(y N se le due curve hanno verso opposto.

4.2.1 Interpretazione fisica: il lavoro

L'integrale fy Fds non e del tutto nuovo, poiché é gia stato introdotto informalmente nel
corso di Fisica I: infatti, rappresenta il lavoro compiuto dal campo di forze F per muovere un
punto materiale dall’estremo iniziale a quello finale della curva (y, r).

ESEMPIO (CAMPO GRAVITAZIONALE).
Consideriamo il campo gravitazionale generato da una massa m posta nell'origine di R3.
Il campo agisce su un punto di massa unitaria posto in P = (x,y, z) = r(f) con una forza

Flx z)——Gm—(x'y'z) ;o) = xgg
P ey P T L

I11avoro di Flungo (y, r) di estremi r(a), 7(b) &

b {0,y 2(8), (< (0,5 (8), 7 1)
; (8, y6, (0P
o [ OO YOO+ 2020

TR0 + g2 + 22(1)2

rCIL = -Gm dt
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Osservando che il numeratore € la derivata del denominatore, concludiamo che

rCIL = Gm(x2(t) + y2(t) + Zz(t))_%ﬁ

6 (L_L)
~ o)l @)

4.3 CAMPICONSERVATIVI E FORME ESATTE

DEFINIZIONE 4.3.I. (CAMPO CONSERVATIVO).
Sia A C R" apertoesia F : A —% R"un campo vettoriale con F € C1(A). Il campo Fsi

dice conservativo su A se esiste una funzioneU : A ——% R di classe C2 tale che:
VUx) = FKx) VYxeA. (4-3)
Se esiste, la funzione U(x) ¢ detta potenziale.

Analogamente, nel linguaggio delle forme:

DEFINIZIONE 4.3.2. (FORMA ESATTA).
Sia A C R" apertoesiaw: A — (R")" una forma differenziale con @ € C1(A). La

forma w si dice esatta su A se esiste una funzioneU : A — R di classe C2 tale che
dU = w.

Per la dualita fra campi vettoriali e forme, un campo vettoriale € conservativo se e solo se &
la forma differenziale associata & esatta.

OSSERVAZIONE. SeUe un potenziale di un campo vettoriale, lo € anche U + c. Viceversa,
se U; e Uy sono potenziali di un campo vettoriale, differiscono per una costante.
DiMOsSTRAZIONE. SeUeéun potenziale, vale (4.3), dunque

V(Ux) +c) = Kx) + (c) = Ax).
Se U; e U, sono potenziali di un campo vettoriale, allora

V(Ul —U2) :VUl —VUQ =F-F= 0

Essendo tale gradiente nullo in un dominio aperto e connesso, U; — U, € una costante. []
ATTENZIONE! Ladimostrazione del punto 2. € analoga a quella per gli integrali curvili-

nei di prima specie, ma il segno degli integrali di prima specie non dipende dal verso di
percorrenza, mentre il segno di quelli di seconda specie si!

4.3.1 Integrale di un campo vettoriale conservativo

PROPOSIZIONE 4.3.1. (INTEGRALE DI UN CAMPO VETTORIALE CONSERVATIVO).
SiaF : A —— R"un campo conservativo e sia Uun suo potenziale su A. Allora, data una curva
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(y,7), r: [a,b] ——> Aregolare a tratti, vale

f Fds = U(r(b)) - U(r(a)) .
Y

DiMoOsTRAZIONE. Basta dimostrare il teorema per una curva regolare per poi estender-
lo ad una regolare a tratti. Si ha, utilizzando il teorema fondamentale del calcolo integrale
e la regola della catena,

b d
U ®) - V@) = [ S ) d
= [ cvutren, @) dr

= [ ¢rrt), @) a
:des. ]
14

OsseERVAZIONE. Lintegrale curvilineo di seconda specie di un campo conservativo
dipende dunque solamente da dove inizia e da dove finisce la curva lungo cui si vuole
integrare.

TEOREMA 4.3.1. (CARATTERIZZAZIONE DELLE FORME ESATTE).

Sia A aperto e connessoesiaw : A —— (R")" una forma differenziale continua. Sono equivalenti

le seguenti condizioni:
1. per ogni coppia di curve y1, yo regolari a tratti con sostegno in A che hanno gli stessi estremi, si
ha:
f w=| o;
71 72

2. Per ogni curva y chiusa e regolare a tratti

3.  weesatta.

DIMOSTRAZIONE.
2) = 1) Sianodue curve y; e y, regolari a tratti con estremiin comuneesiay = y; U—ys.
Allora y e chiusa, dunque

fa)=02 wzf w—j w=O:>ja):f w.
14 r1Y-re2 Y11 72 71 72

3) = 2) w e esatta, quindi dato un potenziale Udi w su A si ha che
| o =u0®) - tirta).

Essendo y chiusa e regolare per ipotesi vale r(b) = r(a) che implica U(r(b)) = U(r(a)).
1) = 3) Dobbiamo mostrare che @ ammette un potenziale su A. Fissiamo un punto
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Xg € A edefiniamo perognix € A

Ux) = f w
Yrgx
dovey, . €unacurvasceltaarbitrariamente che ha x, come punto iniziale e x come punto
finale. Cio e legittimo poiché per ipotesi Unon dipende dalla curva scelta ma solodaxe
Xo. Se dimostriamo che Ué un potenziale di w su A, esso sara quello che si annulla in x,.
Dobbiamo farvederecheVi=1, ..,n

U
d— =F(x
su A, cosi da avere VU(x) = F(x). Studiamo il rapporto incrementale di U(x), indicando
con I}, il segmento corrispondente all'incremento / di x nella direzione e;, con parame-
trizzazione r,(t) = x + te;, t € [0, h]:

o)

Yxgx

Ux +he) -Ux) 1
h " h U

1
YxgAUT), w] T h “ o T;O B f .

1
=—-|w
7:(0,3«: yxo,x] h Ty @
Osserviamo cher(t) = e;Yi=1,..,neche
i)

1 1 1 h—m————
SF frg) == frh (Rr(H), 7 (@) dt = 7 fo Fi(x + te;) dt (=),

Per il Teorema della media integrale esiste & € [0, h] tale che

1 rh
@y, |, Fx +te)dt = (&) = Fx+ £ey).

Passando al limite per # — 0 'ampiezza dell'intervallo [0, /1] tende a O e pertanto anche &
tende a 0 essendo ¢ € [0, i]. Quindi
Ux + he;) —Ux) JU

lim j = 5 00 = ). 0

Tips & Tricks! (p1Bisr). Allaluce di quest’'ultimo teorema, se sappiamo di avere una
forma esatta, possiamo ricavare il suo potenziale utilizzando l'integrale curvilineo di
seconda specie lungo una qualunque curva da un punto arbitrario x( al punto generico
x. Che curva scegliere, pero? Per non complicarsi la vita, ci basta calcolarlo lungo una
curva semplice che connetta i due punti, come un segmento o una poligonale: questo e il
procedimento alla base del metodo delle poligonali, che vedremo a pag. 44.

4.4 CAMPIIRROTAZIONALI E FORME CHIUSE

Il teorema appena dimostrato € uno strumento valido per stabilire che una forma diffe-
renziale non e esatta: basta mostrare che I'integrale curvilineo lungo una qualsiasi curva
chiusa e regolare a tratti € diverso da 0. Purtroppo non ¢ altrettanto efficace per dimostrare
'esattezza di una forma, poiché si dovrebbe provare che I'integrale lungo ogni curva chiusa &
nullo. Tuttavia, esiste una classe di forme pit ampia che, sotto certe condizioni specifiche,
risulta coincidere con quella delle forme esatte.
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DEFINIZIONE 4.4.1. (FORMA CHIUSA).
Sia A C R" aperto esiaw : A —— (R")" una forma differenziale con € €' (A). La
forma w si dice chiusasu AseVi,j =1,..,nle componenti w; soddisfano

2

:(x) VxeA.

ﬁwi
a% " o,

La nozione di forma chiusa ha un vantaggio enorme rispetto a quella di forma esatta: per
vedere se una ¢ tale, ci basta derivare delle funzioni - e non verificare che ogni integrale su
curve chiuse si annulli!

Ovviamente, come per le forme esatte, esiste un corrisponde campo vettoriale particola-
re.

DEFINIZIONE 4.4.2. (CAMPO IRROTAZIONALE).

Sia A C R" apertoesiaF : A —— R"un campo vettoriale con F € C! (A). Il campo Fsi
dice irrotazionale su Ase Vi,j = 1, ..., n le componenti F; soddisfano

oF, . _ 9%
&—x(x) = &—x(x) VxeA.

7 1

DiGRESSIONE. Il nome é dovuto al fatto che (4.4.2) equivale a dire che il rotore di Fe
nullo.

Per la dualita fra campi vettoriali e forme, un campo vettoriale e irrotazionale se e solo
se ¢ la forma differenziale associata e chiusa. La proprieta che segue da alito alle nostre
speranze:

PROPOSIZIONE 4.4.1. (LE FORME ESATTE SONO CHIUSE).

Siaw: A —— (R")" una forma differenziale di classe C* su A. Se ¢ esatta su A, allora w ¢ chiusa
su A.

DiMOsSTRAZIONE. Sia @ esatta e sia Uun potenziale di @ su A: dalla definizione (4.3) di
potenziale Usara di classe CZ(A) e 5—5 =F(x)Vxe€ A Vi=1,..,n. Deriviamo ora rispetto
1
ax;:
)

Jd (dU d
— =@ ]| = — FEx) .
e (750) = 77
Essendo U € C2Z(A) si ha, per il Teorema di Schwartz:
JF, d (dU d (U JF;
_l = —_— —_— = — —_— = —— D.
&x]- (X) (9x] (8xi (X)) 8xi [ﬁx] (X)] (9xi (X)

Da questa proposizione sappiamo che tutte le forme esatte sono anche chiuse, ma il viceversa
vale? Ahime, no.

ESEMPIO (FORMA ARGOMENTO).
La forma

x
o) = X2 -ykyde T2 +y2dy' Dom (@) = R? \ (0,0)
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e detta forma argomento, ed e un classico controesempio della proposizione precedente.
Studiando le derivate parziali rispetto a x e a y vediamo che w & chiusa su Dom ()...

3( —y )__x2+y2—2y2_ Y2 - x2

&_y 2+ y2 2 +y22 (2422 ’
J xo ) xZ+y2-2x2 y2 a2
ax\x2+y2] (2+y2)2 (22 +y2)2’

...ma cio nonostante w non & esatta: se prendiamo la circonferenza unitaria (y,7), con
parametrizzazione

r:[0,27] ——> A; r(t) = Rcos fi + Rsin g; r’'(t) = —Rsin f + Rcost_f

si ha che

o= ((R cost)? + (~Rsin )2’ (Reost)? + (~Rsin)?
—Rsint Rcost
(7

—Rsint Rcost )

7

calcolando I'integrale curvilineo lungo (y,7) si ha
= () @)y di = [ sin?t4cos? dt = [ dt=2x%0
La) = fo (F(r(t)),r'(t)) dt = J;) sin“t + cos = fo =27 +0.

Avendo mostrato che I'integrale lungo una curva chiusa - come la circonferenza - & diverso
da 0, la forma non puo essere esatta.

Tuttavia, non disperiamoci. Come avevamo anticipato, sotto certe condizioni le due classi di
forme coincidono. Per dimostrare una tale condizione sufficiente, introduciamo ora una
nozione topologica.

DEFINIZIONE 4.4.3. (DOMINIO STELLATI).
Un aperto connesso si dice stellato rispetto a un punto x( se Vx € Ail segmento di estremi
X( € X e contenuto in A.

Su questi particolari aperti, vale il seguente:

TEOREMA 4.4.1. (LEMMA DI POINCARE PER DOMINI STELLATI).
Siaw : A ——> (R")* una forma differenziale, o € C1(A) e sia A stellato. Allora w ¢ chiusa su A se
e solo se w ¢ esatta su A.

DIMOSTRAZIONE.
=) Sempre vero per la Proposizione 4.4.1.
= ) Definiamo
U(x) = f w Vx€EA
X0
conl’, ,ilsegmentodiestremoinizialex e finale x. Dimostriamo che U¢ un potenziale di
wsu A. Persemplicita supponiamo xy = 0 e parametrizziamo [0, x] conr(t) = tx, t € [0, 1].
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Otteniamo quindi
1
Ux) = F(tx), x) dt .
(x) = | (Rm), x)
Per il Teorema di derivazione sotto il segno d’integrale abbiamo*
U 19
—(x) = — (K(tx), x) dt
S 0= ) 5w

1
= j i(Fl(tx)ler... + F,(tx)x,) dt
0 3x1

1
= —[Fl(txl, t.X2, 00 g txn)xl + FQ(txl, tXQ, 000 7 txn)XQ + ...
0 9xp 1L are
+ F,(txq, txg, ... , tx,)x,] dt
_on
=g

—_—

1 F F. F,
= j Fy(tx) + ﬂ(tx)txl + Q(tx)(txz) v+ 2 (tx)tx,, dt
0 (3’x1 z9x1 (9x1

=(VFq (tx),tx)

1
= fo Fy(tx) + (VF, (tx), tx) dt .
Integriamo per parti, osservando che:
d d ,
(VE(1R) 1) = £ f1(E%) =t (P 0 )(E) =ty Fy o dyr = HVR (), 7/ ()
=t (VF,(tx), x)

Quindi: ripetendo il ragionamento per tutti gli F;(x) si ha la tesi. O

?Sottolineiamo cio che deriviamo per facilitare la lettura.

OSSERVAZIONE. Lospazio R2 \ {(0,0)} non é stellato - ad esempio, il segmento tra (1,1)
e (-1,-1) non ¢ interno ad esso. Piu in generale, R” \ {p}, con p generico punto di R",
non e stellato in quanto e sempre possibile trovare un segmento con estremiin R” \ {p}
che passa per p.

L'esattezza e la chiusura dunque coincidono se parliamo di domini stellati; tuttavia, molti
aperti non lo sono affatto, come abbiamo appena osservato! Possiamo pero considerare una
nozione topologica piu generale rispetto ai domini stellati, con I'idea di far valere il Lemma
di Poincaré per qualche spazio in piu. Per fare cio, parliamo di

DEFINIZIONE 4.4.4. (CURVE OMOTOPE).
Sia A un aperto connesso e siano (yy,71) e (y9,75) due curve conry,rg : [a,b] —> R”
tali che r{(a) = r9(a) = Py eri(b) = ro(b) = P;. Allora (y1,71) e (ya, ) si dicono curve
omotope se esiste una funzione ¢ : [4,b] X [0,1] —— A continua tale che:

I. @, A)=Pyeqp i)=P; Viel0,1];

2. @(t,0) =ry(t) e p(t, 1) = ra(t).

La Definizione 4.4.4 garantisce che esiste una deformazione continua di y; in y5: al variare di 4
otteniamo delle curve che rimangono in A e variano con continuita da y; a y5. Se y; e y5 sono
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chiuse, la condizione 1. equivale a ¢(a, ) = @(b, 1) V4 € [0, 1].

DEFINIZIONE 4.4.5. (SPAZIO SEMPLICEMENTE CONNESSO).

Uno spazio topologico si dice semplicemente connesso se due qualsiasi curve con gli
stessi estremi iniziale e finale sono omotope tra loro o, equivalentemente, se ogni curva
chiusa e omotopa a un punto.

OssSERVAZIONE. R? \ {(0,0)} non é semplicemente connesso perché una qualsiasi cir-
conferenza di centro l'origine non puo essere deformata con continuita in un punto:
durante il processo di deformazione la curva attraversera sempre l'origine per un certo
Ao compreso tra 0 e 1. Fortunatamente, R3 \ {(0, 0, 0)} invece ¢ semplicemente connesso:
durante il processo di deformazione la curva puo passare “aggirare” l'origine, evitando il
punto di discontinuita e restando sempre all'interno dell’insieme. Per lo stesso motivo,
R" privato di un qualsiasi punto € semplicemente connesso per 7 > 0.

ATTENZIONE! Bisogna sempre prestare attenzione allo spazio di cui stiamo parlan-
do: x2 + y? = R? in R? ¢ I'equazione di un cilindro infinito, non di una circonferenza, e
R3 ~ {(x,y,2) € R3 : 2 + y2 = 1} - 0 anche R3 privato soltanto di una retta - non &
semplicemente connesso.

Vale il seguente:

TEOREMA 4.4.2. (LEMMA DI POINCARE PER APERTI SEMPLICEMENTE CONNESSI).
Sia A un aperto semplicemente connesso e sia & una forma differenziale chiusa di classe C ' su A. Allora
w é esatta su A. O

OSSERVAZIONE. Siaw : A —— (R")*, una forma chiusa e non esatta su A di classe C1:
da queste ipotesi si puo dedurre immediatamente che A non € semplicemente connesso,
altrimenti si potrebbe applicare il Teorema 4.4.2. Supponiamo allora che B C A, Baperto
semplicemente connesso: per lo stesso teorema 4.4.2 @ € esatta su B, quindi esiste un
potenzialeU : B —— R di @ su B. Per questo motivo le forme chiuse sono anche dette
localmente esatte, perché per ogni punto del dominio della forma chiusa esiste sempre
un intorno sufficientemente piccolo su cui la forma ammette potenziale.

4.4.1 DPrimitive della forma argomento su sottoinsiemi del dominio

Sia data la forma argomento

- Y *
wo(x,y) = 2 e dx + 21y dy

definita su R2 \ {(0,0)}. Come visto, tale forma & chiusa ma non esatta nel suo dominio.
Tuttavia, possiamo determinarne una primitiva su opportuni sottoinsiemi del dominio. Ad
esempio, cominciamo col considerare il semipiano x > 0 che &€ semplicemente connesso
e mostriamo che su di esso la forma argomento e anche esatta. Possiamo calcolarne una
primitiva Uy(x, y) risolvendo il sistema

I Up(x,y) =~

X +y
_x
dUo(x,y) = el
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E facile verificare che una soluzione' del sistema ¢ la funzione
U — y
o(x,y) = arctan 7))

Consideriamo ora il semipiano y > 0. Ragionando come per il caso precedente, si ottiene
che la generica primitiva su tale semipiano

Uy(x,y) = c — arctan (5), ceR.

Osserviamo che le due primitive trovate coincidono nell'intersezione dei due semipiani,

ovvero il primo quadrante, se e solo se c = 3. Infatti, si verifica facilmente che la funzione

f(t) = arctant + arctan (%) e costante a tratti in quanto ha derivata nulla in tutto il dominio
e precisamente vale:

1 Z se t>0;
arctant + arctan|— | = { 2
t -5 se t<0.

Pertanto, per x > 0,y > 0 si ha che Uy(x,y) = U;(x,y) seesolosec = % In modo analogo,

nel semipiano x < 0, la funzione Uy(x, y) = arctan (%) + ¢’ € ancora una primitiva di oy per
ognic’ € R. Ragionando come prima, U, coincide con U; nel secondo quadrante se e solo se
¢’ = r. Pertanto abbiamo costruito una primitiva di @, sull'insieme A = R2 \ {(0,y) : y < 0}.
Essa e data dalla funzione

arctan (%) x>0,y>0;
Ux,y) = { 5 — arctan (;) x<0,y>0;

(y)+7r x<0,y<0.

arctan X

Osserviamo tuttavia che la funzione U(x, y) non si puo estendere per continuita al semiasse
negativo delle y in quanto per y < 0 fissato vale

3
°r lim arctan (%) +7# 1im+ arctan (%) = -

T
2 x—0~ x—0 2°

OssERVAZIONE. Con questo processo si puo trovare un potenziale su R2 privato di una
qualsiasi semiretta (anche diversa da uno degli assi cartesiani)

4.4.2 Campicentrali

DEFINIZIONE 4.4.6. (CAMPO CENTRALE).
Si dice campo centrale un campo vettoriale del tipo:

b.¢
Hx) = (p(IIXII)m, x # Ogn,n > 2

PROPOSIZIONE (I CAMPI CENTRALI SONO CONSERVATIVI SU R” \ {0}).

'Le altre soluzioni si ottengono aggiungendo a Uy (x, ) una costante reale.
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DiMmosTrAZIONE. Dato un generico campo centrale F, mostriamo l'esistenza di un
potenzialeU : R"” \ {0} —— R. Per essere tale, deve soddisfare

U X;

—(x) = F(x) = o(||Ix|))—Vi.

8xi( ) = Fi(x) = ol II)||X||

Osserviamo che se @(x) € una primitiva di ¢(x) su (0, +c0) allora si ha, usando la regola
della catena,

X _ 9

= 5=(@lxl), Vi = UX) = O(|xl) +c, ceR. O
lixll  Jx;

U ,
B_in(x) = O’(|1x))

Esempi1o. Il campo gravitazionale € un campo centrale. Si osserva che

o(lIxll)

——
Fx) G X -Gm x
X)=-Gl—s = —— —
=112 (1112 Il

dove

@:(0,+00) — 3 R
F— o

Il potenziale del campo gravitazionale risulta dunque

Gm

060 = [ @il =+

4.5 TEOREMA DELL'ENERGIA CINETICA

TEOREMA 4.5.1. (ENERGIA CINETICA).
Sia F(x) un campo di forze dipendente dalla posizione che agisce su un punto materiale di massa m e la

fa scorrere da un estremo allaltro di una curva (y,v) € C2 er : [a,b] — R™ Allora

= %m [r’(b)2 - r’(a)z] .

DiMOSTRAZIONE. Ricordiamo che il lavoro per definizione

b
L= [ (FGo),r@) .
Essendo la massa m una quantita scalare, allora
b b
|RGUORLON T ORI O

Osservando che |7 ()||2 = (7/(t), 7’ (t)), deriviamo:

d d
E(llr’(t)||2) = %(1”1(1‘)2 + o+ 1(D2) = 27 (O] () + . 27O () = 27 (1), T (1)) -
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Quindi
— b ” ’ _ 1 bd ’ 2 _ 1 il — 1 P2 _ ()2
L=m [ @),/ ®) = gm [ = (r©D* di = 5mrOIF| = 5m[/©?*-r@?]. O

4.6 TCOME TROVARE UN POTENZIALE

Tips & TRicKs! Dato che per definizione un potenziale Udi una forma esatta w e tale che
dU = w, se € noto che w ¢ esatta si puo sempre verificare se una funzione € un potenziale
di una forma calcolandone il differenziale.

4.6.1 Metodo delle integrazioni parziali

Come conseguenzaimmediata della definizione di forma esatta, si ha il seguente:

TEOREMA 4.6.1. (METODO DELLE INTEGRAZIONI PARZIALI).
Sia @ = Fydxq + Fadxg + Fsdxg un forma esatta su A C R3 e sia A aperto. Una funzione

U: A —— Reéunpotenziale di w se risolve il sequente sistema:

dUx,y,z) = F
dUx,y,z) = Fp . O
aZUv(-X/ Y Z) = F3

ATTENZIONE! E sempre opportuno controllare che una forma sia chiusa prima di
cercare di calcolarne un potenziale.

Esemp1o. Un potenziale della forma chiusa
wo(x,y,z) = 3x2ydx + x3dy — zdz
definita su R3 si puo ottenere risolvendo il sistema

2. U(x,y,z) = 8x2y
dU(x,y,z) = i
,Ux,y,z) =~z

Integrando rispetto a x la prima equazione otteniamo
Ulx,y,2) = X3y + a(y, 2) .
Derivando questa espressione rispetto a y e utilizzando la seconda equazione si ha
x3 + dyaly,z) = e

quindi c9ya(y, z) = 0, ovvero a(y,z) non dipende da y: possiamo porre a(x,y) = f(z).
Derivando ora U(x, y, z) rispetto a z e utilizzando la terza equazione del sistema otteniamo

pi)=-—z = ﬁ(z)z—%zz+c ceR
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e concludiamo che

1
U(x,y,z) = x3y - 522 +c ceR.

4.6.2  Metodo delle poligonali

TEOREMA 4.6.2. (METODO DELLE POLIGONALI).
Siaw = Fydxq + Fydxg + Fydxg un formaesattasu A C R3, Aapertoe convessoesia (x(, Yo, Zo) €
A. Allora un potenziale Udi w su A e

Ulx, y,2) = fx Fi(t, Yo, zo) dt + fyy Fy(x, t,20) dt + f * Fa(x,y,t)dt .
X0 0 20

DimMosTRAZIONE. Poiché w e esatta, possiamo ottenere Ucome l'integrale di @ lungo una
qualsiasi curva di estremi (xq, o, zg) € A fissato e (x,y, z). Dal Teorema 4.3.1 sappiamo che
tale integrale dipende solo dagli estremi di integrazione, quindi come preannunciato nel
Tips & Tricks di Bisi a pag. 36 calcoliamo in modo facile il potenziale lungo una poligonale:

Tl :Tl(t) = (t,yo,ZO) I e [XO,X]
r2 21’2(t) = (x, t,Zo) te [yo,y]
Ig:r3t) =(x,y,t) t €[zg,z].

Quindi

rClU(x,y,z) = + +
ya)=[ o+ [ o [

- jx R, yo, 7o) dt + fy Rx, t,z) dt + jz R,y t)dt . O
X0 Yo Z0

OsseERVAZIONE. Il potenziale ottenuto con il metodo delle poligonali e quello che si
annulla in (xq, ¥, Zg)-
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CAPITOLO

SUCCESSIONI DI FUNZIONI

“Al variare di n cosa succede a questo anime, a questo manga?”

ALESSANDRO [ACOPETTI, mangaka.

NA PRIMA intuizione del concetto di successione di funzioni e quello di successione

a valori reali o complessi dipendente da un parametro: ci chiediamo quando e come
tale successione converge - proprio per trattare il “come” dovremo abbandonare questa
intuizione quasi subito... Ci occuperemo quasi esclusivamente di successioni di funzioni
a una variabile (il “parametro”). Sottolineiamo subito l'utilita (vedi la citazione) di avere
un’intuizione cinematica di cosa succede al variaredin € N.

5.1 CONVERGENZAINCAMPO COMPLESSO

Prima di cominciare la trattazione vera e propria formalizziamo il concetto di convergenza
in campo complesso, che ci servira, oltre che nello studio di successioni di funzioni a valori
complessi, in quello delle serie di potenze.

DEFINIZIONE 5.I.I. (LIMITE PER SUCCESSIONI DI NUMERI COMPLESSI).
Siaz, = a, +ib,,cona,, b, € R una successione di numeri complessi. Dato!/ € C, sidiceil
limite diz, al crescere din € ugualea ?,

lim z, = ¢

n—+oo

se vale che
Ve>0 AN=Ne)eN: n>N=|z,- ¥ <e.

OSSERVAZIONE. z, — ¥ seesolose Re(z,) = Re(?) e Im(z,) — Im(¥) .

47



48 CAPITOLO 5. SUCCESSIONI DI FUNZIONI

5.2 SUCCESSIONIDIFUNZIONI

DEFINIZIONE 5.2.1. (SUCCESSIONE DI FUNZIONI).
Una successione di funzioni € una famiglia f,,: SC K — K,dove K =R o C.

In questo testo enunceremo la maggior parte delle definizioni e teoremi per funzioni della
forma f, : SCR —— R, ma quasi tutta la teoria si puo estendere a C senza problemi.

5.2.1 Convergenza di una successione di funzioni

I1 caso piu elementare che siincontra di “convergenza di funzioni” € quella in cui fissiamo
unpuntot € S C K e consideriamo, il limite f(t) della successione {f,(t)},: se punto per
punto, ossia per ogni t € S, tale limite é finito, la collezione di questi definisce una funzione
f:S—R.

DEFINIZIONE 5.2.2. (CONVERGENZA PUNTUALE).

Sia f, : SC R —— R una successione di funzioni. Allora si dice che {f,} converge

puntualmente in Sa una funzione f : S —— Rse

VteS Ye>0 AN= N t): n>N= |f, () - f) <e.

Ben presto ci accorgiamo che la convergenza puntuale & piuttosto debole, in quanto non ga-
rantisce che le proprieta delle funzioni f, come derivabilita, continuita, limitatezza, ecc...
passino al limite!

EsEmpPio. Consideriamo la successione

fn:SCR — R
np+—— t"

Dato f € [0, 1], allora:

1 set=1

f(®) = lim f,(t) = lim ¢, {0 sete[0,1)

Mentre le varie funzioni f, sono polinomi - e dunque funzioni lisce €, il limite non &
neanche una funzione continua.

Vogliamo introdurre una nozione piu forte di quella puntuale che ci permetta di portare le
proprieta della successione di funzioni al limite.

DEFINIZIONE 5.2.3. (CONVERGENZA UNIFORME).
Siaf, :SCR —— Resiaf : S —— R. Sidice che {f,} converge uniformemente a

f:S——> RsuSse
Ve>0 AN=N(e): n>N= |f,(t) - f(H)l<e, VteS.
Equivalentemente, f, converge uniformemente a f se

sup Ifu() - fl<e = S Ifn(®) - f(H -0
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La definizione di convergenza uniforme puo sembrare praticamente identica a quella della
convergenza puntuale, ma c’e una grossa differenza: nel caso della convergenza puntuale la
soglia Ne dipendente, oltre che da ¢, anche dal punto ¢, mentre nella convergenza uniforme
la soglia N & la stessa per qualunque punto t € Se dipende solo da €. Per questo motivo, la
convergenza uniforme implica sempre la convergenza puntuale, ma non necessariamente il
viceversa: fissata la tolleranza ¢, 1a soglia N potrebbe cambiare al variaredix € S. A.

DIGRESSIONE. Luso del termine “uniforme” non e casuale... perché abbiamo gia visto
nel corso di ANALISI MATEMATICA 1 una nozione simile. Infatti, la continuita uniforme
differisce dalla continuita puntuale esattamente nello stesso modo in cui la convergenza
uniforme differisce dalla puntuale: nella versione “uniforme” il valore N ¢é indipendente
dal punto specifico dell'insieme su cui € definita la funzione. Torneremo a parlare di
continuita uniforme nella sezione 6.3.1, a pag. 84.

ATTENZIONE! E estremamente importante dire dove converge f,: infatti, una stessa
successione puo convergere uniformemente su A, ma allo stesso tempo non convergere
uniformemente in un altro insieme B.

EseEmpIio. Riprendiamo la successione di funzioni f, = t". Sapendo che il limite
puntuale &
1 set=1
f) =
0 sete€[0,1)

abbiamo che
0 set=1

[ful®) = £ = m set€[0,1)

Ma sup,, 1) t" = 1, dunque la successione non converge a f uniformemente. Se con-
sideriamo invece la stessa funzione ma in un intervallo [0, T] con T < 1 allora si ha la
convergenza uniforme, perché

sup |f,()— f@®)|=T"— 0.
€[0,1]

t

OssERVAZIONE. Graficamente, la convergenza uniforme di f, a f garantisce che per
ogni € esista un indice Ntale che per ogni n > Nla funzione f,(t) sia contenuta in una
“striscia” della forma (f(f) — €, f(t) + €).
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5.2.2  Due metodi per mostrare la convergenza uniforme

5.2.2.1 Convergenza uniforme tramite una maggiorazione

Come mostra il seguente esempio, si puo cercare di mostrare la convergenza uniforme
partendo dal limite puntuale con una maggiorazione dipendente solo da n e indipendente da

t.

Esemprio. Sia .
fat) = - sin(nt), teR.

Fissato t, per ognit € R vale
1
2 < ~

poiché |sin(nt)] < 1 Vn € N. Da questa maggiorazione si ha immediatamente che
fu(t) = 0, ovvero vale la convergenza puntuale e il limite € la funzione nulla; essendo la
maggiorazione indipendente da ¢, si ha anche

1
sup|f,(t) - f(H) <= —0,
teR n

ovvero vale la convergenza uniforme a 0.

5.2.2.2 Convergenza uniforme tramite calcolo dell'estremo superiore

Se non fosse possibile - o non fosse immediato - trovare una maggiorazione, non rimane
che provare a determinare esplicitamente il valore del sup,_df,,(t) — f(¢)I.

EseEmpPI1o. Consideriamo la successione di funzioni:
— —nx2
fu(x) = nxe xeR. (5.1)

Poiché f,(x) — 0, si ha la convergenza puntuale alla funzione nulla. Per cercare I'even-
tuale convergenza uniforme, studiamo il comportamento del sup|f,,(t) — f(t)|. Prima di
cominciare, osserviamo che le f,(x) sono funzioni disparie f,,(0) = 0, per ogni 1, quindi
possiamo limitarci a studiarle in [0, +o0) ed estendere poi i risultati ottenuti a tutto il
piano per simmetria. Essendo il limite puntuale la funzione nulla, le funzioni f, sono
limitate e dunque l'estremo superiore € un massimo. Studiamo la monotonia delle £, (x):

F1x) = ne™* - 2n2x%e ™ = (1 - 2nx2) ;
0
>

1
f;(x)20=>1—2nx220<=)0§x§—.

Ven

Per n fissato, il massimo di f,,(x) si ha quindi in L. Allora, al crescere di n,

\/_

2n
sup|f,(t) = f(t)| = sup f,(x) = f (L]—\/z%+oosen—>+oo
xe]}I&) " _XGRE mes @ ~ V2 ’

Non si ha, pertanto, convergenza uniforme su R.
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5.2.3  Successioni di Cauchy di funzioni

Come nel caso delle successioni numeriche, esiste dei criteri di Cauchy per le convergenze
di funzioni:

PROPOSIZIONE 5.2.I. (CRITERIO DI CAUCHY - CONVERGENZA PUNTUALE).
Condizione necessaria e sufficiente affinché una successione di funzioni { f,} converga puntualmente
suSC Raféche

Ve>0,VteS AN=(te)e N: Vmn >N, |f,(t) - f.(Hl<e. O
PROPOSIZIONE 5.2.2. (CRITERIO DI CAUCHY - CONVERGENZA UNIFORME).

Condizione necessaria e sufficiente affinché una una successione di funzioni { f ,} converga uniforme-
mentesuS C Ra f éche

Ye>0, AN=(e)eN:Vmmn>N,|f,(t)-f.(H)<eVtes,

o, equivalentemente,
Stug Ifn(t) - fm(t)l <e. O
&

OssSERVAZIONE. Piuingenerale, entrambii criteri valgono in un qualsiasi spazio metrico
completo.

5.2.3.1 Convergenza di una successione di funzioni in due variabili

DEFINIZIONE 5.2.4. (CONVERGENZA PER SUCCESSIONI A DUE VARIABILI).
Sia f,(s,t) : SXT —— CS, T C C. {f,} converge a f uniformemente rispetto a s e
puntualmente rispetto a t se

Ve >0,YteT, IN=(gt)talechesen > Nvalel|f,(s,t)— f(s,t)l <e VseS

Si puo considerare, in modo analogo, la convergenza di funzioni facendo il limite rispetto a
una variabile continua s € R.

DEFINIZIONE 5.2.5. (CONVERGENZA UNIFORME PER SUCCESSIONI A DUE VARIABILI).
Sia f(s,t) : SXT —— C, S, T C C. Se s € un punto di accumulazione per Ssi dice che
f(s, t) converge uniformemente a I(f) su Tpers — s, se

Ye>036=06(g,50) >0: 0<[|s—59|l <6 = |f(s,t)-Il(t) <e VteT

5.2.4  Proprieta della convergenza uniforme

TEOREMA 5.2.1. (DI LIMITATEZZA).
Sia f,, © S ——> R una successioni di funzioni limitate su S che converge uniformemente a una
funzione f su S. Allora f é limitata su S.
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DimosTRrAZIONE. Peripotesila convergenza é uniforme, quindi
AN=N1): n>N=|f,(H-fH)l <1, VteS?
Dunque, V1t € S,

FOI =1/ (#) = fxE) + Fu@I < I SO+ 1) = O < 1T+ 1f(8) = fa]

Essendo f limitata per ipotesi, si ha
IfOl <1+ T NOIY
€

e quindi f € limitata in S. O

“La scelta di € nella definizione di convergenza uniforme ¢ arbitraria.

EsemMpI1o. Questo teorema non vale se {f,} converge solo puntualmente in f. Conside-
riamo

fu®) :(0,1] > R
1 Lor<a
; \/} sen_ =
\n se0<t<%

Sivede infatti che {f,,} tende a f(t) = %, che e una funzione non limitata.
t

TEOREMA 5.2.2. (SCAMBIO DI LIMITI).
Sia {f,,} una successione di funzioni convergente a f uniformementein S C R, {£,,} una successione a
valori reali e ty punto di accumulazione per S. Se

lim f,(t) =4, (5.2)

t—)tO

allora
lim¢, = tll)r% f(#), ovvero lim tllg(l) fal) = tlg}(l) lim f,,(¢) .

DiMmoOsTRAZIONE. Per prima cosa, dimostriamo che ¢,, converge. Per farlo, dimostre-
remo che ¢, e di Cauchy, quindi convergente in uno spazio metrico completo. Siano
L

|{)n _eml = |‘€n _fn(t) +fn(t) _fm(t) +fm(t) _eml < |‘€n _fn(t)l + |fn(t) _fm(t)l + |fm(t) _{)m|~
Fissato € > 0, si ha, dall'ipotesi di convergenza uniforme,
AN =Ne): Vi,m>N= [f, () - ful)] < g Vies.

Da (5.2) sappiamo che per lo stesso € esistera un ; tale chese [t—tq| < 67 allora |[€,—f,,(f)| <

5 eun g, taleche se |t — to| < &9 allora|f,(t) - £,/ < 5. Dunque, Vn,m > N, |t —to| <6 =
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min{é;, 69} si ha
€
€, =€, < = + 3tg=

e pertantolasuccessione e di Cauchy. Siaora ¢ = lim, £, e dimostriamo che ¢ = lim;_,;  f(f).
Sappiamo che Ve > 0 AN = N(¢) tale che,sen > N

If,(h)-fl<e e |,-4f<e.
Allora
If()) = €1 = 1f(O) = fu()) + fu(®) = € + £, = L1 < |f () = fu(®] + (D) = Ll + 1€, = 2.

Poiché £y = lim,_;  f,(t) allora,
Ve > 036 = 8(e, to) : E—tol <6 = [£, — f,(D)] < g
Dalla convergenza di {f,} e di {£,,} si ha che 37 € N tale che

Vnzﬁlf(t)—fn(t)|<§e |en-e|<§.

quindise |t —tg| < den >
If(ty-4l<e,
cioe ¢ = lim;_; f(f). O

COROLLARIO 5.2.1. (DI CONVERGENZA PER SUCCESSIONI).
Sia f,, — f uniformemente in Se siano f, continuein S. Allora f é continua in S

DiMOSTRAZIONE. Siatgdiaccumulazione per S. Allora

lim f(t) = 11m lim f,.(t) = 11m lim f,(t).

t—)t i’l—)oo —00 t_>t

Essendo f, continue, allora

7}1_1,1010 tllgl fn(t - hm fn(tO) f( ) O

TEOREMA 5.2.3. (PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO SEGNO DI INTEGRALE).
Siaf, : [a,b] ——> R una successione di funzioni continue che converge uniformemente su [a, b] in
f. Allora

lim f:’ FoO)dt = Lb F(b)dt

DimosTrRAZIONE. Poiché f, — f uniformemente e le f,, sono continue, allora f &
continua, quindi integrabile su [4, b]. Dunque

[ = [ s =|[ 10 - o] < [ 10 - g0] .
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Dalla definizione di convergenza uniforme, fissato € > 0, si ha che
I3 b I3
AN=Ne): 12N = |f,() - f()] < — = j [fulh) = f®)| dt < — (b -a)=€.
b-a a b-a
Per arbitrarieta di ¢, si ha che

Tim fbfn(t)dt = jbf(t)dt. 0

OssERVAZIONE. Lipotesidicontinuita delle funzioni f,, garantisce che f sia integrabile,
ma non I’abbiamo utilizzata durante la dimostrazione. In effetti si puo dimostrare che e
sufficiente l'integrabilita delle funzioni f, in [, b].

OSSERVAZIONE. Vale, piu in generale, che

t t
ga(t) = f fu(s)ds convergea g(t) = f f(s)ds.

DiMOSTRAZIONE. In maniera analoga a come dimostrato precedentemente:

|f:fn(s) ds — f:f(s) ds| < f: |[fa(s) = f(s)] ds < Lb |f) - (O] dt <&. O

In generale, il teorema non vale sotto la sola ipotesi di convergenza puntuale.

EsemprIo. Sia
fot) =nte, te[0,1].

La funzione converge puntualmente su [0, 1] a f = 0 ma non converge uniformemente su
[0, 1], come gia visto in (5.1). Osserviamo che

1

1 1
=lim5(1-e™") =5

1 1
g —nt2 — 13 __ —nt2
h%n fo nte dt = 11%11 e 5

2

0

mentre

1 1
fo lim f,,(t) dt = fo f(Hhdt=0.

A differenza di quanto ci si potrebbe aspettare dati i risultati su limitatezza, continuita e
integrabilita, la convergenza uniforme non e sufficiente per passare la derivabilita. Tuttavia,
se a convergere uniformemente e la successione delle derivate, allora la funzione limite &
derivabile, come ci mostra il seguente:

TEOREMA 5.2.4. (DI DERIVABILITA PER SUCCESSIONI).
Siaf, : (a,b) ——> R una successione di funzioni derivabili in (a, b). Supponiamo che:

1. f, converga puntualmente almeno in un punto t( di(a, b);
2. Lasuccessione delle derivate f, converga uniformemente su (a, b) ad una funzione g.
Allora f,, converge uniformemente su (a, b) a una funzione f derivabile in (a, b) e tale che f’(t) = g(t).
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DiMOsSTRAZIONE. Dimostriamo prima che f, converge uniformemente in (4, b). Sia
t # tyesianon,m € N. Per il teorema di Lagrange applicato alla funzione f, — f,,, 3¢
compreso tra ty e f - supponendo f > t - tale che

(fn(t) B fm(t)) B (fn(tO) B fm(to))
(t—to)

Manipolando i termini abbiamo che
Fu®) = fu(®) = (F2(8) = Frn(E)NE = to) + fulto) = f(to) -

Studiamo ora la convergenza di f, con il criterio di Cauchy. Usando la disuguaglianza
triangolare,

= fu(&) = fin() -

|08 = Fu®)] < |(F2&) = FrO)] |t = t)| + | fulto) = Fulto)

4

ma f; converge uniformemente, f, converge puntualmente in f; e |(t = t0)| <(b-a)e
limitato, dunque

|(F2(&) = Fr@)| |t = to)| + |fulto) = fulto)] <

per n,m sufficientemente grandi. Dimostriamo ora che f’(f) = g(t). Fissatoh > 0,
consideriamo il rapporto incrementale

gn(th)
FD=f0_ g D=L

e chiamiamo questa successione g,,(t, h). Studiamo la convergenza di g,(, 1) con il criterio
di Cauchy. Si ha

1
8ult, 1) = 8t H) = 3 (Fult + 1) = fu(®) = fult + ) + D)) -

Applichiamo nuovamente il teorema di Lagrange sull’intervallo [¢,t + /1]. Quindi, d5 tale
che

1
gn(t/ h) _gm(t/ h) = E (fn(t + h) _fn(t) - (fm(t + h) _fm(t))) = fll’l(”) _frln(”)

La successione f; converge uniformemente per ipotesi, quindi, anche g,,(¢, ). Per con-
cludere, studiamo il limite per # — 0 del rapporto incrementale delle f,, utilizzando il
teorema di scambio dei limiti:

S W20 _ gy g Sl 4=

n—00 ;50

lim lim

h—(Q =00

lim fuh) =g®). O
COROLLARIO 5.2.2. (DERIVABILITA DEGLI ORDINI SUPERIORI PER SUCCESSIONI).
Sotto le ipotesi del teorema, se le funzioni f,, sono di classe C* su (a, b), allora f ¢ C* su (a, b). O

Per dimostrarlo, € sufficiente osservare che se le f, sono di classe ¢!, allora la successione
fr tende ad una funzione continua.
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5.3 SERIE DI FUNZIONI

Dataf, : S —— R (o C), vogliamo studiare la serie

S 0
n=0

In modo simile a come abbiamo fatto per le serie numeriche, a partire da f, definiamo la
successione delle ridotte n-esime

So(t) = fo(t)
S1(t) = fo(t) + f1(B)
So(t) = fo(t) + f1() + fa(t)

Sl = Y Ful®)
k=0

DEFINIZIONE 5.3.1. (CONVERGENZA PUNTUALE).

Si dice che la serie 2;0:0 f. converge puntualmente su Sad una funziones : S — K,
con K = R o C, se la successione {S,},, delle ridotte r7-esime converge puntualmente a ¢
su S.

DEFINIZIONE 5.3.2. (CONVERGENZA UNIFORME).
Sidice che la serie ZZOZO f. converge uniformemente su Sse la successione {S,}, delle
ridotte n-esime converge uniformemente a o su S.

Come nel caso delle successioni di funzioni, se una serie converge uniformemente allora
converge anche puntualmente.

5.3.1 Convergenza di una serie di funzioni

Come nel caso delle serie numeriche, dato che lavoriamo in uno spazio metrico completo &
possibile formulare degli opportuni criteri di Cauchy per le serie di funzioni

PROPOSIZIONE 5.3.1. (CRITERIO DI CAUCHY PER SERIE - CONVERGENZA PUNTUALE).
. . . . (]
Una serie di funzioni )’ " f, converge puntualmente su S se e solo se

Ve>0VteSAN=NE): Yp2zNVqgz0 |f(t)+..+fp )] <e  (53)
O

PROPOSIZIONE 5.3.2. (CRITERIO DI CAUCHY PER SERIE - CONVERGENZA UNIFORME).
. . . . o0 .
Una serie di funzioni ), _ f, converge uniformemente su Sse e solo se

YVe>03AN=Ne): VpzNVqg20 |[f,()+..+f )| <e Vtes. (54)
O

Se esiste un ¢ tale che valga (5.4) per ogni t, allora con lo stesso € varra anche (5.3), fissato £,
confermando che la convergenza uniforme di una serie implica quella puntuale.

Valgono tuttii criteri per la convergenza delle serie numeriche - anche se generalmente
sono utili per dimostrare soltanto la convergenza puntuale di una serie di funzioni - e anche
in questo caso e utile la condizione necessaria per la convergenza:
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m  puntuale di una serie: lim,, f,, = 0;

® uniforme di una serie: lim, sup¢|f,| = 0.
Seguendo il parallelismo con le serie numeriche, introduciamo ora il concetto di convergenza
assoluta per una serie.

DEFINIZIONE 5.3.3. (CONVERGENZA ASSOLUTA).
Si dice che la serie Z:’:O f. converge assolutamente su Sse Z:’:O | fn| converge puntual-
mente su S.

Ovviamente, la convergenza assoluta implica quella puntuale, ma non da informazioni
riguardo la convergenza uniforme. Abbiamo quindi bisogno di criteri per stabilire quando
una serie converge in uniformemente. Anche se fornisce una condizione solo sufficiente e
non necessaria, risulta molto utile il seguente:

PROPOSIZIONE 5.3.3. (CRITERIO DI WEIERSTRASS).
Data una serie di funzioni ZZOZO f avalori reali o complessi, se esiste una successione di numeri reali
positivi c,, tali che:
L | fn(t)| < ¢, definitivamente;
20 .
2. §n20 c,, converge;
allora )~ f, converge uniformemente in S.

DIMOSTRAZIONE. Poiché Z:;O c,, converge, allora vale il criterio di Cauchy®:

Ye>0dN=N(): VYp=>N,V¥qg>0 c,+..+c,, <€

P p+q

Per la disuguaglianza triangolare,
[fp® + o+ frag®] S |fpB] + oo+ |fprg®)| S cp + o+ Cpig <,

dunque Z;ozo f. converge uniformemente. O

“Possiamo togliere il valore assoluto poiché i termini sono tutti positivi.

Esemprio. Sia

(o]

in nt
St cn,

3
n=0 n2

Dato che [sin(nt)] < 1,Vn € N, Vt € R allora vale la maggiorazione

sin nt 1
< —

31— 3
2 2

n n

sin nt
3
n 2

. (o] oo .
Dato che la serie )} ~ | — converge, allora 3’ " converge uniformemente.

L
3
n2

OsSSERVAZIONE. Ingenerale, la successione ¢, = sup,_(|f,(t)| € la pit1 piccola che pos-
siamo usare per verificare il criterio di Weierstrass.
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DEFINIZIONE 5.3.4. (CONVERGENZA TOTALE).

Una serie di funzioni che soddisfa le ipotesi del criterio di Weierstrass e detta totalmente
convergente.

OSSERVAZIONE. Alcuni autori definiscono “totalmente convergente” una serie Z:’:O fn
. [Se] 1 . .

se la serie ) _ sup,|f,| & convergente. La definizione 5.3.4 e quella appena proposta

sono equivalenti: se una serie e totalmente convergente nel senso di 5.3.4 allora esiste

una successione di reali positivi {c,} tale che 220:0 c,, sia convergente che maggiora ogni

termine della successione {f,}, ma allora in particolare {c,} maggiorera anche sup|f,,|.

. . . [se] . \ .
Se invece si ha la convergenza della serie ) sup|f,| allora si puo scegliere come c,, =
sup, |f,| e applicare il criterio di Weierstrass.

Abbiamo dimostrato che una serie totalmente convergente converge uniformemente, ma il
contrario non € vero in generale, come avevamo anticipato.

Esempio. Siaf, : [1,+00) —— R con

1
= te[]’l,l’l+1)

fn(t) :{

0 altrimenti

Gli intervalli [1,n + 1) sono disgiunti tra di loro, quindi la serie converge puntualmente
alla funzione

1 te[l,2)
5 te[2,3)
fy=43 tel3,4)
% tenn+1)

Inoltre, la convergenza e uniforme in quanto

sup — 0.

1
S -
[1,+c0) n+1

HGEDNIG
k=0

Tuttavia, non converge totalmente, in quanto la successione

1

= —
[f,‘i%'f”( )| =~

e la piu piccola che maggiora f,, ma Z:;O % diverge.

Mostriamo ora con un controesempio che la convergenza assoluta e quella uniforme non
sono legate.

EsempPIoO. Sialaserie

Dalla teoria delle successioni numeriche, la serie converge puntualmente ma non assolu-

, 1 1 . . .
tamente, perché fissato x2, allora — ~ =. Dimostriamo ora la convergenza uniforme.
’ ’ n+x2 1N
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. . . . . . . (ee)
Per il criterio di Leibniz, una serie della forma ano(—l)”bn, con b, monotona decrescente a
valori positivi e b,, — 0, allora la serie converge e, chiamata Sla somma della serie, vale

n
S_Zsm Sbn+1'
m=0
Quindi,
n
(-1" 1 1
S(x) — < < .
?clelng ) n;)m+x2 n+1+x2 n+1

Dato che ﬁ — 0O indipendentemente da x, la serie converge uniformemente.

5.3.2  Teoremi di scambio per le serie

Introduciamo ora dei teoremi di scambio per le serie di funzioni analoghi a quelli per
le successioni di funzioni. Come gia affermato, questi valgono su K = R o C, ove non
diversamente specificato.

TEOREMA 5.3.1. (SCAMBIO TRA LIMITE E SERIE).
Siaf, : SC K —— Kuna successione di funzioni. Supponiamo che t sia un punto di accumula-

zione per Se che
L Z:;O f . converga uniformemente su S e abbia somma F(t);
2. esistano finitilim, _,;  f,(f) = 1.
Allora Z:’:O I, converge e detta L la sua somma si ha chelim,_,;  F(t) = L. Equivalentemente,

L OWACEDWEDW: FHC =
0 5=0 n=0 n=0 ©°

COROLLARIO 5.3.1. (DI CONVERGENZA PER SERIE).

&) 1 . . . . . .
Se Y’,_o fn & unaserie di funzioni continue su S e convergente uniformemente su S con somma F(t)
allora Fé continua su S. O

Conseguenza del teorema di passaggio al limite sotto il segno d’integrale e il seguente:

TEOREMA 5.3.2. (SCAMBIO FRA INTEGRALE E SERIE).
Sia f,, : [a,b] — K una successione di funzioni continue su [a, b] e sia 2:;0 f.(t) convergente

uniformemente su [a, b] con somma F(t). Allora la serie Z;’;O fub f.(t) dt converge e
o b b b &
> j Fo(bdt = f R(t)dt = f > fuydt. 0
n=0 n=0

TEOREMA 5.3.3. (DERIVABILITA TERMINE A TERMINE).
Siaf, : (a,b) ——> R una successione di funzioni. Sele f, sono derivabili su (a, b) e
L Z:;O f1.(t) é uniformemente convergente su (a, b) con somma G(t);
2. Z:;O f.(t) converge almeno in un punto to € (a,b);
allora 220:0 f.(t) converge uniformemente su (a, b) e detta F(t) la sua somma si ha che F(t) e derivabile
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in(a,b)e
F/(8) = G(b), (Z fn<t>) =Y fo). O
n=0 n=0

COROLLARIO 5.3.2. (DERIVABILITA DEGLI ORDINI SUPERIORI PER SERIE).
Sele f,, sono di classe C*(a, b) e le serie

f‘,fnu), if,xt), iﬂ?)(t), ifif‘)(t)
n=0 n=0 n=0 n=0

convergono uniformemente su (a,b) e hanno somme F, Gy, ..., Gy allora F ¢ di classe Cksu(a,b)e
FO@#) =G,V h=1,..,kVte(a,b) O

COROLLARIO 5.3.3. (DERIVABILITA PER SERIE A DOMINIO VETTORIALE).

Siano f,, : Q C R™ —— RconQapertodi R" e f,, € C1(Q); se le serie

= o d o J d
r;)fna), 20 il 20 RO 20 0

convergono uniformemente su Q e hanno somme F,Hy, ..., H, allora F € C1(Q) e % =HVi=
1,..,m 7 0

EsemMPI1O. La serie .
Y te(-L1)
n=0

. N\ 1

converge puntualmente se e solo se [f| < 1 e in tal caso la somma e ;=; essendo la con-
vergenza dipendente soltanto dal modulo di ¢, converge anche assolutamente su (-1, 1).
Cosa possiamo dire sulla convergenza uniforme? Se la serie convergesse uniformemente,
potremmo applicare il teorema di scambio tra limite e serie e avremmo

lim t"=1=1

t—1- n

. . . (ee] . 1 . 2 .

che implica la convergenza della serie 3 1, il che e assurdo. Si puo fare un ragiona-
mento analogo per I'estremo inferiore,

2 n_ (_1\1 —
fim = -1 =1,

. 4 . (S¢] . .
ma poiché la serie )} ~ (~1)" non converge, il che abbiamo ancora una volta un assurdo.
La serie data converge assolutamente, ma non uniformemente.

EsEmPIO.
Studiamo ora la serie
[ eHX
Y —(1)" xeR.
n
n=0

Partiamo dalla convergenza puntuale:
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nx

m x>0. — 00 e quindi non c’e convergenza,

[e9) _1 n
m x=0. Z ( . converge puntualmente ma non assolutamente per Leibniz;

n=0
) enx
m x<0. Z —(~1)" converge assolutamente per il criterio della radice:
n=0 n
enx ex
\—=—=—-¢>0
n. Yn
S1

Si ha quindi convergenza assoluta su (—oo, 0) e puntuale su (oo, 0]. Passiamo alla conver-
genza uniforme; chiamata ¢ la funzione somma, per il criterio di Leibniz

N ehnx e(N+1)x 1
sup |o(x)— ) —(-1)"| < < -0
xe(—og,O] ];0 n N+1 N+1

La serie e pertanto uniformemente convergente.

EsemMpro. Studiamo la convergenza puntuale, assoluta e uniforme di

(o) (o) x
= _ xeR.
Z f Z x4 + 3nt
n=0 n=0
Fissato x, si ottiene facilmente che

X X 1
| |- H 1 ooy
xt +3ntl x4+ 3nt 3n4

dimostrando la convergenza assoluta della serie su tutto R. Usiamo ora il criterio di Weier-
strass per mostrare la convergenza uniforme della serie. Osserviamo che le f, sono fun-
zioni continue su R, lim,_,, ., f,, = 0 e sono funzioni dispari, quindi |f,| € pari: possiamo
studiare il carattere delle f, su [0, +o0) senza considerarne il modulo:

F1(x) = x% + 3n* — x(4x3) a 3nt - 3x3
YT A 48042 (x4 +3n)2

Siha
fix)20e=nt-xt<0=0<x<n,

quindi n ¢ il punto di massimo della funzione. Poniamo allora c,, = f,, (1) e mostriamo la
convergenza totale della serie:

1

n
= falt)= 15 = 15

n = 4n3

Sup (—)
x€[0,400) \X4 + 314

. ’ . (o) 1 . . 00
Poiché la serie )| _ o5 converge, abbiamo la convergenza totale della serie }; _ f, e
quindi anche quella uniforme.

Concludiamo la trattazione sulle serie con un diagramma riassuntivo delle relazioni tra i
vari tipi di convergenza.
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Uni forme

5.4 SERIE DI POTENZE

Le serie di potenze sono particolari serie di funzioni che trovano il loro dominio naturale
nel campo complesso.

DEFINIZIONE 5.4.1. (SERIE DI POTENZE).
Una serie di potenze ¢ una serie di funzioni della forma

Y a,z-zo)", (5-5)

n=0—m—~—"
fn (2)

cona,, zq € Cfissati, z € C. Chiamiamo a,, coefficienti della serie e z; centro della
serie.

Osserviamo che con un cambio di variabile w = z — z; € sempre possibile ricondursi al
caso zg = 0. Per semplicita enunceremo teoremi e definizioni per serie di potenze centrate
nell’origine, con la consapevolezza che possiamo ricondurci ad un centro arbitrario con un
opportuno cambio di variabile.

5.4.1 Raggio di convergenza

Dove converge puntualmente una serie di potenze? Prima di tutto, osserviamo che tutte
le serie di potenze convergono in z = z, indipendentemente dai coefficienti, quindi esiste
sempre almeno un punto in cui la serie converge. Vediamo ora in quali altri punti la serie
puo convergere:

PROPOSIZIONE 5.4.1. (CONDIZIONE DI CONVERGENZA DELLE SERIE DI POTENZE).
Se una serie di potenze converge in un punto w € C, allora converge assolutamente in ogni z tale che
|zl < fwl.

DIMOSTRAZIONE.

Se Y™ a,w" converge allora, dalla condizione necessaria per la convergenza, sappiamo
n=0n g , p g »Sapp

che

lim a,w" =0 < lim |a,|lw|* = 0 = AN € N tale chesen > Nallora |g,|[w|" < 1
n—+oo n—-+00

Sia z € C tale che |z| < |w|. Allora

n

Vé n
a,w"—
wi’l

|a,z"| = = |a,w"|

n n

7 7

= |a,||w"| u < u <lsem>N
|w] |w]

w"
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n
. . . (o) 2] . . . . .
Quindi la serie )} _ (%) converge, essendo una serie geometrica di ragione di modulo

. . . . [o¢]
minore di uno, determinando la convergenza della serie ) _ a,2". O

.« . . . . . o0
OSSERVAZIONE. LaProposiziones.4.1risulta moltoutile ancheinnegativo: se ), _ a,w"
non converge in w, allora non convergera in nessun punto z tale che |z| > |wg|. Pertanto,
I'insieme di convergenza di una serie di potenze e un cerchio sul piano di Argand-Gauss.

DEFINIZIONE 5.4.2. (RAGGIO E CERCHIO DI CONVERGENZA).
Sia Al'insieme dei punti in cui una serie di potenze converge e sia B = {|z|: z € A}. Il raggio
di convergenza della serie di potenze e definito come p = sup(B). Esso puo0 essere:

m p = 0;in tal caso la serie converge solo per z = 0.

m p = +oo;in tal caso la serie converge per ogni z € C.

m 0 < p < +o0;in tal caso si ha convergenza assoluta per ogni z con |z| < p, non con-
verge nemmeno puntualmente per ogni z con |z| > p, mentre a priori non abbiamo
informazioni sulla convergenza sul bordo del cerchio. L'insieme di convergenza,
dalle osservazioni fatte, risulta essere un cerchio aperto

B,(zp) ={z€ C: |z —z¢| < p}

a cui si aggiungono eventualmente altri punti di convergenza sul bordo (tutti,
nessuno o solo alcuni).

Jm
gy
b N
Z \
£ \
! \
i . Re
\ T
B, (0) /'
\
N 7/
< 7
~ //

5.4.1.1 Calcolo del raggio di convergenza

Vediamo alcuni metodi perricavare il raggio di convergenza diuna serie di potenze:

TEOREMA 5.4.1. (DI CAUCHY-HADAMARD).
Sia ¥ a,z" una serie di potenze complesse e sia p il suo raggio di convergenza. Sia inoltre
n=0%n p p p 99 genza.

£ = limsup y/|a,]|.
n

Allora:
I. Se0 < ¥ < +oo,allorap = %;
2. Sef = +oo,allorap = 0;
3. Sef = 0,allora p = +c<.
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Con un abuso di notazione, possiamo scrivere piu semplicemente

p=

| =

DiMmosTRAZIONE. Dimostriamo solamente il punto I., essendo i punti 2. e 3. conse-
guenze immediate di esso. Ricordiamo che, data una successione b, e dato £ = lim sup,,
b, siha, per definizione

I. YVe>0dN: n>N=1b,<?{+¢

2. Ve>0,VneNdm>n:a,>"{-¢.
Sia ora |z| < %. Poiché ¢ = lim sup, 4/|a,,|, allora:

Ve>0dN: n>N= g, <l+e=|a,|<(E+e)".
Dato che |z| < %, allora |z|£ < 1, dunque

de>0: (I+¢€)z|<1.
=q

Preso questo ¢, consideriamo
la,z"| = |a,llzI < (£ +€)"zI" = (£ + e)lz])" = q".

Poiché Z;T:o q" converge in quanto serie geometrica diragione minoredi 1, anche Z:):o |a,z"|
converge. Sia ora |z| > %, o equivalentemente [z|£ > 1; allora

de>0: (£-9)z| > 1.
Usando la seconda proprieta del limite superiore, esistono infiniti termini a,, tali che
la,z"| = layllz" > (£ = €)"[z|" = (£ - e)lz)" > 1,

dunque la successione 4,z" non puo tendere a 0 e quindi per il criterio di Cauchy la serie
non converge in z. 0

Poiché la determinazione del lim sup puo essere ostico, una condizione sufficiente (ma non
necessaria!) piu facile per determinare il raggio di convergenza in molti casi € il seguente
criterio.

PROPOSIZIONE 5.4.2. (CRITERIO DI D’ALEMBERT O DEL RAPPORTO).

S. ZOO n . d . t . d . .
a 1=0 a,Z" una serie di potenze con raggio ai convergenza p e sia

. Ian+1|
= ll%n

|a,|

Allora p = %. O

ATTENZIONE! Questa e una condizione piu debole di quella del teorema di Cauchy-
Hadamard: infatti, non e detto che il limite del rapporto sia ben definito!
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5.4.2 Convergenza uniforme

Quanto detto finora riguarda la convergenza assoluta e quella puntuale. Studiamo adesso
come si comporta una serie di potenze rispetto alla convergenza uniforme.

TEOREMA 5.4.2. (CONVERGENZA UNIFORME DI UNA SERIE DI POTENZE).
Sia ZZO:O a,z"* una serie di potenze con raggio di convergenza p > 0. Allora, ¥V r € (0, p), la serie

converge totalmente - e quindi anche uniformemente - nella palla chiusa B,(0) = {z € C | |z| < 7).

DiMoOsTRAZIONE. Presa0 <r < p, per definizione di raggio di convergenza, la serie

(o)
2 ol
n=0

converge. Inoltre, possiamo definire una successione {c,} nel seguente modo:
lz| <7 =la,2" < |a,llzI* < la, " =c,.

La successione ¢, maggiora |a,z"| e 1a serie ZOO ¢, converge, come abbiamo visto, dunque
n Magg n n=0n ge, ) q

. . . . . oo .
per il criterio di Weierstrass ), _ |4,2"| converge uniformemente. O
AN
Jm
e - - o ~
4 Al
’ N
’ \
! \
1 ’ Re
1 1 S
\ ! i
1
\\ T ,
\ 4
N v
~ ’
~ Phe

Vediamo ora un paio diesempi di studio della convergenza diunaserie di potenze.

EsEmPI.
m Sia

(o]
Zz” zeC
n=0

la serie geometrica di ragione complessa, dunque con 4,, = 1. Allora
. nfT_ _
limYl1=1=p=1.
Si puo inoltre dimostrare che la somma della serie € uguale a %_Z, come nel caso

dei numeri reali.
m Sia
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Per la proposizione 5.4.2 vista precedentemente,

19,41 = limL = lim L =
n—co g | o (n+ 1)}{( n-0 p + 1

0,

dunque la serie converge su tutto C.

OsSERVAZIONE. Piuin generale, per le serie di centro z, il cerchio di convergenza sara
un cerchio di raggio p e centro z.

PROPOSIZIONE 5.4.3. (CONTINUITA DELLA SOMMA DI UNA SERIE DI POTENZE).

. (s 9] n . . . . 1 .
Sia )’ _, a,2" unaserie di potenze con raggio p > 0. Allora la funzione somma f (z) é continua nella
palla aperta B,(0).

DiMOsSTRAZIONE. Siaw € B,(0). Allora 47 > 0 tale che |w| < r < p. Poiché le funzioni

a,z" sono continue e poiché 2:’20 a,z" converge uniformemente su B,(0), allora f(z) &
continua in B,(0). Per I'arbitrarieta di w la funzione f(z) ¢ continua in B,(0). O

5.4.3 Serie di potenze reali

In questo paragrafo ci concentriamo sulle serie di potenze reali, quindi della forma
Z a,(x—x9)", a,xg€R, x€eACR
n=0

Possiamo vedere queste serie come restrizione in R delle serie di potenze complesse. I cerchi
di convergenza diventano quindi intervalli della forma (xo — p, xg + p).

AN
Jm
el P
L
7 ~
e A Y
7/ \
/7 \
1 \
1 o 1 Re
1 L N
\ ! ’
\ 1
\ r /
\ 7
N 7/
~ e
J .
\5__—’

Ci e noto che la convergenza uniforme della serie di potenze e garantita su intervalli chiusi
contenuti strettamente nell'intervallo di convergenza. Se c’¢ qualche tipo di convergenza in
un punto del bordo, possiamo estendere la convergenza uniforme ad essi con il
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TEOREMA 5.4.3. (DI ABEL PER SERIE DI POTENZE REALI).

Sia ¥ a,(x — xq)" eR je di pot li o p > 0. Sela seri ]
iy o) cona,,x una serie di potenze reali con raggio p > 0. Se la serie converge in

X + p, allora la serie converge uniformemente su [x, — 1, xq + pl, V1 € (0, p). Analogamente, se la

serie converge in X — p, allora la serie converge uniformemente su [xy — p, xo + 1], Vr € (0, p). O

EsempPI1O. Sialaserie reale

— Hne"
ZQ—x”, xeR.
-t s+ 1

n=1

Studiamo il raggio di convergenza p:

ne™" | nem o elym
a, = 5—— = lim || 5— = lim ——=
nf+1 "o ypt+l ol o

Sappiamo gia che la serie converge uniformemente negli intervalli (-7, 7), conr € (0, ¢).
Usiamo il teorema di Abel per capire cosa succede agli estremi dell'intervallo. Sia x = e.

Allora - . - =
n n
Zn2+1ﬂ/_ Zn2+1 - Zﬁ B ZE
n=1 n=1 n=1 n=1
che diverge, essendo la serie armonica. Sia ora x = —e; allora
=) ne—n 0 M =) n
— (-e)* = Sy Y — = _1n_l
1;1’12+1( ) ];1( )n2+lﬂ/ rgl( )n2+1

che converge per il criterio di Leibniz. Dunque la serie converge uniformemente in tutti gli
intervalli della forma [—e, 7], con r € (0, e).

5.4.4 Serie derivata

DEFINIZIONE 5.4.3. (SERIE DERIVATA).
Data Z:’:O a,x" serie di potenze reali, si dice serie derivata la seriex

o0
Z na,x"1
n=1

o in maniera equivalente,
(o)
Z(m + a,, 1x™.
m=0
OSSERVAZIONE. La serie derivata e ancora una serie di potenze con lo stesso raggio di

convergenza p. Infatti
[se] [ce]
Z na,x" = x Z i
n=1 n=1

esiha

lim sup y/nla,| = lim ¥7% - lim sup 4/|a,,| .
n—00 n Nn—00

n-1

Dunque, ZZOZO a,x" e Z:;l na,x"~* convergono entrambe puntualmente su (—p, p) e uni-
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formemente su ogni intervallo (-7, 7) con r € (0, p). Per il Teorema di derivabilita termine a
. . _ [(o0] n . .

termine, segue che la funzione somma f(x) = » _ a,x" &derivabile su (xo — p,xg + p) e

f'(x) = Z:’zl na,x"~1. Iterando questo procedimento, otteniamo che la somma di una serie

di potenze e derivabile infinite volte su (—p, p) e

fO@) =Y n-(n-1).-(n-k+Da,(x—x0)"*  VkeN,Vxe(xg-pxo+p).
n=k

Poiché tutti i termini della serie si annullano in x eccetto quello k-esimo, essendo (x —
x0)"* = (x — x4)° = 1, sostituendo x, al posto di x si ottiene

fO(xo)
FO(xg) = apk(k—1)...1 = gik! = a, = T VkeN,VxgeR.
k! ‘

Esistono risultati analoghi per le serie complesse:

DEFINIZIONE 5.4.4. (FUNZIONE OLOMORFA).
Una funzione f : AC C —— C, A aperto, si dice derivabile in senso complesso o
olomorfa in w € A se esiste finito in C il limite

sy o i J @)~ f(w)
O

Come nel caso reale, si dimostra che se f € la somma di una serie di potenze complesse
Z;ozo a,(z — zg)" con raggio p > 0 allora f e derivabile in senso complesso infinite volte su
B,(z) e vale:

f®(z) = i n-(n-1)-..-(n-k+1)a,(x-x0)"*  VkeN,Vzy € B,(z),
n=k

_ f(k)(zo)
%= T

Vke N,VxgeR. (5.6)

5.4.4.1 Digressione: corrispondenzatra C e R2

Si possono considerare le funzioni di variabile complessa come funzioni da R? a R2. Per-
tanto ha senso definire:

DEFINIZIONE 5.4.5. (RELAZIONI DI CAUCHY-RIEMANN).
Data f = u +iv,conu,v: AC R — R sidicono relazioni di Cauchy-Riemann le

seguenti:
Uy =10,
{u _ (5-7)

y = Ux

Le relazioni (5.7) permettono di correlare la nozione di differenziabilita in R? e quella di
funzione olomorfa. Vale infatti:

PROPOSIZIONE 5.4.4. (CARATTERIZZAZIONE DELLE FUNZIONI OLOMORFE).
f = u +iv come funzione in C é olomorfain zy = xq + iyg see solo se f = (u,v) come funzione in
R2 ¢ differenziabile in (x,, y) e valgono (5.7). O
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5.4.5 Convergenza uniforme di serie di potenze complesse

TEOREMA 5.4.4. (DI ABEL PER SERIE DI POTENZE COMPLESSE).
. (o0 . . . .
Sia ), _,a,(z=z¢)" cona,,z € Cunaseriedipotenze complesse conraggio p > 0. Sela serie conver-

ge in un punto pe'%o € dB,(zo) per un certo 6 € [0, 2x), allora la serie converge uniformemente
sul raggio che collega z con pe'o. O

Vale anche il seguente risultato, molto potente ma che richiede la convergenza assoluta in
almeno un punto del bordo:

TEOREMA 5.4.5. (CONVERGENZA UNIFORME DATA CONVERGENZA ASSOLUTA SUL BOR-
DO).

Sia Z:):o a,(z —zg)*cona,,z € Cuna sgrie di potenze complesse con raggio p > 0. Se la serie
converge assolutamente in un punto pe'% ¢ dB,(z() per un certo 6 € [0, 2x), allora la serie

converge totalmente su tutto B,(z).

DIMOSTRAZIONE. Siaz € B(z(). Allora
la,z"| = layllz[" < la,|p".
Poiché la serie converge assolutamente in pe'% siha
(o] . [ee]
2 |a, p"e"%0| = 2 |la,|p" converge.
n=0 n=0

. . . . . . . . (o]
Quindi, per il criterio di Weierstrass la serie ano |a,|lz|" converge. O

5.4.6 Serie di Taylor e funzioni analitiche

Finora abbiamo studiato la convergenza di serie di potenze a determinate funzioni. Ci
proponiamo adesso di ribaltare il problema: quando possiamo esprimere una funzione
f ec®),I= (ab) C R come una serie di potenze di centro x,? Se cio & possibile deve
valere (5.6) per ogni a,,. Questo fatto rende naturale la seguente:

DEFINIZIONE 5.4.6. (SERIE DI TAYLOR).
Si dice serie di Taylor di f di centro x( la serie di potenze

0 £(n)
2 : n(lxo_) (x=x)"  x€(xg—1x9+7) (5-8)
n=0 ’

Se xo = 0 si parla di serie di Maclaurin.

OSSERVAZIONE.
La definizione (5.4.6) € dovuta al fatto che la ridotta n-esima della serie di Taylor corri-
sponde al polinomio di Taylor di grado 7 e centro x.

Purtroppo, non sempre la serie (5.8) converge su (xo—p, xo + p) e ha persomma f.
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Esemprio. Sia L

Flx) = e 2 sex#0
0 sex=0

La funzione f e continua in 0 e si verifica per induzione che f e derivabile infinite volte,
con derivate della forma

1\ -1
fO=p (;) e *2,  ppolinomio
che tendono tutte a 0 per x — 0. Quindi f € C*(R) e ha tutte le derivate nulle nell’'origine,

quindi la serie di Maclaurin converge in tutto R ed € costantemente 0, e dunque non
coincide con f.

Poiché non tutte le funzioni C* si possono scrivere come la loro serie di Taylor, introduciamo
la classe di funzioni che soddisfano cio: le funzioni analitiche.

DEFINIZIONE 5.4.7. (FUNZIONE ANALITICA).
Sia f € €*(J). Si dice che f & analitica in x( se 37 > 0 tale che:

f(x) = an)( (x—x9)" Vxe(xg—1,x9+7)

Si dice che f e analitica su J C Ise e analitica in ogni punto di J.

DiGRESSIONE. Incampo reale, le funzionianalitiche in un insieme Usono solo un piccolo
sottoinsieme delle funzioni C*(U), che a loro volta sono un sottoinsieme stretto delle
funzioni C1(U), C2(U), ..., a loro volta contenute strettamente nelle funzioni derivabili
D(U), a loro volta contenute strettamente nelle funzioni continue C(U). In campo com-
plesso abbiamo una sorpresa: infatti, se la funzione e derivabile anche una sola volta, lo e
infinitamente con continuita e sono anche analitiche!

D) =CY(U) = .. = C=(U) = AU)

Questa e una conseguenza del fatto che C ha la struttura di campo come R, ma allo stesso
tempo e uno spazio vettoriale di dimensione 2 su R stesso.

Bisogna quindi capire sotto quali ipotesi ulteriori una funzione di classe C™ € analitica, ossia
si puo scrivere come somma della sua serie di Taylor: in particolare, dobbiamo verificare che
la seria innanzi tutto converga e che converga alla f voluta (il che non é successo nell’esempio
precedente). Cerchiamo a tal scopo una condizione sufficiente.

TEOREMA 5.4.6. (CONDIZIONE SUFFICIENTE DI ANALITICITA).
Sia f € C®(xg —1,xg + 1) per un certor > 0. Supponiamo che esista M tale che:

sup  |[f™(x)| < Mr~n! (5.9)

xXE(xg—1,x0+7)

definitivamente. Allora f é analitica in x.




5.4. SERIE DI POTENZE 71

DiMOSTRAZIONE. Dobbiamo mostrare che

N £(n)
- Ly
n=0 ’

Osserviamo che (5.10) € il resto del polinomio di Taylor che esprimiamo come resto di
Lagrange: esiste ¢ € (x, x) tale che

= If(x)—TMxO(x)I — Oper N — oo,V x € (xg—1,x9+7). (5.10)

FEDE) e = x| =

[f () = Tz, ()] = S |f(N+1)(C)| e — xo VL.

(N+1)!
Usando ora l'ipotesi (5.9) abbiamo f™N*1(c) < MrW+*1D(N + 1)! e quindi

1
(N+1)!

X — xO )N+1

|f(N+1)(C)| |x_x0|N+1 < M( -

Per concludere ricordiamo che x € (xq —7,xg + 1) © |x — xg| < r, dunque

_ N+1
Fiem M(x xo) ~0. 0
N—oo r

OssERVAZIONE. [lteorema precedente vale in particolare se M’ > 0 tale che

sup  |fW)| <M. VneN

XE(xg—1,x0+7)

5.4.6.1 Esempi di funzioni analitiche

Funzione esponenziale Una ben funzione analitica nota e la funzione esponenziale:

ex:Z— YxeR. (5.11)

Funzioni iperboliche Grazie all’analiticita della funzione esponenziale possiamo di-
mostrare quella delle funzioni iperboliche cosh x e sinh x. Sostituendo —x a x in (5.11) si
ottiene la serie di Taylor die™

e = i () = i U™ YxeR. (5.12)

Sommando (5.11) e (5.12) e dividendo il risultato per due si ottiene la serie di Taylor di cosh x:

—e & S (-1t 1 1+
COth— ¢ (2 ;0 n!x ):é(z T)X

n=0

Osservando che i termini dispari si annullano e i termini pari hanno 2 a numeratore otte-
niamo

coshx = Z (2 I YVxeR

e con manipolazioni simili si ottiene

00 2n+1

inhx = —_— .
sinh x %(2n+1)! YVxeR
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Potenze binomiali Le funzioni (1 + x)*, Va € R,V x € (-1, 1) sono analitiche:

(o]

L+ =) (:)x VaeR,Vxe(-1,1)
n=0

Tale serie e detta serie binomiale: infatti, se « € N, (Z) coincide con lo sviluppo del binomio

di Newton; se « € R 'espressione (Z) si generalizza nel seguente modo:

(a) _ a(a=1)...(a—n+1)

cona € R

n n!

E chiaro che se « € N il binomiale coincide con quello generalizzato.

Logaritmo Lasomma dellaserie geometrica & per ovvi motivi analitica in (-1, 1), essendo
peraltro un caso particolare della serie binomiale con @ = —1 e —x al posto di x.

1 = Z X" xe(-1,1). (5.13)

Integrando (5.13) si ottiene

x 1 N ([ 3
—log(l—X)=f0 ﬁdt:n;fo t”dt=n=01f

Z ¥
n=1 n
Dunque il logaritmo & analitico in (-1, 1), con

log(1-1x) = Z — Vxe(-1,1)

Arcoseno Se x € (-1,1)allora x> € [0,1) C (-1,1); possiamo considerare la serie

binomiale con a = —% e —x2 al posto di x.

[e]

— ,;( ) Vxe(-1,1)

Integrando, abbiamo si ottiene la serie di Taylor di arcsin x.

Arcotangente Se x € (-1,1) allora x2 € [0,1) e —x2 € (-1,0] C (-1,1); possiamo
considerare la serie binomiale con « = —1 e —x2 al posto di x:

Z( 1)"(x2)"  xe(-1,1)

1+2

Integrando, abbiamo

x 1 &
fo = fox Z})(—l)”(ﬁ)n dt .

Fissato x € (-1, 1) il Teorema di Abel garantisce la convergenza uniforme in (-1 +¢,1 - ¢),
legittimando lo scambio tra serie e integrale:

31y KRGS Z( '

n=0 n=

2n+1

= arctanx Vxe(-1,1). (5.14)

Abbiamo cosi dimostrato 1'analiticita della funzione arctan x.
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OsSERVAZIONE. La serie (5.14)converge puntualmente anche in x = +1 per il criterio di
Leibniz e quindi converge uniformemente per il Teorema di Abel su [-1, 1]. E quindi lecito
utilizzare il Teorema di scambio tra serie e limite, come nel seguente esempio:

00 12n+1 T
—1)" = IF =2
,E)( 1) o 11 xll,r?— arctan x i

5.5 TESERCIZISVOLTISUSERIECOMPLESSE

Poiché puo tornare utile, enunciamo senza dimostrazione il criterio di convergenza di Dirichlet,
per una trattazione piu approfondita si veda [AB97].

PROPOSIZIONE 5.5.1. (CRITERIO DI DIRICHLET).

Sia {a,,},, una successione di numeri reali e {b,,},, una successione di numeri complessi tali che:
I lasuccessione delle {b, },, somme parziali della serie )’ b, ¢ limitata;
2. la successione {a,,}, é decrescente ed infinitesima.

Allora la serie -
D a,b,
n=0

converge in C. O

Esercizio (). Trovare il raggio di convergenza e studiare la convergenza sul bordo di

—— z€C. (5.15)
n=2n+logn

SoLuzIONE. Osserviamo per prima cosa che

a1l n+logn _
=% g, | n+1+logn+1)

1 = p=1.

Abbiamo pertanto convergenza puntuale nella palla aperta B; (0) e uniforme in ogni palla
chiusa B,(0) con 0 < r < 1. Cosa succede sul bordo dB;(0)? Per prima cosa, possiamo
osservare che i punti di dB; (0), formando una circonferenza sul piano complesso, possono
essere espressi nella forma z = ¢ = cos @ + isin 6, e quindi la serie, ¥z € dB1(0), puod
essere scritta come

i et i cos(n6) i sin(n6)
Sin+logn  &n+logn 1n+logn'

Poste
1
m {a,}), = ntlogn’
m {b,}, = cos(nf) per la prima frazione e {b,,},, = i sin(n0) per la seconda;

le serie convergono per il criterio di Dirichlet sul bordo tranne che in z = 1: infatti, in tal
caso siha

(8] (5] 1

Zﬂ
Zn+logn :Zn+logn

n=2 n=2
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e cadono dunque le ipotesi del teorema di Dirichlet - {b,,},, = 1 ed ovviamente Z 1 diverge.
Si puo mostrare, ad esempio usando il criterio di condensazione, che la serie dlverge

B,(0)

FIGURA 5.1 - Insieme di convergenza (5.15).

ESERCIZIO (N°14, FOGLIO 5).
Trovare 'insieme di convergenza di

+00

1 1) - 21
Og(” il ) 8"tz zeC.

=2

~.

SOLUZIONE. Poniamo w = z + iz e calcoliamo |a,| = yRe(a,)2 + Im(a,)2:

—log n2
—_—
0| = |log(n? + 1) — 2logn |
’ Vn? + n2
1 1
n

=—_—sen— +co,
Vn2 + 72

.
Siha

’1 1
£ = limsupy/|a, —llmsup 1 = pzizl.

n—+oo

Inoltre, se |w| = 1 la serie data, per quanto visto, & asintotica alla serie ) % e converge:
n

abbiamo convergenza per ogni |w| = |z + iZ| < 1. Cerchiamo di capire qualiz € C

soddisfano questa disequazione scrivendoz = x +iy,z = x — iy:

ol=z+iZ| <1 & x+iy+ix+y|<1 & |[x+y)+ilx+y) <1.

Calcoliamo il modulo:

lx+y) +ic+ Yl =@ +y2+(x+y)2 =V2x+y)2 < 1.
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. . 1 1 :
uindi —— < x+ vy < —, ossia
Q 5 y< 5

2 4 =L _
x+y_\/E = VY v xX;
x+y2—%=>y:—%—x;

le equazioni rappresentano la “fascia” sul piano complesso compresa tra le due rette
=——-—xey= L

V2 V2
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CAPITOLO 6

SPAZI NORMATI E SPAZI
METRICI

“Questa sara la vostra prima gita su un pianeta nuovo e strano, percio copritevi bene, state caldi, e non
mettetevi a giocare con nessun cattivo mostro dagli occhi d’insetto.”

GUIDA GALATTICA PER GLI AUTOSTOPPISTI, Eddie.

INO AD ORA, abbiamo studiato le proprieta degli insiemi numerici e delle funzioni
F come applicazioni tra questi insiemi. E utile generalizzare ed estendere le principali
proprieta che abbiamo studiate a spazi metrici qualsiasi, come ad esempio gli spazi di
funzioni, entrando nel campo dell’analisi funzionale.

6.1 SPAZI NORMATI

DEFINIZIONE 6.1.I. (NORMA, SPAZIO NORMATO).
Sia Euno spazio vettoriale su un campo K. Una funzione||:|| : E —— R e detta norma

se soddisfa le proprieta seguenti:
1. Positivita dellanorma: ||x|| > 0e|x||=0< x=0 Vx€E
2. Omogeneita assoluta: ||Ax|| = |1|||x]] Vx€E 1€ K;
3. Disuguaglianza triangolare: ||x + y|| < |Ix|| + ||y|| Vx,y € E.
Uno spazio vettoriale munito di una norma ¢ detto spazio normato.

ESEMPI.
m  Su RF possiamo considerare la norma euclidea:

k
2
Z Xi
i=1

m  Altre norme interessanti, di cuisifausoanche in analisinumerica, sono lanorma-1

1
2
x|l =

79
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e la norma-infinito:

k
Iy = Rl s = g bl
1=

DEFINIZIONE 6.1.2. (NORMA-p).
Si dice norma-p la funzione

1
k P
IxIl, = (Z |xi|") :
i=1

Se poniamo, nell'ordinep = 1 ep = 2 o facciamo tendere p — oo otteniamo la norma-1, la
norma euclidea e la norma-infinito.

PROPOSIZIONE 6.1.1. (EQUIVALENZA DELLE NORME-P).
In R" vale:

-1 i i
n 2||xlly <|[xlly <n2|xll, <n2|xll;  YxeR".

DimosTrAZIONE. Utilizziamo la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:

n n % n %
Zlaibils(Za?) (Zb?) .
i=1 1 i=1

i=

Ponendoa; = 1V1i,b; = x;,

n n % n % 1
=y = ) il < (Z 1) (Zx?) = nZ||x]l, ;

i=1 i=1 i=1
otteniamo la prima disuguaglianza. Utilizzando la definizione di massimo, si ha
2 _ N\ 2
2 < maxxf? Vi=1,.,n = |Ixlf = ) Ixf? < n(max x)? = n|x|Z,.
1<i<n v 1<i<n

Estraendo la radice ad ambo i membri si ha la seconda disuguaglianza. Infine

n

= x| < Z X:| =
Il = paex il < 3 bl =
=

poiché banalmente il massimo € uno dei termini della sommatoria di addendi positivi di
destra. O

OSSERVAZIONE. Se uno spazio vettoriale e munito di un prodotto scalare, allora esso
induce una norma:

1
lIx|| := (x,x)2 .

E facile verificare le prime due proprieta; per la terza si osserva che con la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz:

I+ v = %1% + 2 (x, ) + ly]|” < 1l + 20y + iy = (1l + [lv]])” -
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6.2 SPAZIDIFUNZIONI

DEFINIZIONE 6.2.1. (NORMA LAGRAGIANA).
Sia E = €°([a, b]) lo spazio delle funzioni continue in un intervallo chiuso e limitato [, b].

Definiamo la norma Lagrangiana o norma del sup come
”f”CO([a,b]) = xsel[tlg] |f(X)| = ;2[23)(] |f(X)| c

dove la seconda uguaglianza e lecita per il Teorema di Weierstrass. Analogamente, se al posto
di ¢°([a, b]) abbiamo C*([a, b]) possiamo definire

_ ’ (k)
||f||(3k([a,b]) xsel[%] [f(o)l + sup |[f'(x)| + ... + sup |[f¥(x)]

velab] xela,b]
= max [f()] + max |f'(x)] + ... + max IFO@).
y=f(x)+r
,'l,y=f(z) [[f(z) = g(z)|]| <
y=f(x)—r
y=9(f/)/
; :

OSSERVAZIONI.
m Sel'intervallo di definizione non é limitato & necessario richiedere la limitatezza

della funzione.
m  Selintervallo di definizione ¢ aperto, vale soltanto 'espressione della norma con

sup.

ATTENZIONE! Lanorma lagrangiana e la norma operatoriale non sono la stessa cosa!

Un altro tipo di norme sono le norme-p integrali; per esempio:

I, =, If(x)l”dx)%

E particolarmente interessante la norma-2 integrale

17, = ] veor dx)%

in quanto indotta dal prodotto scalare

b
(f,8)= [ f@e)dx.
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OSSERVAZIONE.

Non c’¢ relazione tra le norme lagragiane e quelle integrali: ci
possono essere funzioni f come quella in figura che hanno una
norma lagrangiana “molto grande”

”f”CO([a,b]) = max If(x)l

x€[a,b]

ma una norma integrale “piccola”

I, = [ 1fond.

6.3 SPAZI METRICI

DEFINIZIONE 6.3.1. (DISTANZA, SPAZIO METRICO).

Una funzioned : XX X —— R e detta distanza su X se soddisfa le proprieta seguenti:
1. Positivita: d(x,y) > 0ed(x,y) =0 = x=y Vx,y€eX,
2. Simmetria: d(x,y) = d(y, x); Vx,y€eX
3. Disuguaglianza triangolare: d(x,y) < d(x,z) + d(z,y); Vx,y,z€X

Una coppia (X,d) dove X e un insieme e d e una distanza su X e detta spazio metrico.

OSSERVAZIONI.
m Unanorma induce naturalmente una distanza

i) = [~

ma non vale necessariamente il viceversa, in quanto uno spazio metrico non ha
necessariamente una struttura di spazio vettoriale, necessaria per la definizione
di norma.

®m Inun qualunque insieme Xsi puo definire la distanza banale come

d: XxX— R, (x,y)|—>{0 sex=y
1 sex £y

m  Dato uno spazio metrico X, ogni sottoinsieme Y C X eredita la struttura di spazio
metrico.

DEFINIZIONE 6.3.2. (PALLA).
Sia X'uno spazio metrico e xy € X. Definiamo intorno sferico di x di raggior > 0 o palla
diraggior > 0 e centro x il sottoinsieme

B.(xg) :={x € X|d(x0,x) <r}.

Uno spazio metrico € anche topologico poiché la metrica induce una topologia di Hausdorff,
quindi ha senso la seguente definizione.
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DEFINIZIONE 6.3.3. (LIMITE).
m Data una successione {x,},cy in (X, ) spazio metrico diciamo che il limite di x,, al
crescere din e uguale a X,
lim x, =X,

selim,_,., d(x,,X) = 0, ovvero se
Ve > 0,37 =7n(e)taleche Vn >nsihad(x,X) <e

m  Siano (X,dy) e (Y,dy) due spazi metrici e sianoxg € X, ¢ € Yef: X — Y.
Diciamo che il limite per x che tende a x( di f(x) e ugualea ¢,

lim f(x) = ¢,

X—>Xg

se
Ye>036>0:0<dy(x,xg) <6 = dy(f(x),¥) <e.

OssSERVAZIONE. Per definizione, una successione di funzioni {f,}, converge uniforme-
mente a f se converge secondo la metrica indotta dalla norma lagrangiana.

Definite le nozioni di norma e distanza in uno spazio metrico, e opportuno chiedersi quando
queste inducano la stessa topologia. Introduciamo pertanto la seguente:

DEFINIZIONE 6.3.4. (NORME E DISTANZE EQUIVALENTI).
Due norme [|-||; e |||, definite sullo stesso spazio vettoriale E si dicono equivalenti se
esiste C > O tale che:

C‘1||x||1 < Ixlly < dlx|l; VxeE.

Due distanze d; e dy definite sullo stesso insieme X si dicono equivalenti se C > 0 tale
che:

Cldy(x,y) <ds(x,y) <Cdi(x,y) VYx,y€E

OsSERVAZIONE. Due distanze equivalenti inducono la stessa topologia e determinano
pertanto la stessa nozione di convergenza.

Dalla proposizione 6.1.1 segue che in R"” la norma-1, la norma-2 e la norma-co sono equiva-
lenti. Si puo6 dimostrare che tutte le norme-p sono equivalenti.

_ _ max |z;| =1
llelly = 5, fos] = 1 llalls = a2 = 1 o [z

F1IGURA 6.1 - Norme a confronto.
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Piu complicati sono gli spazi di funzioni, in cui in generale le norme non sono equivalenti.
Per convincersi di questo fatto, consideriamo X, = €°([0,2x]) e X; = €¢([0,27]) con le
opportune norme lagrangiane. Ogni funzione della successione di funzioni f,,(x) = sin(nx)
ha norma 1 in X, infatti:

Iy, = max 1fGl=1.

x€[0,27]
Osservando che f’(x) = n cos(nx) la stessa funzione in X; ha norma:

= + ")l =1+
Ifly, = max 1fel+ max |f' () =1+n— copern — oo

quindi in X; = ¢1([0, 2x]) f,,(x) non converge.

DEFINIZIONE 6.3.5. (INSIEME APERTO, LIMITATO).
Sia (X, d) uno spazio metrico. A C Xe:
I. limitato se e contenuto in una palla centrata in un qualsiasi elemento di X: 9 x( €
X, r > 0taliche A C B,(xg);
2. aperto se e intorno di ogni suo punto, ovverose Vx € Adr>0:B,(x) CA.CC X
e chiuso se X \ Ce aperto.

DEFINIZIONE 6.3.6. (INSIEME COMPATTO).
Un insieme si dice compatto se da ogni famiglia arbitraria di aperti {A,},¢; che ricopre X,

cioe
X= U Ai/
i€l
si puo estrarre un sottoricoprimento finito {A;};c; € {A;};c;con J € Ie|]| < oo
x= ] 4

j€J
|JI<co

6.3.1 Continuita e continuita uniforme

Ampliamo ora la nozione di continuita vista in R” presentandone la definizione e le pro-
prieta pil generali relativi agli spazi metrici. Nel seguito f sara una funzione tra due spazi
metrici (X, dy) e (Y, dy) qualsiasi.

DEFINIZIONE 6.3.7. (CONTINUITA IN UN PUNTO).
Una funzione f si dice continua in xq se lim,_, . f(x) = f(xo).

DEFINIZIONE 6.3.8. (CONTINUITA IN UN INSIEME).
Una funzione f & continua in X se & continua in ogni x € X, ossia

Vxg € X Ve > 036(x, €) > 0taleche, dy(x,xg) <6 = dy(f(x), f(xg)) < €.

RicorDpIAMO... Daun punto divista topologico, una funzione f ¢ continua se e solo se
le controimmagini di insiemi aperti (o chiusi) sono aperte (o chiuse).
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DEFINIZIONE 6.4.1. (CONTINUITA UNIFORME).
Una funzione f si dice uniformemente continua se

Ve > 0 d6(e) > Otale che, dy(x,y) <6 = dy(f(x), f(y)) <eVx,y € X.

TEOREMA 6.4.1. (HEINE-CANTOR).
Se (X, d,) é uno spazio metrico compatto e (Y, d, ) ¢ uno spazio metrico qualunque, allora ogni funzione

f : X —— Ycontinua é anche uniformemente continua.

DiMoOsTRAZIONE. Siae > 0. Essendo f continua, allora

= 6(x,€):  dyly, x) < 26, = dy(f(y), f(x)) < g .

Vogliamo trovare un 6 che non dipenda da x. Essendo X compatto, possiamo estrarre
dal ricoprimento aperto di X formato dalle palle aperte {B;(x)} un sottoricoprimento

finito formato da k palle centrate in k punti, ovvero X = Ule Bs(y(x;). Chiamiamo 6 =
min; .;<; 6(x;) e consideriamo x,yy € Xtali che dx(x,y) < 6 e unx; traik punti tale che
X € B5(xj)(xj). Sappiamo che d(x, x;) < 6(x;), quindi

dx(y, x;) < dx(y, x) + dx(x, xj) <6+ 5(xj) < 26(x;) .

Da questa disuguaglianza otteniamo la prima delle seguenti disuguaglianze, mentre dalla
continuita di f otteniamo la seconda:

B, ) < 55 dlf), f) < 5

DNO| ™

Possiamo ora concludere che

(), W) < A, F0)) + b Flx), f) < 5+ 5 = . 0

6.4.1 Alcuni teoremi sugli spazi metrici

Concludiamo questa panoramica degli spazi metrici con una carrellata di teoremi - senza
dimostrazione - gia visti in Analisi Matematica I o in Geometria 2, eventualmente estesi agli
spazi metrici generici.

TEOREMA 6.4.2. (HEINE-BOREL).
InR" conla distanza euclidea X C R" é compatto se e solo se é chiuso e limitato. O

TEOREMA 6.4.3. (WEIERSTRASS).
Sia (X, d) uno spazio metrico compattoe f : X ——> R una funzione continua. Allora f assume in
Xl suo massimo e il suo minimo. O

TEOREMA 6.4.4. (BOLZANO-WEIERSTRASS).
Uno spazio metrico (X, d) é compatto se e solo se ogni successione {x,,},,cx a valoriin X ammette una
sottosuccessione convergente. 0l
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6.4.2  Spazi metrici completi

DEFINIZIONE 6.4.2. (SUCCESSIONE DI CAUCHY, SPAZI COMPLETI E DI BANACH).
Sia (X, d) uno spazio metrico. Una successione {x,}, .y in X é detta di Cauchy (o fonda-
mentale) se vale

Ve>0dn=n(e)e N: Vn,m>nd(x,,x,)<e€.

m  Uno spazio metrico e detto completo se ogni successione di Cauchy e convergente.
m  Uno spazio metrico e detto di Banach quando e completo rispetto alla metrica
indotta dalla norma.

PROPOSIZIONE 6.4.1. (SOTTOSPAZI DI SPAZI COMPLETI SONO COMPLETI SE E SOLO SE
CHIUSI).

Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia X; C X. Allora (X1, dx) é completo se e solo se X7 é chiuso
inX

DiMmOSTRAZIONE. Ricordiamo che in uno spazio metrico vale che
X1 € Xechiuso = V{x,}, S X1:x, 2 X X€X;

<) Sia {x,;},, € X7 una successione di Cauchy. Allora, dato che X & completo, x,, = X € X,
ma X chiuso, dunque x € X;.

=) Se (X7, d) e completo e se {x,},, € X; e taleche x, — X € X, allora {x,,},, € di Cauchy in
Xe anche in X7, dunque convergente a X € X;; quindi X; € chiuso. O

Discutiamo ora tre proposizioni, particolarmente potenti, che ci permettono di descrivere
la relazione tra successioni convergenti e di Cauchy.

PROPOSIZIONE (OGNI SUCCESSIONE CONVERGENTE E DI CAUCHY).

DiMOSTRAZIONE. Sia {x,},cy una successione convergente, tale che lim,_, x,, = [,

ossia .
Ve ANeN:¥Vn>N = d(xn,l)<§.

Consideriamo 71, > Ne abbiamo la tesi:

13

A, %) < G, 1) + 1, 3) < 5

+£< L]
g E.

PROPOSIZIONE (UNA SUCCESSIONE DI CAUCHY CON SOTTOSUCCESSIONE CONVERGENTE
CONVERGE).

DIMOSTRAZIONE. Sia {x,},cn una successione di Cauchy che ammetta una sottosucces-
sione convergente {x, } tale che lim,_,, x; = ¢, ossia

Ved NeN:Vn=N — d(xkn,{’)<%.
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Sappiamo inoltre che la successione {x,},c € di Cauchy:

Ve>0 An=nle): Ymm>h d(xn,xm)<§.

Allora scegliamo 7i = max N, 7 e abbiamo

d(x,, €) < d(x, ¢ ) +d(xi £) < g g —¢. 0

PROPOSIZIONE (LE SUCCESSIONI DI CAUCHY IN SPAZI NORMATI SONO LIMITATE).

DiMOSTRAZIONE. Sia {X,},cy una successione di Cauchy. Per definizione, si ha
Ve>0 dn=n(): Vnm>n dx,x,)<e
e, in particolare, cio vale per € = 1. Allora, per ogni n,m > 71vale
[1%ll = 1% = %y + Kl < 1% = Kpl[ + [[%el| < 1+ (1% ]| = My
Poniamo My = max,n{X,} € M = max(M;, My)esihacheVn € N |x,|| < M. O
OsSERVAZIONE. La dimostrazione effettuata si puo generalizzare opportunamente per
uno spazio metrico.

Grazie a queste proprieta possiamo estendere un risultato visto in Analisi Matematica I sulla
completezza dei reali:

TEOREMA ((R,|| - ||) E UNO SPAZIO METRICO COMPLETO).

DiMOSTRAZIONE. Per dimostrare il teorema, basta osservare che:
I. Ognisuccessione di Cauchy e limitata - cio & vero in ogni spazio metrico;
2. Ogni sottosuccessione limitata ammette una sottosuccessione convergente;
3. Seunasuccessione di Cauchy ammette una sottosuccessione convergente, allora
la successione converge. O

Tuttavia, per i nostri scopi € piu interessante il seguente

TEOREMA ((C°([a,b]), || - lleota,e) E UNO SPAZIO METRICO COMPLETO).

DIMOSTRAZIONE. Sia{f,},cn unasuccessione di Cauchy, ossia
Ve>0 dneN: Vnm>n |f,(x)-f.(x)|<e.

Come affermato nella prima osservazione di pag. 83, dobbiamo mostrare la convergenza
uniforme della successione. Dividiamo la dimostrazione nei tre passi seguenti:
1. Convergenza puntuale. Fissato x € [a, ], la successione {f,(x)},cy € anch’essa di
Cauchy, dunque convergente in quanto R € uno spazio completo. Segue che {f,}
converge puntualmente ad una funzione f.
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2. Convergenza nella norma lagrangiana. Fissato ¢ > 0, allora 37 € N tale che
VYm,n>neVxelab]siha

|fn(x) _fm(x)| <E.

Facendo tendere m — oosihacheVe d7 € NtalecheVn >neVxe€[ab]siha

|fn(0) - f(0)| < €.

In particolare,

sup |f, () - f()l <& = lim d(f,(x), f(x)) = 0.

x€[a,b]

3. fecontinua.” Sia x € [g, D] fissato. Preso
e>0,AneN:Vxelabl If,(x)-fal0)l< g
Sappiamo inoltre che f; € continua in x: percio, dato € > 0 36 > 0 tale che
=0l <& = Ifalx) = falro)l < 3.
Quindi, se |[x — x| < 6 abbiamo

[0 = FGo)| < [F() = Fal@)]+ |f20) = Falxo)] + [falro) = f@o)] < 5 +

+6—
g =&
O

“La verifica & necessaria per garantire che f € C%([4,b]). Cid nonostante, abbiamo gia dimostrato nel
capitolo precedente che la convergenza uniforme di funzioni continue implica la continuita della funzione
limite, quindi si puo anche usare direttamente questo risultato.

W[ ™

Si puod dimostrare in maniera analoga che anche gli spazi C*([a, b]) sono completi.

TEOREMA 6.4.7. (COMPLETEZZA DEGLI OPERATORI LIMITATI).

Siano (E, ||| p), (F, |I'||z) due spazi normati e supponiamo che (F, ||-||;) sia completo. Sia inoltre X =
{Te L(E,F) : 1Tl gy < +oo} l'insieme degli operatori limitati con ||-||, = Nl g Allora (X, |||l )
e uno spazio metrico completo.

1

DiMOSTRAZIONE. Sia{A,},cn una successione di Cauchyin X: fissatox € E, {A,x}, e
una successione in F- essendo gli A, operatori tra Ee F- ed e anche di Cauchy,

”Anx - Amx”F < ”An - Am”xllanl

quindi converge a un limite che & una funzione lineare Ax € F, ossia A € L(E, F). Dobbiamo
dimostrare che ||A,, — A|l, — 0, che implica anche ||A|| < +oo: avendo la convergenza della
successione di Cauchy a un operatore limitato avremo la completezza di X. Siae > Oe
i€ NtalecheVn,m=>1|A, - A,lly <e:

(A, = Al < (A — Al + 1A% — Axll, < 1A, — Al %l + 1A,% - Ax]|,

Per x € E fissato, sappiamo che A,,x — Ax. Scegliamo quindi un m = m(x) > 71 dipen-
dente da x e arbitrariamente grande, cosi da far tendere a zero I'ultimo termine della
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maggiorazione precedente. Otteniamo, ricordandoci che la successione di partenza e di
Cauchy, che [|(A,, — A)x||,. < €lx||;, quindi

I(A, — A)x||, < 2¢||x||;Vn > = sup||(A, - A)x||, < 2. O

lIxll<1

TEOREMA 6.4.8. (CONVERGENZA ASSOLUTA E PUNTUALE IN SPAZI DI BANACH).

. . +00 . +00 .
Dato (E, ||||) spazio dz'Ban.ach, allora se Zn:OHan < '+oo la serze'zn'zo X,, converge in E, ovvero la
convergenza assoluta implica la convergenza puntuale in uno spazio di Banach.

. . . . n Y
DiMOSTRAZIONE. Mostriamo che la successione delle somme parzialis, = 3, x; e
di Cauchy:

n+j n n+j n+j +00
lsusi=sull = | e = 2| = || 2 =il = X il < D Il
k=0 k=0 k 1

=n+ k=n+1 k=n+1

Per ipotesi sappiamo che I'ultima serie con cui abbiamo maggiorato converge, quindi

+00
lim ) (%[ =0,

n—+oo
k=n+1
ossia:
+00
Vedn € NtalecheVn>7n Y |xll<e.
k=n+1
Perlostesso7i,sem >n >#nsihalls,, —s,| <e. O

6.4.3 Teorema delle contrazioni o di Banach-Caccioppoli

Prima di trattare il teorema che da il nome alla sezione, cerchiamo di capire cosa sia una
contrazione in uno spazio metrico.

DEFINIZIONE 6.4.3. (CONTRAZIONE).
Sia (X, d) spazio metrico. Una funzioneT : X ——> Xe detta contrazione se L < 1 tale

che d(T(x), T(y)) < Ld(x,y).
Intuitivamente, dati due punti una contrazione riduce la distanza tra di essi.

OSSERVAZIONE. Le contrazionisono funzioni lipschitziane.

DEFINIZIONE 6.4.4. (PUNTO FISSO0).
Data una funzioneT : X —— X, un punto x € X e detto punto fisso se T(x) = x.

TEOREMA 6.4.9. (CONTRAZIONI O DI BANACH-CACCIOPPOLI).
Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia T una contrazione in X. Allora Tammette un unico punto

fisso.
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DIMOSTRAZIONE.
m Esistenza. Sia xy € X. Consideriamo la successione

x1 = Txo);
xg = T(x1) = T%(xp);

Xy =Ty 1) = ... = T"(xp).

Vogliamo dimostrare che questa successione e di Cauchy. Osserviamo che

d(xg,x1) = d(T(x1), T(xp)) < Ld(x1,Xo);
d(x3, xg) = d(T(xg), T(x1)) < Ld(xg,x1) < L?d(x1, Xo);

d(xn+1/ xn) < Lnd(xlle);
dunque, presin > m,conn = m + h,si ha

d(xn/xm) = d(xm+hrxm) < d(xm+h/ xm+h—1) + d(xm+h—1/xm+h—2) + ..+ d(xm+1/xm)
< Lm+h_1d(x1,x0) + ...+ Lmd(xl, XO)
h-1
= L"d(x1,%0) ), U
j=0
1-1"
= L"d(xy, Xo) 3=

m

<

——d(x1,%0)
Essendo0 < L < 1,
lim L™ =0.

m—+00
Per ogni Ve > 0 possiamo trovare dunque un 77 € N sufficientemente grande tale
ched(x,, x,,) < €. La successione e quindi di Cauchy, cioe convergente ad un punto
x. Siamo anche in grado di quantificare 7:

Ly d( Y<e & Lt< —l_L
1-L ¥1-%0 & Ed(xl, XO)

~ ( 1-1 ) 1
— 71>logle

d(.xl,xO) log L’

Osservando che essendo Tlipschitziana, T e ovviamente continua, si ha

% = lim x, = lim x,,; = lim T(x,) = (lim x,) = T(%)

n—oo

dunque X & un punto fisso.
m  Unicita. Siano X7, Xy, punti fissi. Allora

d(x1, %) = d(T(xy), T(Xp)) < Ld(x¥y,Xg) = (1 — L)d(xXy,Xg) < 0 = d(x7,%2) = 0.

Essendo (1 — L) > 0 deve essere d(x7, X3) = 0, ovvero X7 = X. O
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6.4.3.1 Stima dell’errore

La dimostrazione del teorema ci fornisce una successione che, a partire da un x arbitrario,
si avvicina sempre di piu al punto fisso X. Vogliamo tuttavia avere una stima di quanto sia
questo errore tra x,, e X al crescere della successione. Nella dimostrazione abbiamo ricavato

la formula
m m

d(xm+h/ xm) < 1- Ld(xlrxo) = 1- Ld(T(XO),XO),'

facendo tendere i — oo ricaviamo una stima dell’errore:
m
im0 %) = d(E, %) < 77 dTG), o).
—+00
Sem =0,
1
d(x, xo) < 3—7d(T(xo), Xo) - (6.1)

Essendo L < 1, allora l'errore d(X, x,,) decresce esponenzialmente al crescere di .

6.4.3.2 Applicazioni del teorema delle contrazioni

Esempr1o. Consideriamo la semiretta reale positiva X = [0, +0). Verifichiamo che la
funzione

X

o) =5

sia una contrazione. Infatti, presi 0 < x <y, per il Teorema di Lagrange

Asey): fy) - ) = fOy -2 = 1fy) - fI = f Olly - .

—X _é
fo=-5=1F0=5.

. X . . . . 1
La funzione %- ¢ limitata in [0, +0) con valore massimo =, dunque
2 27

_é 1
A(F), F0) = 1f ) — FI = rly =1 < Sly =,

cioé f € una contrazione con costante L = % Algebricamente, si puo vedere che il punto
fisso X = 0.351733. Partendo da xy = 1 possiamo vedere che

d(%, xo) ~ 0.648267
-1
A, xy) = d (x %) ~ 0.167793

e
d(x,x9) =d (X, 3 ) ~ 0.064259
EseEmprio. Una funzione f : R” —— R"diclasse ¢l con ”d"f”L(R” ) <L<1Vxe

R" e una contrazione. Infatti, chiamata r(t) = x + t(y — x)) la parametrizzazione del
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segmento [x, y], si ha

14 1
)= f0) = || 1y =2t = [ dysly ~x)dit

Maggioriamo la norma di f(y) — f(x) con I'integrale della norma dell'ultimo termine e
utilizziamo la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:

1
1) = F@N < [ 1ol g,y N5 = 0]

Osserviamo che per ogni z € [x,y] si ha ||dzf|| < L, quindi abbiamo

Ify) - f@)| < Ll|ty -x)]-

Abbiamo dimostrato il seguente:

TEOREMA 6.4.10. (LIPSCHITZIANITA DI UNA FUNZIONE C1).
Siaf: ACR" — R™ Aaperto, f € C1(A)esiaW = L(R", R™). Siano x,y € A tali cheil
segmento [x,y] C A. Allora

If - @ < max|id.fll, |-l (6-2)
/ O

Esemrio. Siale L(R", R") 'operatore identita; data A € L(R", R") con ||A]| < 1, allora
I— A e invertibile. Per mostrarlo, trasformiamo il problema in uno di punto fisso: per
y € R" vogliamo risolvere x — Ax =y, cioe trovare x tale che x = Ax + y. Definiamo
T(x) = AX +y e osserviamo che

IT(x1) = T(x)lIgn = I1AX1 = AXllgn = [[A(XL = Xo)lIgn < [|Allgn grylX1 = Xallgn -
Fissato xy € R" abbiamo la seguente successione delle iterate:

x; = T(Xq) = AXg +y
x2:T(x1):Ax1+y:A2x0+Ay+y

n-1
x, = T(X,_1) = A"xg + A" ly + A" 2y + . + Ay +y = A'x( + Z Aly .
j=0

Per il teorema delle contrazioni sappiamo che Tha un unico punto fisso X tale per cui
X, — X;siha

AX+y=% & (I-A)X=y & (I-A)ly=x.
Quindi per n — +o0 abbiamo ||A"x0|| < ||A||"||x0|| — Oelaserie Z;:S Al converge essendo
una serie geometrica di ragione in modulo minore di 1. Concludiamo che

(I-A)1= i’o Al

j=0




CAPITOLO :

TEOREMA DELLA FUNZIONE
IMPLICITA

“Sul serio, adesso se avete un cioccolatino o qualcosa del genere é il momento di mangiarlo, che inizia la
salita.”

SusaNNA TERRACINI, Alpinoanalista.

L TEOREMA della funzione implicita € un teorema fondamentale che ci accompagnera
I non solo nel resto di questo corso, ma anche (e sopratutto) nella nostra vita di matematici.
Enunceremo e dimostreremo il teorema in dimensione qualsiasi (purché finita). Iniziamo
con alcuni risultati che ci serviranno.

DEFINIZIONE 7.0.1. (DISTANZA PRODOTTO).
Datidue spazi metrici (X, dx) e (Y, dy), possiamo definire la distanza prodotto sul prodotto
cartesiano X X Ycome la distanza data da

A((ey, Y1), (ta, o) = a3y, X2) + A2, Ys).

Banalmente, presi X,Y = R con la distanza euclidea, la distanza prodotto e la distanza
euclidea su R2.

COROLLARIO 7.0.1. (VERSIONE PARAMETRICA DEL TEOREMA DELLE CONTRAZIONI).
Siano (X, dy) e (Y, dy), con (Y, dy) completo. Sia T: X X Y — Yuna funzione continua tale che

AL <1: dy(T(x,y1), T(x,y2)) < Ldy(y1,Y¥2), VXEXVy1,ys €Y

Allora, per ogni x € Xesiste ed e unico il punto fisso 7. Inoltre la funzione

p: X ——Y
XH——17

e ben definita e continua in ogni x € X.

93
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DIMOSTRAZIONE. Alvariare dix, la funzione T(y) = T(x, y) & una contrazione, dunque
esiste un unico punto fisso i/, quindi ¢ & ben definita e si ha T(x, ¢(x)) = @(x). Riprendiamo
la costruzione iterativa del punto fisso ¥; fissato x, partiamo da y,:

y1(x) =T(x, yo)
yo(x) =T(x,y1)
yn+1(x) :T(x/yn)
Pern — +oosihay = @(x). Fissiamo xy € Xe yg = ¢(xg) tali che T(xg, yo) = yo. Abbiamo
la stima quantitativa (6.1):
_ 1
A4, y0) < 7—74(Tx, Yo), Yo) -
Essendo T continua si ha che
Ve>0316>0: V(x/]/) € Bﬁ(xOryO) siha d(T(xly)/T(XO/yO)) <Ee.
=y (x)

—_——
Sia dunque (x, y) € Bs(xg, Yo) cosi da avere d(T(x, yq), Yo) < €. Allora

1
A (), Yo) < T—d(Tx,Yo), o) < T—

eillim,_,, @(x) =yo = @(xp), dunque ¢ ¢ continua. O

OsseERVAZIONE. Quello che abbiamo appena fatto e stato fissare x € X e risolvere
I'equazione:

T(x/y) =Yy

rispetto a y. Possiamo scrivere:

G, y) =y-Tx,y) =0 =y = ¢(x).

DEFINIZIONE 7.0.2. (FUNZIONE DEFINITA IMPLICITAMENTE).
Diciamo che I'equazione G(x, y) = 0 definisce implicitamente la funzione y = ¢(x) se

V(x,y) € XXY, Gx,y)=0=y=d¢).

EsemMpI10. Siain R? l'equazione
g, y) =1 +x2)e —2-x2=0
Questa equazione si puo risolvere rispetto a y:

(1+x%)e¥-2-x2=0
(1+x2)e¥ = 2 + x2
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2 + x2
14 x2

1 2 + x2
=In .
Y 1+ x2

Y

2
Consideriamo la funzione ¢(x) = In (%)

/\

FIGURA 7.1 - Grafico della funzione ¢(x).

I1 grafico rappresenta la linea di livello g(x, y) = 0. Osserviamo che:

g—iz(l+x2)ey>0

Al crescere diy la funzione cresce sempre: sopra il grafico troviamo i punti per cui g(x, y) >
0, mentre sotto il grafico i punti per cui g(x, y) < 0 separati dal grafico di ¢(x).

EsempI1o. Lequazione g(x,y) = x% + y2 + 1 = 0 non & mai verificata e non definisce
alcuna funzione.

EseMPI1O. Siano date due matrici A € R™" e B€ R"™™ e un vettore h € R". Consideria-
mo la funzione
G:R"XR" ——— % R™
(x,y) ——> G(x,y) = Ax+ By —h’

che puo essere vista come un sistema di equazioni in n + m incognite

ﬂl,lxl + ...+ ﬂllnxn + bl,lyl + ...+ bl,m]/m = hl
a2,1x1 + ...+ a2’nxn + b2,1y1 + ...+ bz/mym = I’lz

By 1X1 + o Ay Xy + bm,1y1 + ..+ bm,mym =h,

Ax By

Il sistema é risolubile rispettoay = (i1, ..., y,,) se la matrice B ¢ invertibile. In tal caso

y=-B1'Ax+B'h = ¢(x)=-B'Ax+B'h
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Se B non ¢ invertibile il sistema non é risolvibile per A e h qualsiasi. Osserviamo che
A = QXQ(X, y) e B = D/G(x,y), con D,G e D,G matrici jacobiane parziali relative alle
variabilixey:

G, G,

‘99‘1 (X, y) axn (X/ y)
D,G(x,y) := ; : ; :
G, G,
e xy) .. 7. (%,y)

Inoltre, sinoti che ¢ e differenziabile se B = DyG(x, y) e invertibile e risulta

](p(x) = _DyG_l(x/ (p(x))DxG(x/ (p(X)) .

“Da alcuni autori vengono indicate con d,Ge J,G.

Questi esempi - in particolarel'ultimo - ciinducono a formulare il seguente ed importantissimo
teorema.

7.1 TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA (O DI DINI)

TEOREMA 7.I.1. (TEOREMA DI DINI).
SiaG: AC R"™"™ — R™ Aaperto,G € C1(A)e(xq,yo) € A Supponiamo che:
" G(x0,¥0) = 0;
m D, G(x,yo) sia invertibile.
Allora esistono 6 > 0, ¢ > 0 e un’unica funzione ¢ : I ——> Jdi classe C1(I), con I = Bs(x,) e
J = B,(yo), tale che:

L ¢(Xg) = Yo,
2. Gx,y)=0inIx] < y=px)
3. J,(x) = -D,G (%, ¢(x)) D,G(x, p(x)) Vx €L

DIMOSTRAZIONE. Per prima cosa, osserviamo che possiamo sempre ricondurci al caso
in cui (xg,yo) = (0,0) e DyG(O, 0) = Isostituendo Gcon G:

G(X/ Y) = DyG_l(XOI YO)G(XO + X,y + Y) ’ (7'1)

quindi assumiamo D,G(0, 0) = I. Vogliamo risolvere G(x,y) = O rispetto a y. Scriviamo
I'equazione come punto fisso:

Gx,y)=0 & y-Gx,y)=y.
Poniamo T(x,y) = y — G(x,y) e, fissato x, utilizzando (6.2) vale

[T y1) - T y2)|g < max 1D, 70, 9y - vl -

Osserviamo anche che

d
DyT(X/ Y) = a_y(y - G(X/ Y)) = = DyG(xr Y) = DyG(OI 0) - DyG(X/ Y)



7.1. TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA (O DI DINI) 97

e poiché T di classe C1(A) - essendo differenza di funzioni C1(A) - abbiamo

(x,yl)i—r}(l0,0) D,T(x,y) =0 < (x,yl)i—r>l(10,0)||DyuX’ y|=0, (7.2)
in particolare, preso L = 3, esistono § > 0, ¢ > O taliche se |||z, < de ||y| g < o allora
|| D,T(x, y)|| <L“In questo modo otteniamo:

| e 92llgn <o = [T y) T yo)| < Llly1-y2|  (7:3)

Vogliamo applicare il corollario 7.0.1 del teorema delle contrazioni. Per farlo, poniamo
X = B;(0) e Y = B,(0) con le distanze euclidee’ e verifichiamo che T(x,y) € Y. Per mostrare
questo fatto, prendendo eventualmente un § < §, possiamo supporre per continuita di Te

poiché T(0, 0) = O che
lixllgn <6 = [IT(x,0)| <(1-L)o. (7-4)

Abbiamo quindi

7%, y)| < ||T(x, y) - T(x, 0)|| + IT(x, 0)I| < Ljy| + (1 -L)o < 5.
N——

da(73)  da(7.4)

Dunque, se [|x||[z. < de ||y||Rm < osihaT(x,y) € Y. Possiamo applicare il corollario: esiste*

@ : I=X=Bs(0) —— J=Y° = B,(0)tale che T(x, p(x)) = ¢(x), ossia G(x, p(x)) = 0. La
funzione @ é:
I. continuain I: cio segue dal Corollario 7.0.1;
2. unica: sevale T(x,y) = ycon (x,y) € IX ], alloray = @(x), anche questo segue dal
Corollario 7.0.1 e dimostra il punto 2. della tesi;
Inoltre, utilizzando la stima quantitativa (6.1)

1
Ao(x2), 9(x1)) < 37— d(T(%2, ¥1), (X1, ¥1))

Mostriamo che @ € una funzione lipschitziana. Per farlo riprendiamo la particolare
espressione di G(x, y) vista in (7.1). Se poniamo T(x,y) = y — G(x, y) abbiamo che

d
DxT(xr Y) = g(y - DyG_l(XO/ YO)G(XI Y)) = _DyG_l(XOI YO)DXG(X/ Y) . (75)

Dal punto 3. sappiamo che

1
llp(x2) — (x1)llgm Sm”T(Xz,Yﬂ - T(X1,Y1)||Rm (7.6)
1
<77 DT, y)|| Ilxg — x4l (da (6.1)) (7.7)
1 e[xl x 2]
norma operatoriale
< ]VI”XZ - XlllRm ; (78)

Le (7.5) e (7.7) ci suggeriscono di porre, eventualmente restringendo gli intorniIe J,

1
M=1— 7S suP||D G (%0, ¥0)D:G(%, y)| -
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Ricapitolando,
||(p(X2) - (p(xl)”Rm < A/IHXQ - Xl”]Rm (79)

ossia @ e una funzione lipschitziana con costante di lipschizianita M. Studiamo ora
la differenziabilita di ¢.: partiamo studiando 'incremento della funzione G(z) per un
generico z e cerchiamo di ricondurci a .

= [ : ] € R, Glz) - Glzo) = Jolzo)(z — 20) + of|[z — zo))

“Scomponendo” z in X e ¢(x) e la Jacobiana J; (zo) con le Jacobiane parziali D,Ge D,G,
otteniamo
G(x, p(x)) — G(xg, ¢(x0)) = D,G(X0, Yo)(% — Xg) + D, G(%0, yo)(@(x) — ¢(%0))+
+o0 (”x - x0|| + ||qo(x) - (%) |) =0.

avendo dimostrato il punto 2. della tesi. Se consideriamo 'ultima uguaglianza, possiamo
portare a destra il secondo addendo e moltiplicare per —Dy‘lG(xO, Yo): rileggendo da destra
otteniamo cosi la seguente espressione della variazione di ¢:

@(x) = p(x0) = — Dy G(xo, ¥0)DxG(Xo, ¥0) (X = Xo) + 0(|[x = %o || + [|(x) ~ @(xo)[)) -

operatore lineare applicato a x—x *

Ci siamo quasi! Per concludere dobbiamo verificare che  sia un o-piccolo di x — x:

0 ([}x = xol| + lo®) — @xo)[|1) _ o[l = Xo|| + [l9®) — (%)) [} ~ xo]| + [l (x) ~ (o)

[ =% e = xo]| + o) ~ (xo)| e = o

_ olflx=xof + o) - oo | o) - o(xo)]
e = o] + [l @) ~ @ (xo)]| e = o]l

infinitesimo per ||x—>x0|| <Mda(7.9)

Abbiamo dimostrato che ¢ e differenziabile nel punto x. Possiamo ripetere il ragiona-
mento per ogni punto (X, y), purché D, G(%, y) sia invertibile. O

“Questo risultato non ¢ altro che una conseguenza del limite (7.2): Ye > 0, e quindi in particolare
pere = L = %, d6y = (6,0) € R™™, tale che se ||X|| < ||50|| - ossia ||X|[g. < 5] e ||y < ||o]| - allora
”DyT(x, y)” <e(=1L).

’Prendiamo la palla chiusa per avere la completezza del codominio per poter usare la Proposizione
6.4.1, necessaria per applicare il corollario, ma come mostreranno le maggiorazioni successive 7(x, y) cade
nell'interno della palla e quindi possiamo lavorare con gli intorni aperti.

‘Chiaramente non & necessario indicare in tre modi diversi la stessa cosa, ma qui € stato fatto per sottolineare
come B;(0) e B,(0) siano sia gli insiemi X e Y del corollario del teorema delle contrazioni, sia gli intorni Ie J
della tesi. Nel seguito continueremo con Ie J.

RM™

7.2 FUNZIONE IMPLICITA LOCALE O GLOBALE"?

Supponiamo G : A C R" x R —— R"™, dove A aperto, G€ C1(A)e D,G(x,y) invertibile,
¥ (x,y) € G1(0). Possiamo dedurre 'esistenza di una funzione ¢ : D —— R globale,
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ovvero tale che G(x,y) = O seesolosey = @(x) VY (x,y) € A? Purtroppo, cio non &€ sempre
possibile.

EsemprIo. Sia
G:ACRZ —— R
(x,y) —— sin(y — x)

SihacheG(x,y) = Oseesolosey = x + kxconk € Z. Per (x,7) tali che G(x,7) = O1la
derivata parziale di Grispetto a y non e mai nulla:

9,G(x,7) = cos(y —x) = (-1)* # 0

Localmente abbiamo l'esistenza e unicita garantite dal teorema di Dini, ma globalmente pos-
siamo definire infinite funzioni esplicite del tipo y = x + kx al variare dik € Z.

EsemMpI0. In dimensioni maggiori la situazione puo essere ancora piu complicata: sia
G: ACR  ——— R _
(x1,X9,y) ——> x9 —xtany
La derivata parziale di Grispetto a y non € mai nulla. Infatti, essendo

X2
tany = —
X1

si ha

2
1

dyGlxy,xg,y) = —x1(1 + tan® y) = —x; [1 + (x_z) ] = ——(] +x3).
X1 X1

Se vogliamo che la derivata non si annulli e sia ben definita dobbiamo imporre necessa-
riamente A C R3 \ {(xq,x5,y) € R3 : x; # 0, (x4, x5) # (0,0)}. Non esiste quindi un’unica
funzione definita implicitamente da g(x;, X5, y) che sia definita su tutto R2 ~ {(0, 0)}.

DIGRESSIONE (FUNZIONE IMPLICITA SENZA DINI).

Cosa succede se le ipotesi del teorema di Dini non sono soddisfatte? Puo capitare che
non ci sia alcuna funzione implicitamente definita, ma non & I'unica possibilita, anzi! Si
possono verificare le situazioni piu disparate, da studiare caso per caso. Per esempio...

m  Non c’é unicita: sia 5
G: R2 — R?
(x,y) — x% —y?

In un intorno di (0, 0) 8yG(x, y) e nulla ed esistono due possibili
funzioni esplicite passanti per 'origine: y = xey = —x,
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m Lafunzione noné Cl: sia

G: R? —— R?
(X,y) — x3_y2

In un intorno di (0, 0) z9yG(x, ¥) € ancora una volta nulla esi-
stono: la funzione esplicita passante per l'origine non e
ctl.

7.3 INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DEL TEOREMA DI DINI

Ricapitolando:

OSSERVAZIONI.

1. Il teorema di Dini e di natura locale: 1a funzione ¢(x) definita implicitamente da
G(x,y) esiste unica solo in un intorno Idi x e ha per codominio il corrispondente
intorno Jdiyy.

2. Latesidel teorema garantisce che I'insieme

{(x,y) e R : G(x,y) =0} nIx ]
sia il grafico di una funzione @(x): infatti,

{(x,y)eIX J:G(x,y) =0} ={(x,y) € R"" :x € Ly = p(x)}.

7.3.1 Iperpiano tangente

SiaG: A C R™! —— R. Ancora una volta vogliamo sapere se l'insieme di livello zero di
Geil grafico di una funzione y = @(x) nell'intorno di un punto (xg, yg). Se la funzione Gsta
in C1(A), le ipotesi del teorema di Dini diventano:

{G(XOIyO) =0

g—j(xofyo) #0
Sotto queste ipotesi, I'iperpiano tangente al grafico ha equazione:
Yy = Yo — D,G (%0, ¥0) DxG(Xo, o) (X — Xo) , (7.10)
ovvero:
rCly = yo — D,G™ (%0, Y0) D:G(Xo, Yo) (X — Xo)

1
=Yoo~ 53— V,G(%o,Yo)'[x = o]
a_j(XOI]/O)

Yo~ 5 (ViG(%0,Y0), X — Xg)
a_y(XOIyO)

Jd
(ViG(%o,Y0), X — Xo) + &_G(XOIE/O)(V - 1) =0.
y

m Sen = 1sihauna curvaregolare di parametrizzazione r(f) = H + (p(t)7.
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m Sen > 2abbiamo un'ipersuperficie in R"*! dotata di un piano tangente in ogni punto
Z = (X, ) di equazione

(V,G(z),z-Z)=0=4d,G[z - Z] ..

OssSERVAZIONE. Scambiando il ruolo delle variabili, la regolarita dell’'insieme di livello

e assicurata se V,G(z) # 0. Infatti, se %(i) # 0, con G(Z) = 0, basta porrey = z; e
X = (21, ,Zi_1,Zi11, - ,Zp)- Linsieme di livello zero ¢ dunque un grafico rispetto alla

variabile y = z; (zi = @(21, w1 Zi-1,Zis 1) ,zp)) .

Se m > 2 abbiamo due equazioni scalari che corrispondono al sistema:

Gq(x,y4, =0 "
{ 1(%,Y1,Y2) (Y1, ) €R +2

Ga(x,y1,Y2) =0

Ovvero intersechiamo due superfici di dimensione 7 + 1 in R7="*2; ci aspettiamo di trovare
quindi una superficie di dimensione n in R"*2. E anche ragionevole aspettarsi che I'iperpiano
tangente sia I'intersezione dei due iperpiani tangenti alle due superfici n+1-dimensionali.

7.3.2  Superfici regolari n-dimensionali in R”

Ma cos’e una superficie? Non & semplice darne una buona definizione: qui proponiamo la
seguente:

DEFINIZIONE 7.3.I. (SUPERFICIE REGOLARE PARAMETRIZZATA).
Una superficie regolare parametrizzata di dimensione 7 in R”, con p > 1, & una coppia

(X,7),conr: AC R" —— RP, Aaperto,r € Cletalechela Jacobiana J,(t4, ..., t,) abbia
rango massimo Y (f, ..., t,) € Ae X = r(A).

OsSSERVAZIONE. La definizione data ha senso, poiché al variare di (f4, ..., t,) € Al
punto r(ty, ..., t,) € Adescrive un insieme in R? e la richiesta che J,(t;, ..., t,) abbia rango

. . . .0 A . . 4. . .
massimo garantisce che i vettori (#, ) t—r) siano linearmente indipendenti e formino
1 n

una base di un iperpiano di dimensione 7 in R”.

L'iperpiano tangente nel punto z, = r(f{, ..., f,) ha equazione parametrica:

ti—f
Z =12 + Jr(tll vy tn) :

7.3.3  Superfici cartesiane

Un caso particolare e quello di superficie cartesiana in cui i parametri variano in un sotto-
spazio R" di R”. Sia R¥ = R"” X R™ e, data la parametrizzazione r : R” —— RPesistauna
funzione ¢ : A C R" —— R™tale che

r(x) = ( . ) - (7.11)

p(x)
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Avremo quindi che

I,
do1 291
J(x) = dx1 T dxy,
Iom Iom
dxy T dxy

Limmagine ¥ = r(A) e il grafico della funzione ¢(x). Il grafico di ¢(x) ha come spazio
tangente il grafico del differenziale di

P(x) = {(x,y) € R"™™ 1y = ¢(xo) + dy (% = Xo)} .
Un classico esempio di superficie cartesiana & il grafico di una funzione f: R — R?2 in
R3.

COROLLARIO 7.3.1. (SUPERFICI REGOLARI PER IL TEOREMA DI DINT).
Nelle ipotesi del teorema di Dini, l'insieme

L = {(x,y) € R"™" : G(x,y) = 0} N X ]

é una superficie regolare n-dimensionale in R"*™.

DiMOSTRAZIONE. Se ¢(x) e la funzione implicitamente definita da G(x,y) = 0 come
nel teorema di Dini, allora I'applicazione (7.11) & una parametrizzazione di classe C! di =
e J,(X) harango massimon, VX € I O

OSSERVAZIONE. Lavarieta lineare (o iperspazio) tangente (n-dimensionale in R? =
R" x R™) nel punto (X, ) € X e a sua volta un grafico ed ha equazione

Jo(x)

I'={(x,y) € R"" :y =y~ D,G"L(%,§)D,G(X,§)(x - D))
={(x,y) e R"™" : D,G(%, y)(y - ¥) + D,G(X, ¥)(x — X) = 0}
={z e R"™ : J4(2)(z - z) = 0}
={ze R"":d,G(z—-Z) =0}.

7.3.4  Scambio delle coordinate
I1 teorema di Dini spesso viene utilizzato come segue:

TEOREMA 7.3.1. (SCAMBIO DELLE COORDINATE).
SiaG: A C RPFF"™ —s R"™ diclasse C1(A), Aapertoesiaz € RP tale che:

L. G(z)=0;

2. Jo(Z) ha rango massimo m.
Allora in un intorno di Z lequazione G(z) = 0 definisce un’ipersuperficie regolare di dimensione n,
il cui iperpiano tangente, in ogni punto, é dato dallequazione d.G(z — Z) = J;(Z)(z — Z) = 0, cioe
z — z € ker(d;G).




7.4. TEOREMA D'INVERSIONE LOCALE 103

DIMOSTRAZIONE. Se J;(Z) € R"™? - che generalmente non ¢ quadrata - ha rango
massimo, allora esiste una sottomatrice quadrata di ordine m invertibile: la matrice

G, G,
7 7 g,
Jo@) = : s a o
Gy, Gy,
7 U
h : JG IG 1. T . q 1.0
amvettori colonna —=, ..., = linearmente indipendenti. Indichiamo con y, ..., y, le

i1 im
m variabili Ziis 1 Zi, corrispondenti e xq, ..., X,, le rimanenti. Possiamo parametrizzare
{(x,y) € R"™"™ : G(x,y) = 0} n I X Jgrazie al corollario 7.3.1 con

r(xy, ., X,) = [(pz‘x)]

dove @(x) e la funzione implicita. O

7.4 TEOREMA D'INVERSIONE LOCALE

TEOREMA 7.4.1. (INVERSIONE LOCALE).
Sia A C R"apertoeh : A —> R" una funzione di classe C1(A) e siano xy € A,yo = h(xq).
Supponiamo che J,(x) sia invertibile. Allora esistono Iintorno di X, Jintorno “ di'y, e un’unica
funzione @ € C1(J; I) tale che

L h()2]J

2. hey)=y Vyel  oh®x)=x Vxe]

3. J(y) = )1,

4. x=9(y) Vye]

“Limmagine di una palla aperta centrata in x, non & necessariamente una palla aperta centrata in f(x,)

- si consideri f(x) = x2 - quindi riteniamo opportuno formulare il teorema in termini di intorni qualsiasi
piuttosto che con le palle aperte.

DimosTrAZIONE. Consideriamo la funzione G(x,y) = h(x) — y. Abbiamo:

® G(x0,¥0) = 0;

m D.G(xg,y0) = Jy(Xg) € invertibile.
Applichiamo il teorema di Dini con le variabili scambiate e risolviamo G(x, y) = O rispetto a
x. La funzione implicitamente definita da G(x,y) = 0 risolve G(¢(y),y) = O se e solo se
y = h(@(y)), cioe ¢(y) e la funzione inversa di . Quindi abbiamo Jintorno di y,, Iintorno
di Xy e una funzione ¢ : ] ——> I tale che:

m y=hx); (y,x) € JXI & x=0(y);

m o()CI & h(D)2].
Se vogliamo che ¢(y) sia biettiva dobbiamo considerare #~1(J) = V C Iin modo tale che
¢ : J— Vsialafunzioneinversadih :V— J. O

DEFINIZIONE 7.4.I. (OMEOMORFISMO).
Siano X, Ydue spazi topologici. Una mappa / : X — Ybiunivoca, continua e con inversa
continua si dice omeomorfismo.
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DEFINIZIONE 7.4.2. (DIFFEOMORFISMO).
Siano V, Wdue aperti di R”. Una mappa k : V — Wbiunivoca, di classe C! e con inversa
di classe C! si dice diffeomorfismo.

OsseERVAZIONE. Nelleipotesi del teorema 7.4.1 d’inversione locale esistono V, Wintorni
di x e y rispettivamente tali che 1, : V. —— We un diffeomorfismo.




CAPITOLO 8

OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA

“E adesso sono bitter dicks, come dicono gli inglesi. La traduzione pero non ve la faccio.”

ALESSANDRO IACOPETTI, anglofono.

L A RICERCA di massimi e minimi di una funzione in un sottoinsieme del suo dominio ha
grandissima importanza, sia da un punto di vista puramente matematico ma anche per
le varie applicazioni in altri campi quali la fisica e 'economia.

8.1 MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Iniziamo la trattazione con un esempio. Consideriamo la funzione

frRE—— R (8.1)
(x,y) — x2 -3y

Supponiamo divolerne studiare i punti di massimo e minimo nell'insieme
pp p

2 .2
C:{(x,y)eRZ:g(x,y):xz+%—1:0},

detto “vincolo”. Prima di cominciare, osserviamo che il massimo e il minimo di f in C
esistono grazie alla seguente catena di implicazioni:

Cchiuso C compatto f ammette massimo e minimo in C

. . . AT 8.2
e limitato f continua per il teorema di Weierstrass (8:2)

Il vincolo C e un’ellisse di centro (0, 0), che puo essere dunque parametrizzata nel seguente
modo: .
r(t) = 2costi+ 3sintj te€[0,2x].

I1 problema iniziale di ottimizzazione vincolata puo essere quindi risolto cercando gli
estremi della funzione

p=for:[0,27] ——— R )
t —— 4cos?t—-9sint

105
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Derivando, otteniamo
@'(t) = —8costsint —9cost = —cost(9 + 8sint).

Il segno di ¢’ dipende solo da — cos t, essendo 9 + 8sint > 0, V¢ € R. Dallo studio del segno
della derivata deduciamo che @ ha un punto di massimoint = 3% e di minimoin f = Z:

2 2
3

T .
o[5)=maxe0=9 o(5)= mp,00=9

Per trovare i due punti di estremo vincolati in R? calcoliamo r(%) =(0,3)e r(%) =(0,-3).

OSSERVAZIONI.
m  Siamo stati in grado di determinare i punti estremanti di f in C poiché C & un
sottoinsieme compatto di R2.
m Ilvincolo C¢ il sostegno di una curva regolare in R?, dotata in ogni punto di un versore

(D)

o dove

tangente T =

F(t) = —2sinfi + 3cosﬁ; l”’ (Bl = Vasin?t +9cos2t>0VieR.

NoTAZIONE. Perfacilitarelaletturaivettoriall’interno dei capoversi sono espressi come
vettoririga e, ove non necessario, ometteremo di indicare la trasposizione. Ricordiamo
che nel calcolo effettivo i vettori sono sempre considerati vettori colonna.

Osserviamo che la condizione necessaria di estremalita, ovvero I'annullamento della derivata
di @, puo essere espressa come

@'(t) = (Vf(r(®), 7)) =0

Ne consegue che il vettore V f(r(t)) deve essere ortogonale al versore T. Nell’esempio prece-
dente si ha che nel punto di massimo (0, 3) il versore della derivata della parametrizzazione
T(%) = (-1,0) é ortogonale a V £(0,3) = (0,-3). Linsieme di livello 0 di g € regolare: il
vettore tangente Te ortogonale in ogni punto a Vg(x, v).

Vg(0,3) = (0,3)
T(3)=(=1,0)

V£(0,3) =(0,-3)

FIGURA 8.1 — Posizioni reciproche diT,VgeV f in (0, 3).

In definitiva, la condizione necessaria di estremalita & che V f(x, y) e V g(x, y) siano paralleli;
la regolarita della curva g che definisce il vincolo garantisce che Vg(x,y) # 0 V(x,y) €
Domg(x, y). Siamo quindi indotti a esprimere la condizione di parallelismo come

dieR: Vf(xy) =1Vgxy) (8.3)
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Il valore A prende il moltiplicatore di Lagrange. Riprendiamo ora I'esempio (8.1), ma
questa volta vogliamo determinare il massimo e il minimo di f rispetto a

2 2
sz{(x,y)ERZg(x,y):xz-f-%_lso}

I1vincolo Cy si tratta ancora di un insieme compatto, quindi vale la catena di implicazioni
(8.2). Supponiamo che uno dei punti due di massimo o di minimo sia interno a C: in quel
punto dovremmo avere V (X,7) = (0,0). In questo caso, essendo V f(x,y) = (2x,-3) # (0, 0),
cio non e possibile e quindi f con il vincolo C, ha gli stessi punti di massimo e minimo di f
conC.

OsSSERVAZIONE. In generale, il problema dell’ottimizzazione su un insieme vincolato
con una disuguaglianza si risolve trattando separatamente la parte interna del vincolo e la
sua frontiera: dato un vincolo Csi studiano quindi i punti di massimo e di minimo su JC
e, se C é definito con una disuguaglianza, si studiano i punti di C° in cui V f si annulla. Il
massimo (minimo) cercato sara quindi il “massimo (minimo) dei massimi (minimi)” in JC

eC°.
Formalizziamo e generalizziamo su R" i concetti che abbiamo incontrato finora.

DEFINIZIONE 8.I.I. (MASSIMO, MINIMO VINCOLATI; VINCOLO).

Sia A C R" apertoe f : A —— R. Sia C C A. Diciamo che X € Cé punto di massimo
(risp. minimo) di f vincolato o condizionato a Cse f(x) < f(X), Vx € C(risp. f(x) >
f(X), Vx € C). Un punto di massimo o minimo vincolato viene detto punto di estremo di
f condizionato o vincolato. Csi dice vincolo.

OSSERVAZIONI.
m [ puntidiestremo di f vincolato a Cnon sono altro che i punti di estremo di f| .
m [vincoli possono essere piu di uno;

DEFINIZIONE 8.1.2. (PUNTO REGOLARE, SINGOLARE).

SiaG: ACR? — R™ (p > m),G e C(A; R™), Aaperto. Un punto X € G1(0) si dice
regolare per l'insieme C = G"1(0) se J;(X) ha rango massimo, cioe 7. Il vincolo Csi dice
regolare se ogni suo punto e regolare. Un punto non regolare si dice singolare.

OssERVAZIONE. Sem = 1la condizione di regolarita si riduce a V g(x) # 0.

EsempPIo. Consideriamo la funzione

1. 1. 1
g y) = 5x% —5y?+ 7y*, C=g71(0)

Otteniamo facilmente che Vg(x,y) = (x,y — ¥3): ¢ ha quindi tre punti critici (0, 0), (0,1) e
(0,-1) e solo (0, 0) € g~1(0). Di conseguenza, (0, 0) & l'unico punto singolare dell'insieme
di livello zero ¢~ 1(0). Osserviamo che tutti i punti sono regolari e posseggono un versore
tangente eccetto l'origine.

La caratteristica principale dei punti regolari e che in un loro intorno 'equazione g(x) = 0
definisce una ipersuperficie (p-m)-dimensionale in R, dotata in ogni punto di un piano
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tangente:

z={heRV:(Vg(X),h-x)=dglh-x]=(Vg(®),v)=0].

Come gia visto nel teorema 7.3.1, in base al teorema di Dini tale superficie puo essere para-
metrizzata con una funzioner : I € R" — RP,conn = p — m, di classe C1(L, R™). I

vettori
ar ar
aty" 7 at,

sono 7 vettori linearmente indipendenti in R™ e generano l'iperspazio tangente in ogni
punto.

8.2 CONDIZIONI NECESSARIE PERL'ESTREMALITA VINCOLATA

DEFINIZIONE 8.2.1. (PUNTO CRITICO VINCOLATO O CONDIZIONATO).

Sia f : ACRF —— R, A aperto, f € Cl(A;R)esiaG: A — R"™dove’ m < pe
G € CY(A;R™); sia C = G71(0) C Ailvincolo. Un punto X € Csi dice punto critico di f
vincolato o condizionato a C se:

I. Xeéregolare perilvincolo, ovvero J;(X) ha rango massimo;
2. Per ognivettore h tangente al vincoloin X, (V f(X),h) = 0 .

“Se fosse p = m il vincolo si ridurrebbe a un punto!

OssSERVAZIONE. Sem = 1 laregolarita di X si riduce a Vg(X) # 0 e la condizione 2.
equivalea 3 4 € R tale che V f(x) = AV ¢(x), ossia V f(x) € ker(d;¢) essendo ker(dsg) lo
spazio tangente. Infatti, sia V f(X) che V g(X) sono ortogonali all'iperspazio tangente in X.

Sem > 2, possiamo estendere quest’ultimo concetto, formalizzando quella intuizione che
abbiamo gia accennato in (8.3):

TEOREMA 8.2.1. (DEI MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE).
Siaf: ACRF — R, Aaperto, f € C1(A;R)esiaG: A — R", m <p,Ge CLA;R™).
Se X é un punto critico di f condizionato al vincolo G(x) = 0, allora dato

g1(x)
G®) =| :
gm(X)

esistono A4, ..., 4, € R tali che

VIR = Y 4V8iR).

i=1
I coefficienti A1, ..., A, prendono il nome di moltiplicatori di Lagrange.

DiMmOSTRAZIONE. Per provare il teorema é sufficiente mostrare che i vettori

(Vg1(®), .., Vgu (X))

formano una base in R”~"*" del complemento ortogonale dell'iperpiano tangente; infatti,
essendo anche V f ortogonale all'iperpiano tangente necessariamente si avrala (8.2.1). Per
quanto giavistoin(7.3.4)'iperpiano tangente ha equazione J;(X)[h] = 0 ed ha dimensione
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n = p — m. I vettori h verificano
J®)Mh]=0 < (Vg(x),h)=0Vj=1,..,m

Lo spazio tangente e quindi T = ker d;(X) ed e ortogonale a tuttiiV g;(X). Inoltre, i vetto-
ri Vg;(X) sono linearmente indipendenti tra loro poiché J;(X) ha rango m. Deduciamo
dunque che

RP =T ® L(Vg1(X), .., Vg, (X)) :

ogni vettore ortogonale allo spazio tangente Té combinazione lineare di V ¢; (x)), ..., V g,,(%).
Poiché, come gia osservato, anche V f(X) e ortogonale a T, concludiamo che esistono
A1, -, Ay tali che valga (8.2.1). O

TEOREMA 8.2.2. (LEGAME TRA PUNTI REGOLARI E CRITICI).

Sianof : ACR? — R,AapertoeG: A —— R due funzioni di classe C* e sia X un punto
di estremo di f condizionato al vincolo G(X) = 0. Supponiamo inoltre che X sia un punto regolare
del vincolo. Allora X ¢ un punto critico di f vincolatoa G=1(0).

DiMmosTRAZIONE. Per ipotesi X € un punto regolare del vincolo, cioé J;(X) ha rango
massimo. Il corollario del teorema di Dini (7.3.1) garantisce I'esistenza di un intorno di X per
cui G1(0) N Ix J& una superficie regolare n-dimensionale in R”. In particolare, esiste
una parametrizzazione

ri ICR" — S RV
(t1, o, t,) — 1ty ., 1)

tale che J,(t, ..., f,) harango massimon e r(fy, ..., f,) = X. I vettori

sono linearmente indipendenti e formano una base dello spazio tangente. Consideriamo
la funzione composta @ = f or : I —> R: osserviamo che r(ty, ..., f,) = X & un punto

di estremo interno a . Quindi Vg(4, ..., £,) = (0, ..., 0), cioe %(f or)(ty, .., E,) =0Vi=

1,..,n,ecioimplica

<Vf X), (tl, ...,fn)> =0 Vi=1,..,n
Dato h versore dello spazio tangente, si ha che
8r i .
h= ) hi—(t,..,t,),
Z lat )
quindi (V f(x),h) = 0. Abbiamo mostrato che se X ¢ un punto critico di f vincolato a

G(x) = 0 allora V f(X) e ortogonale allo spazio tangente al vincolo in X: X soddisfa la
Definizione 8.2.1 di punto critico vincolato. O
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8.2.1 Ottimizzazione di una forma quadratica vincolata a una sfera

1 ¢ 1
= § Z ai’]'xix]' = §XTAX
ij=1

con A matrice simmetrica associata alla forma quadratica f. Consideriamo come vincolo la
sfera S"~1 in R” centrata nell'origine di raggio 1, che possiamo descrive con la funzione

Sia

1
gx) = —||X|| E(x% o tx2)-1.

Osserviamo immediatamente che il vincolo e regolare poiché il gradiente della funzione
descrivente il vincolo e

Vg(x)=x #0Vxes™t.
I punti critici di f vincolati a $"~! sono quei % tali che V f(%) & parallelo a V g(%), ossia tali
che 34 € R tale che V f(X) = AV g(x). Calcoliamo V f(x) utilizzando il limite del rapporto
incrementale:

f(xg +h)—f(x0
||| 2||h||
1 1 1
= ——(Axg,Xo) + =—— (Ax(, h
2||h||< 0/Xo) 2||h||< o/h)+ 2|l

(Al b) - 2”h” (Axo,%0)

(Ah, x¢) +

2||h||

(Axg, h) + = (Ah, h)

||h|| 2||h||

(Axo,h) + =——[|All[lhl| T Ax, .

B ||h|| 2||h||
Ricapitolando, V f(x) = Ax: la condizione

JAe R :Vf(X) = AVg(X)
del Teorema dei moltiplicatori di Lagrange diventa

dAeR:AX = AX

I punti fissi X di f vincolata a g sono gli autovettori di A e A sono i rispettivi autovalori!

8.3 METODO DEI MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE: APPLICAZIONI

8.3.1 Autovalori di matrici simmetriche

Le ultime osservazioni ci inducono ad approfondire la relazione tra il metodo dei moltipli-
catori di Lagrange e la determinazione degli autovalori di una matirce simmetrica reale. A
partire da questa relazione si puo in effetti dimostrare una delle formulazioni equivalenti
del Teorema spettrale.

TEOREMA 8.3.1. (SPETTRALE PER MATRICI SIMMETRICHE REALI).
Data una matrice simmetrica reale A € R™", esistono n autovalori reali 14, ..., A, contati con
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molteplicita e n autovettorie, ..., e, tali che

Aei = /liei e <ei, e]> = 51']', l,] = ]., oo p B o

DIMOSTRAZIONE. Sia A = ATesia

f(X) = <AX, X> = Z ﬂi,jxix]' o

ij=1

Consideriamo come vincolo per la funzione f la sfera S"~1 C R", descritta dall'equazione
g1(x) = ||x?|| - 1. Calcoliamo i gradienti:

Vf(x)=2Ax e Vgi(x).=2x

Chiaramente g; € un vincolo regolare, in quanto 2x # 0, Vx € ¢71(0). Inoltre:
m Sml= gil({O}) e controimmagine di un chiuso di R” ed € quindi anch’essa chiusa;
m S"!C B, (0)elimitata%;
Quindi S”~! & compatta e si puo applicare il Teorema di Weierstrass che garantisce l'esistenza
di un massimo e di un minimo. Possiamo dunque usare il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange:

Vf(x) = AVg;(x) = ZAx = \Zx = Ax = Ax < x & un autovettore di A .
Osserviamo inoltre che

Ax = ix = (Ax,x) = A|x|* = f(x) = 4.

=1

Poniamo’ y; := min,_o_ 1 f(x). Come possiamo trovare gli altri autovalori Studiamo per

1]
un momento il caso n = 2. In R? I'espressione della forma quadratica &

A= (Z ZZ) f(x,y) = ax? + 2bxy + y2.

Osserviamo che f(1,0) = ax2, ovvero (1,0) & un autovettore dell’autovalore y; = a. Se

estendiamo questa intuizione in R", possiamo supporre che il primo autovalore sia in
corrispondenza del vettore e; = (1,0, ..., 0). Per trovare il prossimo autovalore si puo
quindi imporre 'ortogonalita con il vettore e;. Definiamo

2
82(x) 1= (x,e1); Gz<x>:=(g1(X)):(”X“ _l); ch<x>:(zxr).

gZ(X) <X/el> ejjj

Osserviamo che rank (Jg,(x)) =2 Vx € $"~1 quindi il vincolo Gy(x) & regolare, chiuso - in
quanto intersezione di chiusi - e limitato. Definiamo yy := ming, )¢ f(x) e applichiamo

ancora una volta il Teorema dei moltiplicatori di Lagrange: sia x € R" : ||}:Z||2 = 1 tale che
(X,eq) = 0; esistonol;, 49 € R tali che

V() = 41Vg1(X) + 12V o (X);
2AX = 2),17? + ).291 .
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Moltiplicando perey:

rCl(2A%,e1) = 2(A1X,e;) + (Ageq,€;)
2 (Ai,e1> =0+ ).2
fé
2(72, AT91> = 12

2(X, u1e1) = A9 = Ay = O essendo X ortogonalea e .

Il nuovo vincolo G,(x) € naturale, ovvero non produce altri moltiplicatori di Lagrange.
Continuando induttivamente avremo al passo k:

m ey, .., e vettori ortogonali tra loro;

m Ae; = e

B uy < pg < ... < .
Se k = nil processo termina, altrimenti, definiamo

x| - 1
X, e i .

Gera () = | ¢ :1> V0SS I i)
<Xlek>

Osserviamoche G, 1(x) =0 = G(x) =0 = .G(x)=0 = ||x||2 = 1, ovveroil
vincolo di ogni passo € un sottoinsieme del vincolo del passo precedente. Percio p, 1 >
Mg = ... > pp e gliautovalori ey, q, ..., €1 sono ortogonali tra loro per costruzione. O

“Nel caso in cui n fosse infinito, ossia se stessimo lavorando con spazi vettoriali infiniti, la sfera
risulterebbe totalmente limitata; cio € comunque sufficiente per usare il Teorema di Weierstrass.
bPer evitare confusione, indichiamo con y, gli autovalori e A, i moltiplicatori di Lagrange.

[1vantaggio di questa dimostrazione e il fatto di poter applicare il teorema a spazi di dimen-
sione infinita!

8.3.2  Differenza tra media aritmetica e geometrica

Cerchiamo di massimizzare la funzione

flxq, e, x,) = (X1 - oo xp)
vincolata all'insieme

1 n
C:{xeR” 5202 x,.:l}
n 4

i=1

Linsieme Cé l'intersezione di un iperpiano con I'iperottante positivo ed & detto simplesso.
Poiché C e compatto e f(x) € continua, essa ammette massimo e minimo in C. Osserviamo
chese Jx; : x; = O allora f(x) = 0 e x non sara sicuramente il massimo: possiamo quindi
escludere che il massimo si trovi sul bordo di C. Consideriamo quindi I’aperto

1 n
xi>0—2xi:1}
ni:l

A:{xeR”

ela funzione

1 n
g(x):E;xi—l.
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Calcoliamo i gradienti...

af 11, f(x) 1
(9_xl. = Exi = n_xi; Vg - E(ll /1)

...e applichiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange:
{Vf(fc) = AVg(x)
8 =0

Ossia
YD_CZ' n

VIR =AVg®) & D=2 o =19 yi=1, 0
gB=0 = ¥ x-1=0 ¢ %=1 Vi=1,..,n

Il massimo di f in Csi hain (1,..,1) e ha valore f(1,..,1) = 1: in C, si ha f(x) < 1.
Ricapitolando, sappiamo che:

=

fx) <1 & (xq,..,x,)" <1
1
n Z?:l X; = 1.
Possiamo allora concludere che
1 1y
(g, e, x,)™ < - X;.

Se % Z?:l x; = M # 1 con un procedimento analogo si ha

1 ()"
r%;xf—f(M,...,]\/I)—M = A—/I(iZle-) =1.

1§

3 21 Xi = 1 possiamo concludere nuovamente che

Sapendo anche che %

3=

1 &
< - X;.
nizl

(1, -, x,)
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CAPITOLO 9

EQUAZIONI DIFFERENZIALI
ORDINARIE

“Le equazioni differenziali le risolve qualcun altro.”

ALBERTO ALBANO, che non é un professore di analisi.

ON BUONA pace degli eleati, incontriamo continuamente fenomeni che variano in fun-
C zione del tempo, dello spazio e/o di qualunque altra cosa, che siamo in grado di tradurre
in un modello matematico pi 0 meno agevolmente, a seconda dei casi. Ma come possiamo
descrivere un fenomeno, una quantita che varia in funzione della quantita stessa, come la
crescita di una popolazione? Necessitiamo di uno strumento matematico per descrivere
questo tipo di situazione: le equazioni differenziali.

Esempri1o. Consideriamo un’automobile che in un istante ¢ ha una velocita v(¢). Chia-
mando y(t) la funzione che associa ad ogni istante una posizione, abbiamo che

y'(t) = v(t)

ma questo & vero se e solo se
t
y(t) = f v(s)ds + c.
a

Dunque possiamo sapere esplicitamente la posizione della macchina dal modo in cui
varia.

DEFINIZIONE 9.0.1. (EQUAZIONE DIFFERENZIALE).
Definiamo equazione differenziale una relazione che lega una variabile ¢, una funzione

in y(t) e le sue derivate:
Gt y®),y'®), ., y"™(#) =0 (9.1)

In particolare diremo che un’equazione differenziale e:
m ordinaria (EDO) se I'incognita € una funzione di una sola variabile;

117
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m alle derivate parziali (EDP) se I'incognita & una funzione di piu variabili;
m diordine n se 1 e 'ordine massimo di derivazione da cui dipende la funzione
incognita,
m in forma normale se puo essere esplicitata rispetto alla derivata di ordine massi-
mo:
y(b) = G, y(®), y' (1), ..,y () .

NoTaziOoNE. Nel seguito, se non ci sara ambiguita, ometteremo spesso di indicare la
dipendenza diy da f per alleggerire la notazione

In questo corso ci occuperemo soltanto di equazioni differenziali ordinarie.

DEFINIZIONE 9.0.2. (SOLUZIONE DI UN’EQUAZIONE DIFFERENZIALE ORDINARIA).
Una soluzione di un'equazione differenziale ordinaria di ordine n € una funzionej : I —
R™ derivabile n volte in I, e tale che, data (9.1), si abbia

Gt g, 7 ), -, J"H)) =0 VYtel

OsseERvVAZIONE. Un'equazione differenziale ordinaria ammette spesso una famiglia di
funzioni come soluzione. Nel caso di un’equazione del primo ordine in forma normale del
tipoy’(t) = h(t),imporre y(a) = b determina un’unica soluzione; in generale, un’equazione
differenziale di ordine 7 necessita di n condizioni per avere una soluzione unica.

ATTENZIONE! Risolvere un’equazione differenziale ordinaria puo essere molto difficile:
studieremo spesso le caratteristiche delle possibili soluzioni di un’equazione differenziale
senza avere averne determinata una esplicitamente.

9.1 ESEMPI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

9.1.1 Dinamica classica

In un sistema inerziale, ovvero in un sistema in cui valgono le equazioni della dinamica
newtoniana, il moto di un corpo e descritto tramite equazioni differenziali ordinare: avendo
I'accelerazione’ X in funzione del tempo ¢ possiamo ricavare lo spostamento x:

X(t) = f(t)
x(t) = f ") ds + ¢
xt) = [ [ f@drds+est+e,

Coerentemente con quanto gia osservato, constatiamo che per determinare univocamente
la posizione di un corpo in un dato momento f necessitiamo di due condizioni c¢; e cy: la
posizione e la velocita in un dato istante .

x(f)=b _, Ja=v
x(H)=v co =x(f) —v() =b-vi

'Qui usiamo la notazione di Newton, spesso usata in Fisica, per la derivata seconda rispetto al tempo.
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9.1.2  Esempio: Modello di Malthus
I1 modello di Malthus e un classico esempio di equazione differenziale ordinaria.

DEFINIZIONE 9.I.I. (MODELLO DI MALTHUS).
Un’equazione della forma

YO =kyt) keR
e detta malthusiana, ed e altresi noto come modello o equazione di Malthus.

Il modello prende il nome dall’economista Thomas Robert Malthus (1766-1834), che per primo
cerco rappresentare matematicamente la variazione di una popolazione per unita di tempo
in funzione del numero dei suoi individui. Se chiamiamo:

m vil tasso di natalita per individuo per unita di tempo;

m yuiltasso di mortalita per individuo per unita di tempo;

m ¢ =v— piltassodivariazione della popolazione per individuo per unita di tempo;
otteniamo un’equazione differenziale lineare del primo ordine a coefficienti costanti

y'(t) = ey(t) = v(t)y — u(t)y

di cui possiamo cercare una soluzione. Osserviamo che

ye _d _ _ et
oM €= log ly(t)l & logly(t)l = et +c < |y(t)| = e‘e
ossia
ly(H)| = ket!
conef =k > 0, ovvero
y(t) = +ke®!

Poniamo dunque +k = K costante di segno variabile. Questo procedimento ¢ molto comune
e lo incontreremo nuovamente: qui e nel seguito, se non specificato diversamente, K sara
una costante reale di segno variabile. Concludiamo che y(t) = Ke® & una soluzione.

y() K>0
54 —K <0

|

[N

|

—_
//ﬂ
N Y

FIGURA 9.1 - Alcune funzioni della famiglia y(t) = Ke®'.

OSSERVAZIONI.
m Per determinare un'unica funzione necessitiamo, in accordo con quanto gia os-
servato a pag. 118, di una condizione iniziale che in questo caso rappresenta la
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popolazione in un dato momento ¢.
m  Sipuo anche ottenere la soluzione osservando che

d d
0=y'(Hh-eyt) = e'|=ey(t)| =0 &= —ety(t)
dt dt
e quindi
efly(t) = K < y(t) = Ke*!
m [ltempo di raddoppio/dimezzamento ¢ quel tempo Ttale che y(f + T) = 2y(t):
Kes(tH‘) — 2Keet

efteeT = Qptt

eT=2
1
T= ;log2

I1 tempo di raddoppio (o di dimezzamento se € < 0) é indipendente dalla condizione
iniziale K. Siha che T — oo per € — 0: se il tasso di variazione della popolazione &
nullo, il numero di individui non raddoppiera mai.

Un modello piu accurato terrebbe conto del fatto che anche ¢ € una funzione del tempo. In
questo caso avremmo

y'(t) = e(B)y(D)
e con un ragionamento simile a prima otteniamo
v
y(®)
d log |y(t)| = e(t
77 logly(t)l = €(t)

t
log ly(t)| = f £(s)ds + ¢

f ; £(s)ds+c

e(t)

()l =e
y(b) = Kef;s(s)ds.

9.1.3 Equazioni a variabili separabili

DEFINIZIONE 9.I.2. (EQUAZIONE A VARIABILI SEPARABILI).
Un’equazione a variabili separabili e un’espressione del tipo:

y'(t) = g(Hhy(t)),

0, piu brevemente, y’ = g(t)h(y).

Se h(yo) = 0 allora y(t) = yo costantemente € una soluzione. Supponiamo h(y) # 0. Allora
possiamo scrivere

/

y
h(y)

=g().
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Cerchiamo una primitiva H(y) di = jeunaG di g, ottenute rispettivamente calcolando f m

e [ g(t)dt:

/

ay) =80 = HY =G +c.

d 4
Emw H'(y)y'(t) =

L'ultima espressione definisce implicitamente y(t): sapendo che la derivata di H(y) &

H'(y) = 70

con h(y) # 0, possiamo usare il teorema d’inversione locale e ricavare

y(t) = H1(G(t) +0).

ATTENZIONE! Sebbene sia concettualmente inesatto, nei calcoli pratici € comune
scrivere

_ dy
y'(t) = ﬂW@)cémj

nascondendo un cambio di variabile. Sarebbe invece corretta lasciare inizialmente la
derivata y’ cosi com’e,

mm::f M L (s)ds,

v =) = [ olsds= [ gy,

0

per fare il cambio di variabile z = y(s) e ottenere dz = y/ds:

vy dz

t
Yo @ B ‘Lo g(s)ds .

E importante tenere a mente questo fatto durante lo studio dell'intervallo massimale di
definizione di un'equazione differenziale, che vedremo successivamente: capita spesso di
sbagliare perché il cambio di variabile e stato effettuato con leggerezza e ci si e dimenticati,
ad esempio, di cambiare anche gli estremi di integrazione.

9.1.4  Esempio: Esplosione in tempo finito

Supponiamo ora di avere un contenitore riempito con del materiale infiammabile che prende
fuoco. Indichiamo con:

m  yla quantita di materiale infuocato;

m Olatemperatura.
E ragionevole supporre che le due quantita s'influenzino a vicenda; pertanto poniamo

Yy =cby;,  0=cey

e otteniamo
’ _ 2
Yy =Ky”.
Per facilitare i calcoli, poniamo K = 1 e cerchiamo di ricondurci a un’equazione a variabili
separabili:

v =y% gt=1 h(y) =y>.
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Le primitive G(t) di g e H(y) di h sono
1 1
Hy)=-i 0=t Hy®)=Co)+c = — =t+K
ed esplicitando y(t) otteniamo
yt) = =—

K-t

P10

K=-1 K=1 K=15

FIGURA 9.2 - Alcune funzioni della famiglia y(t) = %

OssSERVAZIONE. Poiché pert = Kla funzione e discontinua, non ha senso considerare la
funzione al di la di tale valore sia per motivi di natura fisica - I'esplosione e gia avvenuta,
consumando tutto il materiale - sia per motivi di natura matematica - una funzione
integrale non ammette discontinuita.

In un modello del genere, uno dei quesiti principali € determinare in quanto tempo avvie-
ne I'esplosione in base al materiale infiammabile di partenza. L'intervallo di risoluzione
dell’equazione differenziale ¢ dunque una delle incognite da studiare.

9.1.5 Esempio: Modello logistico

Torniamo al problema della crescita della popolazione. Il modello malthusiano € una buona
approssimazione della variazione di una popolazione di pochi individui, ma nella realta al
crescere della popolazione le risorse disponibili diventano sempre di pitt un problema: in-
troduciamo quindi una variabile sperimentale s chiamata saturazione che indica il numero
massimo di individui raggiungibile prima che la popolazione inizi a decrescere. Lequazione
differenziale

y = ey(l— z) = f(y)

S

descrive bene il problema della scarsita di risorse: quando si ha una popolazione di pochi
individui (1 - %) = 11a crescita & simile a quella del modello malthusiano; quando invece

la popolazione e pill numerosa, il fattore (1 - %) inizia ad essere rilevante fino a diventare
negativo per iy > s, dopo il quale la popolazione inizia a diminuire.
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FIGURA 9.3 - Andamento diy’.

Occupiamoci ora di risolvere questa equazione differenziale a variabili separabili, in quanto
g(t) = 1. Le due funzioni costanti y = s e y = 0 sono soluzioni: intuitivamente, se non ci
sono abitanti la popolazione non crescera mai e se parte da s abitanti e gia in equilibrio. Se
y # 0,s, possiamo scrivere

y € _ 1
yis-y) s = "y = yis-y)

Calcoliamo dunque una primitiva di /(y) utilizzando il metodo dei fratti semplici:

Ceody 11 1), 1 1|y
0= gy = [5G 7ms) e S iy =) = S ],
e quindi
S| L |=Sre= L ket
s ly-s| s y—s

Risolviamo rispetto a y:

14— =K'= > =Kot - 1= y-s5= —— —y=s(1+ 1
y-s y-s Y8 ket 1 Y= Kest —1)°

Come precedentemente detto, il modello logistico prevedeva i seguenti comportamenti per
una popolazione y > 0 - tenendo conto che il caso y < 0 non é fisicamente possibile:

m Se0 <y <s,allorala popolazione tende a salire;
m  Sey > s, allorala popolazione tende a scendere per mancanza di risorse.

Osserviamo che al variare di k si verificano tutti gli scenari possibili:
m Sek<0,alloray — 0 pert — —ocomentrey — spert — oo;
m Sek > 0, allora abbiamo un asintoto verticale in ket! = 1, ossiat = % In (%) Se

t< % In (%) allora y < 0 e dunque non ha senso studiarlo per motivi fisici, mentre se
t — oo allora nuovamente y — s.
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—4 L

—K >0 K <0

FIGURA 9.4 — Alcune soluzioni del problema.

EQUIVALENZA TRA EQUAZIONI DI ORDINE N E SISTEMI DEL
PRIMO ORDINE

Un’equazione in forma normale di ordine n equivale a un sistema del primo ordine. Suppo-
niamo di avere y"(t) = f(t,y(t), ..., y""V(t)) e poniamo

Y =y1
Y1=Y2
V-2 =Yn-1

Y;l—l = f(t/ Y(t)/ ey Y(n—l)(t))
Se y(t) € R definiamo

y1(f)
ya(f)
R™ 3 z(t) = :
Yn—l(t)
Y,_1(f)
e il sistema diventa
z1 =Y ()
Zy
R" 5 At,z) =
zn

2 (t) = f(t z(t), ..., 2, (b)) .

Questo fatto ci permette di focalizzare la nostra attenzione sulla risoluzione di equazioni

differenziali ordinarie del primo ordine visto che le equazione differenziale ordinaria di ordine n
possono essere ricondotte a unequazione differenziale ordinaria vettoriale del primo ordine.
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9.2.1 Esempio: secondo principio della dinamica

Se ci poniamo ancora una volta in un sistema inerziale vale il secondo principio della
dinamica, che e un’equazione differenziale del secondo ordine del tipo

. _ A% %)
X=———.
m

Applicando quanto visto nella pagina, ci riconduciamo a un’equazione del primo ordine:

X=V iy x X
oo Rtxy)  E¥swh)= M O(t,2) = [m,x,v>]
- m

m

e otteniamo z’(t) = (¢, z(t))

9.3 PROBLEMI DI CAUCHY

Abbiamo visto a pag. 118 che se imponiamo 7 condizioni a un’equazione differenziale di
ordine n otteniamo un’unica soluzione, quando essa ¢ definita. Inoltre, grazie a quanto
osservato a pag. 124 siamo in grado di ricondurre un’EDO di ordine 7 a un sistema di EDO
del prim’ordine. E pertanto naturale la seguente

DEFINIZIONE 9.3.I. (PROBLEMA DI CAUCHY).
Un sistema della forma
/ — t,
(PC) {y fty)
y(r)=¢

si dice problema ai valori iniziali o di Cauchy.

EseEmpio. Un tipo particolare di problema di Cauchy molto comune in fisica e il proble-
ma ai limiti:

X = f(t,x,%)
x(a) = A
x(b) = B

Ad esempio, se x descrive la posizione di un punto materiale durante 'intervallo di tempo
[a, ], allora la soluzione del suddetto problema di Cauchy e l'unica descrizione del moto
del punto che ha accelerazione descritta dalla funzione f e che aitempit =aet = bsi
trova rispettivamente in A e B.

9.4 ESISTENZA EUNICITA DELLA SOLUZIONE

Finora abbiamo proposto esempi di problemi che abbiamo risolto trovando la soluzione di
opportune equazioni differenziali in maniera “empirica’, senza utilizzare alcun teorema
particolare e soprattutto senza avere criteri per stabilire I'effettiva esistenza di una soluzione.
Introduciamo quindi alcuni concetti che ci porteranno a dimostrare il teorema di esistenza e
unicita locale di soluzioni per il problema di Cauchy.
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DEFINIZIONE 9.4.1. (LIPSCHITZIANITA IN [/, UNIFORMEMENTE RISPETTO A f).
Sia f : D ¢ R™! — R", con D aperto. Diciamo che f & lipschitziana in y in D
uniformemente rispetto a f se esiste L € R tale che:

|fty1) = fty2)llg, < Llyr - valg, Y&y, (tys) €D (9:2)
Diciamo che f & localmente lipschitziana in y in D, uniformemente rispetto a t, se ogni

(7,€) € Dammette un intorno U C Din cui vale (9.2).

OSSERVAZIONE (LIPSCHITZIANITA IN [/ UNIF. IN { NON IMPLICA CONTINUITA).
La lipschitzianita implica la continuita, ma se f(t,y) € lipschitziana in y uniformemente
rispetto a t, allora non e detto che sia continua. Per esempio

f:R2 — > R
(t,y) —— sign(t) +y

e lipschitziana in y uniformemente rispetto a f in quanto

f(t,y9) = f(t,y1)| = ||sigatty + vo — sigatty - y1|| = |ly2 - v1

ma non e continua.

VteR,

7

OsSSERVAZIONE. La lipschitzianita e una proprieta legata alla limitatezza dei rapporti
incrementali: possiamo infatti manipolare (9.2) e ottenere

”f(tIYI) _f(tIY2)|
||Y1 —Y2|

<L Yty (Ly2) €D,

Rn

Esempio. E facile verificare se 'equazione del modello malthusiano & descritta tramite
una funzione lipschitziana

ft,y) =etyy = ||fty1) - fty2)| = lle®lly1 - 2| -

Sele(t)l < L € R allora f(t,y) e lipschitziana.

PROPOSIZIONE 9.4.1. (CONDIZIONI SUFFICIENTI PER LA LIPSCHITZIANITA).
Data f : DC R™! — R" Daperto, se valgono:
I D=IxJICReJCR"
2. Jéconvesso, ossiasey,yo € Jalloralyq,y2] C J;
3. feCHD;R";
4. |pfy| <L VYt y eIx]
allora f ¢ lipschitziana in'y in D uniformemente rispetto a t. Se D é un aperto qualunquee f € C1(D)
(non vale 2. e 4.) allora f é localmente lipschitziana in'y in D, uniformemente rispetto a t.
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DiMmosTrAZIONE. Usiamo il teorema 6.4.10 sfruttando la convessita di J: se consideria-
mo (t,y1),(,y2) € IX ], siha

1€ 30) = £t 32l < max [D,fCE 9y - vall < Ly - vl

Per il secondo punto, sia (z, £) € D; poiché ||Dyf|| ¢ una funzione continua, esistono § > 0
e o > O tali che ||D,f| & limitata in I = (z - 6,7 + 8) X B,(§) = ] C D: possiamo quindi
applicare il punto A, essendo Jconvesso. O

9.4.1 Teorema di esistenza e unicita locale

TEOREMA 9.4.1. (ESISTENZA E UNICITA LOCALE).
Siaf :DC R;‘,}l —— R, Daperto, tale che:
1. fécontinuain D;
2. f elocalmente lipschitziana in'y in D, uniformemente rispetto a t.
Allora per ogni (, &) € Desiste un 6 tale che, detto Iy = [t — 6, T + 6], esistep : I ——> R, tale che
(t, (t)) € Dperognit € I, @ € C1(I;; R™) e ¢ é risolve il problema di Cauchy

@' = f(t, )

tel.
o7) = & =

ol

Tale soluzione é unica: se y : Iy — R" e unaltra soluzione di (PC) allora ¢ = wsu ;N I;

DimosTrAZIONE. Ladimostrazione sidivide in 4 passi:
1. Equazione integrale di Volterra. Siano 6y > 0 e 5y > 0 tali che I;, X B, (£) € D.

Osserviamo che una funzione ¢ € C 1(150 ; Bs,(£)) € una soluzione del problema di
Cauchy

{ym:f“Y)<nae%x3%@

y(r) =¢

se e solo se risolve I'’equazione integrale di Volterra

t
o) = &+ j £(s, @(s))ds .

Infatti, se @ e una soluzione del problema di Cauchy, allora f(t, ¢(t)) &€ continua
perché lo sono f e ¢ e integrando trovo che

o)~ 9(2) = [ fl5,00Ms = plt) = £+ [ f5, p(o)ds.
nry

Viceversa, se ¢ risolve I'equazione integrale di Volterra, allora e derivabile in I5_ e
@’ (t) = f(t, @(t)). Inoltre, 'equazione di Volterra implica ¢(7) = &
2. Costruzione di una contrazione. Consideriamo l'operatore di funzioni

o)) = &+ [ f(s, o(s))ds.
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Vogliamo dimostrare che, per 6 e ¢ abbastanza piccoli, T € una contrazione in
C(I5; B5(£)). Siano 61 € (0,6p) e oy € (0, 0¢) taliche Iy, X B, (§) € DesianoM,L >0
tali che

IfEy)|| <M V(ty) €L, xB, (&, (93)

Ifty1) - ft,y2)|| < Lllyr —y2| Y(ty1) (ty2)e I, XB, (8. (9-4)

La (9.3) e possibile in quanto f & continua, dunque ¢é limitata in un intorno di
(7,€), mentre la (9.4) vale poiché la funzione é localmente lipschitziana iny in D

uniformemente rispetto a  per ipotesi. Scegliamo ora 6 < min (51, %, %) eo=o0y.
Se @ € CO(I; B,(¢)), allora

<

im0 -l = ||| 76 otnae]| < | [ 17 o]

la norma fuori dall’integrale garantisce che il risultato sia sempre un numero
positivo anche se dovesse essere t < 7. Per la proprieta (9.3), allora

[ s, otons

SMt-1<Ms<o,

ossia max;c[[T(g)(f) — €|l < o, cioe per ogni f € I;, T(@)(f) € B,(£). Dunque I'appli-

cazione Tmanda C(I; B,(£)) in sé. Mostriamo ora che Te una contrazione. Siano
@1, P2 € C(I5; B,(£)). Allora

M0 - T2l = | [ 76 01060 - £, 0] as

t (9:5)
<[ lf @150 - £, @3() ]| s
e per la proprieta (9.4) si ha
t t
| LIl 010 = £, @ao)]|lds| < L] [ l@r(s) ~ @a(s)) dsl
< Lit = 7l maxlles(s) - 92 )l (9-6)

< Lé max||p(s) — @o(s)|l -
SGI(;

Per come abbiamo scelto §, possiamo assumere L < 1.

Applicazione del teorema delle contrazioni. Consideriamo X = C(I;, R") con la
norma Lagrangiana del max. Sappiamo che (X, d) € uno spazio metrico completo.
Osserviamo che

C(I; B5(8)) = lp € X: d(g,§) < 0} = X,
€ un sottoinsieme chiuso di X; (X, d) € uno spazio metrico completo a sua volta.
Esiste un unico punto fisso di T'che e I'unica soluzione dell’equazione di Volterra (e
quindi del problema di Cauchy) in C(I;, B,(£)). Abbiamo osservato precedentemen-
te che I'immagine di Te contenuta in B, (), quindi anche il suo punto fisso cadra
nell'interno.
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4. Unicitadellasoluzione. Siano ¢, ydue soluzioni del problema di Cauchy, definite
in un intervallo I. Consideriamo I'insieme:

J={tel: o(t) = y()}

Allora sappiamo che:
m  J¢nonvuoto. Infatti p(7) = w(7) = &
m  Jéaperto. Per vedere cio mostriamo che € intorno di ogni suo punto. Sia
ty € J,ovverounvaloretale che p(ty) = w(tg) = &y. Per continuita, abbiamo
un intervallo comune f, & # 0in cui

—& < —-fl<o.
%?MW)éﬂ_a e %?Mﬁ)fn_a

Prendendo il minimo tra 6 e § abbiamo un intorno di ¢, in cui le soluzioni so-
no uguali grazie all'unicita del punto fisso, ovvero un intorno interamente
contenuto in J. Dunque Jé aperto.
m Jeéchiuso. Dato che ¢ e y sono continue, allora lo € anche ¢ — y. Dato che
J= (¢ — ) 1({0}), allora & controimmagine di un chiuso, dunque chiuso.
Dunque Je aperto, chiuso e non vuoto; per connessione di /deve essere ] = I, cioe
@ = ysututto L O

OSSERVAZIONE. Il teorema di esistenza e unicita € esistenziale ma non costruttivo. Tuttavia,
I'unicita della soluzione rende esaustivi tutti i possibili metodi per trovare le soluzioni.
Per esempio, se con il metodo di separazione delle variabili troviamo una soluzione ad un
problema di Cauchy, allora sappiamo per certo che non ce ne possono essere altre.

9.4.2 Metodo di risoluzione iterativo

Come osservato necessitiamo di metodi per determinare o quantomeno approssimare la
soluzione di un problema di Cauchy. Dato il problema di Cauchy

{Y®=f@W
p(7) =¢

il teorema delle contrazioni fornisce un metodo iterativo per approssimarne la soluzione:
yo(t) =¢
t
yi() =&+ [ fls,&ds = Tyo))

72(0) = £+ [ f6,y1(6)s = Tya)()
Bua) =&+ [ FG5,y,(6)ds = Tiy,)

EsEmpi1o. Consideriamo il problema di Cauchy

y =&y e E€R.
y(0) = ¢ '
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Applichiamo il metodo iterativo:

yo(t) = ¢
yi() =&+ ftf(sryo(s))ds =&+ ftéfds =&+ &bt = &(1 + £t)

12 £212
Ya(t) =§+j e&(1 + et)ds = §+£§t+£2§— —.f(l+et+ T)

Per induzione, si mostra che se
242 nyn
e“t et
H=¢1+et+ —+..+—|,

allora:

t
Yn1(®) =&+ f €Y, (s)ds

3.2 n+lon
—§(1+j(£+£ s+%+ 4 5 )ds)
62t2 n+1tn+1
:5(1+£t+T+...+m) 7

Notiamo che y,, € il polinomio di Taylor di grado n centrato nel punto ¢, = 0 della funzione
y = &e*'; se facciamo tendere 1 — +oo otteniamo

yult) = Z EDT _ et

Il resto secondo Lagrange del polinomio di Taylor ci fornisce anche un’utile stima dell’er-
rore della ridotta n-esima della serie di Taylor:

n+1

f(n+1)( ) = o 1)' oCt —— 0 ce(0,1).

et — yn(t) =

Esempr1o. Consideriamo il problema di Cauchy

{y(o_) RADYS LN 3
y

In maniera del tutto analoga al caso precedente si ha

Al’l
lim y,(f) = & Z( ) =gt VA e R,

n—+o0 ‘
La serie converge sempre poiché lo spazio degli operatori dotato dellanorma operatoriale e
completo e poiché la convergenza della norma della serie implica la convergenza puntuale,
come visto nel teorema 6.4.8. Vale anche la seguente stima:

n+1

€
Moy = e e O e R
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ESEMPIO (OSCILLATORE ARMONICcO). Sia dato il seguente sistema di equazioni diffe-
renziali ordinarie che descrive il moto di un oscillatore armonico:

X = —w?x p
¥(0)=n  dove w= p-
x(0) =¢
Poniamo X = y e otteniamo:

Xx=y

y = -’ fH _ [ y ] _ [fl(y)]

y(0) =17 y|~ [~o®x| T [fo®)

x(0) =¢

Applichiamo il metodo iterativo:
X0 =¢&;
Yo=1
t t
x1(t) =&+ jofl(?/o)ds =¢+ Io nds = &+ nt;

t t
yi(t) =n+ fo f1(xp)ds =n+ fo —w?&ds = n - 0?&t;
(wh)®¢
2 7
t 2
Yo(t) = n— w2t - (a)2) '1;

x3a)=§(1—(””2)+-g(wt—(”ﬂ3)

Xo(t) =&+t -

2 3!
2 3
y3(t) = n(l - (a)zt) ) —-fw (a)t - (a;t') )

Osserviamo, tramite le manipolazioni algebriche proposte, che il termine 7-esimo € una
combinazione lineare dei polinomi di Taylor di ordine 7 di cos wt e sin wt, quindi per
n — +ocosiha

x,(t) = &coswt + g sin wt = x(t);

Y,(t) — ncos wt — w& sin wt = y(t).

In effetti vale &(t) = y(t), i(t) = —w?x(t).

9.4.3 Pennello di Peano

Vediamo ora come venendo meno l'ipotesi di lipschitzianita locale si possa perdere 1'unicita
della soluzione. Si consideri il seguente problema di Cauchy:

V=y§
¥(0)=0
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Lipotesi dilipschitzianita locale non é verificata in un intorno di 0: siainfattiy; = O0eyy =y
e consideriamo il rapporto incrementale

- fua)] _[y3|_ 1

=—5 >0, sey—0.

|y1 - ]/2' Y |y|%
Risolviamo ora I'equazione differenziale, che e a variabili separabili:
dy 1 1 3
fy—g—fdt:>3y3 —t+c:>y—ﬁ(t+c) .

Datochey(0) = 0,allorac = Oedunquey = %ts eunasoluzione dell’'equazione differenziale.
Ma anche la funzione y(t) = 0 € una soluzione. Inoltre, combinando queste due funzioni,
possiamo ottenere infinite soluzioni.

10 4
y(1)
5 1
- 1 ﬂ—»—t>
39 A 1 2 3
_5 i
_10 s

F1GURA 9.5 - Il “pennello” di Peano.

Anche se 'unicita puo diventare problematica, possiamo comunque dire qualcosa sulla
esistenza. Infatti, vale il
TEOREMA 9.4.2. (D1 PEANO).
Siaf: DC R"™! —% R continua, Dapertoe (z, &) € D. Allora esiste 5 > O tale che il problema
di Cauchy
’ — t/
{¢ f&y oy
@(7) = ¢

ammette almeno una soluzione. O

La dimostrazione verra fornita nel corso di ISTITUZIONI DI ANALISI.

9.4.4 Regolarita della soluzione

TEOREMA 9.4.3. (REGOLARITA DELLA SOLUZIONE DEL PROBLEMA DI CAUCHY).
Siaf : DC R™! —— R"diclasse C1(D), Daperto, esia (z, &) € D. Allora esiste un & > 0 tale
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che la soluzione del problema di Cauchy

{¢=f@w
p(r) =&

¢ una funzione @(t) di classe C2(I;).

DIMOSTRAZIONE. Primaditutto, ricordiamo chese f € C1(D) allora & anche localmente
lipschitziana, dunque vale il teorema di esistenza e unicita di una soluzione. Dato che
Yy = f(t,y(t)), per il teorema della differenziabilita delle funzioni composte si ha

d d
o FE Y] = 5 FEy(®) + Dy y@) v ().
e w0 e°

Essendo v’ € €1(I), allora ¢ € C2(J). O

Esempi1o. Coerentemente con il precedente teorema, il problema di Cauchy

, 1
y=y3
y(0)=0
3 1
ammette per soluzione la funzione y = (%t) 2 ¢ 2 essendoy3 ¢ C1l.

TEOREMA 9.4.4.
Data f funzione di un problema di Cauchy e @ soluzione, si ha

feckp) = ¢ecki(y).

DiMOSTRAZIONE. Perinduzione su k:
m k= 1. Gia visto come teorema 9.4.3;
m k = k+1.Sia f € ¢K(D) € €*1(D). Per ipotesi induttiva ¢ € C*(I;). Allora:
(p, . I5 — R

k
f (o) C*(D) (9.7)

e @’ € CK(I;), ossia @ € CK1(I;). O

OSSERVAZIONE. Siano A, Bapertief : ACR” —— R™ f: BCR”™ —— RF.Siha

che se f,g € C¥, allora la composizione f o ¢ € CX. Si dimostra per induzione esprimendo
le derivate parziali con le matrici Jacobiane.
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9.4.5 Prolungabilita della soluzione

Supponiamo di avere un problema di Cauchy che verifichi le ipotesi del teorema di esistenza
e unicita locale, per cui esiste ed € unica la soluzione ¢ : ; —— R" in I;. Cerchiamo di
estendere il dominio di definizione di ¢. Sappiamo gia che non sara sempre possibile
estendere il dominio di definizione di ¢ a tutto R: nel caso dell’esplosione in tempo finito
tutte le soluzioni sono definite su aperti A C R. Per poter studiare tutti i possibili casi
introduciamo la seguente

DEFINIZIONE 9.4.2. (INTERVALLO MASSIMALE D’ESISTENZA).
Definiamo intervallo massimale d’esistenza della soluzione ¢ il pit grande intervallo
limitato o illimitato su cui e definita una soluzione di un problema di Cauchy:

I= (Tmin/ Tmax) CR

PROPOSIZIONE 9.4.2. (CARATTERIZZAZIONE DELL'INTERVALLO MASSIMALE).
Nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicita locale sia

S={pI,) e R ] =(a,b) CR,¢: I, —> R"éunasoluzionedi PCsul,}.

Allora
I= (Tminl Tmux) = U I(p
(@, Ip)eS

con Iintervallo aperto e connesso.

DiMOSTRAZIONE. Siat € Iesia(¢,I,) € S talechet € I,. Definiamoy : | —— R”
tale che y(t) = ¢(t); e ben definita poiché:
m setel, NI, allora (plu(ﬂlm(ﬂ2 = ¢2|I(plnl(/;2;
m  @risolve l'equazione in un intorno di ¢ e quindi anche y.
Sihacheeunionediintervalliaperti; la connessione e garantita dal fatto che una funzione
che risolve il problema di Cauchy risolve anche I'equazione integrale di Volterra, il cui

dominio & sempre un intervallo. O

PROPOSIZIONE 9.4.3. (ESPLOSIONE A TEMPO FINITO).
Supponiamo che T,,,, < +oco. Allora

Jim (D) = +eo.

INTUITIVAMENTE... Trovataunasoluzione ¢ in I, che € un intervallo chiuso, possiamo
applicare nuovamente il teorema di esistenza e unicita locale agli estremi dell’'intervallo
e ottenere due nuove soluzioni ¢, ¢ negli intervalli I, o, da cui possiamo estrarre
un intervallo chiuso e iterare il processo. Quand’eé che non riusciamo a coprire tutto R ?
Quando I'ampiezza §; degli intervalli tende a O e }’, 5, converge.

Utilizzeremo il seguente:*

*Dopo la fine del corso ci siamo accorti che la dimostrazione vista in classe non era del tutto corretta;
proponiamo in sua sede una versione realizzata da Matteo Bisi, studente della coorte 2021-2022.
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LEMMA 9.5.1. (DI BisiI).
Sia f(y, t) una funzione che soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza e unicita locale e sia (to, yo) € Q.
Allora esistono 6, o > 0 tali che per ogni (z, §) € lys X By esiste una soluzione locale ¢ o che risolve
il problema di Cauchy
{ym:fmw
y(@) =¢
s

e proc e definita in [T— ST+ %] ) .

Scegliendo opportuni 6 e o la dimostrazione del lemma e la stessa di quella del teorema di
esistenza e unicita locale.

DIMOSTRAZIONE (DELLA PROPOSIZIONE 9.4.3).
Supponiamo che® {t;}; /" T, < +0 e, per assurdo, che y(t;) := & sia una successione
limitata in R": ||&|| < M per ogni k. Allora esiste una sottosuccessione {tkj}ki convergente
di {f; }:

kil_if}rloo wit)=¢.

Possiamo quindi scegliere un punto (f;, &) in un intorno Iyg X By di (T, €) € applicare

il lemma, ottenendo cosi una soluzione ¢ il cui dominio di definizione I, ammettera

sicuramente infiniti t > T,,,, essendo la soluzione definita a partire da fy, ||t — Tl < 6/3
_ s s

eI¢ = [tk_ §’tk+ 3|

Iy
<

“I1 simbolo " significa che la successione converge da valori inferiori.

ESEMPIO (EQUAZIONI A VARIABILI SEPARABILI).
Dato il problema di Cauchy

{V@=gmmw
y(to) =vo

abbiamo che

yd_y_f
o ) = o 8-
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Studiamo l'intervallo massimale d’esistenza. Dobbiamo avere

+0oo dy Tnax
— = s)ds .
'[yo h(y) J;0 86)

Se g(t) = 1 si hanno due casi:
I. h(y)=y*cona<1:

+00 dy
j 7:+°°:>Tmax—+°°}
Yo Y
2. h(y)=y"cona> 1:
+00 dy
j 7<+°°:>Tmax<+°°-
Yo Y

TEOREMA 9.5.1. (ESISTENZA E UNICITA GLOBALE).
Siaf : R x R" —— R"diclasse C1(R X R", R"), che quindi é localmente lipschtziana e pertanto

vale il teorema desistenza locale. Supponiamo che esistano k1, ko > O tali che

f¢ty)|| < k1 +keolly|| VY (ty) e R xR

Allora, per ogni dato iniziale (z, &) esiste ed é unica la soluzione @ del problema di Cauchy

(r=tn 1 cp -
y(r) =¢

9.6 EQUAZIONIE SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI

In questa sezione ci concentriamo su sistemi di equazioni lineari, che verranno approfonditi
nei corsi di MODELLI DIFFERENZIALI e MECCANICA RAZIONALE. Possiamo riscrivere il
sistema

vy = a1y + .. + ay,(Oy, + b1 (8)

y;’l = anl(t)yl +.. unn(t)yn + bn(t)

in forma matriciale:

v = A()y +b(t), AeCOR"™), beCOR"),yec R"

m  Seb = 0il sistema si dice omogeneo.
m Seb # 0, bsidice termine forzante

9.6.1 Principio di sovrapposizione

PROPOSIZIONE 9.6.1. (PRINCIPIO DI SOVRAPPOSIZIONE).
Se @1, @4 risolvono rispettivamente

y = A(t)y + b;(t) peri=1,2
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allora ¢ = A1 + A9@q risolve

y' = A(t)y + A41b1 () + Aoby ().

DiMOSTRAZIONE. Sipuo vedere facilmente considerando le soluzioni ¢; del problema
di Cauchy

{y’ = Aty
y(7) = ;.
dove gli e; sono elementi di una base di R". O

OSSERVAZIONE. Se f(t,y) = Ay allora:
I. fecontinua.
2. f eélocalmente lipschitziana in y, uniformemente in t. Infatti, poiché

flt,y1) — f(t,y2) = A()y1 — A(t)y2

allora

Ift 1) - £t y2)|| = [[A®)YL — AW®)ye| < IADI||y1 - y2 < Llly1 - y2

con L := sup, ||A(#)|| < +o0, per ogni intervallo L
Per il punto precedente f(f, y) soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza locale.
4. Se A(t) = A, ossia A e costante, si ha:

=

el < ialllyl] < Ly

7

pertanto ponendo k; = 0,kg = L con L norma operatoriale di A si puo applicare il
teorema d'esistenza globale.

9.6.2 Integrale generale
A questo punto e lecito domandarsi come siano effettivamente fatte le soluzioni di un
equazione vettoriale del tipo

y = Ay +b(t) yeR", A(t) € CO(LR™) b(y) € CO(LR") (9.8)

con Idominio di definizione dell’equazione.

DEFINIZIONE 9.6.1. (INTEGRALE GENERALE).
L'integrale generale e I'insieme di tutte le soluzioni di (9.8):

S ={p € CL(LR") : @& soluzione di (9.8)}.

OSSERVAZIONE. Per il teorema d'esistenza e unicita globale, se ¢ € una soluzione di (9.8) con
b(t) = 0 costantemente allora o ¢(t) = 0 per ogni t € Ioppure ¢(t) # 0 perognit € L
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PROPOSIZIONE 9.6.2. (CARATTERIZZAZIONE DELL'INTEGRALE GENERALE).
L’insieme delle soluzioni di (9.8) é uno spazio vettoriale di dimensione n se b(t) = 0 costantemente,
altrimenti é uno spazio affine di dimensione n.

DimosTrAZIONE. Peril principio disovrapposizione S e uno spazio vettoriale se b(t) =
0 o affine se b(t) # 0. In virtu di cio, I'insieme delle soluzioni di un’equazione vettoriale
qualsiasi e uguale all'insieme delle soluzioni dell’equazione omogenea associata sommato
ad una soluzione particolare:

Sy =380 + @p-

Di conseguenza, la dimensione di §;, € la stessa di S, pertanto ci rimane da mostrare che
dim§, = n:
m dim S, > n. Consideriamo le soluzioni ¢; del seguente problema di Cauchy,

{Y=A®y
y(7) = e

dove gli e; sono elementi di una base di R"” al variaredii = 1, ...,n, e osservia-
mo che le ¢; sono linearmente indipendenti tra loro perché la n-upla di vettori
(91(7), ..., @,(7)) € linearmente indipendente per il teorema d'esistenza e unicita.

m dimS,) < n. Consideriamo 7 + 1 soluzioni del problema di Cauchy e valutiamole
in 7: esistono allora &4, ..., £,,; € R tali che

él(pl(r) +..+ §n+1(pn+1(7) =0.

Definiamo y(t) = Z:.l:ll E@,(t): sappiamo che y(7) = 0, ma si deve avere y(f) = 0
per ognit € [per 'osservazione di pag. (9.6.2). O

Riprendiamo il problema di Cauchy

{y=Amy
y(7) =e;

considerato durante la dimostrazione precedente, ma questa volta scegliamo come e; gli
elementi della base canonica di R”. Come abbiamo visto, i vettori ¢;(t) sono linearmente in-
dipendenti per ognit e i vettori @;(7) sono uguali ad ¢; a meno di riordinamento.

DEFINIZIONE 9.6.2. (SOLUZIONE FONDAMENTALE).
Definiamo soluzione fondamentale o matrice di monodromia la matrice

P11(t) . @1,(D)
o= O(r) =1,
(pnl(t) ¢nn(t)

dove ¢; sono soluzioni linearmente indipendenti. L'insieme { ¢; }, si dice insieme fonda-
mentale. Se non esiste 7 tale che ®(r) = I, allora ®@(t) e detta matrice wronskiana.

OsSERVAZIONE. La matrice di monodromia gode delle seguenti proprieta:
m  det®(t) # 0Vt Tale determinante viene anche detto wronksiano.
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m O/() = A()D(). Infatti

Gha®) - @0
o= i
) o Ghu)

e @; = A(t)p;, poiché altrimenti non risolverebbe il problema di Cauchy.

TEOREMA 9.6.1. (SOLUZIONE DI UN SISTEMA LINEARE DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI).
Sia A(t) € CO(I, R™") e ® soluzione fondamentale dell’equazione omogenea associata al problema di
Cauchy

{y' = Ay +b() dove &€ R™.

y(@) =¢
Seb(t) = O per ogni t, una soluzione del problema di Cauchy é
y(t) = @(£)

Seinvece b(t) # O per qualche t, una soluzione dellequazione non omogenea é

(1) = 0() £+ ©() [ ©1(5)bie)ds. (59)

DiMmosTRAZIONE. Dimostriamo il caso non omogeneo, essendo il caso omogeneo una
semplice conseguenza. Per prima cosa osserviamo che set = 7si ha

y(®) = @) £+ 0(x) [ O b(s)ds

In In

0

ovvero y(r) = &. Verifichiamo che y’ = A(t)y + b(t) derivando (9.9):
y = D'(H)E+ D/ (t) ft D1(s) b(s) ds + P(H)D 1 (t)b(t)
= A(t)D(H)E + A(H)D(1) ft ®~1(s) b(s)ds + b(t)

= A(H) [CD(t)§ Y0 jt ®-1(s) b(s) ds] +b(t). O

y(®)

OSSERVAZIONE. Se A(t) = Asiha ®(t) = ¢4, coerentemente con quanto osservato nel
secondo esempio di pag. 130.
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9.7 f TEOREMA DELL'ASINTOTO

Riportiamo l'utilissimo

TEOREMA 9.7.1. (TEOREMA DELL’ASINTOTO).
Siaa € R,siaf : (a,+00) —— R una funzione derivabile e tale che esista finito il

xl_i)rPoof(x):le R.

Se esiste finito o infinito il
g 4
Jim, £

allora deve essere nullo.

DimosTrAZIONE. Utilizzando il teorema del valor medio o di Lagrange, consideriamo

w = (&) = fe+D-f(0)=f(&) &ebxx+1).

Se x — +oo allora anche &, — 400 per il teorema del confronto. Pertanto abbiamo

Jim e+ 1) - ) =1-1=0= lim (&)= lim f'(x). s

x—+00

9.8 TEQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI DEL PRIMO
ORDINE

9.8.1 Equazioni differenziali ordinarie lineari omogenee

EsErcizio. Studiare I'equazione

Y =a(t)y. (9.10)
OsSERVAZIONE. L'equazione del modello malthusiano e di questo tipo, con a(t) = £(t)

SOLUZIONE. Proponiamo una risoluzione con il metodo della separazione delle variabili
separabili. Per prima cosa supponiamo h(y) # 0, altrimenti la y = O costantemente &
I'unica soluzione. Abbiamo quindi

y 1
—dt=|a(t)dt = | —dy=A(t)+c = logly| = A(t) +c
con A(f) una primitiva di a(t) e c costante di segno variabile. Otteniamo che una soluzione

di(9.10) e
y=kett VkeR. (9.11)

con k = €.

9.8.2  Equazioni differenziali ordinarie lineari non omogenee

Forti del precedente risultato possiamo svolgere il seguente:
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Esercizio. Risolvere la generica equazione differenziale lineare non omogenea del
primo ordine:

v =a(by +b(t) f(ty) = al)y + b(t) € COUX R). (9.12)

SoLuzIONE. Osserviamo che f & lipschitziana in y uniformemente in f su IxX R, quindi il
teorema desistenza e unicita globale garantisce I'esistenza di un’unica soluzione. Per risolvere
facilmente quest’equazione moltiplichiamo entrambi i membri per una funzione u(t),
cercando di ricostruire la formula della derivata del prodotto:

u(t)y' — p(Hat)y = b(Hu(t) . (9.13)

(u(®)yy

Imponendo l'uguaglianza otteniamo:
WOy + pB = wby - pBaltly = w'(t) = —uha®);
Quest'ultima equazione si risolve con la formula (9.11):
u(t) = KeA® |
Scegliamo com’e lecito K = 1 per facilitare i calcoli e sostituiamo in (9.13):

e 4Oy - yA(t) = e4Ob(t)
(e—A(t)y)/ — e—A(t)b(t)
e Ay = fe‘A(t)b(t) dt+c.

Una soluzione di (9.12) € quindi

y =et4t) [c + fe‘A(t)b(t) dt] :

9.9 TEQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI DEL SECON-
DO ORDINE OMOGENEE

EseRrcizio. Siadatal'equazione differenziale omogenea
ay” + by’ +cy=0. (9.14)

Determinare l'insieme delle soluzioni.

SoLuzIioNE. Dalla teoria ci aspettiamo che I'insieme delle soluzioni sia uno spazio
vettoriale di dimensione 2: dobbiamo quindi cercare due generatori G; e Gy, e tutte le
soluzioni saranno del tipo k1 G; +k9Gs, conky, kg € R. Osserviamo che se poniamoy = et
e deriviamo otteniamo Ae*, A2e* e 'equazione diviene:

arZett +bret +cet =0 &= eMarAZ+bA+0)=0 < al’2+bi+c=0.

L'insieme delle soluzioni di (9.14) & dato da
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A radici di p(A) insieme delle soluzioni
A>0| A, A0 €R L{eh, eter
A=0 AeR L{xe’“‘,e’”‘}
A<O | A1,49€C | L{e™(cos px),e*(sin fix)}

OSSERVAZIONE (SPIEGAZIONE CASO A < 0).
Se riscriviamo le due soluzioni come 1; = a+if, A9 = a—if,conaq, f € R e considerando
la prima si ottiene

eh1t = plathidt — patpbit — pot(cog(ft) + i sin(pt))

e poiché 1; e una soluzione dell'equazione omogenea associata si ha che

et (a(fz—j(cos(ﬂt) + i sin(ft)) + bi—i(cos(ﬂt) + i sin(ft)) + c(cos(ft) + i sin(ﬂt))) =0.

Sfruttiamo la linearita della derivata per separare la parte immaginaria dalla parte reale
e ottenere un sistema di due equazioni a coefficienti reali:

a (% cos(ft) + b% cos(ft) + ¢ cos(ﬂt)) =0
a (‘;—f sin(pt) + b sin(t) + csin(ﬁt)) )

Se avessimo considerato A5 avremmo ottenuto lo stesso sistema: i due generatori quindi
sono effettivamente e* cos(ft) e e* sin(ft).

9.10 T EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI DEL SE-
CONDO ORDINE NON OMOGENEE

ESERCIZIO.
Sia data I'equazione differenziale non omogenea

ay” + by’ +cy = f(t) (9.15)
conf: ACR —— R, f continua. Determinare 'insieme delle soluzioni.

In questo caso 'insieme delle soluzioni sara uno spazio affine di dimensione 2. Detti G
e Go due generatori linearmente indipendenti dell'insieme delle soluzioni dell’equazione
omogenea ay” + by’ + cy = 0, allora le soluzioni saranno del tipo:

¢:k1G1+k2G2+(p0 kl,k2€R
con @ soluzione particolare dell’equazione data. Si pone pertanto il problema di trovare una
soluzione particolare. A tale proposito ci sono principalmente due metodi di risoluzione.
9.10.1 Metodo di variazione delle costanti arbitrarie

PROPOSIZIONE 9.10.1. (METODO DI VARIAZIONE DELLE COSTANTI).
Siano c1(t), ca(t) € C2(R) e Gy (t), Go(t) due generatori linearmente indipendenti dell'insieme delle
soluzioni. E possibile determinare una soluzione particolare @ (t) dellequazione (9.15) associata



9.10. TEQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI DEL SECONDO ORDINE NON
OMOGENEE 143

risolvendo il sistema

{c/l(t)c'l(t) +ch(0Gy(t) = L2 (9.16)

()G (1) + ¢ (B)Ga(t) = 0

DIiMOSTRAZIONE. Sia @ una funzione” della forma
@ =161 + Gy .
Dobbiamo mostrare che ¢ risolve I'equazione (9.15): derivando si ottiene
@’ =¢1G] + |Gy +c5Go + c2Gy ;
inoltre se c; e ¢y risolvono il sistema devono verificare la seconda equazione, quindi
c1G1 +c5Go =0 = @' = 1G] +9G; .
Derivando ¢ ancora una volta e utilizzando la prima equazione del sistema, otteniamo

f®

@" = 1G] +|G] +c5G) + oGy = 1G] + —= + oGy .
a

Sostituendo nell’equazione differenziale di partenza ricaviamo

f®

a- (C]_Gf + 7 + C2Gé/) +b- (ClG,l + C2Gé) +C- (ClGl + C2G2) = f(t)

e raccogliendo concludiamo che
c1(aG] + bGj + ¢Gy) + co(aGy + bGy + cGy) = 0,

ma G; e Gy risolvono quest’ultima equazione essendo le funzioni generatrici dell'in-
sieme di soluzioni dell’equazione differenziale omogenea, pertanto ¢ € una soluzione
dell’equazione iniziale. O

“Nella dimostrazione omettiamo la dipendenza da ¢ per facilitare la lettura.

EsempPIo. Consideriamo

Yy -y=x (9.17)

Risolviamo l'equazione omogenea associata y” —y = 0. I generatori sono della forma e*,

quindi sostituendo nell'omogenea ricaviamo
/12 eit _ e/lt =0

Dividendo per ¢*, essendo certamente non nullo, troviamo A2-1 = 0, dunque A = +1.
Di conseguenza i miei generatori sono G; = e™* e Gg = e*. Applichiamo ora il metodo di
variazione delle costanti arbitrarie:

ci(=e™) +che = x
cie*+chet =0
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—cler +coer =x
—cije™* = cye*

Possiamo sostituire sopra —cje™™:

’ ,2x

{c’ze" +coef = x
, P —
¢y = —coe

e dunque

t I° xet X —xe*
- t — .
c1=|-z€| +| =dt= kq;
! | 2 |, Jo2 2 !
X ] 62 6%
e e +xe
Co = _—e_t + f —dt SE + k2
0 2 2
La soluzione particolare e
_l-x 1+x
=T T2
e le soluzioni saranno dunque
1-x 1+x

Clefx + C2€x = ol e’xkl ol exkz = —X+ €7Xk1 r exk2

2 2

conkq, kg € R.

ATTENZIONE! Questo metodo e piuttosto laborioso; spesso puo essere piu rapido uti-
lizzare il metodo di somiglianza che vedremo fra poco. In questo caso si poteva notare
ancor prima di procedere nella risoluzione che y = —x € soluzione di (9.17).

9.10.2 Metodo di somiglianza

PROPOSIZIONE 9.10.2. (METODO DI SOMIGLIANZA).
Sia data lequazione differenziale (9.15). Se

I: f(x) = p,(x)e"* sin(0x) o II: f(x) = p,(x)e"* cos(Ox)
con 6, u € R, p,,(x) un polinomio di grado n, si cerca una soluzione particolare ¢ del tipo
Po(x) = X"(q1,,(x)e"" sin(0x) + g, ,(x)et* cos(6x))

dove qy ,, (2 , sono due polinomi di grado n e m = O tranne nei sequenti casi, dipendenti anche dal
discriminante Adip(A) = al® + bA +c:

m A > 0,0 = 0e ucoincide con una delle radici reali di p(1). Allora si ponem = 1;

m A =0,0 = 0e pucoincide con l'unica radice reale di p(4). Allora si ponem = 2;

m A<Op(A)haradiciA, =a+f0=0epu=a,0=p Allorasiponem = 1.
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OsSERVAZIONE. Il metodo di somiglianza e particolarmente comodo nei seguenti casi
particolari:

f(x) =p,(x) ditipolconu=0=0;
f(x) =et ditipolconn =6=0;
f(x) = sin(x) ditipolconu=n=0.

9.11 T OSCILLATORE ARMONICO

EseRrcizio. Studiare 'equazione differenziale omogenea del secondo ordine:
mx”(t) = —kx(t) —yx'(t) k,y>0
che descrive la posizione x(t) di un corpo di massa m vincolato a muoversi lungo una guida

rettilinea sotto 'azione di una molla di costante elastica k con posizione di equilibrio
x = 0 e dell’attrito —yx’(¢).

SoLuzioNE. Dividendo per m otteniamo

k
¥+ L+ Zx=0

w? = £
5= L

~ 2m

Denotiamo

Con queste sostituzioni riscriviamo ’equazione come
X" +26x + w?x =0

e distinguiamo dunque tre casi, in base alle radici A, = - + V62 — »? del polinomio

associato p(A):
I. 6> w.p(4)hadueradicireali, distinte ed entrambe negative; le soluzioni in questo
€aso sono

t

x(t) = creMt + coe?t cq,co € R.

Osserviamo che x(t) — 0 esponenzialmente per { — oo: da un punto di vista
fisico, 6 > w significa che il I'attrito prevale sulla forza elastica e il corpo si ferma
rapidamente.

2. 6= w. p(4) haunasolaradice A = -6 e le soluzioni sono

x(t) = cre™® +cote™®  cq,c0 €R.
3. 6> w. p(4) ha due radici complesse
—5+ iVw? - 62
e le soluzioni sono

x(t) = c;e7% cos (t\/wz - 52) + coe % sin (t\/a)z - 52) c1,c0 €R.
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Poniamo @ = Vw? — 52: dividendo e moltiplicando per r = /c? + c2 otteniamo

ot

x(t) = re” cos(mt) + _‘z sin(@t) | .

2, 2 2, 2
Gl e A2
Sia infine ¢ € [0, 2] tale che:

Cc Co

cosqo:—l, singp = ———
|2, 2 |2, 2
¢ +¢5 ¢ +¢5

concludiamo, utilizzando le formule di addizione

7

ot

x(t) = re~% (cos @ cos(@t) + sin @ sin(@t)) = re~% cos(@t + @) .

Le soluzioni oscillano tra i grafici di re ™ e —re % e tendono a 0 per t — co.

X
5 B
reot
‘ ‘ ‘ t
v 1 2 3 4
—re 0t
_5 |




CAPITOLO 1 O

INTEGRALI MULTIPLI

“Ora cosa facciamo ? Improvvisiamo e speriamo che ci vada bene.”

Ez10 VENTURINO, ottimista.

I L CALCOLO di aree e volumi € uno dei piu antichi problemi matematici, di grande im-
portanza teorica e pratica; con I'integrale di Riemann abbiamo risolto' il primo dei due
problemi: possiamo estendere la teoria di Riemann a pilt dimensioni? La risposta & si: ini-

zieremo lavorando con funzioni f : R2 — R per poi generalizzarla in R".

Siamo portati in maniera naturale a definire I'integrale su insiemi “semplici”: i rettan-
goli chiusi, prodotti cartesiani di quegli intervalli chiusi su cui abbiamo fondato la teoria

per funzioni f : R —— R.

10.1 DEFINIZIONE DELL'INTEGRALE DOPPIO

Siano [a,b] C R, [c,d] € R esiaR = [a,b] X [c,d]. Siainfine f : R —— R. Consideriamo
delle partizionidi [a,b] e [c, d],

Pi: a=x9<x7<..<x,=b

Po: c=yg <y <..<y,=d,
e chiamiamo P(R) I'insieme delle suddivisioni del rettangolo R della forma

P(R) = {(P1, Pg) | Py € P([a,D]), Py € P([c,d])}.

'Se siamo capaci di trovare una funzione tale che I'area sottesa al suo grafico sia quella dell'oggetto che
vogliamo calcolare, se siamo in grado di determinare una primitiva della suddetta funzione, se i metodi numerici
che abbiamo inevitabilmente utilizzato — quando ci siamo accorti che non siamo in grado di trovare la primitiva
- non danno errori di cancellazione, overflow, underflow o magari convergono si, ma non a quella dannata area
che stiamo cercando; a parte questo si, abbiamo risolto il problema.

147
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FIGURA 10.1 - Approssimazione alla Riemann del volume di una piramide.

Una partizione P € P(R) divide un rettangolo in n X m rettangolini piu piccoli. Posto R;; =
[x;i_1, x;]X[y;-1,y;] e posto A;; = (x;—x;_1)(y;—Yy;_1) area del rettangolino associato, definiamo

my; = inf fx, y) ;
ij
M;; = sup fx,y).

La somma inferiore e la somma superiore saranno quindi

s(P, f) = 2 Z mi(x; = X 1) (Yi = Yic1) = Z m;Aj ;

i=1 j=1 0

S(P, f) = Z 2 M;i(x; = X )i — Y1) = Z M;iAj; -
ij

i=1 j=1

Dato (&, ;;) € R;j si definisce somma integrale di Riemann
o(B; (& mi) = ) FEimipAy
i

e per ogni partizione vale

s(P) < o(P; (&, m;j)) < S(P).
DEFINIZIONE I0.I.I. (FUNZIONE RIEMANN-INTEGRABILE).
Una funzione f si dice Riemann-integrabile su R se

211617[)) s(P) = })Ieljf; S(P).

In tal caso, il valore comune viene detto integrale di f su R e siindica con
|| rwyaxay.

NoTAzIONE. Denotiamo con R(R; R) I'insieme delle funzioni Riemann-integrabili da
un dominio R a valori in R.

In modo analogo al caso unidimensionale, possiamo definire una condizione necessaria e
sufficiente per I'integrabilita di una funzione di piu variabili.
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PROPOSIZIONE I0.I.I. (CRITERIO DI CAUCHY).
Una funzione limitata f : R C R" — R é Riemann-integrabile se e solo se

Ve > 0 JP, € P(R) taleche S(P,, f) —s(P,, f) < €.

DIMOSTRAZIONE.

=) Osserviamo che aggiungendo punti ad una qualsiasi partizione Pla somma infe-
riore s cresce e la somma superiore S decresce. Siano quindi P~ e P* due partizioni per
cui, fissato € > 0, valga

- _ L. ) < i £
s(P )>§Jl€1£S(P) 5 S(P )<110£1£S(P)+ 5"

Poniamo P, = P~ U P* e, utilizzando l'osservazione iniziale, otteniamo
(P,) > s(P") > sups(P) - =; S(P,) < S(P*) < infS(P) + =
NSRS STy S = rpo T Y

Lintegrabilita di f implica che infy.p S(P) = sup_ 5(P); inoltre, avvalendoci delle consi-
derazioni precedenti, concludiamo che

S(P,) —s(P,) < inf S(P) —sups(P) +€ =¢.
pep peP

& ) Fissatoe > 0, se esiste P, € P tale che S(P,, f) —s(P,, f) < e allora S(P,, f) <
s(P,, f) + €, quindi

inf S(P) < S(P,) < s(P,) + € <sups(P) +¢
pep PeP

esee = Osiha

Il)leljf; S(P) < ileljlj) s(P) = })reljt; S(P) = 2161;) s(P)

poiché la disuguaglianza nel verso opposto vale sempre per definizione. O

DEFINIZIONE 10.1.2. (AMPIEZZA DI UNA SUDDIVISIONE).
Definiamo I'ampiezza 6 di una suddivisione P € P come

6=6(P) = max [ - x1)2 + 4~y

DEFINIZIONE I0.1.3. (INTEGRALE DI CAUCHY).
Data una somma integrale o(P; (51-]-, 111-]-)), se vale

Ye>0d 5 >0: VPe ?(R) g 6(P) < 5, v(fl]/rll]) - |0(P/(§Z]/nl])) —.7| <&
definiamo J integrale di Cauchy e si ha che

5(1}2){10 o(P; (&, my)) = 7. (10.1)

Una conseguenza immediata di questa definizione e il seguente teorema.
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TEOREMA 10.1.1. (INTEGRABILITA DELLE FUNZIONI LIMITATE).
Una funzione f : R ——> R limitata ¢ integrabile su R se e solo se esiste finito il limite (10.1). [

TEOREMA 10.1.2. (LE FUNZIONI CONTINUE SONO INTEGRABILI).
Se una funzione f é continua allora é integrabile:

feCURR) = feRRR).

DimosTrAZIONE. Una funzione f continua su rettangolo R, che € un insieme compatto,
e uniformemente continua:

Ve, 36> 0:4/(x1 —x2)2 + (y1 — ¥2)2 <8 = |f(xy,y1) — f(xa, y2)l < = |R|

con |R| = (b - a)(d — c) area del rettangolo [4, b] X [c, d]. Sia Puna suddivisione con §(P) < 4.
Allora .

M;; —my; —maxf m1nf< R :
cio implica

S(P) —s(P) = Zn;f‘{ MRl < R Z;, Z |R;j| =
=1 j= i=1 j=1

—_—————
[R|

e, utilizzando il criterio di Cauchy si ha la tesi. O

ESEMPIO (FUNZIONE NON RIEMANN-INTEGRABILE SU R).
Sia

f:10,1]1x[0,1] > RXR
1 se(x, ) eQxQ - (10.2)

0 altrimenti

(L y) ——— f(xy) = {

Osserviamo che S(P) — s(P) = 1 VP € P: per il criterio di Cauchy la funzione f cosidefinita
non & Riemann-integrabile.

10.2 FORMULE DI RIDUZIONE

INTUITIVAMENTE... Lidea difondo del teorema sulle formule di riduzione che stiamo per
presentare e quella di approssimare I'integrale doppio valutando singolarmente i contri-
buti delle due variabili. Consideriamo una partizione formata da rettangoli R;; con punto

base (§;;, m;):

n

Z S(Gijr i) (i = Xi-1) (Wi = Yi-1)

=1 j=1

Z fCijomi)yi — yiea) [ (i — xi-1)

i=1 \j=1

R

~.
]

=
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n

Q

Ld i y) dy) (x; — xi_1)
1

=

b
H(E)0; — 1) = [ Hx)dx

[y

con H(x) I'integrale dipendente dal parametro x:

d
HE) = [ fy)dy.

TEOREMA 10.3.1. (DI RIDUZIONE).
Sia f € R(R), R = [a,b] X [c,d].
m  Supponiamoche Yy € [c,d], f(-,y) € R([a, b]). Allora la funzione

b
y+— Gy) = L f(x,y)dx
e a sua volta Riemann-integrabile su [c, d]. Inoltre si ha
d d( b
ff fydedy = [ G)dy = | (f f(x,y)dx)d%
R c c a
m  Supponiamo che ¥ x € [a, b], f(x,-) € R([c,d]). Allora la funzione

d
x— HE) = [ fOxy)dy

e a sua volta Riemann-integrabile su [a, b]. Inoltre si ha
b b d
ff fx,y)dxdy = f H(x)dx = f (I flx,y) dy) dx .
R a a c

NOTAZIONE. Spesso siantepone la variabile d’integrazione integrata per seconda:

|| feyxdy= [ [ feomaxdy= [ ax["foopay=["ay [ feypax

DimMosTRAZIONE. Dimostriamo il primo punto, dato che la dimostrazione del secondo
punto € analoga. Sia P € P(R), P = (P, Py), G(y) = fubf(x,y) dxel, = [xi1,x], ly], =
[vj-1,y;]. Consideriamo la somma superiore
1m
S(Py, G) = Z sup G(y)(y; = ¥j-1) -

j=1 ¥k,

Osserviamo che

b
sup G(y) = sup f f(x,y)dx

€l €1,
y Yj Y Yj
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S(P1.f (1)

< sup Zsupf(x Y)(; - xi-1)

ye =1 X€L,

< 2 s}t;pf(x,y)(xi —Xi1)-
ij

i=1

da cui ricaviamo che S(Py, G) < S((Py, Pg), f). Viceversa, la somma inferiore e
11
S(PZI 2 G(y)(y] y]—l)
]:1 y/

In maniera simile alla somma superiore si ha:

ylélfGy) mff fx,y)dx

s(P1.f(.y))

n

>y13f Z in,xfi fOoy) ;= xioq)

> Z igff(x,y)(xi =62 51))
i=1 Y

da cui ricaviamo che s(Py, G) > s((P1, P3), f). Essendo f integrabile, per il criterio di Cauchy
si ha che:
S(PZ/ G) —S(Pz, G) < S((PIIPZ)/ f) —S((P]_,Pz), f) <eg

quindi per lo stesso criterio G(y) & integrabile. Abbiamo inoltre

sup 5(P2/ G) 2 sup S((Pll P2)rf)

PoeP([cdl) (P1,P2)EP(R)
Pze?([fc ) P2 0) < o mf?(R)S((PerZ)rf)/
che implica
fj Gly)dy = f f S yydxdy. O

COROLLARIO 10.3.I. (INTEGRABILITA DELLE FUNZIONI CONTINUE).
Se f(x,y) € CO(R) allora f(x,y) € R(R) e

f f fydxdy = Lb fcd £, y)dxdy = f:’ dx | * A= fcd dy Lb Fooypdx. O

EseErcizio. Calcolare il seguente integrale:

J= fog Jf x2y3dy dx .
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SOLUZIONE.
2 2 1,2 15
_ 237 _ .2 37, 22,4 — 12,2
H(x)_flxydy_x flydy_x4y " 4X
3 315 151 .2 135
_ ("2 _ 221 3] _ 199
fo H(x)dx—fO 4x 43x . 1
oppure
3 23 3 (3.2 31 33 3
G(y):foxydx:y foxdx:y 3% =9y

2 2 1,2 135
— 3 _0_,4
fl G(y)ﬂly—f1 9y* =97y X :

Esercizio. Calcolare l'integrale

ff cos(x +y)dxdy

con (x,) € [0, 1 [0, %] .

SOLUZIONE.
i : I AN
H(x) = f cos(x + y)dy = sin(x + ) = sin (x + —) — sin(x)
0 oy 4
x x y=% y=%
f4H(x)dx:f4sin(x+E)—sin(x):—cos(x+z) + cosx
0 0 4 4 y=0 y=0
T T T \/5
= —cos(§)+cos(§)+cos(§)—l —27—1 =v2-1.

Poiché x e y sono interscambiabili in questo caso, il calcolo dell'integrale cambiando
l'ordine delle variabili € lo stesso.

10.4 TEORIADELLA MISURA

Dato un insieme D C R2 generico, che non sia necessariamente un rettangolo, vorremmo
calcolare I'integrale di una qualsiasi funzione limitata f(x,y) : D —— R, cercando di uti-
lizzare le conoscenze che abbiamo finora acquisito. Consideriamo allora un rettangolo R

tale che D C R e definiamo f_(x, y) : D —— IR nel seguente modo:

: _Jfxy) se(xy)eD
floy) = {0 se(t,y) CR D (10.3)

DEFINIZIONE 10.4.1. (FUNZIONE INTEGRABILE SU UN INSIEME GENERICO).
Diciamo che f e Riemann-integrabile su Dse f € R(R), con f, D e R definiti in (10.3). In
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questo caso poniamo

ffo(x,y)dxdy = ffRf(x,y)dxdy,

OSSERVAZIONI.
I. Ladefinizione non dipende dal rettangolo R.
2. Lafunzione f generalmente non & continua in R.

DEFINIZIONE I10.4.2. (INSIEME MISURABILE - FUNZIONE CARATTERISTICA).

Diciamo che un insieme D ¢ misurabile secondo Peano-Jordan se la sua funzione
caratteristica

1 se(x,y)eD

Iy(x,y) =
p(/Y) 0 altrimenti

e Riemann-integrabile. In tal caso poniamo
|D| = ff dxdy = ff Ip(x,y)dxdy .
D R

DEFINIZIONE 10.4.3. (INSIEME MISURABILE - AREE DEI POLIGONI APPROSSIMANTI).
Diciamo che un insieme D € misurabile secondo Peano-Jordan se I'estremo superio-
re delle aree dei poligoni contenuti in D coincide con 'estremo inferiore delle aree dei
poligoni contenenti D.

PROPOSIZIONE 10.4.1. (CARATTERIZZAZIONE DEGLI INSIEMI DI MISURA NULLA).
Un insieme Z C R? limitato ha misura nulla se e solo se esistono N rettangoli Ry, ..., Ry tali che:

N
L ZC U R; ;
i=1
N
2 Ve>0, Y |Rl<e.
i=1
DIMOSTRAZIONE.

=) SiaZC R Fissato¢ > 0, sia P, una partizione di R tale che S(P,, [ ;) < €. Poiché Z
ha misura nulla, si ha che

igj})) s(P,1,) = }’relng(P,]IZ) =0.

Per definizione I, & una funzione non nulla solo nelle regioni in cui i rettangolini R;; hanno
intersezione non vuota con I'insieme, quindi concludiamo che

D IRjl =8P, 1) <e.

=) Fissatoe > 0, esistono Ry, ..., Ry tali che valgano 1. e 2. Consideriamo allora al
variare di € una suddivisione P, del rettangolo R 2 Zche includa le coordinate dei vertici,
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ovvero una suddivisione che contenga tutti i rettangoli R;. Allora vale

N
S(P, 1) =Y IRl<e = S(B,1)-s(P,I)<e VP
=1

ovvero Z e misurabile e, essendo 0 < s(P,, I,) < S(P,, ;) < €, Zha misura nulla. O

PROPOSIZIONE 10.4.2. (CARATTERIZZAZIONE DELLA MISURABILITA DI UN INSIEME
LIMITATO).
Sia D C R2 un insieme limitato. Allora D é misurabile se e solo se dD é misurabile e |dD| = 0.

DiMmosTRAZIONE. Fissiamo e > 0 e consideriamo un qualunque P € P(R). Per defini-
zione abbiamo che

n m
S(P, Ip) —s(P,Ip) = Z Z(Mij — m)|R;
i=1 j=1
con

M _J1 seRjndD#a;
g g 0 altrimenti.

Quindi, detti R; i rettangolini R;; tali che R_1] N dD # &, osserviamo che

N
S(P,Ip) -s(PI)<e & Y |R|l<e
=1

ovvero I, & integrabile per il criterio di Cauchy se e solo se |dD| = 0, per la proposizione
10.4.1. ]

OssERVAZIONE. Riprendiamo la funzione (10.2), f : [0,1] X[0,1] — R X R:

fy) ={1 selu) € 8

0 altrimenti.
Osserviamo che, detto Ql'insieme immagine di f, I'area della frontiera JQ & diversa da
zero (non € misurabile), confermando la non integrabilita della funzione data. Inoltre, si
noti che I'insieme dei punti di 0 & unione di una quantita infinita e numerabile di insiemi
di misura nulla: I'unione di infiniti insiemi di misura nulla puo avere misura non nulla.

EseErcizio. Dimostra che

Dé misurabile < D, D, dDsono misurabilie |D| = |D].
OSSERVAZIONE. Se D; e Dy sono misurabili allora anche D; U Dy € misurabile e D; N Dy
sono misurabili. Vale inoltre

|D;y U Dg| = |Dq| + |Dg| = |Dy N Dy .
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Non vale pero il viceversa: ad esempio [0, 1] X [0, 1] € misurabile ma
[0,1] x[0,1] = 20 U (([0, 1] x [0, 1]) ~ JQ)

con JQ definita nell'osservazione di pag. 155 non & misurabile.

PROPOSIZIONE 10.4.3. (MISURABILITA DEL GRAFICO DI UNA FUNZIONE).
Siag : [a,b] ——> R limitata e integrabile. Allora il suo grafico

I, ={(,y) eRZ*:a<x<b,y=gk)

ha misura di Peano-Jordan nulla.

DimosTrAzZIONE. Utilizziamo il criterio di Cauchy per gli integrali di funzioni di una
variabile
g €R([a,b]) & VedP :SP,8) —s(P,8) <¢;

mal', C S(P,,g) — s(P,, g) per definizione di somma superiore e inferiore, quindi detti R; i
rettangolini differenza tra la somma superiore e la somma inferiore si ha che:

N
Iy €SP, 8)—s(P.,8) = U R <e
i=1

e per la proposizione 10.4.1 si ha la tesi. O

10.4.1 Regioni semplici

DEFINIZIONE 10.4.4. (REGIONE y-SEMPLICE).
Un sottoinsieme

D={(x,y) € R2: x €[a,b], g1(x) <y < go(x)}

congq,8s : [a,b] —— R sidice semplice rispetto all’asse i o y-semplice.




10.4. TEORIA DELLA MISURA 157
DEFINIZIONE 10.4.5. (REGIONE X-SEMPLICE).
Un sottoinsieme

D={(x,y) € R*: y € [c,d], hy(y) < x < hy(y)}

conhy, hy : [c,d] —— R sidice semplice rispetto all’asse x o x-semplice.

OssSERVAZIONE. Se le funzioni g; hanno delle discontinuita di prima specie si include il
segmento che congiunge i due punti del salto e se g1 (a) # g2(a) 0 g1(b) # g2(b) siinclude il
segmento [¢1(a), g2(a)] 0 [g1(b),g2()], “chiudendo” Vinsieme D. Vale una proprieta analoga
per le /1; nel caso x-semplice.

EsErcizio. Dimostrare che se D e y-semplice e g7 e g5 sono Riemann-integrabili allora
dDha misura nulla, D é misurabile e

b
D1 = [ [82(9) - g1()] .

SOLUZIONE.

“ Quella che segue e una risoluzione proposta dagli autori. Da10.4.3 sappiamochel'y , T,
hanno misura nulla, quindi se g1(2) = go(a) e g1(b) = go(b) possiamo concludere imme-
diatamente che ¢D ha misura nulla. Altrimenti, supponendo che g1(a) # g5(a) — gli altri
due casi sono analoghi — definiamo

Ta : [gl(a)/gZ(a)] —> R .
t ——— (1 -1)g1(a) + tga(a)

Osserviamo che 7,(f) € continua su un compatto, quindi integrabile: I', ;) ha pertanto
misura nulla. Quindi, eventualmente definendo allo stesso modo anche - o soltanto! -
1,(t), possiamo concludere che

IO-)DI = Irgl U Fg2 U FTa(t) U Frb(t)| = O 5

Da 10.4.2 D & misurabile e possiamo calcolarne la misura integrando la sua funzione
caratteristica:

D= ] 1= [ [y = [ Tgat) - g1l

81(®)

DEFINIZIONE 10.4.6. (FUNZIONE GENERALMENTE CONTINUA).
Una funzione f : R € RZ — R si dice generalmente continua su R se I'insieme dei suoi
punti di discontinuita ha misura di Peano-Jordan nulla.

ESEMPI (DI FUNZIONI GENERALMENTE CONTINUE).
m Lafunzione caratteristica I, dove D & un insieme.
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m Se D C Reuninsieme misurabile e f : R — R una funzione continua, allora la
funzione

fy) se(ry)eD;
se(x,y) ER\D

fly) = {

e generalmente continua.

TEOREMA 10.4.1. (INTEGRABILITA DELLE FUNZIONI LIMITATE GENERALMENTE CONTI-
NUE).

Sia f : R ——» R limitata e generalmente continua in R. Allora f é integrabile secondo Riemann su
R

DiMOsSTRAZIONE. Sia Z C Rlinsieme dei punti di discontinuita di f e M € R tale
chevalga |f(x,y)| < M, in quanto f e limitata per ipotesi. Utilizziamo il criterio di Cauchy:
fissiamo € > 0 e consideriamo una partizione Ptale che Zsia ricoperto da un numero
finito di rettangolini Qy, ..., Qy di area complessiva inferiore a . Raddoppiamo 'area
dei Q; e abbiamo che

N o
zel|Jo
i=1

€ N
£
2;, ol <+

. 9 0 N 2 . 0 . .
La funzione f & continua sul compatto R \ | J;_; Q;, quindi uniformemente continua:

EIB:&(P)<5eRiijZ g = M;- m1]<|;|\/',j.

Eventualmente scegliendo una partizione piu fine di P, posiamo assumere che i vertici

dei Q; appartengano a P. Per una tale partizione, detti R; C Q; i rettangolini contenuti nei
rettangoli che contengono Z, si ha

S(Pf)_S(Pf) Z 1]|
Z mileij| + Z Mij Z]lRl]l

RNU;R;
X, 3
<M=m) D101+ D IRyl
i=1 R\Ul-RZ-

<ME LIRS =2 0
T R €.

PROPOSIZIONE 10.4.4. (INTEGRABILITA SU UNIONI DI APERTI).
Siano 1, Qo aperti misurabili tali che (31 N Qo abbia misura nulla. Se f é limitata su (), U Qg e
integrabile su () e Qo separatamente allora f € R(CQ21 U Qy)e

ff £, y)drdy = ffnl Fx,y) dxdy + ffgz £, y)dxdy . (10.4)

Q1UQq



10.5. DENSITA 159

DimosTrAZIONE. Estendiamo f sul rettangolo R D (21 U (),. Sappiamo per ipotesi
che f I, f Iq, e f Lo, nq, sono integrabili: estendendo f al rettangolo R queste funzioni
rimangono integrabili e vale

f]IQ]_UQQ = f]IQ]_ +f]IQQ _f]IanQz .

Osservando infine che poiché |21 N Q5| = 0siha

f fx,y)dxdy=0. O
anQZ

COROLLARIO 10.4.1. (INTEGRABILITA SUGLI APERTI DI UN'UNIONE).
Se Q) = Q1 UQgcon ), Qq eQq misurabili, f € R(Q)e|QQ; N Qy| = Oallora f € R(Qq)e
f € R(Qs) evale (10.4). O

PROPOSIZIONE 10.4.5. (INTEGRABILITA SU UNA REGIONE /-SEMPLICE).
Sia

Q = {(xry) € R2 P Xe [11, b]/ gl(x) < y < g2(x)}/ g1/82 € R([arb])
eV x f(x,-) € R([g1(x), g2(0)]). Allora:

fer@e [ fammdsdy =[x [ fecpay.

DIMOSTRAZIONE. Eunaconseguenza diretta del teorema di riduzione applicato alla fun-
zione f estesa a un opportuno rettangolo R O Q. La funzione estesa soddisfa le ipotesi del
teorema di riduzione grazie alle ipotesi adottate. O

10.4.2 Insiemi semplicemente decomponibili

DEFINIZIONE 10.4.7. (INSIEMI SEMPLICEMENTE DECOMPONIBILI).
Si dice semplicemente decomponibile o s-decomponibile un insieme D tale che:

con D; domini semplici rispetto a entrambi gli assi, tali che D;° N D,° = @ sei # jelacui
frontiera sia unione finita e disgiunta di curve di Jordan regolari a tratti.

10.5 DENSITA

DEFINIZIONE 10.5.1. (DENSITA SUPERFICIALE).
Definiamo densita superficiale p il rapporto

_ massa(R)
P0 = area(R)

dove R e un rettangolo. Se tale rapporto non e costante, p risulta essere la densita media di
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Red e opportuno definire

C m(RGy))
P Y) = I R )

con ¢ diagonale del rettangolo considerato e 2 la massa puntuale.

Nota p(x, y) vogliamo calcolare la massa totale contenuta in D. Osserviamo che, suddiviso D
in tanti rettangolini R;; si ha
m(Ry) = p(&j, n)IR;|

111-*]-) un punto del rettangolino. Conoscendo la massa di ogni rettangolino possiamo

*

con (‘fi]’/
sommare i contributi di tutti i rettangolini:

m(D) = 2 m(R;) = 2 (&5 IRy -
] b e —
oABE 1))

Se p € R(D) si puo passare dalla somma delle masse dei singoli rettangolini nel discreto a un
integrale nel continuo:

m(D) = 5(113)210 o(P, (&), p) = f f N p(x,y)dxdy .

E naturale estendere la definizione di densita ai volumi:
DEFINIZIONE 10.5.2. (VOLUME).

Sia V C R3 un dominio misurabile, ovvero tale che la sua funzione caratteristica

]IV(x,y,z)z{l se(x,y,z) €V

0 altrimenti

e Riemann-integrabile. Definiamo volume di VI'integrale
|V|:ff dxdydz:fff I{x,y,z)dxdy dz .
14 14

DEFINIZIONE 10.5.3. (DENSITA VOLUMICA).
Sia V C R? misurabile. Definiamo densita volumica il rapporto

. m(V(x, Y, Z))
p(x,y,z) = %I_I)I(l) W

con 6 diagonale del parallelepipedo considerato e 1 1a massa.

Analogamente al caso bidimensionale, vale

m(V) = fffvp(x,y,z)dx dydz.

10.5.1 Baricentro e momento d’inerzia

Date N particelle collocate nei punti Py, ..., Py di coordinate P, = (&, #;), ciascuna di massa
m; > 0 si osserva che le coordinate del baricentro G = (x, ;) si ottengono con due medie
ponderate.
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DEFINIZIONE 10.5.4. (BARICENTRO).
Dato un insieme D, definiamo baricentro il punto G = (x, y) descritto da

1 & 1
X6 = o1 z;, S = 7 Z &P (i )Ry
i= i
1 N * 1 * * *
Yo =4 2 MMk = 41 Z np (&5 M) IRyl
i=1 iy

In entrambi i casila seconda uguaglianza vale solo se |D| # 0. In questo caso, se p(x, y) &
integrabile si puo passare al continuo

‘= ffDxp(x,y)dxdy

JI,, pCx y) dx dy

Ly ety dxdy
YT T ey dxdy

Considerando V C R3 misurabile, le coordinate del baricentro sono:

fffvx p(x,y,z)dxdy dz
X~ =

¢ m(V) (10.5)
yp(x,y,z)dxdy dz

0T A m(V) (10.6)
I}z p(x,y,2) de dy dz

g = ) . (10.7)

con

m(V) = fffvp(x,y,z)dxdydz.

DEFINIZIONE 10.5.5. (MOMENTO D’'INERZIA).
Dato un insieme D C R?, definiamo momento d’inerzia rispetto all’asse x (rispettiva-
mente i) la quantita

Ix: Zy%mk;
k

_ 2
I]/_Zkak'
k

Essendo my. = p(&;, n;)|Ril, se |D| # 0 e se p(x,y) e integrabile si puo passare al continuo:

L= [ v otydxdy
I,= ffsz p(x,y)dxdy .
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Considerando V C R?3 misurabile, la formula diviene

[ 1oty 2y dxdyz,
Vv

con ||r|| la distanza di D dall’asse rispetto a cui si sta valutando il momento d’inerzia.

EsemMp10. Il momento d’inerzia di un corpo Vin R2 rispetto all’asse z &

_ a . E
Iz—ff V(x +y°)p(x,y,z)dxdydz .

OsSERVAZIONE. Ilbaricentro sipuo definire anche come il punto rispetto a cui il momento
d’inerzia di una superficie é nullo.

10.6 CAMBIO DI VARTIABILI

Come per 'integrazione di funzioni in una variabile spesso puo essere utile operare un
cambio di variabili anche per calcolare un integrale multiplo. In questa sezione ci poniamo
quindi l'obiettivo di determinare in maniera euristica — siccome il risultato che otterremo e
difficile da dimostrare formalmente — una formula analoga a

b » 1) ,
| f@dx= [ CF@m¢ @,

ovvero la pratica uguaglianza

dx = ¢/ (t) dt .

ESEMPIO (CAMBIAMENTO DI VARIABILE TRAMITE UN’APPLICAZIONE LINEARE).
Sia Tun’applicazione lineare e A la matrice ad essa associata:

T[u] = u] dove A= (an a12) .
v v

Yonl g
Osserviamo che Ttrasla, ruota e/o varia la lunghezza del vettore ma non lo deforma in una
curva; 'immagine tramite 7 di un rettangolo &€ sempre un parallelogramma. Ci interessa
studiare come varia I'area compresa tra due vettori qualsiasi per capire come modificare

l'uguaglianza
I fenasdy = [ fomuomdude.

Consideriamo quindi i vettori 7, 7della base canonica di R? che sono quindi anche i lati
del quadrato Q = [0, 1] x [0, 1] di area 1:

o=alo|-fes]s =il

L'area |T(Q)| compresa tra i vettori 7‘(7), 7(7) e

Ug
X))

|+a

Q) = [ |7 sin = |75 1 6
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con a ’angolo compreso tra i due vettori e 7(?), 7(7) I'estensione di 7(7), TG) a R3. Utilizzia-
mo la formula del determinante formale per calcolare il prodotto vettoriale:

| (@) A 7(])” =la;; a2 0= ”k(allﬂzz — a124321) ” =|detAl.
agy agg O
Quindi
IT(Q)l = [det A[|Q|

e il fattore moltiplicativo ??? che cercavamo & |det A|.
In effetti vale il seguente:

TEOREMA 10.6.1. (CAMBIAMENTO DI VARIABILE PER INTEGRALI DOPPI).
SiaAC R2un apertoesiaT : A ——> R2Te C’I(A; Rz). Sia S C A misurabile, Saperto o chiuso.
Supponiamo cheTs : S —— T(S)sia:

m  biunivoca;
m 0 <|det(Jp)| < +oosusS.
Allora per ogni funzione integrabile f(x,y) su T(S) si ha che f o Te integrabile su Se

I, Qe dxdy = || fs f o T(u,0) | det(Jp)| du do -

COROLLARIO 10.6.1. (AREA DI UN INSIEME MISURABILE DEFORMATO).
Se Dé un insieme misurabile ed esiste T biunivoca tale che 0 < | det(J;)| < +oco su D, posto S = T-1(D)
allora

TSI = |D| = [det(Jp)llS].- O

OSSERVAZIONI.
m Data una funzione T come nel teorema 10.6.1, se A & la matrice associata a Til
determinante di A si puo interpretare come una densita superficiale p dell’area S.
m  Se Tnon ¢ lineare, dato un rettangolo SI'immagine 7(S) generalmente non € nem-
meno un parallelogramma.

ESEMPIO (COORDINATE POLARI).
Consideriamo ora la funzione Tlegata al passaggio in coordinate polari:

r r cosO
]-rx9] vem,0ci00m.

Un rettangolo [R| = (b — a)(f — a) diviene, attraverso la funzione T, una porzione di corona
circolare” di area

[TR) = 5% ~a2)(p - a).

Definiti Ar :=b—a, A0 := p—aery = a,studiamo il

|T(R)| 3 I ro+ Ar+719 ArAO . Ar

_— = = + — =
(A, ABS0,0) Rl (Ar, AB)>(0,0) 2 ArAD  (arabS00 0 2 T o
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che e uguale al
cosf -rsinf | _
sinf rcosf |

|det(Jp)| =

4

come ci aspettavamo.

“La corona circolare ha area z(b% —a2): tale valore si ottiene con la proporzione 27z : (f—a) = z(b%2—42) : x.

OsseERVAZIONE. Nel caso delle coordinate polari I'applicazione Tnon € biettiva, come
si puo vedere nel caso 6 = 2z = 0, e | det(J{0, 0))| = 0, quindi non potremmo applicare
il teorema sul cambio di variabili. Cio nonostante, sia (0, 0) sia le rette 0 = 0 e § = 27 hanno
misura nulla e quindi non influiscono sul calcolo dell’integrale.

10.7 INTEGRALI DOPPIIMPROPRI

10.7.1 Integrali di funzioni illimitate

EsErcizio. Sia Dundisco diraggioa > 0ed # 0 un parametro. Calcolare

dxdy .

1
N, e

SorLuzioNE. Calcoliamo l'integrale passando alle coordinate polari:

1 a p2r¢
ff ———dxdy = [ [ ——drdo
D Jx2 + y2 + d2 070 V2 4 g2

a T 27
:f —drf do
O Vr24g42 70
a r
:2ﬂf —dr
0 V2 +42
a
= \/r2+d2| = 27(VaZ + d2 - d) .
0

OssERVAZIONE. Sed = 0, la funzione che abbiamo integrato coincide con

~ 1
ftey) = M,

dove d(x, y) & la funzione distanza, e tale funzione fnon e definita in 0.

Cosa succede se proviamo a integrare f(x,)?

EseRrcizio. Sia Dun disco diraggioa > 0 e D, un disco diraggio € > 0. Calcolare

lim

1
g_)OffD\Dg ,¢x2 +y2

dx dy.
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SoLuzIONE. Avvalendoci del risultato dell’esercizio precedente, concludiamo che

lim

1
e—0 ffD\Dg o ¢x2 + y2

dxdy = lin(l) 27(a—€) =2na.

Esercizrio. Sia Dun disco di raggioa > 0 e D, un disco di raggio € > 0. Studiare al

variare di « 'esistenza .
lim f f —dxdy.
e—0 D~\D, (x2 + y2)§

e, in caso affermativo, calcolarne il valore.

SorLuzioNE. Calcoliamo l'integrale passando alle coordinate polari:

. al 2 a 1
ll_)n% . r—ardr fo dH—QnL 0
{limgﬁo %(a%" - €277 sea#2;

lim, ,527(loga—loge) sea=2;

dr

2—a

B 27 p2-¢ seq < 2;
+o0 sea > 2.

Quindi la funzione data e integrabile se e solo se a < 2.

OsSsSERVAZIONE. Nel corso di ANALISI MATEMATICA 1 abbiamo osservato che la fun-

zione .
a
f — dx
0 x¥

e integrabile se e solose @ < 1.

PROPOSIZIONE 10.7.I. (INTEGRABILITA DI d%).
In dimensione n, la funzione

1 1
d“(xl, 300 xn)

f(xlr /xn) =

a
(2 + .. +x2)2

e integrabile in un intorno dell'origine se e solo se < . O

PROPOSIZIONE I10.7.2.
Sia D, il disco di raggio a > O centrato nell'origine. Si ha che:
m inR,|D,| =|[-a,a]l =24
m inR2 |D2| = za?;
m inR3|D3| = %ﬂa?’;
m inR" |D}| ~a". O
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10.7.2 Integrali su domini illimitati

DEFINIZIONE I10.7.I. (INTEGRALE IMPROPRIO).
Data una funzione integrabile f(x, y), definiamo l'integrale improprio su un dominio D

illimitato come
ff f(x,y)dxdy = lim ff f(x,y)dxdy
D r—+00 DND,

dove D, il disco di raggio r centrato nell’origine.

ESERCIZIO (INTEGRALE DI GAUSS).
Studiamo 'integrale della funzione

ffRz e &*4Y®) gy dy.

Per prima cosa, osserviamo che la funzione e ben definita in 0 ed e sicuramente integrabile
per x — +oo per confronto poiché vale la maggiorazione

e_(x2+y2) < 1 =0
(% +y?)2

con a grande a piacere. Detto D, = [-7, 7] X [-7, r] calcoliamo

e~ (Z+y?) = "7 22
f f no dxdy = lim_ f_r f_r e dx dy

lim [ e dx fr eV dy
T =r

r—+00 J_

. ro_ 2 2
rll)glw(j_rex dx) .

Non siamo in grado di determinare direttamente una primitiva della funzione che ab-
biamo ottenuto, ma la particolare espressione della funzione integranda ci induce ad
utilizzare le coordinate polari:

o2 =

—(x2+y2) — 1 —r2 —
ffRze dx dy Rgrfj dej rdr= lim 2z

R—+c0

=T.

Forti di questo risultato, concludiamo anche che

2
lim (Jre‘x2dx) 7 = lim [ e*Pdx= .
T

r—+00 J_

r—+00 —r
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10.8 CALCOLO DELL'AREA EINTEGRALE DI SUPERFICIE

Consideriamo una superficie ©. C R3 parametrizzata da

r:DcR2 — 3% R3

" r1(u,v)
(v) — | r9(1, v)
r3(u,v)

e sia D una superficie regolare, ovvero tale che J, abbia rango massimo in D. Il vettore r, A7,
e normale al piano tangente di X nel generico punto P = (uq,vg) € X.

DEFINIZIONE 10.8.1. (AREA DI UNA SUPERFICIE).
Si definisce area della superficie (X, ) la quantita

area(X) = ff lr,, A1 lldudo.
D

OsSERVAZIONE. Ladefinizione ha senso grazie al legame tra prodotto vettoriale e area
compresa tra i vettori ed e invariante per riparametrizzazione.

PROPOSIZIONE I10.8.1. (AREA DEL GRAFICO DI UNA FUNZIONE).
Nel caso del grafico di una funzione f si ha che

area(T'y) = f f ) VIV G )R dxdy.

DEFINIZIONE 10.8.2. (INTEGRALE DI SUPERFICIE).
Sia ¥ una superficie regolare parametrizzatadar : DC R2 — R3esiaf : L —> R
una funzione continua. Si definisce integrale di superficie di f su X la quantita

J'gfda = ffo(r(u, oWlr, A 1ol dudo.

OSSERVAZIONE. Se f = 1 costantemente otteniamo I'area di X.

PROPOSIZIONE (INVARIANZA PER RIPARAMETRIZZAZIONE DEGLI INTEGRALI DI SUPER-
FICIE). Sia¢: D' —— Duna funzione biunivoca tale che p € C1(D')e] det(Jy)| > 0. Posto
7(s, t) = r o ¢p(u,v), si ha che

JI £ i aridsat = [ fruw, o), Arelldudo.

DiMOSTRAZIONE. Siano r(u,v) e 7(s,t) = ro ¢ = r(u(s,t),v(s,t)) due funzioni che
parametrizzano la stessa superficie. Si ha

T ATy = (ryug + 1,05) A (r,uy + 1,0;)
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= Uguyry, A\ Ty + U0y, A L) + OgUysty, A ry + 0041 A Ty
= (Msvt - Usut)(ru A rv)'

La seconda uguaglianza si ottiene distribuendo il prodotto vettoriale e riordinando i
termini, la terza dalle proprieta del prodotto vettoriale. Calcolandone lanorma, otteniamo

d(u,v)
d(s, t)

I7s AT = llry Al

da cui possiamo ricavare

d(u,v)
d(s,t)

I7s ATyl dsdt = ||r, Al | dsdt = ||r, Arylldudo;

che implica

d(u,v)
d(s,t)

ds dt

[ resonmaniasar= [[ fire s i@t ) s,
D’ D’
= ffo(r(u,v))llru Arylldudo.

10.9 FORMULA DI GAUSS-GREEN

DEFINIZIONE 10.9.1. (CURVA POSITIVAMENTE ORIENTATA).
Sia D un dominio misurabile e limitato di R? la cui frontiera sia una curva di Jordan
regolare a tratti. La frontiera o curva positivamente orientata J* D ¢ la frontiera di D

percorsa lasciando D° alla propria sinistra.

LEMMA 10.9.1. (INTEGRALI DI DERIVATE PARZIALI IN UN DOMINIO CON FRONTIERA DI

JORDAN).
Sia D un dominio limitato e semplice di R? rispetto a uno dei due assi la cui frontiera sia una curva di

Jordan regolare a tratti e sia
Fx,y) = P(x,y)i + Q(x,y)] P,Q€ C1(D)

un campo vettoriale di componenti Pe Q. Allora:
m SeD={(x,y) € RZ:x¢€[a,b], p1(x) <y < @y(x)} allora

f f R y)ddy = [, pax==] (p0)-ds

_ JdP
= %
m SeD={(x,y) € RZ:y€c,d] wi(y) < x < wo(y)} allora

ffDQX(x’y) dXdy - J;9+DQdy - f +D(O’Q) -ds

dove Py :

dove Q, = Z—S.
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DimMosTRAZIONE. Dimostriamo la prima affermazione, in quanto la seconda e analoga.

b 9o (x) b
JJ e yaxdy = [ ax [ By = [ 1P, pa0) P, o1 0) .
Parametrizziamo ora la curva J* D:

(r1,71) ir1(t) = (£, @1(t)) te€lab];

(ra,r2) ira(t) = (b,t) € [p1(b), a(b)];
(=rs,13) 1r3(t) = (t, @a(t)) te€la,b];
(—ra,74) 114(t) = (@, 1) €[p1(a), pa(a)].

1 (b)

V2
3

w2 (b)
v1(a)

Y4
p2(a)

Osserviamo quindi che

8+Dde = fl Pdx + Ldex+ J._dex+ J. yfdx.

Detta w la forma associata a F, = Pi + 0] e usando la formula
[, Fx = e, v ) ae
abbiamo che
J o= {17t os00, 0L 11,05 00) de = [ P 100
[,o=1 " "2 (b, 1),0), (0, 1)) dt =
[ @ f < e 026, 0L (1, 940 dt = = [ R, pa(t)
[ o==] " v2 )([P(a, ,01,(0,1)) dt = 0
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Concludiamo che

b
[Lo=- [ par=[ 1A 0s) - P o dx = [[ Rydedy. O

Jd*D
Un'importantissima conseguenza del lemma precedente e il:

TEOREMA 10.9.1. (DI GAUSS-GREEN).
Sia Dun dominio limitato e semplice di R ? rispetto a entrambigliassi. Sia F = Pi+QjconP,Q € C1(D).
Allora:

ffD(Qx = Py) dxdy = L+D P(x,y)dx + Q(x,y) dy = LHD F-ds. O

OsSERVAZIONE. llteorema di Gauss-Green lega due oggetti di dimensione diversa,

f f (@~ R)dxdy = fmF' ds,

volume, dim 2 area, dim 1

in maniera simile al teorema fondamentale del calcolo integrale:

b
f®) - fa)= | fiwydr.

, —_
€0 dim 1

OssSERVAZIONE. Il teorema vale su una classe piu ampia di volumi, detti domini am-
missibili. Una famiglia di insiemi che fanno parte di questa classe e quella dei domini
s-decomponibili D: detti D; i domini tali D = U]'.‘zl D;, le curve 9" D; interne a Dssi elidono
se si applica il teorema di Gauss-Green, e vale

k k
8+I;;~ds:;ja+lgj-ds = ffDQX—Pydxdy=;fijQx—Pydxdy.

10.9.1 Calcolo area con Gauss-Green

Possiamo applicare la formula di Gauss-Green per calcolare I'area di un insieme D ¢ R2
delimitato da una curva (y, 7). Prima di tutto, ricordiamo che

|D|:ff dxdy .
D

Ci basta trovare un campo vettoriale F = Pi+ Q?tale che Qy — Py = 1in tutto D per poter
usare il teorema di Gauss-Green. Di campi del genere ne esistono infiniti; i pit comodi sono
solitamente

FO :xdy,
Fy = -ydx;

-1 1
Fy = ?ydx+ éxdy.
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EsEmpr1o. Calcoliamo l'area della regione piana tra gli assi cartesiani e la curva (y, r) di

equazione
. 3
sin” 0 /1
r(0) = , 0€]0,=
©) (cos29+%—0) [ 2]
, utilizzando il teorema di Gauss-Green. 11 bordo percorso positivamente e pari a
d*D=y; U-yUyy,

con yq la curva parametrizzata da r{(t) = (¢,0), t € [0, 1] e y5 parametrizzata da ro(t) =
0Z+1-t),te [o,g + 1]. Allora

D] = f f dxdy = [ xdy=[ (©xdy.

Separando la curva d* D nelle sue componenti, si ha

LJerdy = Ll xdy—fyxdy+fy2 xdy :W—Lxdy+%: - fyxdy.

Non ci resta che calcolare questo integrale curvilineo:

—Lxdy.

Osserviamo che

7(6) = 3sin’ 0 cos §
-2cosfsinfd—-1] "’
quindi
—Lxdy:—2f0§ cost9sin49d€—f0E sin® 6 do
_ 2 . 5 % % . 2
=~ sin 0|0 —fo sin O(1 — cos= 0) do
2 5 :
——g+f0 sm0d9+f0 sin 6 cos“ 0 dO
_ 2 z 1 3 p|2
——g+cose|0 —gcos 0|0
2 1_1_1_ 16
5 3 15°
da cui
Dl = 7o
15

10.9.2 Teoremi di Stokes e della divergenza nel piano

TEOREMA 10.9.2. (DEL ROTORE O DI STOKES E DELLA DIVERGENZA NEL PIANO).
Sia D un dominio ammissibile e sia d* D la sua frontiera orientata positivamente. Allora, dato un
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campoF : D — R3 Fe ¢Y(D), F(x,y) = f(x,y)?+ g(x,y)7+ OE si ha che

A dxdy= [ (77 dss [[ divF ([ (7R as;
ffD<rot ,k> dx dy fm(, >ds,ffde dx dy fam( ,Ne> ds;

= . = . .
con Til versore tangente a d* D con verso a essa concorde e N, il versore normale a d* D orientato verso
lesterno.

DimMosTRAZIONE. Per dimostrare la prima si utilizza la formula di Gauss-Green applicate

al campo F:
ff <rot , >dxdy ff (g—i’—ﬂ)dxdy
= f(ﬁ [ y)dx +g(x,y)dy
= [, (Foen,re) ds

= <F, T> ds .
I*D

Per la seconda si considera il campo G(x, y) = g(x, y)?— flx, y)7+ Ok ortogonale a F

ff div Fdxdy = ff (—+—) dx dy

&Y dx = flxy)dy
= j <F(r(s) r (s)> ds

OsSSERVAZIONE. Seil campo Feé irrotazionale I'integrale lungo la sua frontiera e nullo.

ESEMPIO (FORMA ARGOMENTO).
Consideriamo ancora una volta la forma argomento

o, y) = ——2 a 2y Dom(e) = R2 ~ (0,0).

dx +
x2 + y? x2 +

Supponiamo di voler calcolare I'integrale curvilineo del campo Fassociato alla forma
lungo un dominio ammissibile D qualsiasi. Dalle considerazioni precedenti sappiamo
che la forma argomento & chiusa, quindi F¢ irrotazionale, ma non possiamo applicare il
teorema di Stokes perché F ¢ C1(D): restringiamo quindi Da D \ D, sottraendo a Dun
disco di raggio €, anch’esso centrato nell’origine - che e il punto singolare. Otteniamo
quindi un dominio ammissibile in cui possiamo applicare i risultati che appena visti,

quindi deve essere
0= [ (rotFk)dxd .
D\D, o ray= J;?*D J;?JFD6 @
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Abbiamo dunque

f 27 e(sin2 t + cos?t) 97 — J~ 9
W= =2z w=2r,
9*D; 0 g(sin®t + cos2 ) 9*D

indipendentemente dal cammino.

Concludiamo, omettendone la dimostrazione, con il

TEOREMA 10.9.3. (TEOREMA DELLA DIVERGENZA NELLO SPAZIO).
Sia V C R3 un dominio la cui frontiera ¢ una superficie regolare, chiusa e orientata nel verso dato da

N,,, il versore normale esterno alla superficie, e sia F : V. —— R3, Fe c1(V). Allora
f f div(F) dx dy dz = f f <F, Next> do. 0
v z

10.10 ALCUNICENNIDITEORIADEGLIINTEGRALI MULTIPLI GENE-
RALIZZATI

La teoria degli integrali doppi puo essere estesa in R"; si hanno le seguenti corrispondenze:

R2 R"
Rettangolo R Prodotto di n-intervalli Q=[I_,[a,b]cR"
Area |R| = (b—a)(d — c¢) | Volume n-dimensionale Q| = H?:l(bl- - a;)
Partizioni P; X Py Partizioni P; X .. X P,  P={a; =xq; < .. <Xx; = b}

e . _ <k ky

Somme inferiori s(P, f) = zjlzl Zjnzl mi i 10 il
o k kn

Somme superiori S, f) = 2].11:1 Z].nzl M, 10 ]
e k ky

Somme di Riemann o(P, f)= Zjllzl Z].nzl Hiy i Qi ]

con

My gy = S0 f <y, = FOG,) < sup f =M, .
J1-In 1 in

Rimangono invariati i concetti di:

misura di Peano-Jordan,;

insiemi misurabili (come i grafici delle funzioni x,, = f(xq, .. x,_1);
insiemi di misura nulla;

funzioni integrabili su regioni misurabili;

integrabilita delle funzioni generalmente continue;

integrazione su domini semplici:

D={xeR":(xq, ., %,_1) € QC R, g1(xq, ., Xu21) < X < o(X1, o, Y1)}

in particolare, in R3 si parla di integrazione per fili e per strati;
m formule di riduzione - su domini semplici cambiare I'ordine d’integrazione non
influisce sul risultato.
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10.11 T INTEGRAZIONE PER FILI E PER STRATI
Dataf :VC R3 — R3 integrabile secondo Riemann, I'ordine con cui si calcola effettiva-

mente I'integrale
fff f(x,y,z)dxdydz
14

assume un significato geometrico preciso. Per osservare questo fatto, supponiamo che
V =[aq,b1] X [ag,bs] X [ag, bs] e integriamo lungo l'asse z:

b
fff f(x,y,z)dxdydz:ff dxdyf3f(x,y,z)dz.
v la1.b1]x[ag,bg] 3

Questa formula ¢ detta d'integrazione per fili.

F1GURA 10.2 - In questo caso, integrando per fili si fissa ¥, 7 e siintegra lungo il filo verticale.

L'altro modo di calcolare gli integrali tripli e per mezzo della formula d’'integrazione per

strati ,
fff f(x,y,z)dxdydz=f 1dxff fx,y,2)dydz.
v ay [ag,balXx[ag,bs]

FIGURA 10.3 - In questo caso, integrando per strati si fissa x e si integra lungo lo “strato”.
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OSSERVAZIONI.
m  Non sempre e possibile — od opportuno - integrare in entrambi i modi.
m Le formule ottenute integrando lungo fili o strati diversi da quelli presentati
nell’esempio si dicono comunque d’integrazione per fili e per strati.

10.12 3 SOLIDI DI ROTAZIONE

DEFINIZIONE I0.I2.I. (SOLIDO DI ROTAZIONE).
Un solido ottenuto ruotando una superficie intorno a un asse si dice solido di rotazione.

Osservando che i singoli punti del solido durante la rotazione descrivono una circonferenza,
e naturale calcolare il volume col metodo dell'integrazione per strati, fissando 1’asse di rota-
zione: otteniamo cosi dei cerchi, il cui raggio & una funzione della coordinata lungo I'asse di
rotazione - nell’esempio rappresentato in figura e r(z). Di conseguenza, il volume risulta

Vol(V) = fff ldxdydz = f:A(z)dz = f:mrz(z)dz.
14

xT

FIGURA 10.4 — Esempio di solido di rotazione.

Concludiamo citando l'utile

TEOREMA 10.12.1. (DI PAPPO-GULDINO).
Sia S un insieme limitato e misurabile contenuto nel piano x = 0 e sia Vil solido ottenuto facendo
ruotare S attorno all'asse z. Allora

Vol(V) = 27 Area(S) yp

con yg coordinata y del baricentro di S. O
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“Probabilmente c'era un modo pit intelligente di dirlo, ma ci siamo capiti.”

BrRuUNO TOALDO, o qualunque altro matematico, probabilmente.

ATTENZIONE! Consigliamo caldamente di provare a svolgere gli esercizi prima di leg-
gerne le soluzioni.
A.1 ESERCIZI SUFORME DIFFERENZIALI

ESERCIZIO (ESERCIZIO 1, PROVA SCRITTA DEL 17/06/2021).
Sia f € C1(R; R) tale che f(1) = 0 e sia data la forma differenziale

[y 1 x 1
o(x,y) = (_x_z + ?) dx + (f(jﬁ) + ;) dy.
I. Determinare f in modo che w sia esatta nell'insieme
Q={(x,y) eR%2:x>0,y> 0}

2. Siayil grafico della funzione ¢(x) = sin(2x) + 3 cos(4x), x € [z, 2x]. Stabilire se la
curva y e semplice, regolare, chiusa.
3. Perlasceltadi f al punto (a) calcolare

fo

SOLUZIONE.
1. Poiché w € C1(Q) con Q stellato sappiamo se w & chiusa allora & anche esatta.

179
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Imponiamo che w sia chiusa e deduciamone f:

X 1\ y 1
8x(f(y_2)+§)_&y(_x_2+§)
1 (x\ 1 1 1
y_zf 2l e Te e

)

Abbiamo quindi che f(u) = —u + c¢: imponendo il passaggio per (1,0) ricaviamo
che f(u) = —u + 1.

2. Utilizziamo la parametrizzazione a(u) = (u,sin(2u) + 3 cos(4u)), dove u € [z, 2x].
Sapendo che a & €1, dalla prima componente si osserva sia I'iniettivita sia che
a’(u) # (0,0) per ogni u € [x, 27]. Sinoti come y non sia chiusa poiché a(z) # a(2x).

3. Utilizziamo il metodo delle integrazioni parziali per determinare il potenziale di w:

&xn:—y +%
(9y11=—y +1+

RII—‘

Da cio6 ricaviamo

y X y sy)=y+c
4, Z h ,

dunque il nostro potenziale sara
Y
nx,y) = - + y+tc

e l'integrale richiesto e paria

| @ = n(ata) - na(2m).

A.2 ESERCIZI SULL APPLICAZIONE DEL TEOREMA DI DINI

ESERCIZIO (ESERCIZIO 6.A, FOGLIO 6 DEL TUTORATO, A. A. 22-23).
Sia
fx,y,z)=2x3 +y* +23 —xz - 2x
e Py = (x9,Y0,20) = (1,0,0). Si consideri I'equazione f(x,y,z) =0
I. Siverifichi che essa definisce implicitamente una unica funzione z = ®(x,v)

definita in un intorno di (xg, yo) e tale che ®(xq, v¢) = zo;
2. Sicalcoli V®(xq, ).

SOLUZIONE.
1. Lafunzione f € Cl e soddisfa
£(1,0,0) =

b &Zf(100) 322-x=-1#0
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Per il teorema di Dini esiste una funzione implicita ®(x, y) definita in un intorno di
(1,0) tale che tale che z = ®(x, y) e, in particolare, ®(1,0) = 0.
2. Ricordiamo che il gradiente e definito come

VO(xg, yo) = (9:P(xo, Yo), 9, P(xo, Yo)) -

Osserviamo che

9.f(1,0,0) = 622~z ~ 2 = 49,(1,0,0) =4y®=03,(1,0,0) =3z —~x = -1

pertanto
(%0, Yo, P(xo,
2,0, o) = - (o, Yo, P(Xo, Yo)) _ ,
2,(x0, Y0, P(x0,Y0))
d,(x0, Yo, P(xg,Yo))
9,2(xo, Yo) = —= =
9,(x0, Y0, P(x0,Y0))

da cui segue che V®(xg, 1) = (4,0).

A.3 ESERCIZI SUINTEGRALI DOPPI E TRIPLI

ESERCIZIO (ESERCIZIO 2, PROVA SCRITTA DEL 14/01/2020 - VERSIONE A).

Si calcoli I'integrale
f f xy dx dy
D

D = {(x,y) e R?: x2+y2£4, x -1 <y+1}.

dove

SoLuzioNE. Ildominio D e dato dall'intersezione tra il disco chiuso di raggio 2 centra-
to nell'origine e la funzione valore assoluto traslata di un vettore (1, -1). Per risolvere
I'integrale suddividiamo Din D; U Dy U D3 come nella figura seguente.

D,

D>V D

F1GURA A.1 -1l dominio D con le suddivisioni D{, Dy, e D5 evidenziate.
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Dy ={(xy) eR? : x2+y2 <4,y>0,y > —x};
Dy={(x,y) €R%2:0<x<1 -x<y<O}
Ds={(x,y) eR?:1<x<2,x-2<y<0}.

Integrale su D;. Passiamo alle coordinate polari:

x=pcos(@) pe(0,2)
y=psin(0) 6¢€ [O, %n’]

Nell'esempio a pag. 163 abbiamo gia visto che | det(J;)| = p. Risolviamo quindi I'integrale
2 3
Lp%mﬁfgmmwgww

effettuando la sostituzione t = cos(0), da cui df = _si:ﬁe)' Si ha

2 cos(27) dt 2 cos(27) p4 2 +2

3d * " tsin(9) |- = p3d g =) (-=

-[0 prap fcos(O) ©) sin(0) fo prap fcos(O) 4 /l,\ 2

Integrale su D,. In questo caso non e necessaria alcuna sostituzione:
1 1x ,-x 13 X

— (2,2 S e

fo xdxf_xydy— fo Y |0 dx jo 5 dx 3

Integrale su D3. Anche in questo caso procediamo direttamente al calcolo:

2 0 2 x 1(x* 248
_ N2y — _2 L2
fl xdxfx_zydy— fl 2(x 2)% dx 5 ( 1 3 +x )

In conclusione,

V2
1

=1.

25

24"

1

A.4 ESERCIZI SUEQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

ESERCIZIO (ESERCIZIO 2, PROVA SCRITTA DEL 29/06/2020).
Si consideri il problema di Cauchy

,_y1-y)
{y 142
y(0) =3

(i) Motivare I'esistenza di un'unica soluzione definita su tutto R.
(ii) Dopo aver determinato tale soluzione, calcolarne i limiti agli estremi del dominio
di definizione.
(iii) Era possibile applicare il teorema dell’asintoto orizzontale a tale problema per
arrivare alla conclusione del punto (ii)? Motivare la risposta.
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SOLUZIONE.
(i) Osserviamo che f(t,y) € ben definita per ognif € R ed & continua. Osserviamo che
y = 0 ey = 1sono soluzioni costanti; per il teorema di esistenza e unicita la soluzione
con dato iniziale % si deve mantenere all'interno della striscia definita dalle due
soluzioni costanti: la soluzione richiesta &€ quindi limitata e si puo applicare il
teorema di esistenza globale.
(ii) Per determinare la soluzione prima esplicitiamo

1 1
[iaat=l e

e poiimponiamoil passaggio peril punto noto. Iniziamo risolvendo singolarmente
i due integrali:

1

1 1
fmdy:fy+Wdy:10g|y|—log|l_y|+k/

1
f 127 dt = arctan(t) + 4.

Utilizzando il dato iniziale, si ha che

1 1
log (5) - log (1 - 5) =arctan(0) +c = ¢=0
e grazie ad alcuni passaggi algebrici otteniamo

1
yl——y = exp(arctan(t))

y = (1 -y)exp(arctan(t))
_ exp(arctan(t))
~ 1+ exp(arctan(t))

Notiamo che il risultato ottenuto € ben definito, in quantosihachey € (0,1) e
exp(arctan(t)) > 0. Resta solo da calcolarne i limiti agli estremi:

exp(arctan(t)) ™2
t—co 1+ exp(arctan(t)) 1 + ¢7/2
exp(arctan(t)) g =2 1

m = = 5
t>- 1+ exp(arctan(t)) 1472 1+ %2




184 APPENDICE A. APPENDICE

FIGURA A.2 - Le soluzioni costanti dell’equazione differenziale in questione e la soluzione
del problema di Cauchy associato.

(iii) Non avremmo potuto: sebbene sia facile osservare che I'unica soluzione costante
ey = 1 e questo, unito al fatto che la funzione e monotona crescente, ci garantisce
I'esistenza di un asintoto per f — +o00, non avremmo potuto dire quale valore
avrebbe assunto la funzione - il risultato del punto precedente & piu forte.

ESERCIZIO (ESERCIZIO 4, PROVA SCRITTA DEL 04/02/2020 - VERSIONE A).
Si consideri il problema di Cauchy

{y’:%+1
y(1)=1

(a) Motivare I'esistenza di un'unica soluzione locale del problema di Cauchy.

(b) Determinare l'intervallo massimale di definizione, I = (T,,,;,,, T,,.x), della soluzione
del punto (a), . Motivare la risposta.

(c) Calcolare

til%ﬂx y
e studiare la concavita diy su L
(d) Sidefinisca
_Y
z(t) = -

Determinare il problema di Cauchy soddisfatto da z, quindi risolverlo determi-
nando I'espressione analitica di z.
(e) Dedurre I'espressione di i/ e tracciarne il grafico.

SOLUZIONE.
(a) Verifichiamo le ipotesi del teorema di esistenza e unicita locale (teorema 9.4.1):
(i) Lafunzione f e continua in (0, +o0).
(ii) Dobbiamo verificare che f sia localmente lipschitziana in y in D, uniforme-
mente rispetto a t. Per fare cio osserviamo che basta verificarlo sugli intervalli
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(e)

del tipo [27", +00): infatti, si ha che U, cy[27", +00) = (0, +0), ma
7@ + 1= yo = DIl = I 1 —y2)ll < 27Mlys —yall, ¥Vt € [27, +00).

Alternativamente, si poteva calcolare iy” e osservare che e continua su L

=1

t2 12 t2

t

P -y HE+1)-
(y+1)_ty y_HG+h-y ¢

185

Siccome una funzione integrale non puo ammettere discontinuita I'intervallo

massimale di definizione sara (0, +00).

La derivata seconda e strettamente positiva su tutto I, quindi la derivata prima

N . 1 . N
sara monotona crescente e siccome y’(1) = 7 + 1 = 2si avra che

lim y = o0

t—+0c0

Infatti, la monotonia della derivata implica l'esistenza del limite, il fatto che

lim y" # 0

t—+o0

impedisce di avere un asintoto orizzontale.
Derivando % nello stesso modo in cui abbiamo ricavato y” otteniamo t~1 da cui

z' =
z(1)

Risolviamo quindi [ dz = [+ ! dte otteniamo

Il I

1

z =log(t) +c.
Imponendo che z(1) = 1sihal = 0 + ¢, da cui segue ¢ = 1 e quindi
z=log(t)+ 1.

L'espressione diy = fz sara
y = t(log(t) + 1).
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FIGURA A.3 - Grafico della soluzione iy = t(log(t) + 1).

Si puo ricavare direttamente I'espressione analitica di y? Si: per prima cosa osservia-
mo che per t # 0 abbiamo un’equazione lineare di cui vogliamo determinare la soluzione
passante per il punto (1, 1). Siano

a(x) =71
b(x)=1

con a(x),b(x) € €°((0,+)) e 1 € (0,+0), quindi abbiamo un’unica soluzione su I =
(0, +00): per determinarla usiamo la formula

y(x) = e4® (f b(x)e™ AW dx + C)

dove A(x) = log(x) € una primitiva di a(x). Un esercizio svolto simile & I'Esercizio 3 della
prova scritta del 15/01/18 - versione A.
Un’altra possibile soluzione. Osserviamo che I'equazione

y’:%+1

e lineare non omogenea. Se 0 € JC R, possiamo esprimere la soluzione y come somma
della soluzione dell’equazione differenziale omogenea y°"* piui una soluzione particolare

Y.
y=y"+y
(yom)/ — % = ym’l’l — Ct .

Cerchiamo i = Ce~4®):

ct
y:c(t)t=>c’t+c:?+1,

da cuiricaviamo ¢’ = % e quindic = log (%) dove t( € una costante arbitraria, che assorbe

anche la c del precedente passaggio. In realta per f, > 0 la soluzione vale per ¢t > 0,
altrimenti per f; < Ovale pert < 0. Questa & la soluzione generale che & singolarein t = 0.
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ESEMPIO (ESERCIZIO 4, PROVA SCRITTA DEL 14/01/2020 - VERSIONE A).
Si consideri I'equazione lineare del secondo ordine
log(x)

v +2y +y= =

I. Inbase ai risultati teorici studiati, stabilire I'intervallo massimale di definizione
dei problemi di Cauchy ad essa associati.

2. Determinare I'insieme delle soluzioni dell'equazione e stabilire se ammette solu-
zioni limitate.

SOLUZIONE.
I. Siaa=c=1,b=2e

sono C*((0, +0)) quindi I'intervallo massimale di definizione sara I = (0, +00).

2. DPer la risoluzione di questo esercizio useremo il metodo di variazione delle costanti
(proposizione 9.10.1). Cominciamo risolvendo I'equazione omogenea associata
y” + 2y’ +y = 0. L'unico zero di 42 + 24 + 1 = 0 & —1; I'insieme delle soluzioni &
quindi {xe™*, e™*}. Dobbiamo risolvere il sistema:

{c’le‘x +xcoe™ =0 {c’l +xco =0

—che™ + coe™ — xcoe™ = e~ log(x) cy = log(x)
Integrando 'ultima equazione si ha
cg = x(log(x) — 1) + ko,

quindi
x2
C1 = Z(l - 210g(x)) + kl

e le soluzioni saranno
2
xe_x(X(log(X) — 1) + k2) + e_x (Z(l -2 IOg(X)) + kl)

con kqy,ky € R. Le soluzioni sono tutte limitate.
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