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Introduzione e
Ringraziamenti
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PaulTurán, illudendosi che i matematici possano essere felici.

Q
uestoManualozzo™ rappresenta la fine (più omeno) di un progetto durato quasi

un anno e qualchemese. Durante l’ottobre del 2022 abbiamo iniziato a pubblicare “a
puntate” gli appunti del corso diAnalisi Matematica 2, manmano che seguivamo le lezioni. È

stata un’avventura bellissima, un’occasione per riflettere sulle lezioni, imparare a “lateccare”

e fare nuove conoscenze: tantissim* ci hanno scritto per aiutarci e segnalarci errori. Non

possiamo quindi cominciare senza ringraziare, in ordine di apparizione:

n Massimo Bertolotti per averci ispirato a

iniziare questo progetto;
n Alessandro Bifulco;
n Sabrina Brusco;
n Giulio Gaspari;
n Paolo Carpano-Maglioli;
n Cecilia Loiacono;
n Elisa Torazza;

n Gaia Berta;
n Edoardo Demichelis;
n Matteo Bisi;
n Nicolò Brunacci;
n Morena Chiavassa;
n Matteo Rocchetti;
n Giacomo Conca;
n Pietro Casta.

per il costante e preziosissimo aiuto.

Quelli che seguono sono gli appunti rivisitati1 delle lezioni di Analisi 2 dei professoriMarco

Cappiello, Susanna Terracini eAlessandro Iacopetti tenute presso il dipartimento di matematica

“G. Peano” dell’Università degli studi di Torino durante l’anno accademico 2022 − 2023.
Sono presenti:

n tutta la teoria vista a lezione. Con †indichiamo argomenti o esercizi svolti durante

le esercitazioni; con ‡indichiamo sottosezioni o approfondimenti di †;
n alcuni esercizi tratti dalle prove d’esame, nell’appendice.

Se vuoi segnalarci un errore, aiutarci o contattarci puoi farlo scrivendo ai seguenti indirizzi:

andrea.donati@edu.unito.it; ivan.frittelli@edu.unito.it;

michele.castello@edu.unito.it; alessandro.martin321@edu.unito.it.

1Ragionati, in un certo senso, e speriamo vivamente non nell’altro.
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Il Manualozzo™ non ha alcuna pretesa di completezza: per esercitarvi vi rimandiamo alle

prove e alle esercitazioni passate, mentre per approfondire e rivedere gli argomenti trattati

vi consigliamo di consultare [PS16], [Bar+13] o [AB97], tanto per citarne alcuni; per quan-

to riguarda le definizioni e le proprietà topologiche che di tanto in tanto utilizzeremo vi

rimandiamoai classici [Man14], [Kos80] o, per gli aficionadosdella serieManualozzi™, [AB21].

Detto ciò, buona lettura!

Una nota ragionata del redattore I lettori assidui di questo testo si saranno accorti che

daManual* è diventato a tutti gli effetti unManualozzo™ , il primo in cui non sono fra gli

autori. Anche se non ho partecipato direttamente alla stesura dei capitoli, ho seguito con

interesse il progetto dagli albori e ho collaborato nella revisione finale dell’opera: quello che

ho visto è un lavoro di vera passione, e credo che classificarlo come unManualozzo™–un

termine di qualità a cui tengo particolarmente – sia unamia approvazione più che totale di

quanto fatto.. . e spero che anche tu, caro lettore, potrai apprezzare quest’opera come ho

fatto io. No, non sto piangendo.. . è che mi è entrata una bruschetta nell’occhio.

–Massimo Bertolotti

II° Edizione, compilato il 18 luglio 2024.

Thiswork is licensed under a Attribution-NonCommercial-ShareAlike 4.0 International.

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
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capitolo 1
Ripasso

‘‘Citazione, s. f. : L’atto di ripetere erroneamente le parole altrui.”

Ambrose Bierce, ripetente.

I
nquesto capitolo rispolveriamo i concetti più importanti già visti in AnalisiMate-

matica 1, concentrandoci sulle funzioni a valori scalari daℝ𝑛 inℝ per prepararci allo

studio delle funzioni a valori vettoriali.

1.1 limiti per funzioni a valori scalari

Definizione 1.1.1. (Limite per funzioni a valori scalari).

Data una funzione

𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ

x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑓(x) ,

un punto di accumulazione x0 per𝐴 ed 𝓁 ∈ ℝ, si dice che il limite di 𝑓 per x che tende a
x0 è uguale a 𝓁 ∈ ℝ,

lim
x→x0

𝑓(x) = 𝓁 ,

se vale che

∀𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 tale che ∀x ∈ 𝐴∖ {x0}, �x − x0� < 𝛿 ⟹ �𝑓(x) − 𝓁� < 𝜀 .

Definizione 1.1.2. (Continuità per funzioni a valori scalari).

Data𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ e dato x0 ∈ 𝐴, si dice che 𝑓 è continua in x0 se

lim
x→x0

𝑓(x) = 𝑓(x0) ,

3
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ossia se vale che

∀𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 tale che ∀x ∈ 𝐴, �x − x0� < 𝛿 ⟹ �𝑓(x) − 𝑓(x0)� < 𝜀 .

In sostanza, il concetto di limite e di continuità per funzioni a valori scalari è lo stesso delle

funzioni daℝ inℝ.

1.2 derivate e differenziali

1.2.1 Derivata direzionale e parziale

Definizione 1.2.1. (derivatadirezionale).

Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ, x0 nell’interno𝐴
o di𝐴 evunversorediℝ𝑛. Si definiscederivata

direzionale di 𝑓 in x0 nella direzione v, se esiste finita, la quantità

𝜕𝑓
𝜕v
(x0) ≔ lim

𝑡→0

𝑓(x0 + 𝑡v) − 𝑓(x0)
𝑡 .

Se v = e𝑖, con e𝑖 un vettore della base canonica diℝ𝑛, allora la derivata direzionale è detta
derivata parziale e si denota con

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

≔
𝜕𝑓
𝜕e𝑖

.

Intuitivamente, la derivata parziale indica la variazione della funzione al variare di una

singola variabile.

1.2.2 Differenziale

Definizione 1.2.2. (Differenziabilità).

Si dice che 𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ è differenziabile in x0 ∈ 𝐴o se esiste un’applicazione

lineare𝐿x0 ∶ ℝ𝑛 ℝ tale che valga

𝑓(x0 + h) = 𝑓(x0) + 𝐿x0(h) + 𝑟(h), (1.1)

dove 𝑟(h) è tale che

lim
ℎ→0

𝑟(h)
‖h‖ = 0 ,

ossia 𝑟(h) = 𝑜 (‖h‖).

Definizione 1.2.3. (Gradiente).

Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝdifferenziabile in x0 ∈ 𝐴o. Allora si definisce gradiente di 𝑓 in
x0 il vettore

∇𝑓(x0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝑓
𝜕𝑥1

(x0)
⋮

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑛
(x0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Per il teorema fondamentale delle applicazioni lineari, possiamo scrivere 𝐿x0(h) come il prodotto
scalare ⟨a,h⟩, per un opportuno a ∈ ℝ𝑛. In Analisi Matematica 1 abbiamo dimostrato1 che

1Per la dimostrazione vedere [PS15].
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a = ∇𝑓(x0) e vale la formula del gradiente:

𝜕𝑓
𝜕𝑣
(x0) = �∇𝑓(x0),v� .

Quindi, se𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ è differenziabile, allora vale

𝑓(x0 + h) − 𝑓(x0) = �∇𝑓(x0),h� + 𝑜 (‖h‖) .

Questa formula ci permette di approssimare inmaniera lineare un incremento di x0. Infatti,
posto h = x − x0, possiamo scrivere:

𝑓(x) = 𝑓(x0) + �∇𝑓(x0),x − x0����������������������������������
≔𝜋(x)

+𝑜 ��x − x0��

La funzione𝜋(x) èdetta iperpiano tangente al graficodi𝑓nel punto (x0, 𝑓(x0)) .

Osservazione. Se 𝑓 è differenziabile in x0, allora è continua in x0.

La differenziabilità implica la derivabilità direzionale in ogni direzione; il contrario non è

vero. Vale infatti il seguente:

Teorema 1.2.1. (Differenziale totale).

Sia 𝑓 una funzione che ammette tutte le derivate parziali continue in un intorno di x0. Allora 𝑓 è
differenziabile in x0.

n Se 𝑓 ammette derivate parziali continue in ogni punto di un insieme𝐴 ⊆ ℝ𝑛 aperto,
si dice che 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐴).

n Se le derivate parziali di 𝑓 appartengono a 𝒞1(𝐴), allora si dice che 𝑓 ∈ 𝒞2(𝐴).
n Più in generale, si dice che 𝑓 ∈ 𝒞𝑘(𝐴) se le sue derivate parziali di ordine 𝑘 − 1

appartengono a 𝒞1(𝐴).

Osservazione. Se 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐴), allora 𝑓 è differenziabile.

Se 𝑓 ∈ 𝒞2(𝐴), allora si dice che 𝑓 è differenziabile due volte. Il differenziale secondo è

𝑑2
x0𝑓(h) =

𝑛

∑
𝑖,𝑗=1

𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

x0ℎ𝑖ℎ𝑗 = �𝐻𝑓(x0)h,h�

con𝐻𝑓(𝑥0) lamatrice Hessiana di 𝑓 in x0:

𝐻𝑓(x0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕2𝑓
𝜕𝑥2

1
(x0)

𝜕2𝑓
𝜕𝑥1𝜕𝑥2

(x0) … 𝜕2𝑓
𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛

(x0)
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
(x0)

𝜕2𝑓
𝜕𝑥2

2
(x0) … 𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑥𝑛
(x0)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥1
(x0)

𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥2

(x0) … 𝜕2𝑓
𝜕𝑥2𝑛

(x0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.



6 capitolo 1. ripasso

1.2.3 Formula di Taylor

Proposizione 1.2.1. (Restodi Peano).

Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝdifferenziabile 𝑘 volte e x0 ∈ 𝐴o. Allora per ℎ → 0 vale

𝑓(x0 + h) = 𝑓(x0) + 𝑑x0𝑓(h) +
1
2𝑑

2
x0𝑓(h) + … +

1
𝑘!𝑑

𝑘
x0𝑓(h) + 𝑜 (‖h‖) .

Proposizione 1.2.2. (Restodi Lagrange).

Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝdifferenziabile 𝑘 volte, x0 ∈ 𝐴o eh ∈ ℝ𝑛 tale che il segmento [x0, x0 +h]
sia interamente contenuto in𝐴. Allora per un certo 𝜉 ∈ [0,1] vale

𝑓(x0 + h) = 𝑓(x0) + 𝑑x0𝑓(h) + … +
1

(𝑘 − 1)!𝑑
𝑘−1
x0 𝑓(h) +

1
𝑘!𝑑

𝑘
x0𝑓(x0 + 𝜉h) .

1.3 integrali dipendenti da un parametro

Sia 𝑓 ∶ 𝐶 × [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ, 𝐶 ⊆ ℝ𝑛, una funzione che manda x ∈ 𝐶 e 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] in 𝑓(x, 𝑦).
Supponiamo che, fissato 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], la funzione𝑓(𝑦) ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ sia integrabile secondo

Riemann su [𝑎, 𝑏]. Allora è ben definita la funzione

𝑔(x) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(x, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑔 ∶ 𝐶⟶ ℝ . (1.2)

Proposizione 1.3.1. (Continuità per integrali dipendenti da un parametro).

Se 𝐶 è compatto e 𝑓 è continua su 𝐶 × [𝑎, 𝑏] allora la funzione 𝑔 definita in (1.2) è continua su 𝐶.

Teorema 1.3.1. (Derivazione sotto il segnod’integrale).

Sia𝐴 ⊆ ℝ𝑛 aperto e supponiamo che 𝑓 sia continua su𝐴 × [𝑎, 𝑏]. Fissato 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}, supponiamo
che la derivata

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

esista e sia continua su𝐴× [𝑎, 𝑏]. Allora 𝑔 è derivabile parzialmente rispetto a 𝑥𝑖 su
𝐴 e

𝜕𝑔
𝜕𝑥𝑖

(x) =
𝜕
𝜕𝑥𝑖

∫
𝑏

𝑎
𝑓(x, 𝑦) 𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

(x, 𝑦) 𝑑𝑦 .



capitolo 2
Funzioni a valori
vettoriali

‘‘Ma nello stesso tempo notiamo, e per semplificare dimentichiamo subito quello che abbiamo appena

notato.”

Daniil Charms,Casi.

F
orti delle conoscenze sulle funzioni a valori scalari, in questo capitolo estenderemo i

concetti di limite, continuità, differenziabilità e integrale alle funzioni a valori vettoriali.

2.1 limiti

Definizione 2.1.1. (Funzione valori vettoriali).

Definiamo funzione a valori vettoriali una funzione

𝑓 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑚

x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓1(x)
⋮

𝑓𝑚(x)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Definizione 2.1.2. (Limite).

Data una funzione 𝑓 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑚, un punto di accumulazione x0 per 𝐴 e 𝓵 ∈ ℝ𝑚, si

dice che il limite di 𝑓 per x che tende a x0 è uguale a 𝓵 ∈ ℝ𝑚,

lim
x→x0

𝑓(x) = 𝓵,

se vale che

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 tale che ∀x ∈ 𝐴∖ {x0} con �x − x0� < 𝛿 ⟹�𝑓(x) − 𝓵� < 𝜀 .

7
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Osserviamo che da un punto di vista topologico la definizione di limite per funzioni a va-

lori vettoriali e scalari è la stessa; ciò che cambia è la dimensione degli intorni nel codomi-

nio.

Definizione 2.1.3. (Continuità).

Data𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑚 e dato x0 ∈ 𝐴, si dice che 𝑓 è continua in x0 se vale che

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 tale che ∀𝑥 ∈ 𝐴 con �x − x0� < 𝛿 ⟹�𝑓(x) − 𝑓(x0)� < 𝜀 ,

ossia 𝑓 è continua se
lim
x→x0

𝑓(x) = 𝑓(x0).

Diremo che 𝑓 è continua in 𝐵 ⊆ 𝐴 se 𝑓 è continua in ogni punto di 𝐵.

Proposizione 2.1.1. (Caratterizzazione del limite di funzioni vettoriali).

Il limite per x che tende a x0 di una funzione a valori vettoriali è 𝓵 se e solo se tutte le sue componenti 𝑓𝑗
tendono a 𝓁𝑗:

lim
x→x0

𝑓(x) = 𝓵 ⟺ ∀𝑗 = 1, … ,𝑚 lim
x→x0

𝑓𝑗(x) = 𝓁𝑗 .

Dimostrazione.

⟹ ) Supponiamo che
lim
x→x0

𝑓(x) = 𝓵.

Allora

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 tale che �x − x0� < 𝛿 ⟹ �𝑓(x) − 𝓵� < 𝜀 .

Per concludere osserviamo che

|𝑓𝑗(x) − 𝓁𝑗| ≤ �𝑓(x) − 𝓵� =
�

𝑚

∑
𝑗=1
(𝑓𝑗(x) − 𝓁𝑗)2 < 𝜀 ∀𝑗 = 1, …𝑚 ,

essendo il primo termine uno dei termini della sommatoria.

⟸ )Viceversa, supponiamo che per ogni 𝑗 si ha che

∀𝜀 > 0 ∃𝛿𝑗 > 0 tale che �x − x0� < 𝛿𝑗 ⟹ �𝑓𝑗(x) − 𝓁𝑗� < 𝜀.

Scegliamo dunque 𝛿 = min
𝑗=1,…,𝑚

𝛿𝑗:

�x − x0� < 𝛿 ⟹ �𝑓(x) − 𝓵� ≤
�

𝑚

∑
𝑗=1

max
𝑗=1,…,𝑚

(𝑓𝑗(x) − 𝓁𝑗)2 < √𝑚 𝜀 .

Il calcolo di limiti per funzioni a valori vettoriali si riduce, per quanto appena dimostrato, al

calcolo di limiti di funzioni a valori scalari. Si ha inoltre il seguente:

Corollario 2.1.1. (Caratterizzazione della continuità per funzioni vetto-

riali).

Una funzione è continua inunpunto se e solo se tutte le sue componenti sono continue in quel punto.
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2.2 moti

Già nel corso di Fisica 1 abbiamo visto alcuni esempi di funzioni a valori vettoriali: imoti.

Infatti, le loro parametrizzazioni

𝑟 ∶ (𝑎, 𝑏) ⊂ ℝ ℝ𝑚

𝑡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑟1(𝑡)
⋮

𝑟𝑚(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

sono funzioni da un dominio unidimensionale, comeℝ o un intervallo, a unomultidimen-

sionale, comeℝ3 nel caso dei moti fisici o più genericamenteℝ𝑚. La variabile indipendente
𝑡 rappresenta spesso, ma non sempre, il tempo di percorrenza.

Esempio (Motorettilineo uniforme).

Ilmoto rettilineo uniforme è parametrizzato da

𝑟 ∶ 𝐼 ℝ3

𝑡 r0 + v(𝑡 − 𝑡0)

con v, r0 ∈ ℝ3.

Esempio (Moto circolare uniforme).

Ilmoto circolare uniforme è parametrizzato da

𝑟 ∶ [0,2𝜋] ℝ2

𝑡 �
𝑅 cos(𝑡)
𝑅 sin(𝑡)�

con 𝑅 > 0.

x

y

Esempio (Moto elicoidale).
Ilmoto circolare elicoidale è parametrizzato da

𝑟 ∶ [0,2𝜋] ℝ3

𝑡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑅 cos(𝑡)
𝑅 sin(𝑡)
ℎ(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

con 𝑅 > 0.

2.2.1 Vettore derivata e retta tangente parametrizzata

Se è stato facile parlare dimoti generalizzati, è altrettanto semplice generalizzare il concetto

di velocità in più dimensioni. Sia 𝑟 ∶ (𝑎, 𝑏) ℝ𝑚 una funzione a valori vettoriali e sia

𝑡0 ∈ (𝑎, 𝑏); se esiste, definiamo il vettore derivata o velocità 𝑟′(𝑡0) come

𝑟′(𝑡0) ≔ lim
𝑡→𝑡0

𝑟(𝑡) − 𝑟(𝑡0)
𝑡 − 𝑡0

.
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La retta tangente alla curva 𝑟(𝑡) nel punto 𝑟(𝑡0), ossia nell’istante 𝑡0, è parametrizzata dalla
funzione

𝑠(𝑡) = 𝑟(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0)𝑟′(𝑡0) 𝑡 ∈ ℝ . (2.1)

2.3 applicazioni lineari

Leapplicazioni lineari sonounaltroclassicoesempiodi funzioniavalorivettoriali1.

Definizione 2.3.1. (Applicazione lineare).

Si definisce applicazione lineare a valori reali una funzione𝑓 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑚 tale che:

1. 𝑓(x + y) = 𝑓(x) + 𝑓(y) ∀x,y ∈ ℝ𝑛;
2. 𝑓(𝜆x) = 𝜆𝑓(x) ∀x ∈ ℝ𝑛, ∀𝜆 ∈ ℝ;

oppure, in sintesi,

𝑓(𝜆x + 𝜇y) = 𝜆𝑓(x) + 𝜇𝑓(y) ∀x,y ∈ ℝ𝑛; ∀𝜆,𝜇 ∈ ℝ . (2.2)

Per il Teorema fondamentale delle applicazioni lineari è sufficiente assegnare le immagini dei

vettori della base del dominio per identificare inequivocabilmente un’applicazione lineare.

A ogni applicazione lineare è pertanto associata unamatrice𝐴 ∈ ℝ𝑚,𝑛 che viene indicata
anche con la notazione (𝑎𝑖𝑗):

𝑓(𝑒𝑗) =
𝑚

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗;

y = 𝐴x ↔

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑦1
⋮
𝑦𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 … 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 … 𝑎𝑚𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Indichiamo l’insieme delle applicazioni lineari daℝ𝑛 aℝ𝑚 con 𝓁(ℝ𝑛,ℝ𝑚).
Si può definire inoltre la norma di un’applicazione lineare o, più in generale, di una funzione

nel seguentemodo:

Definizione 2.3.2. (Normaoperatoriale).

Definiamo norma operatoriale la quantità

�𝑓�
𝓁(ℝ𝑛,ℝ𝑚) = sup

‖x‖≤1
�𝑓(x)�, x ∈ ℝ𝑛 . (2.3)

Proprietà (delle applicazioni lineari).

1. Data 𝑓 applicazione lineare, �𝑓� ≤
�

∑𝑛
𝑖=1 ∑𝑚

𝑗=1 𝑎
2
𝑖𝑗 ;

2. Ogni applicazione lineare è continua: 𝓁(ℝ𝑛,ℝ𝑚) ⊂ 𝒞(ℝ𝑛,ℝ𝑚).

Dimostrazione.

i Per ogni applicazione lineare 𝑓 vale

(𝑓(x))𝑖 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ∀𝑖 = 1, … ,𝑚 y = 𝐴x ,

1La notazione 𝑓(x) qui adottata è coerente con quella usata nei precedenti corsi di Algebra lineare. È comune
scrivere 𝑓x omettendo le parentesi.



2.4 . differenziabilità 11

quindi

‖𝑓(x)‖2ℝ𝑚 =
𝑚

∑
𝑖=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

2

≤
𝑚

∑
𝑖=1

𝑛

∑
𝑗=1

𝑎2
𝑖𝑗‖x‖2 = ‖x‖2

𝑚

∑
𝑖=1

𝑛

∑
𝑗=1

𝑎2
𝑖𝑗

usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Da (2.3) e considerando che il

massimo valore di ‖x‖ è 1 si ha

‖𝑓(x)‖2 ≤ sup
‖x‖≤1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣‖x‖

2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚

∑
𝑖=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
𝑛

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

2⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

𝑚

∑
𝑖=1

𝑛

∑
𝑗=1

𝑎2
𝑖𝑗 .

Per concludere si estrae la radice del primo e dell’ultimo termine.

ii Sianox1, x2 ∈ ℝ𝑛 e𝑓 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑚un’applicazione lineare generica. Sex1 ≠ x2,

utilizzando la linearità di 𝑓 si ha

‖𝑓(x1) − 𝑓(x2)‖ℝ𝑚 = ‖𝑓(x1 − x2)‖

= ‖x1 − x2‖
‖𝑓(x1 − x2)‖
‖x1 − x2‖

= ‖x1 − x2‖ �𝑓 �
x1 − x2
x1 − x2

��

≤ ‖𝑓‖⏟
cost.

‖x1 − x2‖

ossia 𝑓 è Lipschitziana e quindi continua.

2.4 differenziabilità

Definizione 2.4.1. (funzione differenziabile, differenziale).

Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑚,𝐴 aperto, x0 ∈ 𝐴. Si dice che 𝑓 è differenziabile in x0 se esiste

𝐿x0 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑚 applicazione lineare tale che

𝑓(x0 + h) = 𝑓(x0) + 𝐿x0(h) + 𝑟(h)

dove 𝑟(h) è tale che

lim
h→0

𝑟(h)
‖h‖ = 0

La funzione 𝐿x0 è detta differenziale di 𝑓 in x0 e si denota con 𝑑x0𝑓. Equivalentemente,
𝑓 è differenziabile in x0 se esiste𝑀 ∈ ℝ𝑚,𝑛 tale che

𝑓(x0 + h) = 𝑓(x0) +𝑀h + 𝑜(‖h‖) . (2.4)

Tale matrice è detta la matrice associata all’applicazione lineare 𝐿x0.

Proposizione 2.4.1. (Caratterizzazione diff. di funzioni vettoriali).

Sia 𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑚, A aperto. 𝑓 è differenziabile in x0 se e solo se tutte le sue componenti

𝑓1, … , 𝑓𝑚 sono differenziabili in x0.
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Dimostrazione.

𝑓 è diff. in x0 ⟺ ∃𝑀 ∈ ℝ𝑚,𝑛 che soddisfi (2.4)

⟺ 𝑓𝑖(x0 + h) = 𝑓𝑖(x0) + (𝑚𝑖1ℎ1 + … + 𝑚𝑖𝑛ℎ𝑛) + 𝑟𝑖(h)
⟺ 𝑓𝑖 è differenziabile in x0, ∀ 𝑖 = 1, … , 𝑛 .

Da questa proposizione segue che

𝑀𝑖𝑗 =
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(x0)

e dunque

𝑀 = 𝐽𝑓(x0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∇𝑓1(x0)
⋮

∇𝑓𝑚(x0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Lamatrice 𝐽𝑓(x0) associata all’applicazione lineare differenziale 𝑑𝑓(x0) rispetto alle basi
canoniche si dice jacobiana2 di 𝑓 in x0, in onore del matematico tedesco Carl Gustav Jacob
Jacobi (1804-1851); applicandola al vettore incremento h inℝ𝑛 otteniamo il vettore 𝐽𝑓(x0)h
inℝ𝑚:

𝑑x0𝑓 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑚

h 𝐽𝑓(x0)h
.

Esempio. Sia

𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ2 ℝ3

�
𝑥1
𝑥2

�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥2 𝑒𝑥1

𝑥1 + 𝑥2
𝑥1𝑥2

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Lamatrice jacobiana si ottiene calcolando il gradiente di ogni componente, riga per riga:

𝐽𝑓(𝑥1, 𝑥2) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥2 𝑒𝑥1 𝑒𝑥1

1 1
𝑥2

2 2𝑥1𝑥2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

2.5 differenziale della funzione composta

Teorema 2.5.1. (Regoladella catena).

Siano 𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑚 e 𝑔 ∶ 𝐵 ⊆ ℝ𝑚 ℝ𝑝, con 𝐴 e 𝐵 aperti. Siano inoltre x0 ∈ 𝐴 e

y0 = 𝑓(x0) ∈ 𝐵. Siano infine 𝑓 differenziabile in x0 e 𝑔 differenziabile in y0. Allora la funzione 𝑔 ∘ 𝑓 è
differenziabile in x0 e

𝑑x0(𝑔 ∘ 𝑓) = 𝑑y0(𝑔) ∘ 𝑑x0(𝑓) .

Equivalentemente,

𝐽𝑔∘𝑓(x0) = 𝐽𝑔(y0) 𝐽𝑓(x0) .

2Si può leggere sia giacobiana, sia iacobiana.
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Dimostrazione. Dalla definizione sappiamo che

𝑓 differenziabile in x0 ⟺ 𝑓(x0 + h) = 𝑓(x0) + 𝑑𝑥0𝑓h + 𝑜𝑓(‖h‖);
𝑔 differenziabile in y0 ⟺ 𝑔(y0 + k) = 𝑔(y0) + 𝑑𝑦0𝑔k + 𝑜𝑔(‖k‖).

dove h e k sono tali che

lim
h→0

𝑜𝑓(‖h‖)
‖h‖ = 0 e lim

k→0

𝑜𝑔(‖k‖)
‖k‖ = 0.

Consideriamo ora la composizione

(𝑔 ∘ 𝑓)(x0 + h) = 𝑔(𝑓(x0 + h))
= 𝑔(𝑓(x0) + 𝑑x0𝑓(h) + 𝑜𝑓(h)) = (diff. di 𝑓)

Osserviamo che k = 𝑑x0𝑓(h) + 𝑜𝑓(h) è un incremento perché lo è h: se h tende a 0 allora
anche k tende a 0. Infatti, per la disuguaglianza triangolare si ha

‖k‖ℝ𝑚 ≤ ‖𝑑𝑥0𝑓(h)‖ℝ𝑛 + ‖𝑜𝑓(h)‖ℝ𝑛

e se h tende a 0 allora 𝑜𝑓(h) per definizione, 𝑑𝑥0𝑓(h) (𝑑𝑥0𝑓(h) ≤ ‖𝑑𝑥0𝑓‖ ‖h‖) e k per la
disuguaglianza precedente tendono tutti a 0. Dunque, possiamo usare il fatto che 𝑔 sia
differenziabile in y0 = 𝑓(x0):

= 𝑔(y0) + 𝑑y0𝑔(𝑑x0𝑓(h) + 𝑜𝑓(h)) + 𝑜𝑔(𝑑x0𝑓(h) + 𝑜𝑓(h))
= 𝑔(y0) + 𝑑y0𝑔 ∘ 𝑑x0𝑓(h) + 𝑑y0𝑔 𝑜𝑓(h)�����������

≔𝑟1(h)

+𝑜𝑔(𝑑x0𝑓(h) + 𝑜𝑓(h))�������������������������
≔𝑟2(h)

= 𝑔(y0) + 𝑑y0𝑔 ∘ 𝑑x0𝑓(h) + 𝑟1(h) + 𝑟2(h) .

Se dimostriamo che 𝑟1(h) + 𝑟2(h) è 𝑜(‖h‖) abbiamo finito. Per prima cosa, dimostriamo
che 𝑟1(h) è 𝑜(‖h‖):

𝑟1(h)
‖h‖ =

𝑑𝑦0𝑔𝑜𝑓(h)
‖h‖ ≤ ‖𝑑𝑦0𝑔‖𝓁(ℝ𝑚,ℝ𝑝)�����������������

costante

‖𝑜𝑓(h)‖
‖h‖���������

tende a 0

⟶ 0 .

Dimostriamo che 𝑟2(h) è 𝑜(‖h‖):

𝑟2(h)
‖h‖ =

‖𝑜𝑔(
incremento k

���������������������𝑑𝑥0𝑓(h) + 𝑜𝑓(h))‖
‖k‖

‖k‖
‖h‖ ;

la prima frazione è 𝑜(‖h‖) per definizione di differenziale e di 𝑜 piccolo, quindi se la
seconda frazione è limitata possiamo concludere:

‖k‖
‖h‖ =

‖𝑑𝑥0𝑓(h) + 𝑜𝑓(h)‖
‖h‖ ≤

‖𝑑𝑥0𝑓(h)‖
‖h‖ +

‖𝑜𝑓(h)‖
‖h‖ ≤ ‖𝑑𝑥0𝑓‖

‖h‖
‖h‖�������������

limitato

+
‖𝑜𝑓(h)‖
‖h‖���������

→ 0 per def.

.
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2.6 considerazioni sul teorema del valor medio

Teorema 2.6.1. (Teoremadel valormedio generalizzato).

Sia 𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ, 𝐴 aperto, 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐴) e siano a,b ∈ 𝐴 tali che il segmento [a,b] sia
contenuto in𝐴. Allora esiste 𝜉 ∈ [a,b] tale che

𝑓(b) − 𝑓(a) = �∇𝑓(𝜉),b − a� . (2.5)

Dimostrazione. Sia

𝑟 ∶ [0,1] 𝐴
𝑡 𝑡b + (1 − 𝑡)a

e consideriamo 𝑔(𝑡) = 𝑓 ∘ 𝑟(𝑡). Osserviamo che 𝑟 ∈ 𝒞1((0,1)) implica 𝑓 ∘ 𝑟 ∈ 𝒞0((0,1)) e
𝑓 ∘ 𝑟 ∈ 𝒞([0,1]). Per il teorema di Lagrange esiste 𝑡 ∈ [0,1] tale che:

1. 𝑔(1) − 𝑔(0) = 𝑔′(𝑡);
2. 𝑔(1) = 𝑓(𝑟(1)) = 𝑓(b);
3. 𝑔(0) = 𝑓(𝑟(0)) = 𝑓(a).

Usando la regola della catena abbiamo la tesi

𝑔′(𝑡) = 𝐽𝑓(𝑟(𝑡))𝐽𝑟(𝑡) = ∇𝑓(𝑟(𝑡)⏟
≔𝜉

)𝑟′(𝑡) = �∇𝑓(𝜉), 𝑟′(𝑡)� = �∇𝑓(𝜉),b − a� .

Ci domandiamo ora se il teorema del valormedio valga anche per funzioni a valori vettoriali.

La risposta è no, come illustra il seguente:

Esempio. Consideriamo

𝑓 ∶ [0,2𝜋] ℝ2

𝑡 �
cos(𝑡)
sin(𝑡) �

.

Vale (2.5)? Dovrebbe esistere 𝑡 tale che valga

𝑓(2𝜋) − 𝑓(0) = 𝐽𝑓(𝑡)(2𝜋 − 0) 𝑡 ∈ [0,2𝜋];

𝑓(2𝜋) − 𝑓(0) = �
0
0 � ; 𝐽𝑓(𝑡) = �

− sin(𝑡)
cos(𝑡) � ≠ �

0
0 � ∀𝑡 ∈ [0,2𝜋];

Un 𝜉 tale da soddisfare (2.5) esiste per ogni componente, ma in generale componenti diverse hanno
𝜉 diverso.

Vale però il seguente:

Teorema 2.6.2. (Maggiorazionedi Lagrangedebole).

Sia 𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑚, 𝐴 aperto, 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐴). Siano a,b ∈ 𝐴 tali che il segmento [a,b] sia
contenuto in𝐴. Allora:

‖𝑓(b) − 𝑓(a)‖ℝ𝑚 ≤ 𝛼√𝑚‖b − a‖ℝ𝑛 (2.6)

con 𝛼 = max
𝑗=1,…,𝑚

max
𝜉∈[a,b]

‖∇𝑓𝑗(𝜉)‖ℝ𝑚 .
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Dimostrazione. Consideriamo

𝑓𝑗(b) − 𝑓𝑗(a) = �∇𝑓𝑗(𝜉),b − a� ≤ ‖∇𝑓𝑗(𝜉)‖ ‖b − a‖ ,

dove lamaggiorazione è dovuta alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Si ha che

‖𝑓(b) − 𝑓(a)‖ℝ𝑚 =
�

𝑚

∑
𝑗=1

|𝑓𝑗(b) − 𝑓𝑗(a)|2

≤
�

𝑚

∑
𝑗=1

‖∇𝑓𝑗(𝜉)‖2‖b − a‖2

≤ 𝛼‖b − a‖
�

𝑚

∑
𝑗=1

1

= 𝛼√𝑚‖b − a‖ ,

ovvero la tesi.

2.7 integrali

Definizione 2.7.1. (Funzione integrabile, integrale di funzioni vettoriale).

Una funzione 𝜉 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑚 si dice integrabile (in senso proprio) su [𝑎, 𝑏] se lo sono
tutte le sue componenti 𝜉1, … , 𝜉𝑚; in tal caso, l’integrale su [𝑎, 𝑏] si definisce come il vettore

∫
𝑏

𝑎
𝜉(𝑡) 𝑑𝑡 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∫𝑏𝑎 𝜉1(𝑡) 𝑑𝑡
⋮

∫𝑏𝑎 𝜉𝑚(𝑡) 𝑑𝑡

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.7)

Questo integrale gode delle proprietà di linearità e additività:

Proprietà 2.7.1. (dell’integrale di funzioni vettoriale).

Sia 𝜉 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑚 integrabile in senso proprio. Allora:

1. Se 𝜉 ∈ 𝒞([𝑎, 𝑏]), allora
∫
𝑏

𝑎
𝜉′(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜉(𝑏) − 𝜉(𝑎);

2. Se 𝑐 ∈ ℝ𝑚, allora

�𝑐,∫
𝑏

𝑎
𝜉(𝑡) 𝑑𝑡� = ∫

𝑏

𝑎
⟨𝑐, 𝜉(𝑡)⟩ 𝑑𝑡;

3. ‖𝜉‖ è integrabile e vale

‖∫
𝑏

𝑎
𝜉(𝑡) 𝑑𝑡‖ ≤ ∫

𝑏

𝑎
‖𝜉(𝑡)‖ 𝑑𝑡.

Dimostrazione.

i È conseguenza del Teorema fondamentale del calcolo integrale, applicato compo-

nente per componente.



16 capitolo 2. funzioni a valori vettoriali

ii Si ha

�𝑐,∫
𝑏

𝑎
𝜉(𝑡) 𝑑𝑡� =

𝑚

∑
𝑗=1

𝑐𝑗 ∫
𝑏

𝑎
𝜉𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎

𝑚

∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝜉𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫
𝑏

𝑎
⟨𝑐, 𝜉(𝑡)⟩ 𝑑𝑡.

iii Applichiamoa 2) con 𝑐 = ∫𝑏𝑎 𝜉(𝑡) 𝑑𝑡:

�∫
𝑏

𝑎
𝜉(𝑡) 𝑑𝑡�

2
= ∫

𝑏

𝑎
�∫

𝑏

𝑎
𝜉(𝑠) 𝑑𝑠, 𝜉(𝑡)� 𝑑𝑡

≤ ∫
𝑏

𝑎
�∫

𝑏

𝑎
𝜉(𝑠) 𝑑𝑠� ‖𝜉(𝑡) 𝑑𝑡‖ (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)

= �∫
𝑏

𝑎
𝜉(𝑠) 𝑑𝑠�∫

𝑏

𝑎
‖𝜉(𝑡)‖ 𝑑𝑡 �∫

𝑏

𝑎
𝜉(𝑠) 𝑑𝑠� è una costante.

utilizzandonell’ordine la disuguaglianzadiCauch-Schwarz e il fatto che. Abbiamo

così dimostrato che

�∫
𝑏

𝑎
𝜉(𝑡) 𝑑𝑡�

2
≤ �∫

𝑏

𝑎
𝜉(𝑠) 𝑑𝑠�∫

𝑏

𝑎
‖𝜉(𝑡)‖ 𝑑𝑡

e dividendo entrambi i membri per la norma dell’integrale abbiamo la tesi.

aIl cambio di variabile del primo passaggio serve solo a seguire meglio la dimostrazione; del resto la

variabile d’integrazione èmuta.

2.8 † operatori differenziali classici

Definizione 2.8.1. (Campovettoriale).

Sia A un aperto diℝ𝑛. Una funzione 𝐹 ∶ 𝐴 ℝ𝑛 continua su𝐴 si dice campo vetto-

riale.

Definizione 2.8.2. (Gradiente).

Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝuna funzione scalare con 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐴). Definiamo gradiente di 𝑓 il
campo vettoriale

∇𝑓 ∶ 𝐴 ℝ𝑚

x ∇𝑓(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝑓
𝜕𝑥1

(x)
⋮

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑛
(x)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Si ha∇𝑓 ∈ 𝒞(𝐴).

Definizione 2.8.3. (Divergenza).

Sia 𝐹 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑛 una funzione vettoriale con 𝐹 ∈ 𝒞1(𝐴). Definiamo divergenza di
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𝐹 la funzione scalare

div 𝐹 ∶ 𝐴 ℝ
x div 𝐹(x) = 𝜕𝐹1

𝜕𝑥1
(x) +⋯ + 𝜕𝐹𝑛

𝜕𝑥𝑛
(x)

.

Si ha div𝑓 ∈ 𝒞(𝐴).

Definizione 2.8.4. (Rotore).

Sia 𝐹 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ3 ℝ3 una funzione vettoriale con 𝐹 ∈ 𝒞1(𝐴). Definiamo rotore di 𝐹 il
campo vettoriale

div 𝐹 ∶ 𝐴 ℝ3

�𝑥, 𝑦, 𝑧� rot 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝐹3
𝜕𝑦 −

𝜕𝐹2
𝜕𝑧

𝜕𝐹1
𝜕𝑧 −

𝜕𝐹3
𝜕𝑥

𝜕𝐹2
𝜕𝑥 −

𝜕𝐹1
𝜕𝑦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(𝑥, 𝑦, 𝑧)

.

Si ha rot𝑓 ∈ 𝒞(𝐴).

Definizione 2.8.5. (Laplaciano).

Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝuna funzione scalare con 𝑓 ∈ 𝒞2(𝐴). Definiamo laplaciano di 𝑓
la funzione scalare

Δ𝑓 ∶ 𝐴 ℝ

x Δ𝑓(x) = ∑𝑛
𝑖=1

𝜕2𝑓
𝜕𝑥2

𝑖
(x)

.

Si haΔ𝑓 ∈ 𝒞(𝐴).

Osservazioni.
n div 𝐹 è uguale alla traccia della matrice jacobiana.
n Per scrivere rot 𝐹 può utilizzare la seguente regolamnemonica formale:

rot 𝐹 =
�
�

i j j

𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑧
𝐹1 𝐹2 𝐹3

�
�
.





capitolo 3
Curve parametriche

‘‘Una figura conmolte curve offre sempre molti angoli interessanti.”

Wesley Ruggles, appassionato di curve rettificabili.

D
efinire una curva parametrica non è banale. In questa sede daremo una definizione di

curva parametricamolto ampia, senza preoccuparci troppo dei casi “patologici” come la

curva di Peano: ci concentreremo sulle curve regolari, che costituiscono uno dei primi esempi

di varietà (1-dimensionali)1 che l’aspirantematematico incontra nel suo percorso di studi.

Parleremo poi di lunghezza di una curva e di alcune proprietà delle curve parametriche, in

vista di uno studio più approfondito durante il corso diGeometria 3.

Definizione 3.0.1. (Curva parametrica).

Si dice curva parametrica o parametrizzata diℝ𝑚 una coppia (𝛾, 𝑟), con

𝑟 ∶ 𝐼 ℝ𝑚

𝑡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑟1(𝑡)
⋮

𝑟𝑚(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

dove 𝐼 ⊆ ℝ è un intervallo e 𝑟 è una funzione continua tale che 𝛾 = 𝑟(𝐼). Chiamiamo 𝛾 il
sostegno della curva e 𝑟 la parametrizzazione della curva.

Notazione. Se𝑚 = 2 o 3 è comune la notazione con 𝑥, 𝑦 e 𝑧:

𝑡 ⟼ �
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡) � = 𝑥(𝑡)i + 𝑦(𝑡)j ; 𝑡 ⟼

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)
𝑧(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑥(𝑡)i + 𝑦(𝑡)j + 𝑧(𝑡)k .

1𝑋 ⊆ ℝ𝑚 si dice varietà 𝑛-dimensionale se ogni suo punto ammette un intorno diffeomorfo a un aperto di
ℝ𝑛, con 𝑛 ≤ 𝑚.

19
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Esempio. Consideriamo (𝑟1, 𝛾) e (𝑟2, 𝛾) con

𝑟1 ∶ [0,2𝜋] ℝ2

𝑡 �
cos(𝑡)
sin(𝑡) �

;
𝑟2 ∶ [0,2𝜋] ℝ2

𝑡 �
cos(2𝑡)
sin(2𝑡) �

.

Si osserva che le due curve hanno lo stesso sostegno 𝛾 = 𝑆1, ma le descrizioni del moto
del puntomobile lungo il supporto date dalle parametrizzazioni sono differenti! Infatti:

n con la prima parametrizzazione, il puntomateriale compie un giro completo della

circonferenza 𝑆1;
n con la prima parametrizzazione, il puntomateriale compie due giri completi della

circonferenza 𝑆1.
Comevedremonei paragrafi successivi, un’ulteriore differenza tra le due è che la lunghezza

della seconda curva è pari a due volte la prima.

Osservazione. In generale, una circonferenza è parametrizzata da

𝑟𝜔 ∶ �0, 2𝜋
𝜔 � ℝ2

𝑡 �
cos(𝜔𝑡)
sin(𝜔𝑡) �

𝜔 ∈ ℝ.

Osservazione. Fissato un sostegno, si fissa anche un verso di percorrenza della curva.

Esempio. Gli esempi precedenti parametrizzano tutti una circonferenza percorsa in

senso antiorario. Se vogliamo una parametrizzazione che percorre la circonferenza in

senso orario, possiamo considerare

𝑟− ∶ [0,2𝜋] ℝ2

𝑡 �
cos(2𝜋 − 𝑡)
sin(2𝜋 − 𝑡) �

.

3.1 tipi di curve

Definizione 3.1.1. (Tipi di curve).

Una curva (𝛾, 𝑟) di parametrizzazione 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑚 si dice:

n chiusa se 𝑟(𝑎) = 𝑟(𝑏);
n semplice se la restrizione di 𝑟 su [𝑎, 𝑏) ea (𝑎, 𝑏] è iniettiva. Da un punto di vista

cinematico questo garantisce che il puntomobile non attraversi due volte lo stesso

punto del piano;
n curva piana se ha il sostegno inℝ2;
n curva cartesiana se è del tipo 𝑟(𝑡) = (𝑡, 𝑓(𝑡))𝑇 con 𝑓 ∶ 𝐼⟶ ℝ𝑚−1 continua e ha per

sostegno il grafico di 𝑓(𝑡);
n regolare se 𝑟 ∈ 𝒞1(𝐼) e 𝑟′(𝑡) ≠ 0ℝ𝑚 per ogni 𝑡 ∈ 𝐼;
n di classe 𝒞𝑘 se 𝑟 ∈ 𝒞𝑘([𝑎, 𝑏]).
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Una curva chiusa, semplice e piana si dice curva di Jordan.

aAlcuni testi riportano “o” al posto di “e”, ma con la prima scelta si può considerare semplice anche la

seconda curva.

Abbiamo definito la retta di equazione (2.1) retta tangente parametrizzata. Se la curva è

regolare la retta tangente parametrizzata è una funzione lineare non costante. Infatti, se

vienemeno l’ipotesi di regolarità può esistere 𝑡 ∈ 𝐼 tale che 𝑟′(𝑡) = 0 e si ha in 𝑡:

𝑠(𝑡) = 𝑟(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0)𝑟′(𝑡0) ⟹ 𝑠(𝑡) = 𝑟(𝑡0) .

Se 𝑓 ∈ 𝒞1 le curve cartesiane sono sempre regolari e semplici si ha

𝑟(𝑡) = �
𝑡
𝑓(𝑡) � ⟹ 𝑟′(𝑡) = �

1
𝑓′(𝑡) � ≠ �

0
0 � .

Se una componente è iniettiva, la curva è semplice perché se 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐼, 𝑡1 ≠ 𝑡2 si ha

𝑟(𝑡1) = �
𝑟1(𝑡1)
𝑟2(𝑡1) �

≠ �
𝑟1(𝑡2)
𝑟2(𝑡2) �

= 𝑟(𝑡2) .

3.1.1 Curve equivalenti

Sia 𝑟 ∶ 𝐼⟶ ℝ𝑚 con 𝑟 ∈ 𝒞1(𝐼) e sia𝜑 ∶ 𝐽 ⊆ ℝ ⟶ 𝐼 una funzione biettiva con 𝐽 intervallo tale
che 𝜑 ∈ 𝒞1(𝐽) e 𝜑′(𝜏) ≠ 0 per ogni 𝜏 ∈ 𝐽. Se considero la funzione ̃𝑟 = 𝑟 ∘ 𝜑 ∶ 𝐽 ⟶ ℝ𝑚 si
osserva che ̃𝑟 parametrizza una curva (𝛾, ̃𝑟) che ha lo stesso sostegno di (𝛾, 𝑟): infatti,

̃𝑟(𝐽) = 𝑟(𝜑(𝐽)) = 𝑟(𝐼).

Definizione 3.1.2. (Curve equivalenti).

Date 𝛾, 𝑟 e ̃𝑟 come sopra, se (𝛾, ̃𝑟) e (𝛾, 𝑟) sono curve semplici si dicono equivalenti, in-
dipendentemente dal verso di percorrenza. La funzione 𝜑 è detta cambiamento di

parametro.

Osservazione.

1. Se𝜑 ∶ 𝐽⟶ 𝐼 è 𝐶1(𝐽) e biettiva, con𝜑′(𝜏) ≠ 0 per ogni 𝜏 ∈ 𝐽, allora𝜑′(𝜏) > 0∀𝜏 ∈ 𝐽
oppure 𝜑′(𝜏) < 0 per ogni 𝜏 ∈ 𝐽 per il teorema di esistenza degli zeri, quindi 𝜑 è

strettamente crescente o strettamente decrescente su 𝐽.
2. Le curve equivalenti della definizione 3.1.2 si dicono tali perché la relazione tra le

due curve descritta è di equivalenza, ossia riflessiva, simmetrica e transitiva.

3. Se una curva (𝛾, 𝑟) è regolare e𝜑 ∶ 𝐽⟶ 𝐼 è un cambio di parametrizzazione allora
(𝛾, ̃𝑟), con ̃𝑟 = 𝑟 ∘ 𝜑, è regolare. Infatti, per la regola della catena:

̃𝑟′(𝜏) = 𝑟′(𝜑(𝜏))�������
≠0 r regolare

𝜑′(𝜏)�
≠0 def 𝜑

.
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4. Data una curva, posso sempre ottenere una parametrizzazione che ne cambi il

verso di percorrenza. Consideriamo 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] = 𝐼 ℝ𝑚 e 𝛾 = 𝑟(𝐼): allora

𝜑 ∶ 𝐼 𝐼
𝑡 𝑎 + 𝑏 − 𝑡

è un cambiamento di parametro tale che ̃𝑟 = 𝑟 ∘ 𝜑(𝜏) = 𝑟(𝑎 + 𝑏 − 𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. La
curva (𝛾, ̃𝑟) si dice curva opposta di (𝛾, 𝑟) e spesso si indica con −𝛾.

3.2 lunghezza di una curva

Sia 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑚 continua e (𝛾, 𝑟) una curva; scegliamo una partizione (o suddivisione)
𝒟𝑛 di [𝑎, 𝑏]:

𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < … < 𝑡𝑛−1 < 𝑡𝑛 = 𝑏

Siano 𝑃𝑗 = 𝑟(𝑡𝑗) per 𝑗 = 0, … , 𝑛. La lunghezza del segmento di estremi 𝑃𝑗 e 𝑃𝑗+1 è

ℓ �𝑃𝑗𝑃𝑗+1� = �𝑟(𝑡𝑗+1) − 𝑟(𝑡𝑗)�ℝ𝑚 .

Considerando tutta la partizione𝒟 otteniamo una spezzata Γ𝒟 - dipendente dalla partizione
scelta - di lunghezza

ℓ(Γ𝒟) =
𝑛−1

∑
𝑗=0
�𝑟(𝑡𝑗+1) − 𝑟(𝑡𝑗))� .

Con l’aumentare dei punti di una partizione si osserva che:

n più punti ha una partizione, meglio la spezzata a essa associata approssima la curva;
n date due partizioni𝒟1 e𝒟2, se𝒟2 ⊆ 𝒟1 (𝒟2 èmenofine di𝒟1), allora ℓ(Γ𝒟2) ≤ ℓ(Γ𝒟1).

D2

P1 P2

D3

P1

P2

P3

D5

P1

P2

P3

P4

P5

È pertanto naturale la seguente:

Definizione 3.2.1. (Lunghezza).

Definiamo la lunghezza ℓ(𝛾, 𝑟) di (𝛾, 𝑟) come

ℓ(𝛾, 𝑟) ∶= sup
𝒟

ℓ(Γ𝒟) . (3.1)

Una curva si dice rettificabile se ha lunghezza finita ℓ(𝛾, 𝑟) < +∞.

Osservazione. In generale si ha ℓ(𝛾, 𝑟) ∈ [0, +∞], dove ℓ(𝛾, 𝑟) = 0 se e solo se 𝛾 è un
solo punto.
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3.2.1 Esempio di curva non rettificabile

Esempio (Una curva nonrettificabile).

Sia 𝑟 ∶ [0,1] ℝ2 definita nel seguentemodo:

𝑟(𝑡) = �
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡) � 𝑥(𝑡) = 𝑡, 𝑦(𝑡) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 se 𝑡 = 0
𝑡 sin � 𝜋

2𝑡� se 𝑡 ∈ (0,1]
.

Per dimostrare che ℓ(𝛾, 𝑟) non è finita scegliamo la seguente successione di partizioni:

𝒟1 = �0, 1
3 ,1� 𝒟2 = �0, 1

5 ,
1
3 ,1� 𝒟𝑛 = �0, 1

2𝑛 + 1 ,
1

2𝑛 − 1 , … , 1� .

Si osserva che

sin

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜋
2 1

2𝑗−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = sin �

𝜋(2𝑗 − 1)
2 � = (−1)𝑗+1 ∀𝑗 .

Quindi

𝑃𝑗 = 𝑟 �
1

2𝑗 − 1� = �
1

2𝑗 − 1 , (−1)𝑗+1 1
2𝑗 − 1� .

Calcoliamo la distanza del segmento tra due punti successivi:

‖𝑃𝑗+1 − 𝑃𝑗‖ =
�
�

1
2𝑗 + 1 −

1
2𝑗 − 1�

2
+ �

(−1)𝑗+2

2𝑗 + 1 −
(−1)𝑗+1

2𝑗 − 1 �
2

≥
�
�
(−1)𝑗+2

2𝑗 + 1 −
(−1)𝑗+1

2𝑗 − 1 �
2

Poiché 𝑗 + 1 e 𝑗 + 2 sono due numeri naturali consecutivi, se 𝑗 + 2 è dispari 𝑗 + 1 è pari ed
entrambe la frazioni sono negative; viceversa, se 𝑗 + 2 è pari le frazioni saranno entrambe
positive. Ciò nonostante, l’elevamento al quadrato di questa differenza di frazioni garan-

tisce che il risultato sia positivo in entrambi i casi. Quindi, senza perdita di generalità,

possiamo procedere supponendo entrambe le frazioni positive.

�
�
(−1)𝑗+2

2𝑗 + 1 −
(−1)𝑗+1

2𝑗 − 1 �
2

=
�
�

1
2𝑗 + 1 +

1
2𝑗 − 1�

2
=

2𝑗 − 1 + 2𝑗 + 1
4𝑗2 − 1

=
4𝑗

4𝑗2 − 1

≥
4𝑗
4𝑗2

=
1
𝑗 .

Si ha dunque

ℓ(Γ𝒟𝑛) =
𝑛−1

∑
𝑗=1

‖𝑃𝑗+1 − 𝑃𝑗‖ ≥
𝑛−1

∑
𝑗=1

1
𝑗 ,

da cui

ℓ(𝛾, 𝑟) = sup
𝒟𝑛

ℓ(Γ𝒟𝑛) ≥ lim𝑛→∞

𝑛−1

∑
𝑗=1

1
𝑗 =

+∞

∑
𝑗=1

1
𝑗 = +∞ .
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3.3 calcolo della lunghezza di una curva mediante l’uso

di integrali

È fondamentale il seguente:

Teorema 3.3.1. (Calcolodella lunghezzadi una curva).

Sia (𝛾, 𝑟) una curva di classe𝒞1, 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑚. Allora:

1) La curva è rettificabile: ℓ(𝛾, 𝑟) < +∞;
2) ℓ(𝛾, 𝑟) = ∫𝑏𝑎 ‖𝑟

′(𝑡)‖ 𝑑𝑡.

Dimostrazione.

i Sia𝒟 una partizione di [𝑎, 𝑏]. Dal Teorema fondamentale del calcolo integrale segue che

𝑟(𝑡𝑗+1) − 𝑟(𝑡𝑗) = ∫
𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
𝑟′(𝑡) 𝑑𝑡 .

Applicando la norma a entrambi i membri:

�𝑟(𝑡𝑗+1) − 𝑟(𝑡𝑗)� = �∫
𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
𝑟′(𝑡) 𝑑𝑡� ≤ ∫

𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ∀ 𝑗 = 0, … , 𝑛 − 1

Considerando la somma di tutti i segmenti,

ℓ(Γ𝒟) =
𝑛−1

∑
𝑗=0
�𝑟(𝑡𝑗+1) − 𝑟(𝑡𝑗)� ≤

𝑛−1

∑
𝑗=0

∫
𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 .

Per ogni𝒟 si ha

ℓ(Γ𝒟) ≤ ∫
𝑏

𝑎
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ⟹ ℓ(𝛾, 𝑟) = sup

𝒟

ℓ(Γ𝒟) ≤ ∫
𝑏

𝑎
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 .

Essendo 𝑟′ continua per ipotesi e la norma anch’essa continua, ‖𝑟′(𝑡)‖ è uniforme-
mente continua su [𝑎, 𝑏] e pertanto integrabile in senso proprio.

ii Per concludere è sufficiente dimostrare

ℓ(𝛾, 𝑟) ≥ ∫
𝑏

𝑎
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡,

visto che abbiamo appena dimostrato la disuguaglianza nel verso opposto. Poiché

𝑟 ∈ 𝒞1([𝑎, 𝑏]), 𝑟′ è uniformemente continua su [𝑎, 𝑏], quindi

∀𝜀 > 0∃ 𝛿 > 0 tale che ∀𝑡, 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏] |𝑡 − 𝑠| < 𝛿 ⟹ ‖𝑟′(𝑡) − 𝑟′(𝑠)‖ < 𝜀 .

Fissiamo allora 𝜀 e scegliamo una partizione𝒟𝜀 di [𝑎, 𝑏] di ampiezzaminore di 𝛿.
Sia 𝑡 ∈ [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] per un 𝑗 fissato: allora �𝑟′(𝑡𝑗+1) − 𝑟′(𝑡𝑗)� < 𝜀. Si ha:

‖𝑟′(𝑡)‖ = �𝑟′(𝑡) − 𝑟′(𝑡𝑗) + 𝑟′(𝑡𝑗)� ≤ �𝑟′(𝑡) − 𝑟′(𝑡𝑗)� + �𝑟′(𝑡𝑗)� < 𝜀 + �𝑟′(𝑡𝑗)� .
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Integrando,

∫
𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ≤ ∫

𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
𝜀 𝑑𝑡 + ∫

𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
‖𝑟′(𝑡𝑗)‖ 𝑑𝑡

= (𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗)𝜀 + �∫
𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
𝑟′(𝑡𝑗) 𝑑𝑡� =

Il passaggio ∫
𝑡𝑗+1
𝑡𝑗 ‖𝑟′(𝑡𝑗)‖ 𝑑𝑡 = �∫

𝑡𝑗+1
𝑡𝑗 𝑟′(𝑡𝑗) 𝑑𝑡� è lecito perché 𝑟′(𝑡𝑗) è costante per 𝑗

fissato. Proseguendo,

= (𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗)𝜀 + �∫
𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
𝑟′(𝑡𝑗) − 𝑟′(𝑡) + 𝑟′(𝑡) 𝑑𝑡�

≤ (𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗)𝜀 + �∫
𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
𝑟′(𝑡𝑗) − 𝑟′(𝑡) 𝑑𝑡� + �∫

𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
𝑟′(𝑡) 𝑑𝑡�

≤ (𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗)𝜀 + �∫
𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
𝑟′(𝑡𝑗) − 𝑟′(𝑡) 𝑑𝑡� + ‖𝑟(𝑡𝑗+1) − 𝑟(𝑡𝑗)‖

≤ 2𝜀(𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗) + ‖𝑟(𝑡𝑗+1) − 𝑟(𝑡𝑗)‖ ≤

Applichiamo la disuguaglianza triangolare: Integriamo l’ultimo termine emag-

gioriamo il secondo:

≤ (𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗)𝜀 + �∫
𝑡𝑗+1

𝑡𝑗
𝑟′(𝑡𝑗) − 𝑟′(𝑡) 𝑑𝑡� + ‖𝑟(𝑡𝑗+1) − 𝑟(𝑡𝑗)‖

≤ 2𝜀(𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗) + ‖𝑟(𝑡𝑗+1) − 𝑟(𝑡𝑗)‖.

Sommando quanto trovato per tutti i 𝑗 abbiamo

∫
𝑏

𝑎
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ≤ 2𝜀(𝑏 − 𝑎) + ℓ(Γ𝒟𝜀)

e, facendo tendere 𝜀 a 0, si ha la tesi:

∫
𝑏

𝑎
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ≤ ℓ(𝛾, 𝑟) .

Esempio. Consideriamo la circonferenza (𝛾, 𝑟1):

𝑟1(𝑡) = �
𝑅 cos(𝑡)
𝑅 sin(𝑡) � ; 𝑟

′
1(𝑡) = �

−𝑅 sin(𝑡)
𝑅 cos(𝑡) � 𝑡 ∈ [0,2𝜋], 𝑅 > 0

Essendo la curva 𝒞1 e regolare, si può applicare il teorema appena dimostrato:

�𝑟′1(𝑡)� = �(−𝑅 sin(𝑡))2 + (𝑅 cos(𝑡))2 = 𝑅; ℓ(𝛾, 𝑟1) = ∫
2𝜋

0
𝑅 𝑑𝑡 = 2𝜋𝑅 .

Osservazione. Se consideriamo due curve con lo stesso sostegnoma diversa parame-

trizzazione, si osserva che il calcolo della lunghezza della curva dà per risultato lo spazio
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effettivamente percorso del puntomobile.

𝑟2(𝑡) = �
𝑅 cos(2𝑡)
𝑅 sin(2𝑡) � 𝑟

′
2(𝑡) = �

−2𝑅 sin(2𝑡)
2𝑅 cos(2𝑡) � 𝑡 ∈ [0,2𝜋], 𝑅 > 0

�𝑟′1(𝑡)� = �(−2𝑅 sin(2𝑡))2 + (2𝑅 cos(2𝑡))2 = 2𝑅 ℓ(𝛾, 𝑟2) = ∫
2𝜋

0
2𝑅 𝑑𝑡 = 4𝜋𝑅 = 2ℓ(𝛾, 𝑟1) .

3.4 unione di 2 curve

Definizione 3.4.1. (Curva unione).

Date due curve (𝛾1, 𝑟1) e (𝛾2, 𝑟2) tali che:
n 𝑟1 ∶ [𝑎1, 𝑏1] ℝ𝑚;

n 𝑟2 ∶ [𝑎2, 𝑏2] ℝ𝑚, con 𝑎1 ≤ 𝑏1 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑏2;

n 𝑟1(𝑏1) = 𝑟2(𝑎2);
definiamo la curva unione (𝛾1 ∪ 𝛾2, 𝑟) di (𝛾1, 𝑟1) e (𝛾2, 𝑟2) come la curva con supporto
𝛾1 ∪ 𝛾2 e parametrizzazione

𝑟(𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑟1(𝑡) se 𝑡 ∈ [𝑎1, 𝑏1]
𝑟2(𝑡 + 𝑎2 − 𝑏1) se 𝑡 ∈ (𝑏1, 𝑏1 + 𝑏2 − 𝑎2]

.

3.5 proprietà della lunghezza delle curve

Proprietà 3.5.1. (Invarianzadella lunghezza per riparametrizzazione).

Siano (𝛾, 𝑟) e (𝛾, ̃𝑟 ) due curve equivalenti. Allora hanno la stessa lunghezza.

Dimostrazione. Sia 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑚 e sia 𝜙 ∶ [𝛼, 𝛽] ⟶ [𝑎, 𝑏] un cambiamento di
parametro. Consideriamo (𝛾, ̃𝑟 ) con ̃𝑟(𝑡) = 𝑟 ∘ 𝜙(𝑡) e calcoliamone la lunghezza:

ℓ(𝛾, ̃𝑟 ) = ∫
𝛽

𝛼
‖ ̃𝑟 ′(𝜏)‖ 𝑑𝜏

= ∫
𝛽

𝛼
‖𝑟′(𝜙(𝜏))𝜙′(𝜏)‖ 𝑑𝜏 =

Essendo 𝜙′(𝜏) una quantità scalare, si può far uscire dalla norma:

= ∫
𝛽

𝛼
|𝜙′(𝜏)| ⋅ ‖𝑟′(𝜙(𝜏))‖ 𝑑𝜏 =

Consideriamo 𝜙′(𝜏) < 0,a allora:

= ∫
𝛽

𝛼
|𝜙′(𝜏)| ⋅ ‖𝑟′(𝜙(𝜏))‖ 𝑑𝜏 = −∫

𝛽

𝛼
𝜙′(𝜏) ⋅ ‖𝑟′(𝜙(𝜏))‖ 𝑑𝜏 =

Sia il cambio di variabile 𝑡 = 𝜙(𝜏). Allora 𝑑𝑡 = 𝜙′(𝜏) 𝑑𝜏 e quindi

= − ∫
𝜙(𝛽)=𝑎

𝜙(𝛼)=𝑏
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎
‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 = ℓ(𝛾, 𝑟) .

aIl caso è analogo per 𝜙′(𝜏) > 0.
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Definizione 3.5.1. (Curva regolare a tratti).

Una curva 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑚 di dice regolare a tratti se esiste una partizione dell’inter-

vallo [𝑎, 𝑏] tale che la restrizione di 𝑟 a [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] è regolare per ogni indice 𝑗 della partizione.

Osservazione. È immediato verificare che il Teorema 3.1 si può applicare anche se la

curva data è soltanto regolare a tratti.

Le poligonali e le unioni finite di curve regolari sono esempi di curve regolari a tratti.

Osservazione. Per definizione di curve equivalenti, esse hanno lo stesso sostegno;

tuttavia, non vale il viceversa. Per esempio, le due curve

𝑟1 ∶ [0, 2𝜋] ⟶ℝ, 𝑡 ↦ �
sin 𝑡
cos 𝑡�

𝑟2 ∶ [0, 2𝜋] ⟶ℝ, 𝑡 ↦ �
sin2𝑡
cos2𝑡�

hanno lo stesso sostegno 𝑆1, ma non sono equivalenti in quanto la seconda curva non
è semplice. Tuttavia, due curve con lo stesso sostegno che siano semplici e regolari a tratti sono

equivalenti. Si può quindi parlare di lunghezza di un sostegno.

3.6 ascissa curvilinea

Sia (𝛾, 𝑟) una curva regolare con parametrizzazione 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑚. Sia 𝐿 = ℓ(𝛾, 𝑟) la sua
lunghezza. Definiamo la funzione:

𝑠 ∶ [𝑎, 𝑏]⟶ [0, 𝐿], 𝑡 ⟼ ∫
𝑡

𝑎
‖𝑟′(𝜏)‖𝑑𝜏 .

Dato che 𝑠 è biettiva e 𝑠′(𝑡) = ‖𝑟′(𝑡)‖ ≠ 0, 𝑠 è un cambiamento di variabile invertibile.
Denotiamo 𝜙 la sua inversa:

𝜙 ∶ [0, 𝐿] ⟶ [𝑎, 𝑏] .

Il cambiamento di parametro 𝜙 è detto ascissa curvilinea, lunghezza d’arco o arcolun-
ghezza.

Osservazione. Una parametrizzazione che ha per parametro l’ascissa curvilinea per-

corre tutta la curva a velocità costante. Infatti, consideriamo il vettore derivata, che per la

regola della catena si esprime come

𝜉′(𝑠) = 𝜙′(𝑠) 𝑟′(𝜙(𝑠)) .

Poiché vale

𝜙′(𝑠) =
1

‖𝑟′(𝜙(𝑠))‖ ,

la norma del vettore derivata è

‖𝜉′(𝑠)‖ =
𝑟′(𝜙(𝑠))
‖𝑟′(𝜙(𝑠))‖ = 1 .
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Intuitivamente... Parametrizzare con l’ascissa curvilinea significa parametrizzare

lo spostamento del puntomobile rispetto allo spazio percorso: ha senso che la derivata

dello spazio rispetto allo spazio risulti 1.

Esempio. Abbiamo già benvisto che una parametrizzazione della circonferenza è 𝑟(𝑡) =
(𝑟 cos 𝑡, 𝑟 sin 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]. La lunghezza è

ℓ(𝛾, 𝑟) = ∫
2𝜋

0
𝑟 𝑑𝑡 = 2𝜋𝑟 .

Possiamo allora definire la funzione:

𝑠(𝑡) ∶ [0, 2𝜋] ⟶ [0,2𝜋𝑟]

𝑡⟼ ∫
𝑡

0
𝑟 𝑑𝑡 = 𝑟𝑡.

Da 𝑠(𝑡) = 𝑟𝑡 otteniamo l’inversa 𝑡 = 𝑠
𝑟 , 𝑠 ∈ [0,2𝜋𝑟]. Possiamo riparametrizzare la

circonferenza come

𝑟(𝑠) = �𝑟 cos �
𝑠
𝑟� , 𝑟 sin �

𝑠
𝑟�� , 𝑡 ∈ [0, 2𝜋𝑟] ,

ma ℓ(𝛾, 𝑟) rimarrà
ℓ(𝛾, 𝑟) = ∫

2𝜋𝑟

0
1 𝑑𝑠 = 2𝜋𝑟 .

Notazione. Generalmente 𝑑𝑠, dove non specificato, indica una parametrizzazione con
la lunghezza d’arco. Adottiamo anche noi questa convenzione nel seguito.

3.8 integrale curvilineo di prima specie

Definizione 3.8.1. (integrale curvilineodi prima specie).

Sia (𝛾, 𝑟) una curva regolare a tratti e sia 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑚. Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑚 ℝ con-

tinua tale che 𝛾 ⊆ 𝐴. Si definisce integrale curvilineo di prima specie di 𝑓 lungo 𝛾 la
quantità scalare

∫
𝛾
𝑓 𝑑𝑠 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑟(𝑡))‖𝑟′(𝑡)‖ 𝑑𝑡 .

Osservazione. L’integrale curvilineo si indica solamente rispetto al sostegno, in quanto

è invariante rispetto alla parametrizzazione.

Se 𝛾 è una curva piana e sia𝑓 ∶ 𝛾 ℝ, 𝑓 > 0. Allora l’integrale curvilineo rappresenta
l’area della superficie delimitata da 𝛾 e dall’insieme 𝑓(𝛾).

Osservazione. Se 𝑓 ≡ 𝑖𝑑, ∀𝑥 ∈ 𝛾, allora ∫𝛾 𝑓 𝑑𝑠 = ℓ(𝛾, 𝑟) .

Proprietà 3.8.1. (dell’integrale curvilineodi prima specie).

Siano 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐴⟶ ℝ due funzioni continue. Allora valgono le seguenti proprietà:
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1. ∫𝛾(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔) 𝑑𝑠 = 𝛼 ∫𝛾 𝑓 𝑑𝑠 + 𝛽 ∫𝛾 𝑔 𝑑𝑠;
2. Se per ogni 𝑥 ∈ ℝ𝑚 vale 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥), allora∫𝛾 𝑓 𝑑𝑠 ≤ ∫𝛾 𝑔 𝑑𝑠;
3. |∫𝛾 𝑓 𝑑𝑠| ≤ ∫𝛾 |𝑓| 𝑑𝑠;

Le prime due garantiscono che l’integrale curvilineo è un operatore lineare, mentre l’ultima

è analoga alla disuguaglianza per gli integrali definiti.

Osservazione. Se 𝛾 è parametrizzata con la lunghezza d’arco, allora

∫
𝛾
𝑓 𝑑𝑠 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝜉(𝑠)) ‖𝜉′(𝑠)‖�������

=1

𝑑𝑠 = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝜉(𝑠)) 𝑑𝑠 .

3.8.1 Interpretazione fisica dell’integrale curvilineo

Da un punto di vista fisico, l’integrale curvilineo può essere considerato come la distribuzione

di unamassa lungo un oggetto filiforme. Infatti, possiamo rappresentare il filo con una curva

a valori inℝ3 ed esprimere la sua densità con una funzione

𝜇 = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑧) .

Lamassa si definisce inmodo analogo a quanto visto nel corso di Fisica 1:

Definizione 3.8.2. (Massa di un filo).

Lamassa di un oggetto filiforme 𝛾 ⊆ ℝ3 è pari a

∫
𝛾

𝜇 𝑑𝑠 .

Osservazione (Coordinate del baricentro).

Le coordinate del baricentro del filo sono le seguenti:

𝑥𝑏 =
1

∫𝛾 𝜇 𝑑𝑠
∫

𝛾
𝑥𝜇 𝑑𝑠 ;

𝑦𝑏 =
1

∫𝛾 𝜇 𝑑𝑠
∫

𝛾
𝑦𝜇 𝑑𝑠 ;

𝑧𝑏 =
1

∫𝛾 𝜇 𝑑𝑠
∫

𝛾
𝑧𝜇 𝑑𝑠 .





capitolo 4
Campi vettoriali e 1-forme

‘‘Ricordati – non puoi teletrasportarti attraverso un campo di forze. Pertanto, non ci provare.”

StarTrek,Capitano Kirk.

L
a teoria dei campi nasce in fisica, quella delle forme in matematica: sono enti ma-

tematici che tratteremo l’uno in parallelo con l’altro per via della loro corrispondenza

biunivoca; nell’enunciare teoremi e definizioni adotteremo quindi spesso il punto di vista

più intuitivo o opportuno. Il lettore sia comunque ben consapevole che sono oggetti di natura

diversa e la teoria delle forme differenziali è in realtà più vasta di quella dei campi vettoriali.

4.1 campi e 1-forme: definizioni

Ricordiamo... (Campovettoriale).

Sia A un aperto diℝ𝑛. Una funzione 𝐹 ∶ 𝐴 ℝ𝑛 continua su𝐴 si dice campo vetto-

riale.

Definizione 4.1.1. (1-forma).

Si dice forma differenziale lineare o 1-forma una funzione𝜔 ∶ 𝐴 (ℝ𝑛)∗, dove
𝐴 ⊆ ℝ𝑛 è aperto e (ℝ𝑛)∗ è lo spazio duale diℝ𝑛, ovvero l’insieme delle applicazioni lineari
daℝ𝑛 inℝ:

𝜔 ∶ 𝐴 (ℝ𝑛)∗

x 𝜔(x) ∶ ℝ𝑛 ℝ

Una forma è dunque una funzione che associa a ogni punto del dominio un’applicazione

lineare.

Osservazione. 𝜔(x) si può scrivere come combinazione lineare di elementi della base
duale della base canonica diℝ𝑛. Dette (𝑑𝑥1, … , 𝑑𝑥𝑛) la base duale della canonica diℝ𝑛 e
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(e1, … , e𝑛) la base canonica diℝ𝑛, si ha:

𝑑𝑥𝑗(e𝑖) = 𝛿𝑖𝑗 ∀𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛 𝜔(x) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜔𝑖(x) 𝑑𝑥𝑖

dove𝜔𝑖 ∶ 𝐴 ℝ e 𝛿 è ilDelta di Kronecker

𝛿𝑖𝑗

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 se 𝑖 = 𝑗
0 se 𝑖 ≠ 𝑗

Si dice che𝜔 è una forma lineare:

n continua se i coefficienti𝜔𝑖 sono continui su A ∀𝑖;
n 𝒞𝑘 su𝐴 se𝜔𝑖 sono 𝒞

𝑘 su𝐴, ∀𝑖.
La definizione non lo richiede, ma in questo corso lavoreremo soltanto con insiemi aperti e

connessi.

Osservazione. Data 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐴), l’applicazione

𝑑𝑓 ∶ 𝐴 (ℝ𝑛)∗

x 𝑑x𝑓

è una forma differenziale continua su𝐴.

Osservazione. L’applicazione 𝑑𝑥𝑗 è il differenziale della proiezione𝜋𝑗 ∶ ℝ𝑛 ℝ:

∇𝜋𝑗 = e𝑗 𝑑𝜋𝑗(e𝑖) = �e𝑗, e𝑖� = 𝛿𝑖𝑗 = 𝑑𝑥𝑗(e𝑖) .

4.1.1 Corrispondenza tra campi vettoriali e forme differenziali

Data una forma differenziale

𝜔(x) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜔𝑖(x)𝑑𝑥𝑖

a essa è associato il campo vettoriale

𝐹(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜔1(x)
⋮

𝜔𝑛(x)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Viceversa, fissato un campo

𝐹 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑛

x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐹1(x)
⋮

𝐹𝑛(x)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

a esso è associata la forma differenziale

𝜔(x) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝐹𝑖(x) 𝑑𝑥𝑖.
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4.2 integrale curvilineo di seconda specie

Definizione 4.2.1. (Integrale curvilineodi seconda specie).

Sia𝐴 un aperto diℝ𝑛, (𝛾, 𝑟) una curva regolare a tratti con sostegno in𝐴 e parametrizza-
zione 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑛 e 𝐹 ∶ 𝐴 ℝ𝑛 un campo vettoriale. Si definisce l’integrale

curvilineo di seconda specie di 𝐹 lungo (𝛾, 𝑟) la quantità scalare

∫
𝛾
𝐹 𝑑𝑠 = ∫

𝑏

𝑎
⟨𝐹(𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)⟩ 𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎

𝑛

∑
𝑗=1

𝐹𝑗(𝑟(𝑡))𝑟′𝑗 (𝑡) . (4.1)

Equivalentemente, sia𝜔(x) = ∑𝑛
𝑗=1 𝐹𝑗(x) 𝑑𝑥𝑗 la forma differenziale associata a 𝐹 continua

su𝐴. Si definisce l’integrale curvilineo di seconda specie di𝜔 lungo (𝛾, 𝑟) la quantità
scalare

∫
𝛾

𝜔 = ∫
𝛾
𝐹 𝑑𝑠 . (4.2)

Proprietà 4.2.1. (degli integrali curvilinei di seconda specie).

1. Sia (𝛾, 𝑟) una curva, 𝛾 ⊂ 𝐴. Allora vale:

∫
𝛾
(𝛼𝜔1 + 𝛽𝜔2) = 𝛼 ∫

𝛾
𝜔1 + 𝛽 ∫

𝛾
𝜔2, ∀𝜔1,𝜔2 ∈ (ℝ𝑛)∗ , ∀𝛼, 𝛽 ∈ ℝ .

L’insieme delle forme differenziali su𝐴 è quindi uno spazio vettoriale.

2. Sia𝜔 una forma differenziale e siano (𝛾, ̃𝑟 ) e (𝛾, 𝑟) due curve equivalenti. Allora vale:

∫
(𝛾, ̃𝑟 )

𝜔 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∫(𝛾,𝑟) 𝜔 se le due curve hanno lo stesso verso;
−∫(𝛾,𝑟) 𝜔 se le due curve hanno verso opposto.

4.2.1 Interpretazione fisica: il lavoro

L’integrale ∫𝛾 𝐹 𝑑𝑠 non è del tutto nuovo, poiché è già stato introdotto informalmente nel
corso di Fisica 1: infatti, rappresenta il lavoro compiuto dal campo di forze 𝐹 permuovere un
puntomateriale dall’estremo iniziale a quello finale della curva (𝛾, 𝑟).

Esempio (Campogravitazionale).

Consideriamo il campo gravitazionale generato da unamassa𝑚 posta nell’origine diℝ3.
Il campo agisce su un punto di massa unitaria posto in 𝑃 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑟(𝑡) con una forza

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝐺𝑚
(𝑥, 𝑦, 𝑧)

‖(𝑥, 𝑦, 𝑧)‖3
; 𝑟(𝑡) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)
𝑧(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Il lavoro di 𝐹 lungo (𝛾, 𝑟) di estremi 𝑟(𝑎), 𝑟(𝑏) è

𝑟𝐶𝑙𝐿 = −𝐺𝑚∫
𝑏

𝑎

�(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)), (𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡), 𝑧′(𝑡))�
‖𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)‖3

𝑑𝑡

= −𝐺𝑚∫
𝑏

𝑎

𝑥(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡) + 𝑧(𝑡)𝑧′(𝑡)

(𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡) + 𝑧2(𝑡))
3
2

𝑑𝑡 .
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Osservando che il numeratore è la derivata del denominatore, concludiamo che

𝑟𝐶𝑙𝐿 = 𝐺𝑚(𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡) + 𝑧2(𝑡))−
1
2 |𝑏𝑎

= 𝐺𝑚�
1

‖𝑟(𝑏)‖ −
1

‖𝑟(𝑎)‖� .

4.3 campi conservativi e forme esatte

Definizione 4.3.1. (Campo conservativo).

Sia𝐴 ⊆ ℝ𝑛 aperto e sia 𝐹 ∶ 𝐴 ℝ𝑛 un campo vettoriale con 𝐹 ∈ 𝒞1(𝐴). Il campo 𝐹 si
dice conservativo su𝐴 se esiste una funzione𝑈 ∶ 𝐴 ℝdi classe 𝒞2 tale che:

∇𝑈(x) = 𝐹(x) ∀x ∈ 𝐴 . (4.3)

Se esiste, la funzione 𝑈(x) è detta potenziale.

Analogamente, nel linguaggio delle forme:

Definizione 4.3.2. (Forma esatta).

Sia 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 aperto e sia𝜔 ∶ 𝐴 (ℝ𝑛)∗ una forma differenziale con 𝜔 ∈ 𝒞1(𝐴). La

forma 𝜔 si dice esatta su 𝐴 se esiste una funzione 𝑈 ∶ 𝐴 ℝ di classe 𝒞2 tale che
dU = 𝜔.

Per la dualità fra campi vettoriali e forme, un campo vettoriale è conservativo se e solo se è

la forma differenziale associata è esatta.

Osservazione. Se 𝑈 è un potenziale di un campo vettoriale, lo è anche 𝑈 + 𝑐. Viceversa,
se 𝑈1 e 𝑈2 sono potenziali di un campo vettoriale, differiscono per una costante.

Dimostrazione. Se 𝑈 è un potenziale, vale (4.3), dunque

∇(𝑈(𝑥) + 𝑐) = 𝐹(𝑥) + (𝑐)′ = 𝐹(𝑥) .

Se 𝑈1 e 𝑈2 sono potenziali di un campo vettoriale, allora

∇(𝑈1 − 𝑈2) = ∇𝑈1 − ∇𝑈2 = 𝐹 − 𝐹 = 0

Essendo tale gradiente nullo in un dominio aperto e connesso, 𝑈1 − 𝑈2 è una costante.

Attenzione! La dimostrazione del punto 2. è analoga a quella per gli integrali curvili-

nei di prima specie, ma il segno degli integrali di prima specie non dipende dal verso di

percorrenza, mentre il segno di quelli di seconda specie sì!

4.3.1 Integrale di un campo vettoriale conservativo

Proposizione 4.3.1. (Integrale di un campovettoriale conservativo).

Sia 𝐹 ∶ 𝐴 ℝ𝑛 un campo conservativo e sia 𝑈 un suo potenziale su𝐴. Allora, data una curva
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(𝛾, 𝑟), 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] 𝐴 regolare a tratti, vale

∫
𝛾
𝐹 𝑑𝑠 = 𝑈(𝑟(𝑏)) − 𝑈(𝑟(𝑎)) .

Dimostrazione. Basta dimostrare il teorema per una curva regolare per poi estender-

lo ad una regolare a tratti. Si ha, utilizzando il teorema fondamentale del calcolo integrale

e la regola della catena,

𝑈(𝑟(𝑏)) − 𝑈(𝑟(𝑎)) = ∫
𝑏

𝑎

𝑑
𝑑𝑡(𝑈 ∘ 𝑟)(𝑡) 𝑑𝑡

= ∫
𝑏

𝑎
⟨∇𝑈(𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)⟩ 𝑑𝑡

= ∫
𝑏

𝑎
⟨𝐹(𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)⟩ 𝑑𝑡

= ∫
𝛾
𝐹 𝑑𝑠 .

Osservazione. L’integrale curvilineo di seconda specie di un campo conservativo

dipende dunque solamente da dove inizia e da dove finisce la curva lungo cui si vuole

integrare.

Teorema 4.3.1. (Caratterizzazionedelle forme esatte).

Sia𝐴 aperto e connesso e sia𝜔 ∶ 𝐴 (ℝ𝑛)∗ una forma differenziale continua. Sono equivalenti
le seguenti condizioni:

1. per ogni coppia di curve 𝛾1, 𝛾2 regolari a tratti con sostegno in𝐴 che hanno gli stessi estremi, si

ha:

∫
𝛾1

𝜔 = ∫
𝛾2

𝜔 ;

2. Per ogni curva 𝛾 chiusa e regolare a tratti

∫
𝛾

𝜔 = 0 ;

3. 𝜔 è esatta.

Dimostrazione.

2) ⟹ 1) Siano due curve 𝛾1 e 𝛾2 regolari a tratti con estremi in comune e sia 𝛾 = 𝛾1∪−𝛾2.
Allora 𝛾 è chiusa, dunque

∫
𝛾

𝜔 = 0 ⇒ ∫
𝛾1∪−𝛾2

𝜔 = ∫
𝛾1

𝜔 − ∫
𝛾2

𝜔 = 0 ⇒ ∫
𝛾1

𝜔 = ∫
𝛾2

𝜔 .

3) ⟹ 2)𝜔 è esatta, quindi dato un potenziale 𝑈 di𝜔 su𝐴 si ha che

∫
𝛾

𝜔 = 𝑈(𝑟(𝑏)) − 𝑈(𝑟(𝑎)) .

Essendo 𝛾 chiusa e regolare per ipotesi vale 𝑟(𝑏) = 𝑟(𝑎) che implica 𝑈(𝑟(𝑏)) = 𝑈(𝑟(𝑎)).
1) ⟹ 3)Dobbiamomostrare che 𝜔 ammette un potenziale su 𝐴. Fissiamo un punto
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𝑥0 ∈ 𝐴 e definiamo per ogni 𝑥 ∈ 𝐴
𝑈(x) = ∫

𝛾𝑥0,𝑥
𝜔

dove 𝛾𝑥0,𝑥 è una curva scelta arbitrariamente che hax0 comepunto iniziale ex comepunto
finale. Ciò è legittimo poiché per ipotesi 𝑈 non dipende dalla curva scelta ma solo da x e
x0. Se dimostriamo che 𝑈 è un potenziale di𝜔 su𝐴, esso sarà quello che si annulla in x0.
Dobbiamo far vedere che ∀𝑖 = 1, … , 𝑛

∃
𝜕𝑈
𝜕𝑥𝑖

= 𝐹𝑖(x)

su 𝐴, così da avere ∇𝑈(x) = 𝐹(x). Studiamo il rapporto incrementale di 𝑈(x), indicando
con Γℎ il segmento corrispondente all’incremento ℎ di x nella direzione e𝑖, con parame-
trizzazione 𝑟ℎ(𝑡) = x + 𝑡e𝑖, 𝑡 ∈ [0, ℎ]:

𝑈(x + ℎe𝑖) − 𝑈(x)
ℎ =

1
ℎ �∫𝛾𝑥0,𝑥∪Γℎ

𝜔 − ∫
𝛾𝑥0,𝑥

𝜔� =
1
ℎ �∫𝛾𝑥0,𝑥

𝜔 + ∫
Γℎ
𝜔 − ∫

𝛾𝑥0,𝑥
𝜔� =

1
ℎ ∫

Γℎ
𝜔 =

Osserviamo che 𝑟′ℎ(𝑡) = e𝑖 ∀𝑖 = 1, … , 𝑛 e che

=
1
ℎ ∫

Γℎ
𝜔 =

1
ℎ ∫

Γℎ
⟨𝐹(𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)⟩ 𝑑𝑡 =

1
ℎ ∫

ℎ

0

𝑔𝑖(𝑡)

�����������𝐹𝑖(x + 𝑡e𝑖) 𝑑𝑡 = .

Per il Teorema della media integrale esiste 𝜉 ∈ [0, ℎ] tale che

=
1
ℎ ∫

ℎ

0
𝐹𝑖(x + 𝑡e𝑖) 𝑑𝑡 = 𝑔𝑖(𝜉) = 𝐹𝑖(x + 𝜉e𝑖) .

Passando al limite per ℎ → 0 l’ampiezza dell’intervallo [0, ℎ] tende a 0 e pertanto anche 𝜉
tende a 0 essendo 𝜉 ∈ [0, ℎ]. Quindi

lim
ℎ→0

𝑈(x + ℎe𝑖) − 𝑈(x)
ℎ =

𝜕𝑈
𝜕𝑥𝑖

(x) = 𝐹𝑖(x) .

Tips & Tricks! (di Bisi). Alla luce di quest’ultimo teorema, se sappiamo di avere una

forma esatta, possiamo ricavare il suo potenziale utilizzando l’integrale curvilineo di

seconda specie lungo una qualunque curva da un punto arbitrario x0 al punto generico
x. Che curva scegliere, però? Per non complicarsi la vita, ci basta calcolarlo lungo una

curva semplice che connetta i due punti, come un segmento o una poligonale: questo è il

procedimento alla base del metodo delle poligonali, che vedremo a pag. 44.

4.4 campi irrotazionali e forme chiuse

Il teorema appena dimostrato è uno strumento valido per stabilire che una forma diffe-

renziale non è esatta: basta mostrare che l’integrale curvilineo lungo una qualsiasi curva

chiusa e regolare a tratti è diverso da 0. Purtroppo non è altrettanto efficace per dimostrare
l’esattezza di una forma, poiché si dovrebbe provare che l’integrale lungo ogni curva chiusa è

nullo. Tuttavia, esiste una classe di forme più ampia che, sotto certe condizioni specifiche,

risulta coincidere con quella delle forme esatte.
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Definizione 4.4.1. (Forma chiusa).

Sia 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 aperto e sia 𝜔 ∶ 𝐴 (𝑅𝑛)∗ una forma differenziale con 𝜔 ∈ 𝒞1 (𝐴). La
forma𝜔 si dice chiusa su𝐴 se ∀𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛 le componenti𝜔𝑖 soddisfano

𝜕𝜔𝑖
𝜕𝑥𝑗

(x) =
𝜕𝜔𝑗

𝜕𝑥𝑖
(x) ∀x ∈ 𝐴 .

La nozione di forma chiusa ha un vantaggio enorme rispetto a quella di forma esatta: per

vedere se una è tale, ci basta derivare delle funzioni - e non verificare che ogni integrale su

curve chiuse si annulli!

Ovviamente, come per le forme esatte, esiste un corrisponde campo vettoriale particola-

re.

Definizione 4.4.2. (Campo irrotazionale).

Sia𝐴 ⊆ ℝ𝑛 aperto e sia 𝐹 ∶ 𝐴 ℝ𝑛 un campo vettoriale con 𝐹 ∈ 𝒞1 (𝐴). Il campo 𝐹 si
dice irrotazionale su𝐴 se ∀𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛 le componenti 𝐹𝑖 soddisfano

𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑥𝑗

(x) =
𝜕𝐹𝑗
𝜕𝑥𝑖

(x) ∀x ∈ 𝐴 .

Digressione. Il nome è dovuto al fatto che (4.4.2) equivale a dire che il rotore di 𝐹 è
nullo.

Per la dualità fra campi vettoriali e forme, un campo vettoriale è irrotazionale se e solo

se è la forma differenziale associata è chiusa. La proprietà che segue dà alito alle nostre

speranze:

Proposizione 4.4.1. (Le forme esatte sono chiuse).

Sia𝜔 ∶ 𝐴 (ℝ𝑛)∗ una forma differenziale di classe𝒞1 su𝐴. Se𝜔 è esatta su𝐴, allora𝜔 è chiusa

su𝐴.

Dimostrazione. Sia𝜔 esatta e sia 𝑈 un potenziale di𝜔 su A: dalla definizione (4.3) di

potenziale 𝑈 sarà di classe𝒞2(𝐴) e 𝜕𝑈
𝜕𝑥𝑖

= 𝐹𝑖(x) ∀𝑥 ∈ 𝐴, ∀ 𝑖 = 1, … , 𝑛. Deriviamo ora rispetto
a 𝑥𝑗:

𝜕
𝜕𝑥𝑗

�
𝜕𝑈
𝜕𝑥𝑖

(x)� =
𝜕
𝜕𝑥𝑗

(𝐹𝑖(x)) .

Essendo 𝑈 ∈ 𝒞2(𝐴) si ha, per il Teorema di Schwartz:

𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑥𝑗

(x) =
𝜕
𝜕𝑥𝑗

�
𝜕𝑈
𝜕𝑥𝑖

(x)� =
𝜕
𝜕𝑥𝑖

⎛
⎜⎜⎜⎝
𝜕𝑈
𝜕𝑥𝑗

(x)
⎞
⎟⎟⎟⎠ =

𝜕𝐹𝑗
𝜕𝑥𝑖

(x) .

Daquesta proposizione sappiamo che tutte le forme esatte sono anche chiuse,ma ilviceversa

vale? Ahimè, no.

Esempio (Formaargomento).

La forma

𝜔(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥 +
𝑥

𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑦, Dom (𝜔) = ℝ2 ∖ (0, 0)
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è detta forma argomento, ed è un classico controesempio della proposizione precedente.

Studiando le derivate parziali rispetto a 𝑥 e a 𝑦 vediamo che𝜔 è chiusa su Dom (𝜔). . .

𝜕
𝜕𝑦 �

−𝑦
𝑥2 + 𝑦2 � = −

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)2
=

𝑦2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2
;

𝜕
𝜕𝑥 �

𝑥
𝑥2 + 𝑦2 � =

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2
=

𝑦2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2
.

. . .ma ciò nonostante 𝜔 non è esatta: se prendiamo la circonferenza unitaria (𝛾, 𝑟), con
parametrizzazione

𝑟 ∶ [0,2𝜋] 𝐴; 𝑟(𝑡) = 𝑅 cos 𝑡𝑖 + 𝑅 sin 𝑡𝑗; 𝑟′(𝑡) = −𝑅 sin 𝑡𝑖 + 𝑅 cos 𝑡𝑗

si ha che

𝐹(𝑟(𝑡)) = �
−𝑅 sin 𝑡

(𝑅 cos 𝑡)2 + (−𝑅 sin 𝑡)2
,

𝑅 cos 𝑡
(𝑅 cos 𝑡)2 + (−𝑅 sin 𝑡)2 �

= �
−𝑅 sin 𝑡

𝑅2 ,
𝑅 cos 𝑡
𝑅2 � ;

calcolando l’integrale curvilineo lungo (𝛾, 𝑟) si ha

∫
𝛾

𝜔 = ∫
2𝜋

0
⟨𝐹(𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)⟩ 𝑑𝑡 = ∫

2𝜋

0
sin2 𝑡 + cos2 𝑑𝑡 = ∫

2𝜋

0
𝑑𝑡 = 2𝜋 ≠ 0 .

Avendomostrato che l’integrale lungo una curva chiusa - come la circonferenza - è diverso

da 0, la forma non può essere esatta.

Tuttavia, non disperiamoci. Come avevamo anticipato, sotto certe condizioni le due classi di

forme coincidono. Per dimostrare una tale condizione sufficiente, introduciamo ora una

nozione topologica.

Definizione 4.4.3. (Dominio stellati).

Unaperto connesso si dice stellato rispetto a unpuntox0 se∀x ∈ 𝐴 il segmento di estremi
x0 e x è contenuto in𝐴.

Su questi particolari aperti, vale il seguente:

Teorema 4.4.1. (Lemmadi Poincaré perdomini stellati).

Sia𝜔 ∶ 𝐴 (ℝ𝑛)∗ una forma differenziale,𝜔 ∈ 𝒞1(𝐴) e sia𝐴 stellato. Allora𝜔 è chiusa su𝐴 se

e solo se𝜔 è esatta su𝐴.

Dimostrazione.

⟸ ) Sempre vero per la Proposizione 4.4.1.

⟹ ) Definiamo

𝑈(x) = ∫
Γx0,x

𝜔 ∀x ∈ 𝐴

conΓx0,x il segmentodi estremo inizialex0 efinalex. Dimostriamoche𝑈 èunpotenzialedi
𝜔 su𝐴. Per semplicità supponiamox0 = 0 eparametrizziamo [0, x] con 𝑟(𝑡) = 𝑡x, 𝑡 ∈ [0,1].
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Otteniamo quindi

𝑈(x) = ∫
1

0
⟨𝐹(𝑡x),x⟩ 𝑑𝑡 .

Per il Teorema di derivazione sotto il segno d’integrale abbiamoa

𝜕𝑈
𝜕𝑥1

(x) = ∫
1

0

𝜕
𝜕𝑥1

⟨𝐹(𝑡𝑥),x⟩ 𝑑𝑡

= ∫
1

0

𝜕
𝜕𝑥1

(𝐹1(𝑡x)𝑥1 + … + 𝐹𝑛(𝑡x)𝑥𝑛) 𝑑𝑡

= ∫
1

0

𝜕
𝜕𝑥1

[𝐹1(𝑡𝑥1, 𝑡𝑥2, … , 𝑡𝑥𝑛)𝑥1 + 𝐹2(𝑡𝑥1, 𝑡𝑥2, … , 𝑡𝑥𝑛)𝑥2 + …

+ 𝐹𝑛(𝑡𝑥1, 𝑡𝑥2, … , 𝑡𝑥𝑛)𝑥𝑛] 𝑑𝑡

= ∫
1

0
𝐹1(𝑡x) +

𝜕𝐹1
𝜕𝑥1

(𝑡x)𝑡𝑥1 +

=
𝜕𝐹1
𝜕𝑥2
�𝜕𝐹2
𝜕𝑥1

(𝑡x)(𝑡𝑥2) + … +
𝜕𝐹𝑛
𝜕𝑥1

(𝑡x)𝑡𝑥𝑛
���������������������������������������������������������������

=�∇𝐹1(𝑡x),𝑡x�

𝑑𝑡

= ∫
1

0
𝐹1(𝑡x) + ⟨∇𝐹1(𝑡x), 𝑡x⟩ 𝑑𝑡 .

Integriamo per parti, osservando che:

⟨∇𝐹1(𝑡x), 𝑡x⟩ = 𝑡
𝑑
𝑑𝑡𝑓1(𝑡𝑥) = 𝑡

𝑑
𝑑𝑡(𝐹1 ∘ 𝑟)(𝑡) = 𝑡𝑑𝑡𝑥𝐹1 ∘ 𝑑𝑡𝑟 = 𝑡 ⟨∇𝐹1(𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)⟩

= 𝑡 ⟨∇𝐹1(𝑡x),x⟩

Quindi: ripetendo il ragionamento per tutti gli 𝐹𝑖(x) si ha la tesi.
aSottolineiamo ciò che deriviamo per facilitare la lettura.

Osservazione. Lo spazioℝ2∖{(0, 0)}non è stellato - ad esempio, il segmento tra (1,1)
e (−1, −1) non è interno ad esso. Più in generale,ℝ𝑛 ∖ {𝑝}, con 𝑝 generico punto diℝ𝑛,
non è stellato in quanto è sempre possibile trovare un segmento con estremi inℝ𝑛 ∖ {𝑝}
che passa per 𝑝.

L’esattezza e la chiusura dunque coincidono se parliamo di domini stellati; tuttavia, molti

aperti non lo sono affatto, come abbiamo appena osservato! Possiamo però considerare una

nozione topologica più generale rispetto ai domini stellati, con l’idea di far valere il Lemma

di Poincaré per qualche spazio in più. Per fare ciò, parliamo di

Definizione 4.4.4. (Curveomotope).

Sia 𝐴 un aperto connesso e siano (𝛾1, 𝑟1) e (𝛾2, 𝑟2) due curve con 𝑟1, 𝑟2 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑛

tali che 𝑟1(𝑎) = 𝑟2(𝑎) = 𝑃0 e 𝑟1(𝑏) = 𝑟2(𝑏) = 𝑃1. Allora (𝛾1, 𝑟1) e (𝛾2, 𝑟2) si dicono curve
omotope se esiste una funzione𝜑 ∶ [𝑎, 𝑏] × [0,1] 𝐴 continua tale che:

1. 𝜑(𝑎, 𝜆) = 𝑃0 e𝜑(𝑏, 𝜆) = 𝑃1 ∀𝜆 ∈ [0,1];
2. 𝜑(𝑡,0) = 𝑟1(𝑡) e𝜑(𝑡,1) = 𝑟2(𝑡).

La Definizione 4.4.4 garantisce che esiste una deformazione continua di 𝛾1 in 𝛾2: al variare di 𝜆
otteniamo delle curve che rimangono in𝐴 e variano con continuità da 𝛾1 a 𝛾2. Se 𝛾1 e 𝛾2 sono
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chiuse, la condizione 1. equivale a𝜑(𝑎, 𝜆) = 𝜑(𝑏, 𝜆) ∀𝜆 ∈ [0,1].

Definizione 4.4.5. (Spazio semplicemente connesso).

Uno spazio topologico si dice semplicemente connesso se due qualsiasi curve con gli

stessi estremi iniziale e finale sono omotope tra loro o, equivalentemente, se ogni curva

chiusa è omotopa a un punto.

Osservazione. ℝ2 ∖ {(0, 0)} non è semplicemente connesso perché una qualsiasi cir-
conferenza di centro l’origine non può essere deformata con continuità in un punto:

durante il processo di deformazione la curva attraverserà sempre l’origine per un certo

𝜆0 compreso tra 0 e 1. Fortunatamente,ℝ3 ∖ {(0,0,0)} invece è semplicemente connesso:
durante il processo di deformazione la curva può passare “aggirare” l’origine, evitando il

punto di discontinuità e restando sempre all’interno dell’insieme. Per lo stessomotivo,

ℝ𝑛 privato di un qualsiasi punto è semplicemente connesso per 𝑛 ≥ 0.

Attenzione! Bisogna sempre prestare attenzione allo spazio di cui stiamo parlan-

do: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 in ℝ3 è l’equazione di un cilindro infinito, non di una circonferenza, e
ℝ3 ∖ {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 = 1} - o anche ℝ3 privato soltanto di una retta - non è
semplicemente connesso.

Vale il seguente:

Teorema 4.4.2. (Lemmadi Poincaré per aperti semplicemente connessi).

Sia𝐴 un aperto semplicemente connesso e sia𝜔 una forma differenziale chiusa di classe𝒞1 su𝐴. Allora
𝜔 è esatta su𝐴.

Osservazione. Sia𝜔 ∶ 𝐴 (ℝ𝑛)∗, una forma chiusa e non esatta su𝐴 di classe 𝒞1:

da queste ipotesi si può dedurre immediatamente che𝐴 non è semplicemente connesso,

altrimenti si potrebbe applicare il Teorema 4.4.2. Supponiamo allora che 𝐵 ⊂ 𝐴, 𝐵 aperto
semplicemente connesso: per lo stesso teorema 4.4.2 𝜔 è esatta su 𝐵, quindi esiste un
potenziale𝑈 ∶ 𝐵 ℝdi𝜔 su B. Per questomotivo le forme chiuse sono anche dette

localmente esatte, perché per ogni punto del dominio della forma chiusa esiste sempre

un intorno sufficientemente piccolo su cui la forma ammette potenziale.

4.4.1 Primitive della forma argomento su sottoinsiemi del dominio

Sia data la forma argomento

𝜔0(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥 +
𝑥

𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑦

definita su ℝ2 ∖ {(0,0)}. Come visto, tale forma è chiusa ma non esatta nel suo dominio.
Tuttavia, possiamo determinarne una primitiva su opportuni sottoinsiemi del dominio. Ad

esempio, cominciamo col considerare il semipiano 𝑥 > 0 che è semplicemente connesso
e mostriamo che su di esso la forma argomento è anche esatta. Possiamo calcolarne una

primitiva 𝑈0(𝑥, 𝑦) risolvendo il sistema
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝜕𝑥𝑈0(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2+𝑦2 ;

𝜕𝑦𝑈0(𝑥, 𝑦) =
𝑥

𝑥2+𝑦2 .
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È facile verificare che una soluzione1 del sistema è la funzione

𝑈0(𝑥, 𝑦) = arctan �
𝑦
𝑥� .

Consideriamo ora il semipiano 𝑦 > 0. Ragionando come per il caso precedente, si ottiene
che la generica primitiva su tale semipiano è

𝑈1(𝑥, 𝑦) = 𝑐 − arctan �
𝑥
𝑦� , 𝑐 ∈ ℝ.

Osserviamo che le due primitive trovate coincidono nell’intersezione dei due semipiani,

ovvero il primo quadrante, se e solo se 𝑐 = 𝜋
2 . Infatti, si verifica facilmente che la funzione

𝑓(𝑡) = arctan 𝑡 + arctan �1
𝑡 � è costante a tratti in quanto ha derivata nulla in tutto il dominio

e precisamente vale:

arctan 𝑡 + arctan �
1
𝑡 � =

⎧⎪⎨
⎪⎩

𝜋
2 se 𝑡 > 0;
− 𝜋

2 se 𝑡 < 0.

Pertanto, per 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 si ha che 𝑈0(𝑥, 𝑦) = 𝑈1(𝑥, 𝑦) se e solo se 𝑐 =
𝜋
2 . In modo analogo,

nel semipiano 𝑥 < 0, la funzione 𝑈2(𝑥, 𝑦) = arctan �
𝑦
𝑥� + 𝑐′ è ancora una primitiva di𝜔0 per

ogni 𝑐′ ∈ ℝ. Ragionando come prima, 𝑈2 coincide con 𝑈1 nel secondo quadrante se e solo se
𝑐′ = 𝜋. Pertanto abbiamo costruito una primitiva di𝜔0 sull’insieme𝐴 = ℝ2∖{(0, 𝑦) ∶ 𝑦 ≤ 0}.
Essa è data dalla funzione

𝑈(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

arctan � 𝑦𝑥� 𝑥 > 0, 𝑦 > 0;
𝜋
2 − arctan �

𝑥
𝑦� 𝑥 ≤ 0, 𝑦 > 0;

arctan � 𝑦𝑥� + 𝜋 𝑥 < 0, 𝑦 ≤ 0.

Osserviamo tuttavia che la funzione 𝑈(𝑥, 𝑦) non si può estendere per continuità al semiasse
negativo delle 𝑦 in quanto per 𝑦 < 0 fissato vale

3𝜋
2 = lim

𝑥→0−
arctan �

𝑦
𝑥� + 𝜋 ≠ lim

𝑥→0+
arctan �

𝑦
𝑥� = −

𝜋
2 .

Osservazione. Con questo processo si può trovare un potenziale suℝ2 privato di una
qualsiasi semiretta (anche diversa da uno degli assi cartesiani)

4.4.2 Campi centrali

Definizione 4.4.6. (Campo centrale).

Si dice campo centrale un campo vettoriale del tipo:

𝐹(x) = 𝜑(||x||)
x

||x|| , x ≠ 0ℝ𝑛, 𝑛 ≥ 2

Proposizione (I campi centrali sono conservativi suℝ𝑛 ∖ {0}).

1Le altre soluzioni si ottengono aggiungendo a 𝑈0(𝑥, 𝑦) una costante reale.
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Dimostrazione. Dato un generico campo centrale 𝐹, mostriamo l’esistenza di un
potenziale𝑈 ∶ ℝ𝑛 ∖ {0} ℝ. Per essere tale, deve soddisfare

𝜕𝑈
𝜕𝑥𝑖

(x) = 𝐹𝑖(x) = 𝜑(||x||)
𝑥𝑖
||x||∀ 𝑖 .

Osserviamo che seΦ(x) è una primitiva di𝜑(x) su (0, +∞) allora si ha, usando la regola
della catena,

𝜕𝑈
𝜕𝑥𝑖

(x) = Φ ′(||x||)
𝑥𝑖
||x|| =

𝜕
𝜕𝑥𝑖

(Φ||x||), ∀ 𝑖 ⟹ 𝑈(𝑋) = Φ(||x||) + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ .

Esempio. Il campo gravitazionale è un campo centrale. Si osserva che

𝐹(x) = −𝐺𝑚
𝑥

||x||3
=

𝜑(||x||)
�−𝐺𝑚
||x||2

x

||x||

dove

𝜑 ∶ (0, +∞) ℝ
𝑟 −𝐺𝑚

𝑟2
.

Il potenziale del campo gravitazionale risulta dunque

𝑈(x) = ∫ 𝜑(||x||)
x

||x|| = +
𝐺𝑚
𝑟 .

4.5 teorema dell’energia cinetica

Teorema 4.5.1. (Energia cinetica).

Sia 𝐹(x) un campo di forze dipendente dalla posizione che agisce su un punto materiale di massa𝑚 e la

fa scorrere da un estremo all’altro di una curva (𝛾, 𝑟) ∈ 𝒞2 e 𝑟 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ𝑛. Allora

𝐿 =
1
2𝑚�𝑟

′(𝑏)2 − 𝑟′(𝑎)2� .

Dimostrazione. Ricordiamo che il lavoro per definizione è

𝐿 = ∫
𝑏

𝑎
⟨𝐹 (𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)⟩ 𝑑𝑡 .

Essendo lamassa𝑚 una quantità scalare, allora

∫
𝑏

𝑎
⟨𝐹(𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)⟩ 𝑑𝑡 = 𝑚∫

𝑏

𝑎
⟨𝑟″(𝑡), 𝑟′(𝑡)⟩ .

Osservando che ||𝑟′(𝑡)||2 = ⟨𝑟′(𝑡), 𝑟′(𝑡)⟩, deriviamo:

𝑑
𝑑𝑡(||𝑟

′(𝑡)||2) =
𝑑
𝑑𝑡(𝑟

′
1(𝑡)2 + … + 𝑟′𝑛(𝑡)2) = 2 𝑟′1(𝑡)𝑟″1(𝑡) + … 2 𝑟′𝑛(𝑡)𝑟″𝑛(𝑡) = 2 ⟨𝑟″(𝑡), 𝑟′(𝑡)⟩ .
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Quindi

𝐿 = 𝑚∫
𝑏

𝑎
⟨𝑟″(𝑡), 𝑟′(𝑡)⟩ =

1
2𝑚∫

𝑏

𝑎

𝑑
𝑑𝑡 (‖𝑟

′(𝑡)‖)2 𝑑𝑡 =
1
2𝑚 ‖𝑟′(𝑡)‖2�

𝑏

𝑎
=

1
2𝑚�𝑟

′(𝑏)2 − 𝑟′(𝑎)2� .

4.6 † come trovare un potenziale

Tips&Tricks! Dato cheper definizione unpotenziale𝑈di una forma esatta𝜔 è tale che
dU = 𝜔, se è noto che𝜔 è esatta si può sempre verificare se una funzione è un potenziale

di una forma calcolandone il differenziale.

4.6.1 Metodo delle integrazioni parziali

Comeconseguenza immediatadelladefinizionedi formaesatta, siha il seguente:

Teorema 4.6.1. (Metododelle integrazioni parziali).

Sia 𝜔 = 𝐹1𝑑𝑥1 + 𝐹2𝑑𝑥2 + 𝐹3𝑑𝑥3 un forma esatta su 𝐴 ⊆ ℝ3 e sia 𝐴 aperto. Una funzione

𝑈 ∶ 𝐴 ℝ è un potenziale di𝜔 se risolve il seguente sistema:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑥𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹1
𝜕𝑦𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹2
𝜕𝑧𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹3

.

Attenzione! È sempre opportuno controllare che una forma sia chiusa prima di

cercare di calcolarne un potenziale.

Esempio. Un potenziale della forma chiusa

𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑦𝑑𝑥 + 𝑥3𝑑𝑦 − 𝑧𝑑𝑧

definita su 𝑅3 si può ottenere risolvendo il sistema

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑥𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑦
𝜕𝑦𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3

𝜕𝑧𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧
.

Integrando rispetto a 𝑥 la prima equazione otteniamo

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3𝑦 + 𝛼(𝑦, 𝑧) .

Derivando questa espressione rispetto a 𝑦 e utilizzando la seconda equazione si ha

𝑥3 + 𝜕𝑦𝛼(𝑦, 𝑧) = 𝑥3 ,

quindi 𝜕𝑦𝛼(𝑦, 𝑧) = 0, ovvero 𝛼(𝑦, 𝑧) non dipende da 𝑦: possiamo porre 𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝛽(𝑧).
Derivando ora 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) rispetto a 𝑧 e utilizzando la terza equazione del sistema otteniamo

𝛽′(𝑧) = −𝑧 ⟹ 𝛽(𝑧) = −
1
2𝑧

2 + 𝑐 𝑐 ∈ ℝ
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e concludiamo che

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3𝑦 −
1
2𝑧

2 + 𝑐 𝑐 ∈ ℝ .

4.6.2 Metodo delle poligonali

Teorema 4.6.2. (Metododelle poligonali).

Sia𝜔 = 𝐹1𝑑𝑥1+𝐹2𝑑𝑥2+𝐹3𝑑𝑥3 un forma esatta su𝐴 ⊆ ℝ3,𝐴 aperto e convesso e sia (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈
𝐴. Allora un potenziale 𝑈 di𝜔 su𝐴 è

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫
𝑥

𝑥0
𝐹1(𝑡, 𝑦0, 𝑧0) 𝑑𝑡 + ∫

𝑦

𝑦0
𝐹2(𝑥, 𝑡, 𝑧0) 𝑑𝑡 + ∫

𝑧

𝑧0
𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 .

Dimostrazione. Poiché𝜔 è esatta, possiamoottenere𝑈 come l’integrale di𝜔 lungo una
qualsiasi curva di estremi (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝐴fissato e (𝑥, 𝑦, 𝑧). DalTeorema4.3.1 sappiamo che
tale integrale dipende solo dagli estremi di integrazione, quindi come preannunciato nel

Tips & Tricks di Bisi a pag. 36 calcoliamo inmodo facile il potenziale lungo una poligonale:

Γ1 ∶ 𝑟1(𝑡) = (𝑡, 𝑦0, 𝑧0) 𝑡 ∈ [𝑥0, 𝑥]
Γ2 ∶ 𝑟2(𝑡) = (𝑥, 𝑡, 𝑧0) 𝑡 ∈ [𝑦0, 𝑦]
Γ3 ∶ 𝑟3(𝑡) = (𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑡 ∈ [𝑧0, 𝑧] .

Quindi

𝑟𝐶𝑙𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫
Γ1

𝜔 + ∫
Γ2

𝜔 + ∫
Γ3

𝜔

= ∫
𝑥

𝑥0
𝐹(𝑡, 𝑦0, 𝑧0) 𝑑𝑡 + ∫

𝑦

𝑦0
𝐹(𝑥, 𝑡, 𝑧0) 𝑑𝑡 + ∫

𝑧

𝑧0
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 .

Osservazione. Il potenziale ottenuto con il metodo delle poligonali è quello che si

annulla in (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).
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capitolo 5
Successioni di funzioni

‘‘Al variare di 𝑛 cosa succede a questo anime, a questo manga?”

Alessandro Iacopetti,mangaka.

U
na prima intuizione del concetto di successione di funzioni è quello di successione

a valori reali o complessi dipendente da un parametro: ci chiediamo quando e come

tale successione converge - proprio per trattare il ‘‘come” dovremo abbandonare questa

intuizione quasi subito.. . Ci occuperemo quasi esclusivamente di successioni di funzioni

a una variabile (il ‘‘parametro”). Sottolineiamo subito l’utilità (vedi la citazione) di avere

un’intuizione cinematica di cosa succede al variare di 𝑛 ∈ ℕ.

5.1 convergenza in campo complesso

Prima di cominciare la trattazione vera e propria formalizziamo il concetto di convergenza

in campo complesso, che ci servirà, oltre che nello studio di successioni di funzioni a valori

complessi, in quello delle serie di potenze.

Definizione 5.1.1. (Limite per successioni di numeri complessi).

Sia 𝑧𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛, con 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ∈ ℝ una successione di numeri complessi. Dato 𝑙 ∈ ℂ, si dice il
limite di 𝑧𝑛 al crescere di 𝑛 è uguale a 𝓁,

lim
𝑛→+∞

𝑧𝑛 = 𝓁

se vale che

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈ ℕ ∶ 𝑛 ≥ 𝑁⇒ |𝑧𝑛 − 𝓁| < 𝜀 .

Osservazione. 𝑧𝑛 → 𝓁 se e solo seℜ𝔢(𝑧𝑛) → ℜ𝔢(𝓁) e ℑ𝔪(𝑧𝑛) → ℑ𝔪(𝓁) .

47
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5.2 successioni di funzioni

Definizione 5.2.1. (Successione di funzioni).

Una successione di funzioni è una famiglia 𝑓𝑛 ∶ 𝑆 ⊆ 𝕂⟶ 𝕂, dove𝕂 = ℝ oℂ.

In questo testo enunceremo lamaggior parte delle definizioni e teoremi per funzioni della

forma𝑓𝑛 ∶ 𝑆 ⊆ ℝ ℝ, ma quasi tutta la teoria si può estendere aℂ senza problemi.

5.2.1 Convergenza di una successione di funzioni

Il caso più elementare che si incontra di ‘‘convergenza di funzioni” è quella in cui fissiamo

un punto 𝑡 ∈ 𝑆 ⊆ 𝕂 e consideriamo, il limite 𝑓(𝑡) della successione {𝑓𝑛(𝑡)}𝑛: se punto per
punto, ossia per ogni 𝑡 ∈ 𝑆, tale limite è finito, la collezione di questi definisce una funzione
𝑓 ∶ 𝑆⟶ ℝ.

Definizione 5.2.2. (Convergenza puntuale).

Sia 𝑓𝑛 ∶ 𝑆 ⊆ ℝ ℝ una successione di funzioni. Allora si dice che {𝑓𝑛} converge

puntualmente in 𝑆 a una funzione𝑓 ∶ 𝑆 ℝ se

∀𝑡 ∈ 𝑆, ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀, 𝑡) ∶ 𝑛 ≥ 𝑁⇒ |𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| < 𝜀 .

Ben presto ci accorgiamo che la convergenza puntuale è piuttosto debole, in quanto non ga-

rantisce che le proprietà delle funzioni 𝑓𝑛 come derivabilità, continuità, limitatezza, ecc.. .
passino al limite!

Esempio. Consideriamo la successione

𝑓𝑛 ∶ 𝑆 ⊆ ℝ ℝ
𝑛 𝑡𝑛

.

Dato 𝑡 ∈ [0,1], allora:

𝑓(𝑡) = lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑡) = lim𝑛→∞ 𝑡𝑛

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 se 𝑡 = 1
0 se 𝑡 ∈ [0,1)

.

Mentre le varie funzioni 𝑓𝑛 sono polinomi - e dunque funzioni lisce 𝒞∞, il limite non è
neanche una funzione continua.

Vogliamo introdurre una nozione più forte di quella puntuale che ci permetta di portare le

proprietà della successione di funzioni al limite.

Definizione 5.2.3. (Convergenza uniforme).

Sia𝑓𝑛 ∶ 𝑆 ⊆ ℝ ℝ e sia𝑓 ∶ 𝑆 ℝ. Si dice che {𝑓𝑛} converge uniformemente a

𝑓 ∶ 𝑆 ℝ su 𝑆 se

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) ∶ 𝑛 ≥ 𝑁⟹ |𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| < 𝜀, ∀ 𝑡 ∈ 𝑆 .

Equivalentemente, 𝑓𝑛 converge uniformemente a 𝑓 se

sup
𝑡∈𝑆

|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| < 𝜀 ⟹ sup
𝑡∈𝑆

|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| → 0
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La definizione di convergenza uniforme può sembrare praticamente identica a quella della

convergenza puntuale, ma c’è una grossa differenza: nel caso della convergenza puntuale la

soglia𝑁 è dipendente, oltre che da 𝜀, anche dal punto 𝑡, mentre nella convergenza uniforme
la soglia 𝑁 è la stessa per qualunque punto 𝑡 ∈ 𝑆 e dipende solo da 𝜀. Per questo motivo, la
convergenza uniforme implica sempre la convergenza puntuale, ma non necessariamente il

viceversa: fissata la tolleranza 𝜀, la soglia𝑁 potrebbe cambiare al variare di 𝑥 ∈ 𝑆. A.

Digressione. L’uso del termine ‘‘uniforme” non è casuale.. . perché abbiamo già visto

nel corso di AnalisiMatematica 1 una nozione simile. Infatti, la continuità uniforme

differisce dalla continuità puntuale esattamente nello stessomodo in cui la convergenza

uniforme differisce dalla puntuale: nella versione ‘‘uniforme” il valore𝑁 è indipendente
dal punto specifico dell’insieme su cui è definita la funzione. Torneremo a parlare di

continuità uniforme nella sezione 6.3.1, a pag. 84.

Attenzione! È estremamente importante dire dove converge 𝑓𝑛: infatti, una stessa
successione può convergere uniformemente su 𝐴, ma allo stesso tempo non convergere
uniformemente in un altro insieme 𝐵.

Esempio. Riprendiamo la successione di funzioni 𝑓𝑛 = 𝑡𝑛. Sapendo che il limite
puntuale è

𝑓(𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

1 se 𝑡 = 1
0 se 𝑡 ∈ [0,1)

abbiamo che

|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| =
⎧⎪⎨
⎪⎩

0 se 𝑡 = 1
𝑡𝑛 se 𝑡 ∈ [0,1)

Ma sup𝑡∈[0,1) 𝑡
𝑛 = 1, dunque la successione non converge a 𝑓 uniformemente. Se con-

sideriamo invece la stessa funzione ma in un intervallo [0, 𝑇] con 𝑇 < 1 allora si ha la
convergenza uniforme, perché

sup
𝑡∈[0,𝑇]

|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| = 𝑇 𝑛 → 0.

Osservazione. Graficamente, la convergenza uniforme di 𝑓𝑛 a 𝑓 garantisce che per
ogni 𝜀 esista un indice 𝑁 tale che per ogni 𝑛 > 𝑁 la funzione 𝑓𝑛(𝑡) sia contenuta in una
“striscia” della forma (𝑓(𝑡) − 𝜀, 𝑓(𝑡) + 𝜀).

f(t)

f(t) + ε

f(t) − εfn(t)

y

t
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5.2.2 Duemetodi per mostrare la convergenza uniforme

5.2.2.1 Convergenza uniforme tramite unamaggiorazione

Come mostra il seguente esempio, si può cercare di mostrare la convergenza uniforme

partendo dal limite puntuale con unamaggiorazione dipendente solo da 𝑛 e indipendente da
𝑡.

Esempio. Sia

𝑓𝑛(𝑡) =
1
𝑛 sin(𝑛𝑡), 𝑡 ∈ ℝ .

Fissato 𝑡, per ogni 𝑡 ∈ ℝ vale

�𝑓𝑛(𝑡)� ≤
1
𝑛

poiché | sin(𝑛𝑡)| ≤ 1 ∀𝑛 ∈ ℕ. Da questa maggiorazione si ha immediatamente che

𝑓𝑛(𝑡) → 0, ovvero vale la convergenza puntuale e il limite è la funzione nulla; essendo la
maggiorazione indipendente da 𝑡, si ha anche

sup
𝑡∈ℝ

|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| ≤
1
𝑛 → 0 ,

ovvero vale la convergenza uniforme a 0.

5.2.2.2 Convergenza uniforme tramite calcolo dell’estremo superiore

Se non fosse possibile - o non fosse immediato - trovare unamaggiorazione, non rimane

che provare a determinare esplicitamente il valore del sup𝑡∈𝑆|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)|.

Esempio. Consideriamo la successione di funzioni:

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑥𝑒−𝑛𝑥
2 𝑥 ∈ ℝ . (5.1)

Poiché 𝑓𝑛(𝑥) → 0, si ha la convergenza puntuale alla funzione nulla. Per cercare l’even-
tuale convergenza uniforme, studiamo il comportamento del sup|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)|. Prima di
cominciare, osserviamo che le 𝑓𝑛(𝑥) sono funzioni dispari e 𝑓𝑛(0) = 0, per ogni 𝑛, quindi
possiamo limitarci a studiarle in [0, +∞) ed estendere poi i risultati ottenuti a tutto il
piano per simmetria. Essendo il limite puntuale la funzione nulla, le funzioni 𝑓𝑛 sono
limitate e dunque l’estremo superiore è unmassimo. Studiamo lamonotonia delle 𝑓𝑛(𝑥):

𝑓′𝑛(𝑥) = 𝑛𝑒−𝑛𝑥
2 − 2𝑛2𝑥2𝑒−𝑛𝑥2 = 𝑛𝑒−𝑛𝑥2�

>0

(1 − 2𝑛𝑥2) ;

𝑓′𝑛(𝑥) ≥ 0 ⟺ 1 − 2𝑛𝑥2 ≥ 0 ⟺ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

√2𝑛
.

Per 𝑛 fissato, il massimo di 𝑓𝑛(𝑥) si ha quindi in
1
√2𝑛

. Allora, al crescere di 𝑛,

sup
𝑥∈ℝ

|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| = sup
𝑥∈ℝ+

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛

⎛
⎜⎜⎜⎝

1

√2𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

�
𝑛
2𝑒 ⟶ +∞ se 𝑛⟶ +∞ .

Non si ha, pertanto, convergenza uniforme suℝ.
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5.2.3 Successioni di Cauchy di funzioni

Come nel caso delle successioni numeriche, esiste dei criteri di Cauchy per le convergenze

di funzioni:

Proposizione 5.2.1. (Criterio di Cauchy -convergenza puntuale).

Condizione necessaria e sufficiente affinché una successione di funzioni {𝑓𝑛} converga puntualmente
su 𝑆 ⊆ ℝ a 𝑓 è che

∀𝜀 > 0, ∀ 𝑡 ∈ 𝑆 ∃𝑁 = (𝑡, 𝜀) ∈ ℕ ∶ ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁, |𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡)| < 𝜀 .

Proposizione 5.2.2. (Criterio di Cauchy -convergenza uniforme).

Condizione necessaria e sufficiente affinché una una successione di funzioni {𝑓𝑛} converga uniforme-
mente su 𝑆 ⊆ ℝ a 𝑓 è che

∀𝜀 > 0, ∃𝑁 = (𝜀) ∈ ℕ ∶ ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁, |𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡)| < 𝜀∀𝑡 ∈ 𝑆 ,

o, equivalentemente,

sup
𝑡∈𝑆

|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡)| < 𝜀 .

Osservazione. Più in generale, entrambi i criteri valgono in unqualsiasi spaziometrico

completo.

5.2.3.1 Convergenza di una successione di funzioni in due variabili

Definizione 5.2.4. (Convergenza per successioni a due variabili).

Sia 𝑓𝑛(𝑠, 𝑡) ∶ 𝑆 × 𝑇 ℂ 𝑆, 𝑇 ⊆ ℂ. {𝑓𝑛} converge a 𝑓 uniformemente rispetto a 𝑠 e
puntualmente rispetto a 𝑡 se

∀𝜀 > 0, ∀ 𝑡 ∈ 𝑇, ∃𝑁 = (𝜀, 𝑡) tale che se 𝑛 ≥ 𝑁 vale |𝑓𝑛(𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑠, 𝑡)| < 𝜀 ∀𝑠 ∈ 𝑆

Si può considerare, inmodo analogo, la convergenza di funzioni facendo il limite rispetto a

una variabile continua 𝑠 ∈ ℝ.
Definizione 5.2.5. (Convergenza uniforme per successioni a due variabili).

Sia 𝑓(𝑠, 𝑡) ∶ 𝑆 × 𝑇 ℂ, 𝑆, 𝑇 ⊆ ℂ. Se 𝑠0 è un punto di accumulazione per 𝑆 si dice che
𝑓(𝑠, 𝑡) converge uniformemente a 𝑙(𝑡) su 𝑇 per 𝑠 → 𝑠0 se

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑠0) > 0 ∶ 0 < |𝑠 − 𝑠0| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑠, 𝑡) − 𝑙(𝑡)| < 𝜀 ∀𝑡 ∈ 𝑇

5.2.4 Proprietà della convergenza uniforme

Teorema 5.2.1. (di limitatezza).

Sia 𝑓𝑛 ∶ 𝑆 ℝ una successioni di funzioni limitate su 𝑆 che converge uniformemente a una
funzione 𝑓 su 𝑆. Allora 𝑓 è limitata su 𝑆.
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Dimostrazione. Per ipotesi la convergenza è uniforme, quindi

∃𝑁 = 𝑁(1) ∶ 𝑛 ≥ 𝑁⇒ |𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| < 1, ∀ 𝑡 ∈ 𝑆 .a

Dunque, ∀𝑡 ∈ 𝑆,

|𝑓(𝑡)| = |𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁(𝑡) + 𝑓𝑁(𝑡)| ≤ |𝑓𝑁(𝑡)| + |𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁(𝑡)| ≤ 1 + |𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁(𝑡)| .

Essendo 𝑓𝑁 limitata per ipotesi, si ha

|𝑓(𝑡)| < 1 + sup
𝑡∈𝑆

|𝑓𝑁(𝑡)| ,

e quindi 𝑓 è limitata in 𝑆.
aLa scelta di 𝜀 nella definizione di convergenza uniforme è arbitraria.

Esempio. Questo teorema non vale se {𝑓𝑛} converge solo puntualmente in 𝑓. Conside-
riamo

𝑓𝑛(𝑡) ∶ (0,1] ℝ

𝑡

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1
√𝑡

se 1
𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 1

√𝑛 se 0 < 𝑡 < 1
𝑛

Si vede infatti che {𝑓𝑛} tende a 𝑓(𝑡) =
1
√𝑡
, che è una funzione non limitata.

Teorema 5.2.2. (Scambio di limiti).

Sia {𝑓𝑛} una successione di funzioni convergente a 𝑓 uniformemente in 𝑆 ⊆ ℝ, {𝓁𝑛} una successione a
valori reali e 𝑡0 punto di accumulazione per 𝑆. Se

lim
𝑡→𝑡0

𝑓𝑛(𝑡) = 𝓁𝑛, (5.2)

allora

lim𝑛 𝓁𝑛 = lim
𝑡→𝑡0

𝑓(𝑡), ovvero lim𝑛 lim
𝑡→𝑡0

𝑓𝑛(𝑡) = lim
𝑡→𝑡0

lim𝑛 𝑓𝑛(𝑡) .

Dimostrazione. Per prima cosa, dimostriamo che 𝓁𝑛 converge. Per farlo, dimostre-
remo che 𝓁𝑛 è di Cauchy, quindi convergente in uno spazio metrico completo. Siano
𝓁𝑛, 𝓁𝑚:

|𝓁𝑛 −𝓁𝑚| = |𝓁𝑛 −𝑓𝑛(𝑡)+𝑓𝑛(𝑡) −𝑓𝑚(𝑡)+𝑓𝑚(𝑡) −𝓁𝑚| ≤ |𝓁𝑛 −𝑓𝑛(𝑡)| + |𝑓𝑛(𝑡) −𝑓𝑚(𝑡)| + |𝑓𝑚(𝑡) −𝓁𝑚|.

Fissato 𝜀 > 0, si ha, dall’ipotesi di convergenza uniforme,

∃𝑁 = 𝑁(𝜀) ∶ ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑁⟹ |𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡)| <
𝜀
3 ∀𝑡 ∈ 𝑆 .

Da (5.2) sappiamocheper lo stesso 𝜀 esisterà un 𝛿1 tale che se |𝑡−𝑡0| < 𝛿1 allora |𝓁𝑛−𝑓𝑛(𝑡)| <
𝜀
3 e un 𝛿2 tale che se |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿2 allora |𝑓𝑚(𝑡) − 𝓁𝑚| <

𝜀
3 . Dunque, ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑁, |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿 =
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min{𝛿1, 𝛿2} si ha
|𝓁𝑛 − 𝓁𝑚| <

𝜀
3 +

𝜀
3 +

𝜀
3 = 𝜀 .

epertanto la successioneèdiCauchy. Siaora𝓁 = lim𝑛 𝓁𝑛 edimostriamoche𝓁 = lim𝑡→𝑡0 𝑓(𝑡).
Sappiamo che ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) tale che, se 𝑛 ≥ 𝑁

|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)| < 𝜀 e |𝓁𝑛 − 𝓁| < 𝜀 .

Allora

|𝑓(𝑡) − 𝓁| = |𝑓(𝑡) − 𝑓𝑛(𝑡) + 𝑓𝑛(𝑡) − 𝓁𝑛 + 𝓁𝑛 − 𝓁| ≤ |𝑓(𝑡) − 𝑓𝑛(𝑡)| + |𝑓𝑛(𝑡) − 𝓁𝑛| + |𝓁𝑛 − 𝓁| .

Poiché 𝓁𝑁 = lim𝑡→𝑡0 𝑓𝑛(𝑡) allora,

∀𝜀 > 0∃𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑡0) ∶ |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿 ⟹ |𝓁𝑛 − 𝑓𝑛(𝑡)| <
𝜀
3 .

Dalla convergenza di {𝑓𝑛} e di {𝓁𝑛} si ha che ∃𝑛̃ ∈ ℕ tale che

∀𝑛 ≥ 𝑛̃ |𝑓(𝑡) − 𝑓𝑛(𝑡)| <
𝜀
3 e |𝓁𝑛 − 𝓁| <

𝜀
3 .

quindi se |𝑡 − 𝑡0| < 𝛿 e 𝑛 ≥ 𝑛̃
|𝑓(𝑡) − 𝓁| < 𝜀 ,

cioè 𝓁 = lim𝑡→𝑡0 𝑓(𝑡).

Corollario 5.2.1. (di convergenza per successioni).

Sia 𝑓𝑛 → 𝑓 uniformemente in 𝑆 e siano 𝑓𝑛 continue in 𝑆. Allora 𝑓 è continua in 𝑆

Dimostrazione. Sia 𝑡0 di accumulazione per 𝑆. Allora

lim
𝑡→𝑡0

𝑓(𝑡) = lim
𝑡→𝑡0

lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑡) = lim𝑛→∞ lim𝑡→𝑡0
𝑓𝑛(𝑡) .

Essendo 𝑓𝑛 continue, allora

lim𝑛→∞ lim𝑡→𝑡0
𝑓𝑛(𝑡) = lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑡0) = 𝑓(𝑡0) .

Teorema 5.2.3. (Passaggio al limite sotto segnodi integrale).

Sia𝑓𝑛 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝuna successione di funzioni continue che converge uniformemente su [𝑎, 𝑏] in
𝑓. Allora

lim𝑛 ∫
𝑏

𝑎
𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 .

Dimostrazione. Poiché 𝑓𝑛 → 𝑓 uniformemente e le 𝑓𝑛 sono continue, allora 𝑓 è
continua, quindi integrabile su [𝑎, 𝑏]. Dunque

�∫
𝑏

𝑎
𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 − ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡� = �∫

𝑏

𝑎
𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡� ≤ ∫

𝑏

𝑎
�𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)� 𝑑𝑡 .
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Dalla definizione di convergenza uniforme, fissato 𝜀 > 0, si ha che

∃𝑁 = 𝑁(𝜀) ∶ 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ �𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)� <
𝜀

𝑏 − 𝑎 ⟹ ∫
𝑏

𝑎
�𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)� 𝑑𝑡 <

𝜀
𝑏 − 𝑎(𝑏 − 𝑎) = 𝜀 .

Per arbitrarietà di 𝜀, si ha che

lim𝑛→∞∫
𝑏

𝑎
𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 .

Osservazione. L’ipotesi di continuità delle funzioni 𝑓𝑛 garantisce che 𝑓 sia integrabile,
ma non l’abbiamo utilizzata durante la dimostrazione. In effetti si può dimostrare che è

sufficiente l’integrabilità delle funzioni 𝑓𝑛 in [𝑎, 𝑏].

Osservazione. Vale, più in generale, che

𝑔𝑛(𝑡) = ∫
𝑡

𝑎
𝑓𝑛(𝑠) 𝑑𝑠 converge a 𝑔(𝑡) = ∫

𝑡

𝑎
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 .

Dimostrazione. Inmaniera analoga a come dimostrato precedentemente:

�∫
𝑡

𝑎
𝑓𝑛(𝑠) 𝑑𝑠 − ∫

𝑡

𝑎
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠� ≤ ∫

𝑡

𝑎
�𝑓𝑛(𝑠) − 𝑓(𝑠)� 𝑑𝑠 ≤ ∫

𝑏

𝑎
�𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)� 𝑑𝑡 < 𝜀 .

In generale, il teorema non vale sotto la sola ipotesi di convergenza puntuale.

Esempio. Sia

𝑓𝑛(𝑡) = 𝑛𝑡𝑒−𝑛𝑡
2, 𝑡 ∈ [0, 1] .

La funzione converge puntualmente su [0,1] a 𝑓 ≡ 0ma non converge uniformemente su
[0,1], come già visto in (5.1). Osserviamo che

lim𝑛 ∫
1

0
𝑛𝑡𝑒−𝑛𝑡2 𝑑𝑡 = lim𝑛 −

1
2𝑒

−𝑛𝑡2�
1

0
= lim𝑛

1
2 (1 − 𝑒

−𝑛) =
1
2

mentre

∫
1

0
lim𝑛 𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

1

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 .

A differenza di quanto ci si potrebbe aspettare dati i risultati su limitatezza, continuità e

integrabilità, la convergenza uniforme non è sufficiente per passare la derivabilità. Tuttavia,

se a convergere uniformemente è la successione delle derivate, allora la funzione limite è

derivabile, come ci mostra il seguente:

Teorema 5.2.4. (di derivabilità per successioni).

Sia𝑓𝑛 ∶ (𝑎, 𝑏) ℝuna successione di funzioni derivabili in (𝑎, 𝑏). Supponiamo che:
1. 𝑓𝑛 converga puntualmente almeno in un punto 𝑡0 di (𝑎, 𝑏);
2. La successione delle derivate 𝑓′𝑛 converga uniformemente su (𝑎, 𝑏) ad una funzione 𝑔.

Allora 𝑓𝑛 converge uniformemente su (𝑎, 𝑏) a una funzione 𝑓 derivabile in (𝑎, 𝑏) e tale che 𝑓′(𝑡) = 𝑔(𝑡).
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Dimostrazione. Dimostriamo prima che 𝑓𝑛 converge uniformemente in (𝑎, 𝑏). Sia
𝑡 ≠ 𝑡0 e siano 𝑛,𝑚 ∈ ℕ. Per il teorema di Lagrange applicato alla funzione 𝑓𝑛 − 𝑓𝑚, ∃𝜉
compreso tra 𝑡0 e 𝑡 - supponendo 𝑡 > 𝑡0 - tale che

(𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡)) − (𝑓𝑛(𝑡0) − 𝑓𝑚(𝑡0))
(𝑡 − 𝑡0)

= 𝑓′𝑛(𝜉) − 𝑓′𝑚(𝜉) .

Manipolando i termini abbiamo che

𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡) = (𝑓′𝑛(𝜉) − 𝑓′𝑚(𝜉))(𝑡 − 𝑡0) + 𝑓𝑛(𝑡0) − 𝑓𝑚(𝑡0) .

Studiamo ora la convergenza di 𝑓𝑛 con il criterio di Cauchy. Usando la disuguaglianza
triangolare,

�𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡)� ≤ �(𝑓′𝑛(𝜉) − 𝑓′𝑚(𝜉))� �(𝑡 − 𝑡0)� + �𝑓𝑛(𝑡0) − 𝑓𝑚(𝑡0)� ,

ma 𝑓′𝑛 converge uniformemente, 𝑓𝑛 converge puntualmente in 𝑡0 e �(𝑡 − 𝑡0)� ≤ (𝑏 − 𝑎) è
limitato, dunque

�(𝑓′𝑛(𝜉) − 𝑓′𝑚(𝜉))� �(𝑡 − 𝑡0)� + �𝑓𝑛(𝑡0) − 𝑓𝑚(𝑡0)� ≤ 𝜀

per 𝑛,𝑚 sufficientemente grandi. Dimostriamo ora che 𝑓′(𝑡) = 𝑔(𝑡). Fissato ℎ > 0,
consideriamo il rapporto incrementale

𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)
ℎ = lim𝑛→∞

𝑔𝑛(𝑡,ℎ)

���������������������𝑓𝑛(𝑡 + ℎ) − 𝑓𝑛(𝑡)
ℎ

e chiamiamo questa successione 𝑔𝑛(𝑡, ℎ). Studiamo la convergenza di 𝑔𝑛(𝑡, ℎ) con il criterio
di Cauchy. Si ha

𝑔𝑛(𝑡, ℎ) − 𝑔𝑚(𝑡, ℎ) =
1
ℎ �𝑓𝑛(𝑡 + ℎ) − 𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡 + ℎ) + 𝑓𝑚(𝑡)� .

Applichiamo nuovamente il teorema di Lagrange sull’intervallo [𝑡, 𝑡 + ℎ]. Quindi, ∃𝜂 tale
che

𝑔𝑛(𝑡, ℎ) − 𝑔𝑚(𝑡, ℎ) =
1
ℎ �𝑓𝑛(𝑡 + ℎ) − 𝑓𝑛(𝑡) − (𝑓𝑚(𝑡 + ℎ) − 𝑓𝑚(𝑡))� = 𝑓

′
𝑛(𝜂) − 𝑓′𝑚(𝜂)

La successione 𝑓′𝑛 converge uniformemente per ipotesi, quindi, anche 𝑔𝑛(𝑡, ℎ). Per con-
cludere, studiamo il limite per ℎ → 0 del rapporto incrementale delle 𝑓𝑛 utilizzando il
teorema di scambio dei limiti:

lim
ℎ→0

lim𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑡 + ℎ) − 𝑓𝑛(𝑡)

ℎ = lim𝑛→∞ limℎ→0

𝑓𝑛(𝑡 + ℎ) − 𝑓𝑛(𝑡)
ℎ = lim𝑛→∞ 𝑓

′
𝑛(𝑡) = 𝑔(𝑡) .

Corollario 5.2.2. (Derivabilità degli ordini superiori per successioni).

Sotto le ipotesi del teorema, se le funzioni 𝑓𝑛 sono di classe𝒞1 su (𝑎, 𝑏), allora 𝑓 è𝒞1 su (𝑎, 𝑏).

Per dimostrarlo, è sufficiente osservare che se le 𝑓𝑛 sono di classe 𝒞1, allora la successione
𝑓′𝑛 tende ad una funzione continua.
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5.3 serie di funzioni

Data𝑓𝑛 ∶ 𝑆 ℝ (oℂ), vogliamo studiare la serie
∞

∑
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑡)

Inmodo simile a come abbiamo fatto per le serie numeriche, a partire da 𝑓𝑛 definiamo la
successione delle ridotte 𝑛-esime

𝑆0(𝑡) = 𝑓0(𝑡)
𝑆1(𝑡) = 𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)
𝑆2(𝑡) = 𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡)

⋮

𝑆𝑛(𝑡) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑓𝑛(𝑡)

Definizione 5.3.1. (Convergenza puntuale).

Si dice che la serie∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 converge puntualmente su 𝑆 ad una funzione𝜎 ∶ 𝑆 𝕂,

con𝕂 = ℝ oℂ, se la successione {𝑆𝑛}𝑛 delle ridotte 𝑛-esime converge puntualmente a 𝜎
su 𝑆.

Definizione 5.3.2. (Convergenza uniforme).

Si dice che la serie∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 converge uniformemente su 𝑆 se la successione {𝑆𝑛}𝑛 delle

ridotte 𝑛-esime converge uniformemente a 𝜎 su 𝑆.

Come nel caso delle successioni di funzioni, se una serie converge uniformemente allora

converge anche puntualmente.

5.3.1 Convergenza di una serie di funzioni

Come nel caso delle serie numeriche, dato che lavoriamo in uno spaziometrico completo è

possibile formulare degli opportuni criteri di Cauchy per le serie di funzioni

Proposizione 5.3.1. (Criterio di Cauchy per serie -convergenza puntuale).

Una serie di funzioni∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 converge puntualmente su 𝑆 se e solo se

∀𝜀 > 0∀𝑡 ∈ 𝑆 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) ∶ ∀𝑝 ≥ 𝑁, ∀𝑞 ≥ 0 �𝑓𝑝(𝑡) + … + 𝑓𝑝+𝑞(𝑡)� < 𝜀 (5.3)

Proposizione 5.3.2. (Criterio di Cauchy per serie -convergenza uniforme).

Una serie di funzioni∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 converge uniformemente su 𝑆 se e solo se

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) ∶ ∀𝑝 ≥ 𝑁, ∀𝑞 ≥ 0 �𝑓𝑝(𝑡) + … + 𝑓𝑝+𝑞(𝑡)� < 𝜀, ∀ 𝑡 ∈ 𝑆 . (5.4)

Se esiste un 𝜀 tale che valga (5.4) per ogni 𝑡, allora con lo stesso 𝜀 varrà anche (5.3), fissato 𝑡,
confermando che la convergenza uniforme di una serie implica quella puntuale.

Valgono tutti i criteri per la convergenza delle serie numeriche - anche se generalmente

sono utili per dimostrare soltanto la convergenza puntuale di una serie di funzioni - e anche

in questo caso è utile la condizione necessaria per la convergenza:
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n puntuale di una serie: lim𝑛 𝑓𝑛 = 0;
n uniforme di una serie: lim𝑛 sup𝑆 |𝑓𝑛| = 0.

Seguendo il parallelismo con le serie numeriche, introduciamo ora il concetto di convergenza

assoluta per una serie.

Definizione 5.3.3. (Convergenza assoluta).

Si dice che la serie∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 converge assolutamente su 𝑆 se∑∞

𝑛=0 �𝑓𝑛� converge puntual-
mente su 𝑆.

Ovviamente, la convergenza assoluta implica quella puntuale, ma non dà informazioni

riguardo la convergenza uniforme. Abbiamo quindi bisogno di criteri per stabilire quando

una serie converge in uniformemente. Anche se fornisce una condizione solo sufficiente e

non necessaria, risulta molto utile il seguente:

Proposizione 5.3.3. (Criterio diWeierstrass).

Data una serie di funzioni∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 a valori reali o complessi, se esiste una successione di numeri reali

positivi 𝑐𝑛 tali che:
1. �𝑓𝑛(𝑡)� < 𝑐𝑛 definitivamente;
2. ∑∞

𝑛=0 𝑐𝑛 converge;
allora∑∞

𝑛=0 𝑓𝑛 converge uniformemente in 𝑆.

Dimostrazione. Poiché∑∞
𝑛=0 𝑐𝑛 converge, allora vale il criterio di Cauchy

a:

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) ∶ ∀𝑝 ≥ 𝑁, ∀𝑞 ≥ 0 𝑐𝑝 + … + 𝑐𝑝+𝑞 < 𝜀.

Per la disuguaglianza triangolare,

�𝑓𝑝(𝑡) + … + 𝑓𝑝+𝑞(𝑡)� ≤ �𝑓𝑝(𝑡)� + … + �𝑓𝑝+𝑞(𝑡)� ≤ 𝑐𝑝 + … + 𝑐𝑝+𝑞 < 𝜀 ,

dunque∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 converge uniformemente.

aPossiamo togliere il valore assoluto poiché i termini sono tutti positivi.

Esempio. Sia ∞

∑
𝑛=0

sin 𝑛𝑡

𝑛
3
2

∀𝑡 ∈ ℝ .

Dato che |sin(𝑛𝑡)| ≤ 1, ∀𝑛 ∈ ℕ, ∀ 𝑡 ∈ ℝ allora vale la maggiorazione

�
sin 𝑛𝑡

𝑛
3
2
� ≤

1

𝑛
3
2

Dato che la serie∑∞
𝑛=0

1

𝑛
3
2
converge, allora∑∞

𝑛=0
sin 𝑛𝑡

𝑛
3
2
converge uniformemente.

Osservazione. In generale, la successione 𝑐𝑛 = sup𝑡∈𝑆 |𝑓𝑛(𝑡)| è la più piccola che pos-
siamo usare per verificare il criterio diWeierstrass.
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Definizione 5.3.4. (Convergenza totale).

Una serie di funzioni che soddisfa le ipotesi del criterio diWeierstrass è detta totalmente

convergente.

Osservazione. Alcuni autori definiscono “totalmente convergente” una serie∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛

se la serie ∑∞
𝑛=0 sup𝑆 |𝑓𝑛| è convergente. La definizione 5.3.4 e quella appena proposta

sono equivalenti: se una serie è totalmente convergente nel senso di 5.3.4 allora esiste

una successione di reali positivi {𝑐𝑛} tale che∑∞
𝑛=0 𝑐𝑛 sia convergente chemaggiora ogni

termine della successione {𝑓𝑛}, ma allora in particolare {𝑐𝑛}maggiorerà anche sup𝑆 |𝑓𝑛|.
Se invece si ha la convergenza della serie∑∞

𝑛=0 sup𝑆 |𝑓𝑛| allora si può scegliere come 𝑐𝑛 =
sup𝑆 |𝑓𝑛| e applicare il criterio diWeierstrass.

Abbiamo dimostrato che una serie totalmente convergente converge uniformemente, ma il

contrario non è vero in generale, come avevamo anticipato.

Esempio. Sia𝑓𝑛 ∶ [1, +∞) ℝ con

𝑓𝑛(𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

1
𝑛 𝑡 ∈ [𝑛, 𝑛 + 1)
0 altrimenti

.

Gli intervalli [𝑛, 𝑛 + 1) sono disgiunti tra di loro, quindi la serie converge puntualmente
alla funzione

𝑓(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 𝑡 ∈ [1,2)
1
2 𝑡 ∈ [2,3)
1
3 𝑡 ∈ [3,4)
⋮
1
𝑛 𝑡 ∈ [𝑛, 𝑛 + 1)

.

Inoltre, la convergenza è uniforme in quanto

sup
[1,+∞)

�𝑓(𝑡) −
𝑛

∑
𝑘=0

𝑓𝑘(𝑡)� ≤
1

𝑛 + 1 → 0 .

Tuttavia, non converge totalmente, in quanto la successione

sup
[1,+∞)

�𝑓𝑛(𝑡)� =
1
𝑛

è la più piccola chemaggiora 𝑓𝑛, ma∑∞
𝑛=0

1
𝑛 diverge.

Mostriamo ora con un controesempio che la convergenza assoluta e quella uniforme non

sono legate.

Esempio. Sia la serie ∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛 + 𝑥2 𝑥 ∈ ℝ .

Dalla teoria delle successioni numeriche, la serie converge puntualmentema non assolu-

tamente, perché fissato 𝑥2, allora 1
𝑛+𝑥2 ∼

1
𝑛 . Dimostriamo ora la convergenza uniforme.
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Per il criterio di Leibniz, una serie della forma∑∞
𝑛=0(−1)𝑛𝑏𝑛, con 𝑏𝑛monotona decrescente a

valori positivi e 𝑏𝑛 → 0, allora la serie converge e, chiamata 𝑆 la somma della serie, vale

�𝑆 −
𝑛

∑
𝑚=0

𝑆𝑚� ≤ 𝑏𝑛+1 .

Quindi,

sup
𝑥∈ℝ

�𝑆(𝑥) −
𝑛

∑
𝑚=0

(−1)𝑚

𝑚 + 𝑥2 � ≤
1

𝑛 + 1 + 𝑥2 ≤
1

𝑛 + 1 .

Dato che 1
𝑛+1 → 0 indipendentemente da 𝑥, la serie converge uniformemente.

5.3.2 Teoremi di scambio per le serie

Introduciamo ora dei teoremi di scambio per le serie di funzioni analoghi a quelli per

le successioni di funzioni. Come già affermato, questi valgono su 𝕂 = ℝ o ℂ, ove non
diversamente specificato.

Teorema 5.3.1. (Scambio tra limite e serie).

Sia𝑓𝑛 ∶ 𝑆 ⊆ 𝕂 𝕂una successione di funzioni. Supponiamo che 𝑡0 sia un punto di accumula-
zione per 𝑆 e che

1. ∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 converga uniformemente su 𝑆 e abbia somma 𝐹(𝑡);

2. esistano finiti lim𝑡→𝑡0 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑙𝑛.
Allora∑∞

𝑛=0 𝑙𝑛 converge e detta 𝐿 la sua somma si ha che lim𝑡→𝑡0 𝐹(𝑡) = 𝐿. Equivalentemente,

lim
𝑡→𝑡0

∞

∑
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑡) =
∞

∑
𝑛=0

𝑙𝑛 =
∞

∑
𝑛=0

lim
𝑡→𝑡0

𝑓𝑛(𝑡)

Corollario 5.3.1. (di convergenza per serie).

Se∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 è una serie di funzioni continue su 𝑆 e convergente uniformemente su 𝑆 con somma 𝐹(𝑡)

allora 𝐹 è continua su 𝑆.

Conseguenza del teorema di passaggio al limite sotto il segno d’integrale è il seguente:

Teorema 5.3.2. (Scambio fra integrale e serie).

Sia 𝑓𝑛 ∶ [𝑎, 𝑏] ⟶ 𝕂 una successione di funzioni continue su [𝑎, 𝑏] e sia ∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛(𝑡) convergente

uniformemente su [𝑎, 𝑏] con somma 𝐹(𝑡). Allora la serie∑∞
𝑛=0 ∫𝑏𝑎 𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 converge e

∞

∑
𝑛=0

∫
𝑏

𝑎
𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎
𝐹(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎

∞

∑
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 .

Teorema 5.3.3. (Derivabilità termine a termine).

Sia𝑓𝑛 ∶ (𝑎, 𝑏) ℝuna successione di funzioni. Se le 𝑓𝑛 sono derivabili su (𝑎, 𝑏) e
1. ∑∞

𝑛=0 𝑓
′
𝑛(𝑡) è uniformemente convergente su (𝑎, 𝑏) con somma 𝐺(𝑡);

2. ∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛(𝑡) converge almeno in un punto 𝑡0 ∈ (𝑎, 𝑏);

allora∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛(𝑡) converge uniformemente su (𝑎, 𝑏) e detta 𝐹(𝑡) la sua somma si ha che 𝐹(𝑡) è derivabile
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in (𝑎, 𝑏) e

𝐹 ′(𝑡) = 𝐺(𝑡), �
∞

∑
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑡)�
′

=
∞

∑
𝑛=0

𝑓′𝑛(𝑡) .

Corollario 5.3.2. (Derivabilità degli ordini superiori per serie).

Se le 𝑓𝑛 sono di classe𝒞𝑘(𝑎, 𝑏) e le serie
∞

∑
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑡),
∞

∑
𝑛=0

𝑓′𝑛(𝑡),
∞

∑
𝑛=0

𝑓(2)𝑛 (𝑡), … ,
∞

∑
𝑛=0

𝑓(𝑘)𝑛 (𝑡)

convergono uniformemente su (𝑎, 𝑏) e hanno somme 𝐹,𝐺1, … ,𝐺𝑘 allora 𝐹 è di classe 𝒞𝑘 su (𝑎, 𝑏) e
𝐹 (ℎ)(𝑡) = 𝐺ℎ(𝑡) ∀ℎ = 1, … , 𝑘, ∀𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏).

Corollario 5.3.3. (Derivabilità per serie a dominio vettoriale).

Siano𝑓𝑛 ∶ Ω ⊆ ℝ𝑚 ℝ conΩ aperto diℝ𝑛 e 𝑓𝑛 ∈ 𝒞1(Ω); se le serie

∞

∑
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑡),
∞

∑
𝑛=0

𝜕
𝜕𝑥1

𝑓𝑛(𝑡),
∞

∑
𝑛=0

𝜕
𝜕𝑥2

𝑓𝑛(𝑡), … ,
∞

∑
𝑛=0

𝜕
𝜕𝑥𝑚

𝑓𝑛(𝑡)

convergono uniformemente suΩ e hanno somme 𝐹,𝐻1, … ,𝐻𝑚 allora 𝐹 ∈ 𝒞1(Ω) e 𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑖

= 𝐻𝑖 ∀𝑖 =
1, … ,𝑚.

Esempio. La serie ∞

∑
𝑛=0

𝑡𝑛 𝑡 ∈ (−1,1)

converge puntualmente se e solo se |𝑡| < 1 e in tal caso la somma è 1
1−𝑡 ; essendo la con-

vergenza dipendente soltanto dal modulo di 𝑡, converge anche assolutamente su (−1,1).
Cosa possiamo dire sulla convergenza uniforme? Se la serie convergesse uniformemente,

potremmo applicare il teorema di scambio tra limite e serie e avremmo

lim
𝑡→1−

𝑡𝑛 = 1 = 𝑙𝑛 ,

che implica la convergenza della serie∑∞
𝑛=0 1, il che è assurdo. Si può fare un ragiona-

mento analogo per l’estremo inferiore,

lim
𝑡→−1+

𝑡𝑛 = (−1)𝑛 = 𝑙𝑛

ma poiché la serie∑∞
𝑛=0(−1)𝑛 non converge, il che abbiamo ancora una volta un assurdo.

La serie data converge assolutamente, ma non uniformemente.

Esempio.

Studiamo ora la serie ∞

∑
𝑛=0

𝑒𝑛𝑥

𝑛 (−1)𝑛 𝑥 ∈ ℝ .

Partiamo dalla convergenza puntuale:
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n x>0. �
𝑒𝑛𝑥

𝑛 � → ∞ e quindi non c’è convergenza;

n x=0.
∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑛 converge puntualmentema non assolutamente per Leibniz;

n x<0.
∞

∑
𝑛=0

𝑒𝑛𝑥

𝑛 (−1)𝑛 converge assolutamente per il criterio della radice:

𝑛√𝑒
𝑛𝑥

𝑛 =
𝑒𝑥
𝑛√𝑛⏟
→1

→ 𝑒𝑥 → 0

Si ha quindi convergenza assoluta su (−∞,0) e puntuale su (−∞,0]. Passiamo alla conver-
genza uniforme; chiamata 𝜎 la funzione somma, per il criterio di Leibniz

sup
𝑥∈(−∞,0]

�𝜎(𝑥) −
𝑁

∑
𝑛=0

𝑒𝑛𝑥

𝑛 (−1)𝑛� ≤
𝑒(𝑁+1)𝑥

𝑁 + 1 ≤
1

𝑁 + 1 → 0

La serie è pertanto uniformemente convergente.

Esempio. Studiamo la convergenza puntuale, assoluta e uniforme di

∞

∑
𝑛=0

𝑓𝑛 =
∞

∑
𝑛=0

𝑥
𝑥4 + 3𝑛4 𝑥 ∈ ℝ .

Fissato 𝑥, si ottiene facilmente che

�
𝑥

𝑥4 + 3𝑛4 � =
|𝑥|

𝑥4 + 3𝑛4 ≤
1

3𝑛4
𝑛→∞−−−−→ 0 ,

dimostrando la convergenza assoluta della serie su tuttoℝ. Usiamo ora il criterio diWeier-
strass permostrare la convergenza uniforme della serie. Osserviamo che le 𝑓𝑛 sono fun-
zioni continue suℝ, lim𝑥→±∞ 𝑓𝑛 = 0 e sono funzioni dispari, quindi |𝑓𝑛| è pari: possiamo
studiare il carattere delle 𝑓𝑛 su [0, +∞) senza considerarne il modulo:

𝑓′𝑛(𝑥) =
𝑥4 + 3𝑛4 − 𝑥(4𝑥3)
(𝑥4 + 3𝑛4)2

=
3𝑛4 − 3𝑥3

(𝑥4 + 3𝑛4)2
.

Si ha

𝑓′𝑛(𝑥) ≥ 0 ⟺𝑛4 − 𝑥4 ≤ 0 ⟺ 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 ,

quindi 𝑛 è il punto di massimo della funzione. Poniamo allora 𝑐𝑛 = 𝑓𝑛(𝑛) emostriamo la
convergenza totale della serie:

𝑐𝑛 = sup
𝑥∈[0,+∞)

�
𝑥

𝑥4 + 3𝑛4 � = 𝑓𝑛(𝑛) =
𝑛

4𝑛4 =
1

4𝑛3 .

Poiché la serie∑∞
𝑛=0

1
4𝑛3 converge, abbiamo la convergenza totale della serie∑∞

𝑛=0 𝑓𝑛 e
quindi anche quella uniforme.

Concludiamo la trattazione sulle serie con un diagramma riassuntivo delle relazioni tra i

vari tipi di convergenza.
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Totale

Uniforme Assoluta

Puntuale

5.4 serie di potenze

Le serie di potenze sono particolari serie di funzioni che trovano il loro dominio naturale

nel campo complesso.

Definizione 5.4.1. (Serie di potenze).

Una serie di potenze è una serie di funzioni della forma

∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛�������������
𝑓𝑛(𝑧)

, (5.5)

con 𝑎𝑛, 𝑧0 ∈ ℂ fissati, 𝑧 ∈ ℂ. Chiamiamo 𝑎𝑛 coefficienti della serie e 𝑧0 centro della
serie.

Osserviamo che con un cambio di variabile 𝑤 = 𝑧 − 𝑧0 è sempre possibile ricondursi al
caso 𝑧0 = 0. Per semplicità enunceremo teoremi e definizioni per serie di potenze centrate
nell’origine, con la consapevolezza che possiamo ricondurci ad un centro arbitrario con un

opportuno cambio di variabile.

5.4.1 Raggio di convergenza

Dove converge puntualmente una serie di potenze? Prima di tutto, osserviamo che tutte

le serie di potenze convergono in 𝑧 = 𝑧0, indipendentemente dai coefficienti, quindi esiste
sempre almeno un punto in cui la serie converge. Vediamo ora in quali altri punti la serie

può convergere:

Proposizione 5.4.1. (Condizione di convergenzadelle serie di potenze).

Se una serie di potenze converge in un punto𝑤 ∈ ℂ, allora converge assolutamente in ogni 𝑧 tale che
|𝑧| < |𝑤|.

Dimostrazione.

Se∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑤

𝑛 converge allora, dalla condizione necessaria per la convergenza, sappiamo
che

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛𝑤𝑛 = 0 ⟺ lim
𝑛→+∞

|𝑎𝑛||𝑤|𝑛 = 0 ⟹∃𝑁 ∈ ℕ tale che se 𝑛 > 𝑁 allora |𝑎𝑛||𝑤|𝑛 < 1

Sia 𝑧 ∈ ℂ tale che |𝑧| < |𝑤|. Allora

|𝑎𝑛𝑧𝑛| = �𝑎𝑛𝑤𝑛
𝑧𝑛

𝑤𝑛 � = |𝑎𝑛𝑤
𝑛| �

𝑧𝑛

𝑤𝑛 � = |𝑎𝑛||𝑤
𝑛| �

|𝑧|
|𝑤|�

𝑛

< �
|𝑧|
|𝑤|�

𝑛

< 1 se𝑚 > 𝑁
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Quindi la serie∑∞
𝑛=0 �

|𝑧|
|𝑤|�

𝑛
converge, essendo una serie geometrica di ragione di modulo

minore di uno, determinando la convergenza della serie∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑧

𝑛.

Osservazione. LaProposizione5.4.1 risultamoltoutile anche innegativo: se∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑤

𝑛

non converge in 𝑤0, allora non convergerà in nessun punto 𝑧 tale che |𝑧| > |𝑤0|. Pertanto,
l’insieme di convergenza di una serie di potenze è un cerchio sul piano di Argand-Gauss.

Definizione 5.4.2. (Raggio e cerchio di convergenza).

Sia𝐴 l’insieme dei punti in cui una serie di potenze converge e sia 𝐵 = {|𝑧|: 𝑧 ∈ 𝐴}. Il raggio
di convergenza della serie di potenze è definito come 𝜌 = sup(𝐵). Esso può essere:

n 𝜌 = 0; in tal caso la serie converge solo per 𝑧 = 0.
n 𝜌 = +∞; in tal caso la serie converge per ogni 𝑧 ∈ ℂ.
n 0 < 𝜌 < +∞; in tal caso si ha convergenza assoluta per ogni 𝑧 con |𝑧| < 𝜌, non con-

verge nemmeno puntualmente per ogni 𝑧 con |𝑧| > 𝜌, mentre a priori non abbiamo
informazioni sulla convergenza sul bordo del cerchio. L’insieme di convergenza,

dalle osservazioni fatte, risulta essere un cerchio aperto

𝐵𝜌(𝑧0) = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧 − 𝑧0| < 𝜌}

a cui si aggiungono eventualmente altri punti di convergenza sul bordo (tutti,

nessuno o solo alcuni).

ρ

Im

Re

Bρ(0)

5.4.1.1 Calcolo del raggio di convergenza

Vediamoalcunimetodiper ricavare il raggiodi convergenzadiunaseriedipotenze:

Teorema 5.4.1. (di Cauchy-Hadamard).

Sia∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑧

𝑛 una serie di potenze complesse e sia 𝜌 il suo raggio di convergenza. Sia inoltre

𝓁 = lim sup
𝑛

𝑛√|𝑎𝑛| .

Allora:

1. Se 0 < 𝓁 < +∞, allora 𝜌 = 1
𝓁
;

2. Se 𝓁 = +∞, allora 𝜌 = 0;
3. Se 𝓁 = 0, allora 𝜌 = +∞.
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Con un abuso di notazione, possiamo scrivere più semplicemente

𝜌 =
1
𝓁
.

Dimostrazione. Dimostriamo solamente il punto 1., essendo i punti 2. e 3. conse-

guenze immediate di esso. Ricordiamo che, data una successione 𝑏𝑛 e dato 𝓁 = lim sup𝑛
𝑏𝑛 si ha, per definizione

1. ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∶ 𝑛 > 𝑁⇒ 𝑏𝑛 < 𝓁 + 𝜀;
2. ∀𝜀 > 0, ∀𝑛 ∈ ℕ ∃𝑚 > 𝑛 ∶ 𝑎𝑚 > 𝓁 − 𝜀.

Sia ora |𝑧| < 1
𝓁
. Poiché 𝓁 = lim sup𝑛

𝑛√|𝑎𝑛|, allora:

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∶ 𝑛 > 𝑁⇒ 𝑛√|𝑎𝑛| < 𝓁 + 𝜀 ⇒ |𝑎𝑛| < (𝓁 + 𝜀)𝑛 .

Dato che |𝑧| < 1
𝓁
, allora |𝑧|𝓁 < 1, dunque

∃𝜀 > 0 ∶ (𝑙 + 𝜀)|𝑧|���������
=𝑞

< 1 .

Preso questo 𝜀, consideriamo

|𝑎𝑛𝑧𝑛| = |𝑎𝑛||𝑧|𝑛 < (𝓁 + 𝜀)𝑛|𝑧|𝑛 = ((𝓁 + 𝜀)|𝑧|)𝑛 = 𝑞𝑛 .

Poiché∑∞
𝑛=0 𝑞

𝑛 converge inquantoseriegeometricadi ragioneminoredi1, anche∑∞
𝑛=0 |𝑎𝑛𝑧

𝑛|
converge. Sia ora |𝑧| > 1

𝓁
, o equivalentemente |𝑧|𝓁 > 1; allora

∃𝜀 > 0 ∶ (𝓁 − 𝜀)|𝑧| > 1 .

Usando la seconda proprietà del limite superiore, esistono infiniti termini 𝑎𝑛 tali che

|𝑎𝑛𝑧𝑛| = |𝑎𝑛||𝑧|𝑛 > (𝓁 − 𝜀)𝑛|𝑧|𝑛 = ((𝓁 − 𝜀)|𝑧|)𝑛 > 1 ,

dunque la successione 𝑎𝑛𝑧𝑛 non può tendere a 0 e quindi per il criterio di Cauchy la serie
non converge in 𝑧.

Poiché la determinazione del lim sup può essere ostico, una condizione sufficiente (ma non

necessaria!) più facile per determinare il raggio di convergenza inmolti casi è il seguente

criterio.

Proposizione 5.4.2. (Criterio di D’Alembertodel rapporto).

Sia∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑧

𝑛 una serie di potenze con raggio di convergenza 𝜌 e sia

𝓁 = lim𝑛
|𝑎𝑛+1|
|𝑎𝑛|

Allora 𝜌 = 1
𝓁
.

Attenzione! Questa è una condizione più debole di quella del teorema di Cauchy-

Hadamard: infatti, non è detto che il limite del rapporto sia ben definito!
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5.4.2 Convergenza uniforme

Quanto detto finora riguarda la convergenza assoluta e quella puntuale. Studiamo adesso

come si comporta una serie di potenze rispetto alla convergenza uniforme.

Teorema 5.4.2. (Convergenza uniformedi una serie di potenze).

Sia ∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑧

𝑛 una serie di potenze con raggio di convergenza 𝜌 > 0. Allora, ∀𝑟 ∈ (0, 𝜌), la serie
converge totalmente - e quindi anche uniformemente - nella palla chiusa 𝐵𝑟(0) = {𝑧 ∈ ℂ ∣ |𝑧| ≤ 𝑟}.

Dimostrazione. Presa 0 < 𝑟 < 𝜌, per definizione di raggio di convergenza, la serie
∞

∑
𝑛=0

|𝑎𝑛|𝑟𝑛

converge. Inoltre, possiamo definire una successione {𝑐𝑛} nel seguentemodo:

|𝑧| < 𝑟 ⇒ |𝑎𝑛𝑧𝑛| ≤ |𝑎𝑛||𝑧|𝑛 ≤ |𝑎𝑛|𝑟𝑛 = 𝑐𝑛 .

La successione 𝑐𝑛maggiora |𝑎𝑛𝑧𝑛| e la serie∑∞
𝑛=0 𝑐𝑛 converge, come abbiamovisto, dunque

per il criterio diWeierstrass∑∞
𝑛=0 |𝑎𝑛𝑧

𝑛| converge uniformemente.

ρ

Im

Re

r

Vediamooraunpaiodi esempidi studiodella convergenzadiunaseriedipotenze.

Esempi.
n Sia ∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛 𝑧 ∈ ℂ

la serie geometrica di ragione complessa, dunque con 𝑎𝑛 ≡ 1. Allora

lim𝑛→∞
𝑛√1 = 1 ⇒ 𝜌 = 1 .

Si può inoltre dimostrare che la somma della serie è uguale a 1
1−𝑧 , come nel caso

dei numeri reali.
n Sia ∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛! 𝑧 ∈ ℂ .
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Per la proposizione 5.4.2 vista precedentemente,

lim𝑛→∞
|𝑎𝑛+1|
|𝑎𝑛|

= lim𝑛
��𝑛!

(𝑛 + 1)��𝑛!
= lim𝑛→∞

1
𝑛 + 1 = 0 ,

dunque la serie converge su tuttoℂ.

Osservazione. Più in generale, per le serie di centro 𝑧0, il cerchio di convergenza sarà
un cerchio di raggio 𝜌 e centro 𝑧0.

Proposizione 5.4.3. (Continuità della sommadi una serie di potenze).

Sia∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑧

𝑛 una serie di potenze con raggio 𝜌 > 0. Allora la funzione somma 𝑓(𝑧) è continua nella
palla aperta 𝐵𝜌(0).

Dimostrazione. Sia𝑤 ∈ 𝐵𝜌(0). Allora ∃𝑟 > 0 tale che |𝑤| ≤ 𝑟 < 𝜌. Poiché le funzioni
𝑎𝑛𝑧𝑛 sono continue e poiché ∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑧
𝑛 converge uniformemente su 𝐵𝑟(0), allora 𝑓(𝑧) è

continua in 𝐵𝑟(0). Per l’arbitrarietà di𝑤 la funzione 𝑓(𝑧) è continua in 𝐵𝜌(0).

5.4.3 Serie di potenze reali

In questo paragrafo ci concentriamo sulle serie di potenze reali, quindi della forma

∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛, 𝑎𝑛, 𝑥0 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ 𝐴 ⊆ ℝ

Possiamovedere queste serie come restrizione inℝ delle serie di potenze complesse. I cerchi

di convergenza diventano quindi intervalli della forma (𝑥0 − 𝜌, 𝑥0 + 𝜌).

ρ

Im

Rex0

r

π
R

][ )(
x0−ρ ρ

−r r

Ci è noto che la convergenza uniforme della serie di potenze è garantita su intervalli chiusi

contenuti strettamente nell’intervallo di convergenza. Se c’è qualche tipo di convergenza in

un punto del bordo, possiamo estendere la convergenza uniforme ad essi con il
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Teorema 5.4.3. (di Abel per serie di potenze reali).

Sia∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 con 𝑎𝑛, 𝑥 ∈ ℝ una serie di potenze reali con raggio 𝜌 > 0. Se la serie converge in

𝑥0 + 𝜌, allora la serie converge uniformemente su [𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝜌], ∀𝑟 ∈ (0, 𝜌). Analogamente, se la
serie converge in 𝑥0 − 𝜌, allora la serie converge uniformemente su [𝑥0 − 𝜌, 𝑥0 + 𝑟], ∀𝑟 ∈ (0, 𝜌).

Esempio. Sia la serie reale

∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑒−𝑛

𝑛2 + 1
𝑥𝑛, 𝑥 ∈ ℝ .

Studiamo il raggio di convergenza 𝜌:

𝑎𝑛 =
𝑛𝑒−𝑛

𝑛2 + 1
⇒ lim𝑛→∞

𝑛√ 𝑛𝑒−𝑛

𝑛2 + 1
= lim𝑛→∞

𝑒−1𝑛√𝑛
𝑛√𝑛2 + 1

= 𝑒−1 ⇒ 𝜌 = 𝑒

Sappiamo già che la serie converge uniformemente negli intervalli (−𝑟, 𝑟), con 𝑟 ∈ (0, 𝑒).
Usiamo il teorema di Abel per capire cosa succede agli estremi dell’intervallo. Sia 𝑥 = 𝑒.
Allora ∞

∑
𝑛=1

𝑛��𝑒−𝑛

𝑛2 + 1��
𝑒𝑛 =

∞

∑
𝑛=1

𝑛
𝑛2 + 1

∼
∞

∑
𝑛=1

𝑛
𝑛2 =

∞

∑
𝑛=1

1
𝑛

che diverge, essendo la serie armonica. Sia ora 𝑥 = −𝑒; allora
∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑒−𝑛

𝑛2 + 1
(−𝑒)𝑛 =

∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛 𝑛��𝑒−𝑛

𝑛2 + 1��
𝑒𝑛 =

∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛 𝑛
𝑛2 + 1

,

che converge per il criterio di Leibniz. Dunque la serie converge uniformemente in tutti gli

intervalli della forma [−𝑒, 𝑟], con 𝑟 ∈ (0, 𝑒).

5.4.4 Serie derivata

Definizione 5.4.3. (Serie derivata).

Data∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑥

𝑛 serie di potenze reali, si dice serie derivata la seriex

∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1

o inmaniera equivalente,
∞

∑
𝑚=0

(𝑚 + 1)𝑎𝑚+1𝑥𝑚 .

Osservazione. La serie derivata è ancora una serie di potenze con lo stesso raggio di

convergenza 𝜌. Infatti
∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑥
∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1

e si ha

lim sup
𝑛→∞

𝑛√𝑛|𝑎𝑛| = lim𝑛
𝑛√𝑛 ⋅ lim sup

𝑛→∞
𝑛√|𝑎𝑛| .

Dunque, ∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑥

𝑛 e ∑∞
𝑛=1 𝑛𝑎𝑛𝑥

𝑛−1 convergono entrambe puntualmente su (−𝜌, 𝜌) e uni-



68 capitolo 5. successioni di funzioni

formemente su ogni intervallo (−𝑟, 𝑟) con 𝑟 ∈ (0, 𝜌). Per il Teorema di derivabilità termine a
termine, segue che la funzione somma 𝑓(𝑥) = ∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑥
𝑛 è derivabile su (𝑥0 − 𝜌, 𝑥0 + 𝜌) e

𝑓′(𝑥) = ∑∞
𝑛=1 𝑛𝑎𝑛𝑥

𝑛−1. Iterando questo procedimento, otteniamo che la somma di una serie
di potenze è derivabile infinite volte su (−𝜌, 𝜌) e

𝑓(𝑘)(𝑥) =
∞

∑
𝑛=𝑘

𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ … ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1) 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛−𝑘 ∀𝑘 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝜌, 𝑥0 + 𝜌) .

Poiché tutti i termini della serie si annullano in 𝑥0 eccetto quello 𝑘-esimo, essendo (𝑥 −
𝑥0)𝑛−𝑘 = (𝑥 − 𝑥0)0 = 1, sostituendo 𝑥0 al posto di 𝑥 si ottiene

𝑓(𝑘)(𝑥0) = 𝑎𝑘 𝑘(𝑘 − 1) … 1�������������
𝑘!

= 𝑎𝑘𝑘! ⟹ 𝑎𝑘 =
𝑓(𝑘)(𝑥0)
𝑘! ∀𝑘 ∈ ℕ, ∀𝑥0 ∈ ℝ .

Esistono risultati analoghi per le serie complesse:

Definizione 5.4.4. (Funzioneolomorfa).

Una funzione 𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℂ ℂ, 𝐴 aperto, si dice derivabile in senso complesso o

olomorfa in𝑤 ∈ 𝐴 se esiste finito inℂ il limite

𝑓′(𝑤) ≔ lim
ℎ→0

𝑓(𝑤 + ℎ) − 𝑓(𝑤)
ℎ

Come nel caso reale, si dimostra che se 𝑓 è la somma di una serie di potenze complesse
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 con raggio 𝜌 > 0 allora 𝑓 è derivabile in senso complesso infinite volte su

𝐵𝜌(𝑧0) e vale:

𝑓(𝑘)(𝑧) =
∞

∑
𝑛=𝑘

𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ … ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1) 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛−𝑘 ∀𝑘 ∈ ℕ, ∀𝑧0 ∈ 𝐵𝜌(𝑧0) ,

𝑎𝑘 =
𝑓(𝑘)(𝑧0)
𝑘! ∀𝑘 ∈ ℕ, ∀𝑥0 ∈ ℝ . (5.6)

5.4.4.1 Digressione: corrispondenza traℂ eℝ2

Si possono considerare le funzioni di variabile complessa come funzioni daℝ2 aℝ2. Per-
tanto ha senso definire:

Definizione 5.4.5. (Relazioni di Cauchy-Riemann).

Data 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣, con 𝑢, 𝑣 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ ℝ si dicono relazioni di Cauchy-Riemann le

seguenti: ⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑢𝑥 = 𝑣𝑦
𝑢𝑦 = −𝑣𝑥

(5.7)

Le relazioni (5.7) permettono di correlare la nozione di differenziabilità inℝ2 e quella di
funzione olomorfa. Vale infatti:

Proposizione 5.4.4. (Caratterizzazione delle funzioni olomorfe).

𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 come funzione inℂ è olomorfa in 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 se e solo se 𝑓 = (𝑢, 𝑣) come funzione in
ℝ2 è differenziabile in (𝑥0, 𝑦0) e valgono (5.7).



5.4 . serie di potenze 69

5.4.5 Convergenza uniforme di serie di potenze complesse

Teorema 5.4.4. (di Abel per serie di potenze complesse).

Sia∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑧−𝑧0)𝑛 con𝑎𝑛, 𝑧 ∈ ℂuna serie di potenze complesse con raggio𝜌 > 0. Se la serie conver-

ge in un punto 𝜌𝑒𝑖𝜃0 ∈ 𝜕𝐵𝜌(𝑧0) per un certo 𝜃0 ∈ [0,2𝜋), allora la serie converge uniformemente
sul raggio che collega 𝑧0 con 𝜌𝑒𝑖𝜃0 .

Vale anche il seguente risultato, molto potente ma che richiede la convergenza assoluta in

almeno un punto del bordo:

Teorema 5.4.5. (Convergenza uniformedata convergenza assoluta sul bor-

do).

Sia ∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 con 𝑎𝑛, 𝑧 ∈ ℂ una serie di potenze complesse con raggio 𝜌 > 0. Se la serie

converge assolutamente in un punto 𝜌𝑒𝑖𝜃0 ∈ 𝜕𝐵𝜌(𝑧0) per un certo 𝜃0 ∈ [0,2𝜋), allora la serie
converge totalmente su tutto 𝐵𝜌(𝑧0).

Dimostrazione. Sia 𝑧 ∈ 𝐵𝜌(𝑧0). Allora

|𝑎𝑛𝑧𝑛| = |𝑎𝑛||𝑧|𝑛 ≤ |𝑎𝑛|𝜌𝑛.

Poiché la serie converge assolutamente in 𝜌𝑒𝑖𝜃0, si ha

∞

∑
𝑛=0

|𝑎𝑛𝜌𝑛𝑒𝑛𝑖𝜃0 | =
∞

∑
𝑛=0

|𝑎𝑛|𝜌𝑛 converge.

Quindi, per il criterio diWeierstrass la serie∑∞
𝑛=0 |𝑎𝑛||𝑧|

𝑛 converge.

5.4.6 Serie di Taylor e funzioni analitiche

Finora abbiamo studiato la convergenza di serie di potenze a determinate funzioni. Ci

proponiamo adesso di ribaltare il problema: quando possiamo esprimere una funzione

𝑓 ∈ 𝒞∞(𝐼), 𝐼 = (𝑎, 𝑏) ⊆ ℝ come una serie di potenze di centro 𝑥0? Se ciò è possibile deve
valere (5.6) per ogni 𝑎𝑛. Questo fatto rende naturale la seguente:

Definizione 5.4.6. (Serie di Taylor).

Si dice serie di Taylor di 𝑓 di centro 𝑥0 la serie di potenze

∞

∑
𝑛=0

𝑓(𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) (5.8)

Se 𝑥0 = 0 si parla di serie diMaclaurin.

Osservazione.

La definizione (5.4.6) è dovuta al fatto che la ridotta 𝑛-esima della serie di Taylor corri-
sponde al polinomio di Taylor di grado 𝑛 e centro 𝑥0.

Purtroppo, non sempre la serie (5.8) converge su (𝑥0−𝜌, 𝑥0+𝜌) e ha per somma𝑓.
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Esempio. Sia

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝑒
− 1
𝑥2 se 𝑥 ≠ 0

0 se 𝑥 = 0

La funzione 𝑓 è continua in 0 e si verifica per induzione che 𝑓 è derivabile infinite volte,
con derivate della forma

𝑓(𝑘) = 𝑝 �
1
𝑥� 𝑒

− 1
𝑥2 , 𝑝 polinomio

che tendono tutte a 0 per 𝑥 → 0. Quindi 𝑓 ∈ 𝒞∞(ℝ) e ha tutte le derivate nulle nell’origine,
quindi la serie di Maclaurin converge in tutto ℝ ed è costantemente 0, e dunque non
coincide con 𝑓.

Poichénon tutte le funzioni𝒞∞ si possono scrivere come la loro serie diTaylor, introduciamo
la classe di funzioni che soddisfano ciò: le funzioni analitiche.

Definizione 5.4.7. (Funzione analitica).

Sia 𝑓 ∈ 𝒞∞(𝐼). Si dice che 𝑓 è analitica in 𝑥0 se ∃𝑟 > 0 tale che:

𝑓(𝑥) =
∞

∑
𝑛=0

𝑓(𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛 ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟)

Si dice che 𝑓 è analitica su 𝐽 ⊆ 𝐼 se è analitica in ogni punto di 𝐽.

Digressione. In campo reale, le funzioni analitiche in un insieme 𝑈 sono solo un piccolo
sottoinsieme delle funzioni 𝒞∞(𝑈), che a loro volta sono un sottoinsieme stretto delle
funzioni 𝒞1(𝑈), 𝒞2(𝑈), …, a loro volta contenute strettamente nelle funzioni derivabili
𝒟(𝑈), a loro volta contenute strettamente nelle funzioni continue 𝒞(𝑈). In campo com-
plesso abbiamo una sorpresa: infatti, se la funzione è derivabile anche una sola volta, lo è

infinitamente con continuità e sono anche analitiche!

𝒟(𝑈) = 𝒞1(𝑈) = … = 𝒞∞(𝑈) = 𝒜(𝑈)

Questa è una conseguenza del fatto cheℂ ha la struttura di campo comeℝ, ma allo stesso
tempo è uno spazio vettoriale di dimensione 2 suℝ stesso.

Bisogna quindi capire sotto quali ipotesi ulteriori una funzione di classe𝒞∞ è analitica, ossia
si può scrivere come somma della sua serie di Taylor: in particolare, dobbiamoverificare che

la seria innanzi tutto converga e che converga alla𝑓voluta (il che non è successo nell’esempio
precedente). Cerchiamo a tal scopo una condizione sufficiente.

Teorema 5.4.6. (Condizione sufficiente di analiticità).

Sia 𝑓 ∈ 𝒞∞(𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) per un certo 𝑟 > 0. Supponiamo che esista𝑀 tale che:

sup
𝑥∈(𝑥0−𝑟,𝑥0+𝑟)

|𝑓(𝑛)(𝑥)| ≤ 𝑀𝑟−𝑛𝑛! (5.9)

definitivamente. Allora 𝑓 è analitica in 𝑥0.
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Dimostrazione. Dobbiamomostrare che

�𝑓(𝑥) −
𝑁

∑
𝑛=0

𝑓(𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛� = |𝑓(𝑥)−𝑇𝑁,𝑥0(𝑥)| → 0 per𝑁→∞,∀𝑥 ∈ (𝑥0−𝑟, 𝑥0+𝑟) . (5.10)

Osserviamo che (5.10) è il resto del polinomio di Taylor che esprimiamo come resto di

Lagrange: esiste 𝑐 ∈ (𝑥0, 𝑥) tale che

|𝑓(𝑥) − 𝑇𝑁,𝑥0(𝑥)| = �
1

(𝑁 + 1)!𝑓
(𝑁+1)(𝑐)(𝑥 − 𝑥0)𝑁+1� =

1
(𝑁 + 1)! �𝑓

(𝑁+1)(𝑐)� |𝑥 − 𝑥0|𝑁+1 .

Usando ora l’ipotesi (5.9) abbiamo 𝑓(𝑁+1)(𝑐) ≤ 𝑀𝑟−(𝑁+1)(𝑁 + 1)! e quindi

1
(𝑁 + 1)! �𝑓

(𝑁+1)(𝑐)� |𝑥 − 𝑥0|𝑁+1 ≤ 𝑀 �
𝑥 − 𝑥0
𝑟 �

𝑁+1
.

Per concludere ricordiamo che 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) ⇔ |𝑥 − 𝑥0| < 𝑟, dunque

lim
𝑁→∞

𝑀 �
𝑥 − 𝑥0
𝑟 �

𝑁+1
= 0 .

Osservazione. Il teorema precedente vale in particolare se ∃𝑀 ′ > 0 tale che

sup
𝑥∈(𝑥0−𝑟,𝑥0+𝑟)

|𝑓(𝑛)(𝑥)| ≤ 𝑀 ′ . ∀𝑛 ∈ ℕ

5.4.6.1 Esempi di funzioni analitiche

Funzione esponenziale Una ben funzione analitica nota è la funzione esponenziale:

𝑒𝑥 =
∞

∑
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! ∀𝑥 ∈ ℝ . (5.11)

Funzioni iperboliche Grazie all’analiticità della funzione esponenziale possiamo di-

mostrare quella delle funzioni iperboliche cosh 𝑥 e sinh 𝑥. Sostituendo −𝑥 a 𝑥 in (5.11) si
ottiene la serie di Taylor di 𝑒−𝑥:

𝑒−𝑥 =
∞

∑
𝑛=0

(−𝑥)𝑛

𝑛! =
∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥𝑛
𝑛! ∀𝑥 ∈ ℝ . (5.12)

Sommando (5.11) e (5.12) e dividendo il risultato per due si ottiene la serie di Taylor di cosh 𝑥:

cosh 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2 =
1
2 �

∞

∑
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! −
∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥𝑛
𝑛! � =

1
2 �

∞

∑
𝑛=0

1 + (−1)𝑛
𝑛! � 𝑥𝑛 .

Osservando che i termini dispari si annullano e i termini pari hanno 2 a numeratore otte-

niamo

cosh 𝑥 =
∞

∑
𝑛=0

𝑥2𝑛

(2𝑛)! ∀𝑥 ∈ ℝ

e conmanipolazioni simili si ottiene

sinh 𝑥 =
∞

∑
𝑛=0

𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)! ∀𝑥 ∈ ℝ .



72 capitolo 5. successioni di funzioni

Potenze binomiali Le funzioni (1 + 𝑥)𝛼, ∀𝛼 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ (−1, 1) sono analitiche:

(1 + 𝑥)𝛼 =
∞

∑
𝑛=0

�
𝛼
𝑛�𝑥

𝑛 ∀𝛼 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ (−1, 1)

Tale serie è detta serie binomiale: infatti, se 𝛼 ∈ ℕ, �𝛼
𝑛� coincide con lo sviluppo del binomio

di Newton; se 𝛼 ∈ ℝ l’espressione �𝛼
𝑛� si generalizza nel seguentemodo:

�
𝛼
𝑛� =

𝛼(𝛼 − 1) … (𝛼 − 𝑛 + 1)
𝑛! con𝛼 ∈ ℝ

È chiaro che se 𝛼 ∈ ℕ il binomiale coincide con quello generalizzato.

Logaritmo La somma della serie geometrica è per ovvimotivi analitica in (−1,1), essendo
peraltro un caso particolare della serie binomiale con 𝛼 = −1 e −𝑥 al posto di 𝑥.

1
1 − 𝑥 =

∞

∑
𝑛=0

𝑥𝑛 𝑥 ∈ (−1, 1) . (5.13)

Integrando (5.13) si ottiene

− log(1 − 𝑥) = ∫
𝑥

0

1
1 − 𝑡 𝑑𝑡 =

∞

∑
𝑛=0

∫
𝑥

0
𝑡𝑛 𝑑𝑡 =

∞

∑
𝑛=0

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1 =
∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛 .

Dunque il logaritmo è analitico in (−1,1), con

log(1 − 𝑥) = −
∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛 ∀𝑥 ∈ (−1,1)

Arcoseno Se 𝑥 ∈ (−1,1) allora 𝑥2 ∈ [0,1) ⊂ (−1,1); possiamo considerare la serie
binomiale con 𝛼 = −1

2 e −𝑥
2 al posto di 𝑥.

1

√1 − 𝑥2
=

∞

∑
𝑛=0

�
−1
2
𝑛 �𝑥

𝑛 ∀𝑥 ∈ (−1,1)

Integrando, abbiamo si ottiene la serie di Taylor di arcsin 𝑥.

Arcotangente Se 𝑥 ∈ (−1, 1) allora 𝑥2 ∈ [0,1) e −𝑥2 ∈ (−1,0] ⊂ (−1, 1); possiamo
considerare la serie binomiale con 𝛼 = −1 e −𝑥2 al posto di 𝑥:

1
1 + 𝑥2 =

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛(𝑥2)𝑛 𝑥 ∈ (−1,1)

Integrando, abbiamo

∫
𝑥

0

1
1 + 𝑡2

𝑑𝑡 = ∫
𝑥

0

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛(𝑡2)𝑛 𝑑𝑡 .

Fissato 𝑥 ∈ (−1,1) il Teorema di Abel garantisce la convergenza uniforme in (−1 + 𝜀,1 − 𝜀),
legittimando lo scambio tra serie e integrale:

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛 ∫
𝑥

0
(𝑡2)𝑛 𝑑𝑡 =

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑥
2𝑛+1

2𝑛 + 1 = arctan 𝑥 ∀𝑥 ∈ (−1,1) . (5.14)

Abbiamo così dimostrato l’analiticità della funzione arctan 𝑥.
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Osservazione. La serie (5.14) converge puntualmente anche in 𝑥 = ±1 per il criterio di
Leibniz e quindi converge uniformemente per il Teorema di Abel su [−1,1]. È quindi lecito
utilizzare il Teorema di scambio tra serie e limite, come nel seguente esempio:

∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛 12𝑛+1

2𝑛 + 1 = lim
𝑥→1−

arctan 𝑥 =
𝜋
4 .

5.5 † esercizi svolti su serie complesse

Poiché può tornare utile, enunciamo senza dimostrazione il criterio di convergenza di Dirichlet;

per una trattazione più approfondita si veda [AB97].

Proposizione 5.5.1. (Criterio di Dirichlet).

Sia {𝑎𝑛}𝑛 una successione di numeri reali e {𝑏𝑛}𝑛 una successione di numeri complessi tali che:
1. la successione delle {𝑏𝑛}𝑛 somme parziali della serie∑𝑛 𝑏𝑛 è limitata;
2. la successione {𝑎𝑛}𝑛 è decrescente ed infinitesima.

Allora la serie ∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑏𝑛

converge inℂ.

Esercizio (‡). Trovare il raggio di convergenza e studiare la convergenza sul bordo di

∞

∑
𝑛=2

𝑧𝑛

𝑛 + log 𝑛 𝑧 ∈ ℂ . (5.15)

Soluzione. Osserviamo per prima cosa che

lim𝑛→∞
|𝑎𝑛+1|
|𝑎𝑛|

=
𝑛 + log 𝑛

𝑛 + 1 + log(𝑛 + 1) = 1 ⟹ 𝜌 = 1 .

Abbiamo pertanto convergenza puntuale nella palla aperta 𝐵1(0) e uniforme in ogni palla
chiusa 𝐵𝑟(0) con 0 < 𝑟 < 1. Cosa succede sul bordo 𝜕𝐵1(0)? Per prima cosa, possiamo
osservare che i punti di𝜕𝐵1(0), formandouna circonferenza sul piano complesso, possono
essere espressi nella forma 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃, e quindi la serie, ∀𝑧 ∈ 𝜕𝐵1(0), può
essere scritta come

∞

∑
𝑛=2

𝑒𝑖𝑛𝜃

𝑛 + log 𝑛 =
∞

∑
𝑛=2

cos(𝑛𝜃)
𝑛 + log 𝑛 + 𝑖

sin(𝑛𝜃)
𝑛 + log 𝑛 .

Poste
n {𝑎𝑛}𝑛 =

1
𝑛+log 𝑛 ;

n {𝑏𝑛}𝑛 = cos(𝑛𝜃) per la prima frazione e {𝑏𝑛}𝑛 = 𝑖 sin(𝑛𝜃) per la seconda;
le serie convergono per il criterio di Dirichlet sul bordo tranne che in 𝑧 = 1: infatti, in tal
caso si ha ∞

∑
𝑛=2

𝑧𝑛

𝑛 + log 𝑛 =
∞

∑
𝑛=2

1
𝑛 + log 𝑛
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e cadono dunque le ipotesi del teorema diDirichlet - {𝑏𝑛}𝑛 = 1 ed ovviamente∑∞
𝑛=2 1 diverge.

Si puòmostrare, ad esempio usando il criterio di condensazione, che la serie diverge.

ρ = 1

Im

Re

Bρ(0)

Figura 5.1 – Insieme di convergenza (5.15).

Esercizio (N° 14, foglio 5).

Trovare l’insieme di convergenza di

+∞

∑
𝑖=2

log(𝑛2 + 1) − 2 log 𝑛
𝑛 − 𝑖𝜋 (𝑧 + 𝑖𝑧̄)𝑛 𝑧 ∈ ℂ .

Soluzione. Poniamo𝜔 = 𝑧 + 𝑖𝑧̄ e calcoliamo |𝑎𝑛| = �ℜ𝔢(𝑎𝑛)2 + ℑ𝔪(𝑎𝑛)2:

|𝑎𝑛| =
| log(𝑛2 + 1) −

− log 𝑛2

�������2 log 𝑛 |

√𝑛2 + 𝜋2

=
| log(1 + 1

𝑛2 )|

√𝑛2 + 𝜋2
→

1
𝑛2

𝑛 =
1
𝑛3 se 𝑛 → +∞ ,

Si ha

𝓁 = lim sup
𝑛→+∞

𝑛√|𝑎𝑛| = lim sup
𝑛→+∞

𝑛√ 1
𝑛3 = 1 ⟹ 𝜌 =

1
𝓁
= 1 .

Inoltre, se |𝜔| = 1 la serie data, per quanto visto, è asintotica alla serie∑ 1
𝑛3 e converge:

abbiamo convergenza per ogni |𝜔| = |𝑧 + 𝑖𝑧̄| ≤ 1. Cerchiamo di capire quali 𝑧 ∈ ℂ
soddisfano questa disequazione scrivendo 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑧̄ = 𝑥 − 𝑖𝑦:

|𝜔| = |𝑧 + 𝑖𝑧̄| ≤ 1 ⟺ |𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖𝑥 + 𝑦| ≤ 1 ⟺ |(𝑥 + 𝑦) + 𝑖(𝑥 + 𝑦)| ≤ 1 .

Calcoliamo il modulo:

|(𝑥 + 𝑦) + 𝑖(𝑥 + 𝑦)| = �(𝑥 + 𝑦)2 + (𝑥 + 𝑦)2 = �2(𝑥 + 𝑦)2 ≤ 1 .
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Quindi − 1
√2

≤ 𝑥 + 𝑦 ≤ 1
√2
, ossia

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑥 + 𝑦 ≤ 1
√2

⟹ 𝑦 = 1
√2

− 𝑥;

𝑥 + 𝑦 ≥ − 1
√2

⟹ 𝑦 = − 1
√2

− 𝑥;

le equazioni rappresentano la “fascia” sul piano complesso compresa tra le due rette

𝑦 = − 1
√2

− 𝑥 e 𝑦 = 1
√2

− 𝑥.
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capitolo 6
Spazi normati e spazi
metrici

‘‘Questa sarà la vostra prima gita su un pianeta nuovo e strano, perciò copritevi bene, state caldi, e non

mettetevi a giocare con nessun cattivo mostro dagli occhi d’insetto.”

Guida galattica per gli autostoppisti, Eddie.

F
ino ad ora, abbiamo studiato le proprietà degli insiemi numerici e delle funzioni

come applicazioni tra questi insiemi. È utile generalizzare ed estendere le principali

proprietà che abbiamo studiate a spazi metrici qualsiasi, come ad esempio gli spazi di

funzioni, entrando nel campo dell’analisi funzionale.

6.1 spazi normati

Definizione 6.1.1. (Norma, spazio normato).

Sia 𝐸 uno spazio vettoriale su un campo𝕂. Una funzione ‖⋅‖ ∶ 𝐸 ℝ è detta norma

se soddisfa le proprietà seguenti:

1. Positività della norma: ‖x‖ ≥ 0 e ‖x‖ = 0 ⟺𝑥 = 0 ∀x ∈ 𝐸;
2. Omogeneità assoluta: ‖𝜆x‖ = |𝜆|‖x‖ ∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝜆 ∈ 𝕂;

3. Disuguaglianza triangolare: �x + y� ≤ ‖x‖ + �y� ∀x,y ∈ 𝐸.
Uno spazio vettoriale munito di una norma è detto spazio normato.

Esempi.
n Suℝ𝑘 possiamo considerare la norma euclidea:

‖x‖2 = �
𝑘

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 �

1
2

.

n Altrenorme interessanti, di cui si fausoanche inanalisinumerica, sono lanorma-1

79
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e la norma-infinito:

‖x‖1 =
𝑘

∑
𝑖=1

|𝑥𝑖| , ‖x‖∞ = max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑥𝑖| .

Definizione 6.1.2. (Norma-𝑝).
Si dice norma-𝑝 la funzione

‖x‖𝑝 =
⎛
⎜⎜⎜⎝
𝑘

∑
𝑖=1

|𝑥𝑖|𝑝
⎞
⎟⎟⎟⎠

1
𝑝

.

Se poniamo, nell’ordine 𝑝 = 1 e 𝑝 = 2 o facciamo tendere 𝑝 → ∞ otteniamo la norma-1, la
norma euclidea e la norma-infinito.

Proposizione 6.1.1. (Equivalenzadelle norme-𝑝).
Inℝ𝑛 vale:

𝑛−
1
2 ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ 𝑛

1
2 ‖x‖∞ ≤ 𝑛

1
2 ‖x‖1 ∀x ∈ ℝ𝑛 .

Dimostrazione. Utilizziamo la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:

𝑛

∑
𝑖=1

|𝑎𝑖𝑏𝑖| ≤ �
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖 �

1
2

�
𝑛

∑
𝑖=1

𝑏2
𝑖 �

1
2
.

Ponendo 𝑎𝑖 = 1 ∀𝑖, 𝑏𝑖 = 𝑥𝑖,

‖x‖1 =
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑥𝑖| ≤ �
𝑛

∑
𝑖=1

1�

1
2

�
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 �

1
2
= 𝑛

1
2 ‖x‖2 ;

otteniamo la prima disuguaglianza. Utilizzando la definizione di massimo, si ha

|𝑥𝑖|2 ≤ max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑥𝑖|2 ∀𝑖 = 1, … , 𝑛 ⟹ ‖x‖22 =
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑥𝑖|2 ≤ 𝑛(max1≤𝑖≤𝑛
|𝑥𝑖|)2 = 𝑛‖x‖

2
∞ .

Estraendo la radice ad ambo i membri si ha la seconda disuguaglianza. Infine

‖x‖∞ = max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑥𝑖| ≤
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑥𝑖| = ‖x‖1

poiché banalmente il massimo è uno dei termini della sommatoria di addendi positivi di

destra.

Osservazione. Se uno spazio vettoriale è munito di un prodotto scalare, allora esso

induce una norma:

‖x‖ ∶= ⟨x,x⟩
1
2 .

È facile verificare le prime due proprietà; per la terza si osserva che con la disuguaglianza di

Cauchy-Schwarz:

�x + y�2 = ‖x‖2 + 2 �x,y� + �y�2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖�y� + �y�2 = �‖x‖ + �y��
2
.
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6.2 spazi di funzioni

Definizione 6.2.1. (Norma lagragiana).

Sia 𝐸 = 𝒞0([𝑎, 𝑏]) lo spazio delle funzioni continue in un intervallo chiuso e limitato [𝑎, 𝑏].
Definiamo la norma Lagrangiana o norma del sup come

�𝑓�
𝒞0([𝑎,𝑏]) ≔ sup

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑓(𝑥)| = max

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑓(𝑥)| .

dove la seconda uguaglianza è lecita per il Teorema diWeierstrass. Analogamente, se al posto

di 𝒞0([𝑎, 𝑏]) abbiamo 𝒞𝑘([𝑎, 𝑏]) possiamo definire

�𝑓�
𝒞𝑘([𝑎,𝑏]) = sup

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑓(𝑥)| + sup

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑓′(𝑥)| + … + sup

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑓(𝑘)(𝑥)|

= max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)| + max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓′(𝑥)| + … + max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑘)(𝑥)| .

y = f(x)

y = f(x) + r

y = f(x) − r

a b

y = g(x)

||f(x) − g(x)|| < r

Osservazioni.
n Se l’intervallo di definizione non è limitato è necessario richiedere la limitatezza

della funzione.
n Se l’intervallo di definizione è aperto, vale soltanto l’espressione della norma con

sup.

Attenzione! La norma lagrangiana e la norma operatoriale non sono la stessa cosa!

Un altro tipo di norme sono le norme-𝑝 integrali; per esempio:

�𝑓�𝑝 = �∫
𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥�

1
𝑝

É particolarmente interessante la norma-2 integrale

�𝑓�2 = �∫
𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥�

1
2

in quanto indotta dal prodotto scalare

�𝑓, 𝑔� = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 .
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Osservazione.

Non c’è relazione tra le norme lagragiane e quelle integrali: ci

possono essere funzioni 𝑓 come quella in figura che hanno una
norma lagrangiana “molto grande”

�𝑓�
𝒞0([𝑎,𝑏]) = max

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑓(𝑥)|

ma una norma integrale “piccola”

�𝑓�1 = ∫
𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 . a b

6.3 spazi metrici

Definizione 6.3.1. (Distanza, spaziometrico).

Una funzione 𝑑 ∶ 𝑋 × 𝑋 ℝ è detta distanza su 𝑋 se soddisfa le proprietà seguenti:
1. Positività: 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 e 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺𝑥 = 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋;
2. Simmetria: 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥); ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋;
3. Disuguaglianza triangolare: 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦); ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋.

Una coppia (𝑋, 𝑑) dove 𝑋 è un insieme e 𝑑 è una distanza su 𝑋 è detta spaziometrico.

Osservazioni.
n Una norma induce naturalmente una distanza

𝑑(𝑥, 𝑦) ∶= �𝑥 − 𝑦�

ma non vale necessariamente il viceversa, in quanto uno spaziometrico non ha

necessariamente una struttura di spazio vettoriale, necessaria per la definizione

di norma.
n In un qualunque insieme 𝑋 si può definire la distanza banale come

𝑑∶ 𝑋 × 𝑋→ ℝ, (𝑥, 𝑦) ↦
⎧⎪⎨
⎪⎩

0 se 𝑥 = 𝑦
1 se 𝑥 ≠ 𝑦

n Dato uno spaziometrico 𝑋, ogni sottoinsieme 𝑌 ⊆ 𝑋 eredita la struttura di spazio
metrico.

Definizione 6.3.2. (Palla).

Sia𝑋 uno spaziometrico e 𝑥0 ∈ 𝑋. Definiamo intorno sferico di 𝑥0 di raggio 𝑟 > 0 opalla
di raggio 𝑟 > 0 e centro 𝑥0 il sottoinsieme

𝐵𝑟(𝑥0) ∶= { 𝑥 ∈ 𝑋 � 𝑑(𝑥0, 𝑥) < 𝑟 } .

Uno spaziometrico è anche topologico poiché la metrica induce una topologia di Hausdorff,

quindi ha senso la seguente definizione.
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Definizione 6.3.3. (Limite).
n Data una successione {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ in (𝑋, 𝑑) spaziometrico diciamo che il limite di 𝑥𝑛 al

crescere di 𝑛 è uguale a 𝑥,
lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥,

se lim𝑛→∞ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0, ovvero se

∀𝜀 > 0, ∃ 𝑛 = 𝑛(𝜀)tale che ∀𝑛 ≥ 𝑛 si ha 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀

n Siano (𝑋, 𝑑𝑋) e (𝑌, 𝑑𝑌) due spazi metrici e siano 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝓁 ∈ 𝑌 e 𝑓 ∶ 𝑋 𝑌.
Diciamo che il limite per 𝑥 che tende a 𝑥0 di 𝑓(𝑥) è uguale a 𝓁,

lim𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = 𝓁,

se

∀𝜀 > 0∃ 𝛿 > 0 ∶ 0 < 𝑑𝑋(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 ⟹ 𝑑𝑌(𝑓(𝑥), 𝓁) < 𝜀 .

Osservazione. Per definizione, una successione di funzioni {𝑓𝑛}𝑛 converge uniforme-
mente a 𝑓 se converge secondo lametrica indotta dalla norma lagrangiana.

Definite le nozioni di norma e distanza in uno spaziometrico, è opportuno chiedersi quando

queste inducano la stessa topologia. Introduciamo pertanto la seguente:

Definizione 6.3.4. (Norme edistanze equivalenti).

Due norme ‖⋅‖1 e ‖⋅‖2 definite sullo stesso spazio vettoriale 𝐸 si dicono equivalenti se
esiste 𝐶 > 0 tale che:

𝐶−1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ 𝐶‖x‖1 ∀𝑥 ∈ 𝐸 .

Due distanze 𝑑1 e 𝑑2 definite sullo stesso insieme 𝑋 si dicono equivalenti se 𝐶 > 0 tale
che:

𝐶−1𝑑1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑2(𝑥, 𝑦) ≤ 𝐶𝑑1(𝑥, 𝑦) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸

Osservazione. Due distanze equivalenti inducono la stessa topologia e determinano

pertanto la stessa nozione di convergenza.

Dalla proposizione 6.1.1 segue che inℝ𝑛 la norma-1, la norma-2 e la norma-∞ sono equiva-

lenti. Si può dimostrare che tutte le norme-𝑝 sono equivalenti.

||x||1 =
∑

i |xi| = 1 ||x||2 =
∑

i x
2
i = 1 max

1≤i≤n
|xi| = 1

Figura 6.1 –Norme a confronto.
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Più complicati sono gli spazi di funzioni, in cui in generale le norme non sono equivalenti.

Per convincersi di questo fatto, consideriamo 𝑋0 = 𝒞0([0,2𝜋]) e 𝑋1 = 𝒞1([0,2𝜋]) con le
opportune norme lagrangiane. Ogni funzione della successione di funzioni 𝑓𝑛(𝑥) = sin(𝑛𝑥)
ha norma 1 in 𝑋0, infatti:

�𝑓�
𝑋0
= max
𝑥∈[0,2𝜋]

|𝑓(𝑥)| = 1 .

Osservando che 𝑓′(𝑥) = 𝑛 cos(𝑛𝑥) la stessa funzione in 𝑋1 ha norma:

�𝑓�
𝑋1
= max
𝑥∈[0,2𝜋]

|𝑓(𝑥)| + max
𝑥∈[0,2𝜋]

|𝑓′(𝑥)| = 1 + 𝑛 → ∞ per 𝑛 → ∞

quindi in 𝑋1 = 𝒞1([0,2𝜋]) 𝑓𝑛(𝑥) non converge.

Definizione 6.3.5. (Insieme aperto, limitato).

Sia (𝑋, 𝑑) uno spaziometrico. 𝐴 ⊆ 𝑋 è:
1. limitato se è contenuto in una palla centrata in un qualsiasi elemento di 𝑋: ∃ 𝑥0 ∈

𝑋, ∃ 𝑟 > 0 tali che𝐴 ⊆ 𝐵𝑟(𝑥0);
2. aperto se è intorno di ogni suo punto, ovvero se ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∃𝑟 > 0 ∶ 𝐵𝑟(𝑥) ⊆ 𝐴. 𝐶 ⊆ 𝑋

è chiuso se 𝑋∖ 𝐶 è aperto.

Definizione 6.3.6. (Insieme compatto).

Un insieme si dice compatto se da ogni famiglia arbitraria di aperti {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 che ricopre 𝑋,
cioè

𝑋 =�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖,

si può estrarre un sottoricoprimento finito {𝐴𝑗}𝑗∈𝐽 ⊆ {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 con 𝐽 ⊆ 𝐼 e |𝐽 | < ∞:

𝑋 = �
𝑗∈𝐽
|𝐽 |<∞

𝐴𝑗

6.3.1 Continuità e continuità uniforme

Ampliamo ora la nozione di continuità vista inℝ𝑛 presentandone la definizione e le pro-
prietà più generali relativi agli spazi metrici. Nel seguito 𝑓 sarà una funzione tra due spazi
metrici (𝑋, 𝑑𝑋) e (𝑌, 𝑑𝑌) qualsiasi.

Definizione 6.3.7. (Continuità in un punto).

Una funzione 𝑓 si dice continua in 𝑥0 se lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0).

Definizione 6.3.8. (Continuità in un insieme).

Una funzione 𝑓 è continua in 𝑋 se è continua in ogni 𝑥0 ∈ 𝑋, ossia

∀𝑥0 ∈ 𝑋 ∀𝜀 > 0 ∃𝛿(𝑥, 𝜀) > 0 tale che, 𝑑𝑋(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 ⟹𝑑𝑌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀 .

Ricordiamo... Da un punto di vista topologico, una funzione 𝑓 è continua se e solo se
le controimmagini di insiemi aperti (o chiusi) sono aperte (o chiuse).
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Definizione 6.4.1. (Continuità uniforme).

Una funzione 𝑓 si dice uniformemente continua se

∀𝜀 > 0 ∃𝛿(𝜀) > 0 tale che, 𝑑𝑋(𝑥, 𝑦) < 𝛿 ⟹𝑑𝑌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) < 𝜀∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 .

Teorema 6.4.1. (Heine-Cantor).

Se (𝑋, 𝑑𝑥) è uno spazio metrico compatto e (𝑌, 𝑑𝑦) è uno spazio metrico qualunque, allora ogni funzione
𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua è anche uniformemente continua.

Dimostrazione. Sia 𝜀 > 0. Essendo 𝑓 continua, allora

∃𝛿 = 𝛿(𝑥, 𝜀) ∶ 𝑑𝑋(𝑦, 𝑥) < 2𝛿𝑥 ⟹𝑑𝑌(𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥)) <
𝜀
2 .

Vogliamo trovare un 𝛿 che non dipenda da x. Essendo 𝑋 compatto, possiamo estrarre
dal ricoprimento aperto di 𝑋 formato dalle palle aperte {𝐵𝛿(𝑥)(𝑥)} un sottoricoprimento
finito formato da 𝑘 palle centrate in 𝑘 punti, ovvero 𝑋 = ⋃𝑘

𝑖=1 𝐵𝛿(𝑥𝑖)(𝑥𝑖). Chiamiamo 𝛿 =
min1≤𝑖≤𝑘 𝛿(𝑥𝑖) e consideriamo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 tali che 𝑑𝑋(𝑥, 𝑦) < 𝛿 e un 𝑥𝑗 tra i 𝑘 punti tale che
𝑥 ∈ 𝐵𝛿(𝑥𝑗)(𝑥𝑗). Sappiamo che 𝑑𝑋(𝑥, 𝑥𝑗) < 𝛿(𝑥𝑗), quindi

𝑑𝑋(𝑦, 𝑥𝑗) ≤ 𝑑𝑋(𝑦, 𝑥) + 𝑑𝑋(𝑥, 𝑥𝑗) < 𝛿 + 𝛿(𝑥𝑗) ≤ 2𝛿(𝑥𝑗) .

Da questa disuguaglianza otteniamo la prima delle seguenti disuguaglianze,mentre dalla

continuità di 𝑓 otteniamo la seconda:

𝑑𝑌(𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥𝑗)) <
𝜀
2 ; 𝑑𝑌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥𝑗)) <

𝜀
2 .

Possiamo ora concludere che

𝑑𝑌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ≤ 𝑑𝑌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥𝑗)) + 𝑑𝑌(𝑓(𝑥𝑗), 𝑓(𝑦)) <
𝜀
2 +

𝜀
2 = 𝜀 .

6.4.1 Alcuni teoremi sugli spazi metrici

Concludiamo questa panoramica degli spazi metrici con una carrellata di teoremi - senza

dimostrazione - già visti inAnalisiMatematica 1 o inGeometria 2, eventualmente estesi agli

spazi metrici generici.

Teorema 6.4.2. (Heine-Borel).

Inℝ𝑛 con la distanza euclidea𝑋 ⊆ ℝ𝑛 è compatto se e solo se è chiuso e limitato.

Teorema 6.4.3. (Weierstrass).

Sia (𝑋, 𝑑) uno spazio metrico compatto e𝑓 ∶ 𝑋 ℝuna funzione continua. Allora 𝑓 assume in
𝑋 il suomassimo e il suominimo.

Teorema 6.4.4. (Bolzano–Weierstrass).

Uno spazio metrico (𝑋, 𝑑) è compatto se e solo se ogni successione {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ a valori in𝑋 ammette una
sottosuccessione convergente.
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6.4.2 Spazi metrici completi

Definizione 6.4.2. (Successione di Cauchy, spazi completi e di Banach).

Sia (𝑋, 𝑑) uno spaziometrico. Una successione {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ in 𝑋 è detta di Cauchy (o fonda-
mentale) se vale

∀𝜀 > 0 ∃ 𝑛̄ = 𝑛̄(𝜀) ∈ ℕ ∶ ∀𝑛,𝑚 > 𝑛̄ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 .

n Uno spaziometrico è detto completo se ogni successione di Cauchy è convergente.
n Uno spazio metrico è detto di Banach quando è completo rispetto alla metrica

indotta dalla norma.

Proposizione 6.4.1. (Sottospazi di spazi completi sono completi se e solo se

chiusi).

Sia (𝑋, 𝑑) uno spaziometrico completo e sia𝑋1 ⊆ 𝑋. Allora (𝑋1, 𝑑𝑋) è completo se e solo se𝑋1 è chiuso
in𝑋.

Dimostrazione. Ricordiamo che in uno spaziometrico vale che

𝑋1 ⊆ 𝑋 è chiuso⟺∀{𝑥𝑛}𝑛 ⊆ 𝑋1 ∶ 𝑥𝑛 → 𝑥̄, 𝑥̄ ∈ 𝑋1

⟸) Sia {𝑥𝑛}𝑛 ⊆ 𝑋1 una successione di Cauchy. Allora, dato che 𝑋 è completo, 𝑥𝑛 → 𝑥̄ ∈ 𝑋,
ma 𝑋1 chiuso, dunque 𝑥̄ ∈ 𝑋1.
⟹) Se (𝑋1, 𝑑) è completo e se {𝑥𝑛}𝑛 ⊆ 𝑋1 è tale che 𝑥𝑛 → 𝑥̄ ∈ 𝑋, allora {𝑥𝑛}𝑛 è di Cauchy in
𝑋 e anche in 𝑋1, dunque convergente a 𝑥̄ ∈ 𝑋1; quindi 𝑋1 è chiuso.

Discutiamo ora tre proposizioni, particolarmente potenti, che ci permettono di descrivere

la relazione tra successioni convergenti e di Cauchy.

Proposizione (Ogni successione convergente è di Cauchy).

Dimostrazione. Sia {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ una successione convergente, tale che lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑙,
ossia

∀𝜀 ∃ 𝑁 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑙) <
𝜀
2 .

Consideriamo 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 e abbiamo la tesi:

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑙) + 𝑑(𝑙, 𝑥𝑚) <
𝜀
2 +

𝜀
2 < 𝜀 .

Proposizione (UnasuccessionediCauchyconsottosuccessioneconvergente

converge).

Dimostrazione. Sia {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ una successione di Cauchy che ammetta una sottosucces-

sione convergente {𝑥𝑛𝑘} tale che lim𝑛→∞ 𝑥𝑘𝑛 = 𝓁, ossia

∀𝜀 ∃ 𝑁 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ 𝑑(𝑥𝑘𝑛, 𝓁) <
𝜀
2 .
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Sappiamo inoltre che la successione {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ è di Cauchy:

∀𝜀 > 0 ∃ 𝑛̄ = 𝑛̄(𝜀) ∶ ∀𝑛,𝑚 > 𝑛̄ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) <
𝜀
2 .

Allora scegliamo 𝑛̃ = max𝑁, 𝑛̄ e abbiamo

𝑑(𝑥𝑛, 𝓁) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑘𝑛) + 𝑑(𝑥𝑘𝑛, 𝓁) <
𝜀
2 +

𝜀
2 = 𝜀 .

Proposizione (Le successioni di Cauchy in spazi normati sono limitate).

Dimostrazione. Sia {x𝑛}𝑛∈ℕ una successione di Cauchy. Per definizione, si ha

∀𝜀 > 0 ∃ 𝑛̄ = 𝑛̄(𝜀) ∶ ∀𝑛,𝑚 > 𝑛̄ 𝑑(x𝑛,x𝑚) < 𝜀

e, in particolare, ciò vale per 𝜀 = 1. Allora, per ogni 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛̄ vale

‖x𝑛‖ = ‖x𝑛 − x𝑚 + x𝑚‖ ≤ ‖x𝑛 − x𝑚‖ + ‖x𝑚‖ < 1 + ‖x𝑚‖ = 𝑀1 .

Poniamo𝑀2 = max𝑛∈ℕ{x𝑛} e𝑀 = max(𝑀1,𝑀2) e si ha che ∀𝑛 ∈ ℕ ‖x𝑛‖ ≤ 𝑀.

Osservazione. La dimostrazione effettuata si può generalizzare opportunamente per

uno spaziometrico.

Grazie a queste proprietà possiamo estendere un risultato visto inAnalisi Matematica 1 sulla

completezza dei reali:

Teorema ((ℝ, ‖ ⋅ ‖) è uno spaziometrico completo).

Dimostrazione. Per dimostrare il teorema, basta osservare che:

1. Ogni successione di Cauchy è limitata - ciò è vero in ogni spaziometrico;

2. Ogni sottosuccessione limitata ammette una sottosuccessione convergente;

3. Se una successione di Cauchy ammette una sottosuccessione convergente, allora

la successione converge.

Tuttavia, per i nostri scopi è più interessante il seguente

Teorema ((𝒞0([𝑎, 𝑏]), ‖ ⋅ ‖𝒞0([𝑎,𝑏])) è uno spaziometrico completo).

Dimostrazione. Sia {𝑓𝑛}𝑛∈ℕ una successione di Cauchy, ossia

∀𝜀 > 0 ∃ 𝑛̄ ∈ 𝑁 ∶ ∀𝑛,𝑚 > 𝑛̄ |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| < 𝜀 .

Come affermato nella prima osservazione di pag. 83, dobbiamomostrare la convergenza

uniforme della successione. Dividiamo la dimostrazione nei tre passi seguenti:

1. Convergenza puntuale. Fissato 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], la successione {𝑓𝑛(𝑥)}𝑛∈ℕ è anch’essa di

Cauchy, dunque convergente in quantoℝ è uno spazio completo. Segue che {𝑓𝑛}
converge puntualmente ad una funzione 𝑓.



88 capitolo 6. spazi normati e spazi metrici

2. Convergenza nella norma lagrangiana. Fissato 𝜀 > 0, allora ∃ 𝑛̄ ∈ ℕ tale che

∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛̄ e ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] si ha

�𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)� < 𝜀 .

Facendo tendere𝑚 → ∞ si ha che ∀𝜀 ∃ 𝑛̄ ∈ ℕ tale che ∀𝑛 ≥ 𝑛̄ e ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] si ha

�𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)� ≤ 𝜀 .

In particolare,

sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 ⟹ lim𝑛→∞ 𝑑(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥)) = 0 .

3. 𝑓 è continua.a Sia 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] fissato. Preso

𝜀 > 0, ∃ 𝑛̄ ∈ ℕ ∶ ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑛̄(𝑥)| <
𝜀
3 .

Sappiamo inoltre che 𝑓𝑛̄ è continua in 𝑥0: perciò, dato 𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 tale che

|𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⟹ |𝑓𝑛̄(𝑥) − 𝑓𝑛̄(𝑥0)| <
𝜀
3 .

Quindi, se |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 abbiamo

�𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)� ≤ �𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛̄(𝑥)� + �𝑓𝑛̄(𝑥) − 𝑓𝑛̄(𝑥0)� + �𝑓𝑛̄(𝑥0) − 𝑓(𝑥0)� <
𝜀
3 +

𝜀
3 +

𝜀
3 = 𝜀 .

aLa verifica è necessaria per garantire che 𝑓 ∈ 𝒞0([𝑎, 𝑏]). Ciò nonostante, abbiamo già dimostrato nel
capitolo precedente che la convergenza uniforme di funzioni continue implica la continuità della funzione

limite, quindi si può anche usare direttamente questo risultato.

Si può dimostrare inmaniera analoga che anche gli spazi 𝒞𝑘([𝑎, 𝑏]) sono completi.

Teorema 6.4.7. (Completezza degli operatori limitati).

Siano (𝐸, ‖⋅‖𝐸), (𝐹, ‖⋅‖𝐹) due spazi normati e supponiamo che (𝐹, ‖⋅‖𝐹) sia completo. Sia inoltre 𝑋 =
{𝑇 ∈ ℒ(𝐸, 𝐹) ∶ ‖𝑇 ‖ℒ(𝐸,𝐹) < +∞} l’insieme degli operatori limitati con ‖⋅‖𝑋 = ‖⋅‖ℒ(𝐸,𝐹). Allora (𝑋, ‖⋅‖𝑋)
è uno spazio metrico completo.

Dimostrazione. Sia {𝐴𝑛}𝑛∈ℕ una successione di Cauchy in 𝑋: fissato x ∈ 𝐸, {𝐴𝑛x}𝑛 è
una successione in 𝐹 - essendo gli𝐴𝑛 operatori tra 𝐸 e 𝐹 - ed è anche di Cauchy,

‖𝐴𝑛x − 𝐴𝑚x‖𝐹 ≤ ‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖𝑋 ‖x‖𝐸,

quindi converge a un limite che è una funzione lineare𝐴x ∈ 𝐹, ossia𝐴 ∈ ℒ(𝐸, 𝐹). Dobbiamo
dimostrare che ‖𝐴𝑛 − 𝐴‖𝑋 → 0, che implica anche ‖𝐴‖ < +∞: avendo la convergenza della
successione di Cauchy a un operatore limitato avremo la completezza di 𝑋. Sia 𝜀 > 0 e
𝑛̄ ∈ ℕ tale che ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛̄ ‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖𝑋 < 𝜀:

‖(𝐴𝑛 − 𝐴)x‖𝐹 ≤ ‖(𝐴𝑛 − 𝐴𝑚)x‖𝐹 + ‖𝐴𝑚x − 𝐴x‖𝐹 ≤ ‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖𝑋‖x‖𝐸 + ‖𝐴𝑚x − 𝐴x‖𝐹

Per x ∈ 𝐸 fissato, sappiamo che 𝐴𝑚x → 𝐴x. Scegliamo quindi un𝑚 = 𝑚(x) ≥ 𝑛̄ dipen-
dente da x e arbitrariamente grande, così da far tendere a zero l’ultimo termine della
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maggiorazione precedente. Otteniamo, ricordandoci che la successione di partenza è di

Cauchy, che ‖(𝐴𝑛 − 𝐴)x‖𝐹 < 𝜀‖x‖𝐸, quindi

‖(𝐴𝑛 − 𝐴)x‖𝐹 < 2𝜀‖x‖𝐸 ∀𝑛 ≥ 𝑛̄ ⟹ sup
‖x‖≤1

‖(𝐴𝑛 − 𝐴)x‖𝐹 ≤ 2𝜀 .

Teorema 6.4.8. (Convergenza assoluta e puntuale in spazi di Banach).

Dato (𝐸, ‖⋅‖) spazio di Banach, allora se∑+∞
𝑛=0‖x𝑛‖ < +∞ la serie∑+∞

𝑛=0 x𝑛 converge in 𝐸, ovvero la
convergenza assoluta implica la convergenza puntuale in uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Mostriamo che la successione delle somme parziali s𝑛 = ∑𝑛
𝑘=0 x𝑘 è

di Cauchy:

�s𝑛+𝑗 − s𝑛� = �
𝑛+𝑗

∑
𝑘=0

x𝑘 −
𝑛

∑
𝑘=0

x𝑘� = �
𝑛+𝑗

∑
𝑘=𝑛+1

x𝑘� ≤
𝑛+𝑗

∑
𝑘=𝑛+1

‖x𝑘‖ ≤
+∞

∑
𝑘=𝑛+1

‖x𝑘‖ .

Per ipotesi sappiamo che l’ultima serie con cui abbiamomaggiorato converge, quindi

lim
𝑛→+∞

+∞

∑
𝑘=𝑛+1

‖x𝑘‖ = 0 ,

ossia:

∀𝜀 ∃𝑛̄ ∈ ℕ tale che ∀𝑛 ≥ 𝑛̄
+∞

∑
𝑘=𝑛+1

‖x𝑘‖ < 𝜀 .

Per lo stesso 𝑛̄, se𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 𝑛̄ si ha ‖s𝑚 − s𝑛‖ < 𝜀.

6.4.3 Teorema delle contrazioni o di Banach-Caccioppoli

Prima di trattare il teorema che dà il nome alla sezione, cerchiamo di capire cosa sia una

contrazione in uno spaziometrico.

Definizione 6.4.3. (Contrazione).

Sia (𝑋, 𝑑) spaziometrico. Una funzione 𝑇 ∶ 𝑋 𝑋 è detta contrazione se ∃𝐿 < 1 tale
che 𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≤ 𝐿 𝑑(𝑥, 𝑦).

Intuitivamente, dati due punti una contrazione riduce la distanza tra di essi.

Osservazione. Le contrazioni sono funzioni lipschitziane.

Definizione 6.4.4. (Punto fisso).

Data una funzione 𝑇 ∶ 𝑋 𝑋, un punto 𝑥 ∈ 𝑋 è detto punto fisso se 𝑇(𝑥) = 𝑥.

Teorema 6.4.9. (Contrazioni o di Banach-Caccioppoli).

Sia (𝑋, 𝑑) uno spazio metrico completo e sia 𝑇 una contrazione in𝑋. Allora 𝑇 ammette un unico punto
fisso.
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Dimostrazione.
n Esistenza. Sia 𝑥0 ∈ 𝑋. Consideriamo la successione

𝑥1 = 𝑇(𝑥0);
𝑥2 = 𝑇(𝑥1) = 𝑇2(𝑥0);
⋮

𝑥𝑛 = 𝑇(𝑥𝑛−1) = … = 𝑇 𝑛(𝑥0).

Vogliamo dimostrare che questa successione è di Cauchy. Osserviamo che

𝑑(𝑥2, 𝑥1) = 𝑑(𝑇(𝑥1), 𝑇(𝑥0)) ≤ 𝐿𝑑(𝑥1, 𝑥0);
𝑑(𝑥3, 𝑥2) = 𝑑(𝑇(𝑥2), 𝑇(𝑥1)) ≤ 𝐿𝑑(𝑥2, 𝑥1) ≤ 𝐿2𝑑(𝑥1, 𝑥0);

⋮
𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) ≤ 𝐿𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0);

dunque, presi 𝑛 ≥ 𝑚, con 𝑛 = 𝑚 + ℎ, si ha

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑑(𝑥𝑚+ℎ, 𝑥𝑚) ≤ 𝑑(𝑥𝑚+ℎ, 𝑥𝑚+ℎ−1) + 𝑑(𝑥𝑚+ℎ−1, 𝑥𝑚+ℎ−2) + … + 𝑑(𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚)
≤ 𝐿𝑚+ℎ−1𝑑(𝑥1, 𝑥0) + … + 𝐿𝑚𝑑(𝑥1, 𝑥0)

= 𝐿𝑚𝑑(𝑥1, 𝑥0)
ℎ−1

∑
𝑗=0

𝐿𝑗

= 𝐿𝑚𝑑(𝑥1, 𝑥0)
1 − 𝐿ℎ

1 − 𝐿

≤
𝐿𝑚

1 − 𝐿
𝑑(𝑥1, 𝑥0) .

Essendo 0 < 𝐿 < 1,
lim
𝑚→+∞

𝐿𝑚 = 0 .

Per ogni ∀𝜀 > 0 possiamo trovare dunque un 𝑛̄ ∈ ℕ sufficientemente grande tale

che 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀. La successione è quindi di Cauchy, cioè convergente ad un punto
𝑥̄. Siamo anche in grado di quantificare 𝑛̄:

𝐿𝑛̄

1 − 𝐿
𝑑(𝑥1, 𝑥0) < 𝜀 ⟺ 𝐿𝑛̄ < 𝜀

1 − 𝐿
𝑑(𝑥1, 𝑥0)

⟺ 𝑛̄ > log �𝜀
1 − 𝐿

𝑑(𝑥1, 𝑥0)
�

1
log 𝐿

.

Osservando che essendo 𝑇 lipschitziana, 𝑇 è ovviamente continua, si ha

𝑥̄ = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛+1 = lim𝑛→∞ 𝑇(𝑥𝑛) = 𝑇( lim𝑛→∞ 𝑥𝑛) = 𝑇(𝑥̄)

dunque 𝑥̄ è un punto fisso.
n Unicità. Siano ̄𝑥1, ̄𝑥2 punti fissi. Allora

𝑑( ̄𝑥1, ̄𝑥2) = 𝑑(𝑇( ̄𝑥1), 𝑇( ̄𝑥2)) ≤ 𝐿𝑑( ̄𝑥1, ̄𝑥2) ⇒ (1 − 𝐿)𝑑( ̄𝑥1, ̄𝑥2) ≤ 0 ⇒ 𝑑( ̄𝑥1, ̄𝑥2) = 0 .

Essendo (1 − 𝐿) > 0 deve essere 𝑑( ̄𝑥1, ̄𝑥2) = 0, ovvero ̄𝑥1 = ̄𝑥2.
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6.4.3.1 Stima dell’errore

La dimostrazione del teorema ci fornisce una successione che, a partire da un 𝑥0 arbitrario,
si avvicina sempre di più al punto fisso 𝑥̄. Vogliamo tuttavia avere una stima di quanto sia
questo errore tra 𝑥𝑛 e 𝑥̄ al crescere della successione. Nella dimostrazione abbiamo ricavato
la formula

𝑑(𝑥𝑚+ℎ, 𝑥𝑚) ≤
𝐿𝑚

1 − 𝐿
𝑑(𝑥1, 𝑥0) =

𝐿𝑚

1 − 𝐿
𝑑(𝑇(𝑥0), 𝑥0) ;

facendo tendere ℎ → ∞ ricaviamo una stima dell’errore:

lim
ℎ→+∞

𝑑(𝑥𝑚+ℎ, 𝑥𝑚) = 𝑑(𝑥̄, 𝑥𝑚) ≤
𝐿𝑚

1 − 𝐿
𝑑(𝑇(𝑥0), 𝑥0) .

Se𝑚 = 0,
𝑑(𝑥̄, 𝑥0) ≤

1
1 − 𝐿

𝑑(𝑇(𝑥0), 𝑥0) . (6.1)

Essendo 𝐿 < 1, allora l’errore 𝑑(𝑥̄, 𝑥𝑚) decresce esponenzialmente al crescere di𝑚.

6.4.3.2 Applicazioni del teorema delle contrazioni

Esempio. Consideriamo la semiretta reale positiva 𝑋 = [0, +∞). Verifichiamo che la
funzione

𝑓(𝑥) =
𝑒−𝑥

2
sia una contrazione. Infatti, presi 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦, per il Teorema di Lagrange

∃ 𝜉 ∈ (𝑥, 𝑦) ∶ 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥) = 𝑓′(𝜉)(𝑦 − 𝑥) ⇒ |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| = |𝑓′(𝜉)||𝑦 − 𝑥| .

Ma

𝑓′(𝑥) = −
𝑒−𝑥

2 ⇒ |𝑓′(𝜉)| =
𝑒−𝜉

2 .

La funzione 𝑒−𝑥
2 è limitata in [0, +∞) con valoremassimo 1

2 , dunque

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| =
𝑒−𝜉

2 |𝑦 − 𝑥| ≤
1
2 |𝑦 − 𝑥| ,

cioè 𝑓 è una contrazione con costante 𝐿 = 1
2 . Algebricamente, si può vedere che il punto

fisso 𝑥̄ ≈ 0.351733. Partendo da 𝑥0 = 1 possiamo vedere che

𝑑(𝑥̄, 𝑥0) ≈ 0.648267

𝑑(𝑥̄, 𝑥1) = 𝑑 �𝑥̄,
𝑒−1

2 � ≈ 0.167793

𝑑(𝑥̄, 𝑥2) = 𝑑 �𝑥̄,
𝑒−𝑥1

2 � ≈ 0.064259

Esempio. Una funzione 𝑓 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑛 di classe 𝒞1 con �𝑑𝑥𝑓�ℒ(ℝ𝑛,ℝ𝑛) ≤ 𝐿 < 1, ∀x ∈
ℝ𝑛 è una contrazione. Infatti, chiamata 𝑟(𝑡) = x + 𝑡(y − x)) la parametrizzazione del
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segmento [x,y], si ha

𝑓(y) − 𝑓(x) = ∫
1

0

𝑑
𝑑𝑡(𝑓(x + 𝑡(y − x)))𝑑𝑡 = ∫

1

0
𝑑𝑟(𝑡)𝑓(y − x) 𝑑𝑡 .

Maggioriamo la norma di 𝑓(y) − 𝑓(x) con l’integrale della norma dell’ultimo termine e
utilizziamo la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:

�𝑓(y) − 𝑓(x)� ≤ ∫
1

0
�𝑑𝑟(𝑡)𝑓�ℒ(ℝ𝑛,ℝ𝑛) �(y − x)� 𝑑𝑡 .

Osserviamo che per ogni 𝑧 ∈ [x,y] si ha �𝑑𝑧𝑓� ≤ 𝐿, quindi abbiamo

�𝑓(y) − 𝑓(x)� ≤ 𝐿�(y − x)� .

Abbiamo dimostrato il seguente:

Teorema 6.4.10. (Lipschitzianità di una funzione 𝒞1).

Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑚,𝐴 aperto, 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐴) e sia𝑊 = ℒ(ℝ𝑛,ℝ𝑚). Siano x,y ∈ 𝐴 tali che il

segmento [x,y] ⊂ 𝐴. Allora

�𝑓(y) − 𝑓(x)� ≤ max
𝑧∈[x,y]

�𝑑𝑧𝑓�𝑊 �(y − x)� . (6.2)

Esempio. Sia 𝐼 ∈ ℒ(ℝ𝑛,ℝ𝑛) l’operatore identità; data𝐴 ∈ ℒ(ℝ𝑛,ℝ𝑛) con ‖𝐴‖ < 1, allora
𝐼 − 𝐴 è invertibile. Per mostrarlo, trasformiamo il problema in uno di punto fisso: per
y ∈ ℝ𝑛 vogliamo risolvere x − 𝐴x = y, cioè trovare x tale che x = 𝐴x + y. Definiamo
𝑇(x) = 𝐴x + y e osserviamo che

‖𝑇(x1) − 𝑇(x2)‖ℝ𝑛 = ‖𝐴x1 − 𝐴x2‖ℝ𝑛 = ‖𝐴(x1 − x2)‖ℝ𝑛 ≤ ‖𝐴‖ℒ(ℝ𝑛,ℝ𝑛)‖x1 − x2‖ℝ𝑛 .

Fissato 𝑥0 ∈ ℝ𝑛 abbiamo la seguente successione delle iterate:

x1 = 𝑇(x0) = 𝐴x0 + y
x2 = 𝑇(x1) = 𝐴x1 + y = 𝐴2x0 + 𝐴y + y
⋮

x𝑛 = 𝑇(x𝑛−1) = 𝐴𝑛x0 + 𝐴𝑛−1y + 𝐴𝑛−2y + … + 𝐴y + y = 𝐴𝑛x0 +
𝑛−1

∑
𝑗=0

𝐴𝑗y .

Per il teorema delle contrazioni sappiamo che 𝑇 ha un unico punto fisso ̄x tale per cui
x𝑛 → x̄; si ha

𝐴 ̄x + y = x̄ ⟺ (𝐼 − A) ̄x = y ⟺ (𝐼 − 𝐴)−1y = x̄ .

Quindi per 𝑛 → +∞ abbiamo �𝐴𝑛x0� ≤ ‖𝐴‖
𝑛�x0� → 0 e la serie∑+∞

𝑗=0 𝐴
𝑗 converge essendo

una serie geometrica di ragione inmodulominore di 1. Concludiamo che

(𝐼 − 𝐴)−1 =
+∞

∑
𝑗=0

𝐴𝑗 .



capitolo 7
Teorema della funzione
implicita

‘‘Sul serio, adesso se avete un cioccolatino o qualcosa del genere è il momento di mangiarlo, che inizia la

salita.”

SusannaTerracini,Alpinoanalista.

I
l teorema della funzione implicita è un teorema fondamentale che ci accompagnerà

non solo nel resto di questo corso, ma anche (e sopratutto) nella nostra vita di matematici.

Enunceremo e dimostreremo il teorema in dimensione qualsiasi (purché finita). Iniziamo

con alcuni risultati che ci serviranno.

Definizione 7.0.1. (Distanza prodotto).

Dati due spazimetrici (𝑋, 𝑑𝑋) e (𝑌, 𝑑𝑌), possiamodefinire ladistanzaprodotto sulprodotto
cartesiano 𝑋 × 𝑌 come la distanza data da

𝑑((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) = �𝑑
2
𝑋(𝑥1, 𝑥2) + 𝑑2

𝑌 (𝑦1, 𝑦2) .

Banalmente, presi 𝑋, 𝑌 = ℝ con la distanza euclidea, la distanza prodotto è la distanza

euclidea suℝ2.

Corollario 7.0.1. (Versione parametrica del teoremadelle contrazioni).

Siano (𝑋, 𝑑𝑋) e (𝑌, 𝑑𝑌), con (𝑌, 𝑑𝑌) completo. Sia 𝑇 ∶ 𝑋 × 𝑌→ 𝑌 una funzione continua tale che

∃𝐿 < 1 ∶ 𝑑𝑌(𝑇(𝑥, 𝑦1), 𝑇(𝑥, 𝑦2)) < 𝐿𝑑𝑌(𝑦1, 𝑦2), ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌

Allora, per ogni 𝑥 ∈ 𝑋 esiste ed è unico il punto fisso 𝑦̄. Inoltre la funzione

𝜑 ∶ 𝑋 𝑌
𝑥 𝑦̄

è ben definita e continua in ogni 𝑥 ∈ 𝑋.

93
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Dimostrazione. Al variare di 𝑥, la funzione ̃𝑇 (𝑦) = 𝑇(𝑥, 𝑦) è una contrazione, dunque
esiste un unico puntofisso 𝑦̄, quindi𝜑 è ben definita e si ha 𝑇(𝑥,𝜑(𝑥)) = 𝜑(𝑥). Riprendiamo
la costruzione iterativa del punto fisso 𝑦̄; fissato 𝑥, partiamo da 𝑦0:

𝑦1(𝑥) =𝑇(𝑥, 𝑦0)
𝑦2(𝑥) =𝑇(𝑥, 𝑦1)

⋮
𝑦𝑛+1(𝑥) =𝑇(𝑥, 𝑦𝑛)

Per 𝑛 → +∞ si ha 𝑦̄ = 𝜑(𝑥). Fissiamo 𝑥0 ∈ 𝑋 e 𝑦0 = 𝜑(𝑥0) tali che 𝑇(𝑥0, 𝑦0) = 𝑦0. Abbiamo
la stima quantitativa (6.1):

𝑑(𝑦̄, 𝑦0) ≤
1

1 − 𝐿
𝑑(𝑇(𝑥, 𝑦0), 𝑦0) .

Essendo 𝑇 continua si ha che

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∶ ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵𝛿(𝑥0, 𝑦0) si ha 𝑑(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑇(𝑥0, 𝑦0)) < 𝜀 .

Sia dunque (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵𝛿(𝑥0, 𝑦0) così da avere 𝑑(
=𝑦1(𝑥)

�������𝑇(𝑥, 𝑦0), 𝑦0) < 𝜀. Allora

𝑑(𝜑(𝑥), 𝑦0) <
1

1 − 𝐿
𝑑(𝑇(𝑥, 𝑦0), 𝑦0) <

𝜀
1 − 𝐿

e il lim𝑥→𝑥0 𝜑(𝑥) = 𝑦0 = 𝜑(𝑥0), dunque𝜑 è continua.

Osservazione. Quello che abbiamo appena fatto è stato fissare 𝑥 ∈ 𝑋 e risolvere
l’equazione:

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑦

rispetto a 𝑦. Possiamo scrivere:

𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑇(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺𝑦 = 𝜙(𝑥) .

Definizione 7.0.2. (Funzione definita implicitamente).

Diciamo che l’equazione 𝐺(𝑥, 𝑦) = 0 definisce implicitamente la funzione 𝑦 = 𝜙(𝑥) se

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌, 𝐺(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺𝑦 = 𝜙(𝑥) .

Esempio. Sia inℝ2 l’equazione

𝑔(𝑥, 𝑦) = (1 + 𝑥2)𝑒𝑦 − 2 − 𝑥2 = 0

Questa equazione si può risolvere rispetto a 𝑦:

(1 + 𝑥2)𝑒𝑦 − 2 − 𝑥2 = 0
(1 + 𝑥2)𝑒𝑦 = 2 + 𝑥2
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𝑒𝑦 =
2 + 𝑥2

1 + 𝑥2

𝑦 = ln �
2 + 𝑥2

1 + 𝑥2 � .

Consideriamo la funzione𝜑(𝑥) = ln �2+𝑥2

1+𝑥2 �:

x

y

Figura 7.1 –Grafico della funzione𝜑(𝑥).

Il grafico rappresenta la linea di livello 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0. Osserviamo che:

𝜕𝑔
𝜕𝑦

= �1 + 𝑥2� 𝑒𝑦 > 0

Al crescere di 𝑦 la funzione cresce sempre: sopra il grafico troviamo i punti per cui 𝑔(𝑥, 𝑦) >
0, mentre sotto il grafico i punti per cui 𝑔(𝑥, 𝑦) < 0 separati dal grafico di𝜑(𝑥).

Esempio. L’equazione 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 1 = 0 non è mai verificata e non definisce
alcuna funzione.

Esempio. Siano date duematrici𝐴 ∈ ℝ𝑚,𝑛 e 𝐵 ∈ ℝ𝑚,𝑚 e un vettore h ∈ ℝ𝑚. Consideria-
mo la funzione

𝐺 ∶ ℝ𝑛 ×ℝ𝑚 ℝ𝑚

(𝑥, 𝑦) 𝐺(x,y) = 𝐴x + 𝐵y − h
,

che può essere vista come un sistema di equazioni in 𝑛 + 𝑚 incognite
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎1,1𝑥1 + … + 𝑎1,𝑛𝑥𝑛 + 𝑏1,1𝑦1 + … + 𝑏1,𝑚𝑦𝑚 = ℎ1
𝑎2,1𝑥1 + … + 𝑎2,𝑛𝑥𝑛 + 𝑏2,1𝑦1 + … + 𝑏2,𝑚𝑦𝑚 = ℎ2
⋮
𝑎𝑚,1𝑥1 + … + 𝑎𝑚,𝑛𝑥𝑛�������������������������

𝐴𝑥

+𝑏𝑚,1𝑦1 + … + 𝑏𝑚,𝑚𝑦𝑚���������������������������
𝐵𝑦

= ℎ𝑚

Il sistema è risolubile rispetto a y = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) se la matrice 𝐵 è invertibile. In tal caso

y = −𝐵−1𝐴x + 𝐵−1h ⟹ 𝜑(x) = −𝐵−1𝐴x + 𝐵−1h
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Se 𝐵 non è invertibile il sistema non è risolvibile per 𝐴 e h qualsiasi. Osserviamo che

𝐴 = 𝐷𝑥𝐺(x,y) e 𝐵 = 𝐷𝑦𝐺(x,y), con 𝐷𝑥𝐺 e 𝐷𝑦𝐺matrici jacobiane parzialia relative alle
variabili x e y:

𝐷𝑥𝐺(x,y) ∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝐺1
𝜕𝑥1

(x,y) … 𝜕𝐺𝑛
𝜕𝑥𝑛
(x,y)

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝐺𝑛
𝜕𝑥1

(x,y) … 𝜕𝐺𝑛
𝜕𝑥𝑛
(x,y)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Inoltre, si noti che𝜑 è differenziabile se 𝐵 = 𝐷𝑦𝐺(x,y) è invertibile e risulta

𝐽𝜑(x) = −𝐷𝑦𝐺−1(x,𝜑(x))𝐷𝑥𝐺(𝑥,𝜑(x)) .
aDa alcuni autori vengono indicate con 𝜕𝑥𝐺 e 𝜕𝑦𝐺.

Questi esempi- inparticolare l’ultimo-ci induconoa formulare il seguente ed importantissimo

teorema.

7.1 teorema della funzione implicita (o di dini)

Teorema 7.1.1. (Teoremadi Dini).

Sia 𝐺 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛+𝑚 ⟶ ℝ𝑚,𝐴 aperto, 𝐺 ∈ 𝒞1(𝐴) e (x0,y0) ∈ 𝐴. Supponiamo che:
n 𝐺(x0,y0) = 0;
n 𝐷𝑦𝐺(x0,y0) sia invertibile.

Allora esistono 𝛿 > 0, 𝜎 > 0 e un’unica funzione𝜑 ∶ 𝐼 𝐽 di classe 𝒞1(𝐼), con 𝐼 = 𝐵𝛿(x0) e
𝐽 = 𝐵𝜎(y0), tale che:

1. 𝜑(x0) = 𝑦0;
2. 𝐺(x,y) = 0 in 𝐼 × 𝐽 ⟺ y = 𝜑(x);
3. 𝐽𝜑(x) = −𝐷𝑦𝐺−1(x,𝜑(x))𝐷𝑥𝐺(x,𝜑(x)) ∀x ∈ 𝐼.

Dimostrazione. Per prima cosa, osserviamo che possiamo sempre ricondurci al caso

in cui (x0,y0) = (0,0) e𝐷𝑦𝐺(0,0) = 𝐼 sostituendo 𝐺 con ̃𝐺:

̃𝐺(x,y) = 𝐷𝑦𝐺−1(x0,y0)𝐺(x0 + x,y0 + y) , (7.1)

quindi assumiamo 𝐷𝑦𝐺(0,0) = 𝐼. Vogliamo risolvere 𝐺(x,y) = 0 rispetto a y. Scriviamo
l’equazione come punto fisso:

𝐺(x,y) = 0 ⟺ y − 𝐺(x,y) = y .

Poniamo 𝑇(x,y) = y − 𝐺(x,y) e, fissato x, utilizzando (6.2) vale

�𝑇(x,y1) − 𝑇(x,y2)�ℝ𝑚 ≤ max
y∈[y1,y2]

�𝐷𝑦𝑇(x,y)��y1 − y2�ℝ𝑚 .

Osserviamo anche che

𝐷𝑦𝑇(x,y) =
𝜕
𝜕𝑦
(y − 𝐺(x,y)) = 𝐼 − 𝐷𝑦𝐺(x,y) = 𝐷𝑦𝐺(0,0) − 𝐷𝑦𝐺(x,y)



7.1 . teorema della funzione implicita (o di dini) 97

e poiché 𝑇 è di classe 𝒞1(𝐴) - essendo differenza di funzioni 𝒞1(𝐴) - abbiamo

lim
(x,y)→(0,0)

𝐷𝑦𝑇(x,y) = 0 ⟺ lim
(x,y)→(0,0)

�𝐷𝑦𝑇(x,y)� = 0 , (7.2)

in particolare, preso 𝐿 = 1
2 , esistono 𝛿 > 0, 𝜎 > 0 tali che se ‖x‖ℝ𝑛 < 𝛿 e �y�ℝ𝑚 < 𝜎 allora

�𝐷𝑦𝑇(x,y)� ≤ 𝐿.a In questomodo otteniamo:

‖x‖ℝ𝑛 < 𝛿, �y1�ℝ𝑚, �y2�ℝ𝑚 < 𝜎 ⟹ �𝑇(x,y1) − 𝑇(x,y2)� ≤ 𝐿�y1 − y2� (7.3)

Vogliamo applicare il corollario 7.0.1 del teorema delle contrazioni. Per farlo, poniamo

𝑋 = 𝐵𝛿(0) e 𝑌 = 𝐵𝜎(0) con le distanze euclideeb e verifichiamo che 𝑇(x, y) ∈ 𝑌. Per mostrare
questo fatto, prendendo eventualmente un ̃𝛿 < 𝛿, possiamo supporre per continuità di 𝑇 e
poiché 𝑇(0,0) = 0 che

‖𝑥‖ℝ𝑛 < 𝛿 ⟹ ‖𝑇(x,0)‖ < (1 − 𝐿)𝜎 . (7.4)

Abbiamo quindi

�𝑇(x,y)� ≤ �𝑇(x,y) − 𝑇(x,0)� + ‖𝑇(x,0)‖ ≤ 𝐿�y��
da (7.3)

+ (1 − 𝐿)𝜎���������
da (7.4)

< 𝜎 .

Dunque, se ‖x‖ℝ𝑛 < 𝛿 e �y�ℝ𝑚 < 𝜎 si ha 𝑇(x, y) ∈ 𝑌. Possiamo applicare il corollario: esistec

𝜑 ∶ 𝐼 = 𝑋 = 𝐵𝛿(0) 𝐽 = 𝑌o = 𝐵𝜎(0) tale che 𝑇(x,𝜑(x)) = 𝜑(x), ossia 𝐺(x,𝜑(x)) = 0. La
funzione𝜑 è:

1. continua in 𝐼: ciò segue dal Corollario 7.0.1;
2. unica: se vale 𝑇(x,y) = y con (x,y) ∈ 𝐼 × 𝐽, allora y = 𝜑(x), anche questo segue dal

Corollario 7.0.1 e dimostra il punto 2. della tesi;

Inoltre, utilizzando la stima quantitativa (6.1)

𝑑(𝜑(x2),𝜑(x1)) ≤
1

1 − 𝐿
𝑑(𝑇(x2,y1), 𝑇(x1,y1))

Mostriamo che 𝜑 è una funzione lipschitziana. Per farlo riprendiamo la particolare

espressione di ̃𝐺(x,y) vista in (7.1). Se poniamo 𝑇(x,y) = y − ̃𝐺(x,y) abbiamo che

𝐷𝑥𝑇(x,y) =
𝜕
𝜕𝑥
(𝑦 − 𝐷𝑦𝐺−1(x0,y0)𝐺(x,y)) = −𝐷𝑦𝐺−1(x0,y0)𝐷𝑥𝐺(x,y) . (7.5)

Dal punto 3. sappiamo che

‖𝜑(x2) − 𝜑(x1)‖ℝ𝑚 ≤
1

1 − 𝐿�𝑇(x2,y1) − 𝑇(x1,y1)�ℝ𝑚 (7.6)

≤
1

1 − 𝐿
max

x∈[x1,x2]
�𝐷𝑥𝑇(x,y)��������������

norma operatoriale

‖𝑥2 − 𝑥1‖ (da (6.1)) (7.7)

≤ 𝑀‖x2 − x1‖ℝ𝑚 ; (7.8)

Le (7.5) e (7.7) ci suggeriscono di porre, eventualmente restringendo gli intorni 𝐼 e 𝐽,

𝑀 =
1

1 − 𝐿
sup
𝐼×𝐽
�𝐷𝑦𝐺−1(x0,y0)𝐷𝑥𝐺(x,y)� .
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Ricapitolando,

‖𝜑(x2) − 𝜑(x1)‖ℝ𝑚 ≤ 𝑀‖x2 − x1‖ℝ𝑚 (7.9)

ossia 𝜑 è una funzione lipschitziana con costante di lipschizianità 𝑀. Studiamo ora
la differenziabilità di 𝜑.: partiamo studiando l’incremento della funzione 𝐺(𝑧) per un
generico 𝑧 e cerchiamo di ricondurci a𝜑.

𝑧 = �
x

y � ∈ ℝ𝑛+𝑚,1; 𝐺(z) − 𝐺(z0) = 𝐽𝐺(z0)(z − z0) + 𝑜(�z − z0�) .

“Scomponendo” z in x e 𝜑(x) e la Jacobiana 𝐽𝐺 (z0) con le Jacobiane parziali 𝐷𝑥𝐺 e 𝐷𝑦𝐺,
otteniamo

𝐺(x,𝜑(x)) − 𝐺(x0,𝜑(x0)) = 𝐷𝑥𝐺(x0,y0)(x − x0) + 𝐷𝑦𝐺(x0,y0)(𝜑(x) − 𝜑(x0))+

+ 𝑜 ��x − x0� + �𝜑(x) − 𝜑(x0)�� = 0 .

avendo dimostrato il punto 2. della tesi. Se consideriamo l’ultima uguaglianza, possiamo

portare a destra il secondo addendo emoltiplicare per−𝐷−1
𝑦 𝐺(𝑥0, 𝑦0): rileggendodadestra

otteniamo così la seguente espressione della variazione di𝜑:

𝜑(x) − 𝜑(x0) = − 𝐷−1
𝑦 𝐺(x0,y0)𝐷𝑥𝐺(x0,y0)�������������������������������������

operatore lineare applicato a x−x0

(x − x0) + 𝑜(�x − x0� + �𝜑(x) − 𝜑(x0)�)���������������������������������������
⋆

.

Ci siamo quasi! Per concludere dobbiamoverificare che⋆ sia un 𝑜-piccolo di x − x0:

𝑜 ��x − x0� + �𝜑(x) − 𝜑(x0)�1�
�x − x0�

=
𝑜 ��x − x0� + �𝜑(x) − 𝜑(x0)��

�x − x0� + �𝜑(x) − 𝜑(x0)�
�x − x0� + �𝜑(x) − 𝜑(x0)�

�x − x0�

=
𝑜 ��x − x0� + �𝜑(x) − 𝜑(x0)��

�x − x0� + �𝜑(x) − 𝜑(x0)������������������������������������������
infinitesimo per �x→x0�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 +
�𝜑(x) − 𝜑(x0)�

�x − x0��������������������
≤𝑀 da (7.9)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Abbiamo dimostrato che 𝜑 è differenziabile nel punto x. Possiamo ripetere il ragiona-
mento per ogni punto ( ̄x, ȳ), purché𝐷𝑦𝐺(x̄, ȳ) sia invertibile.

aQuesto risultato non è altro che una conseguenza del limite (7.2): ∀𝜀 > 0, e quindi in particolare
per 𝜀 = 𝐿 = 1

2 , ∃ 𝛿0 = (𝛿, 𝜎) ∈ ℝ𝑛+𝑚, tale che se ‖ ̄x‖ < �𝛿0� - ossia ‖x‖ℝ𝑛 < ‖𝛿‖ e �y�
ℝ𝑚 < ‖𝜎‖ - allora

�𝐷𝑦𝑇(x,y)� < 𝜀(= 𝐿).
bPrendiamo la palla chiusa per avere la completezza del codominio per poter usare la Proposizione

6.4.1, necessaria per applicare il corollario, ma comemostreranno lemaggiorazioni successive 𝑇(x,y) cade
nell’interno della palla e quindi possiamo lavorare con gli intorni aperti.

cChiaramente non è necessario indicare in tremodi diversi la stessa cosa, ma qui è stato fatto per sottolineare

come 𝐵𝛿(0) e 𝐵𝜎(0) siano sia gli insiemi 𝑋 e 𝑌 del corollario del teorema delle contrazioni, sia gli intorni 𝐼 e 𝐽
della tesi. Nel seguito continueremo con 𝐼 e 𝐽.

7.2 funzione implicita locale o globale?

Supponiamo 𝐺 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ×ℝ𝑚 ℝ𝑚, dove𝐴 aperto, 𝐺 ∈ 𝒞1(𝐴) e𝐷𝑦𝐺(x,y) invertibile,
∀(x,y) ∈ 𝐺−1(0). Possiamo dedurre l’esistenza di una funzione 𝜑 ∶ 𝐷 ℝ𝑚 globale,
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ovvero tale che 𝐺(x,y) = 0 se e solo se 𝑦 = 𝜑(𝑥) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴? Purtroppo, ciò non è sempre
possibile.

Esempio. Sia

𝐺 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ2 ℝ
(𝑥, 𝑦) sin(𝑦 − 𝑥)

.

Si ha che 𝐺(𝑥, 𝑦) = 0 se e solo se 𝑦 = 𝑥 + 𝑘𝜋 con 𝑘 ∈ ℤ. Per (𝑥̄, 𝑦̄) tali che 𝐺(𝑥̄, 𝑦̄) = 0 la
derivata parziale di 𝐺 rispetto a 𝑦 non èmai nulla:

𝜕𝑦𝐺(𝑥̄, 𝑦̄) = cos(𝑦̄ − 𝑥̄) = (−1)𝑘 ≠ 0

Localmente abbiamo l’esistenza e unicità garantite dal teorema di Dini, ma globalmente pos-

siamo definire infinite funzioni esplicite del tipo 𝑦 = 𝑥 + 𝑘𝜋 al variare di 𝑘 ∈ ℤ.

Esempio. In dimensioni maggiori la situazione può essere ancora più complicata: sia

𝐺 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ3 ℝ
(𝑥1, 𝑥2, 𝑦) 𝑥2 − 𝑥1 tan 𝑦

.

La derivata parziale di 𝐺 rispetto a 𝑦 non èmai nulla. Infatti, essendo

tan 𝑦 =
𝑥2
𝑥1

si ha

𝜕𝑦𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = −𝑥1(1 + tan2 𝑦) = −𝑥1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣1 + �

𝑥2
𝑥1
�

2⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = −
1
𝑥1
(𝑥2

1 + 𝑥2
2) .

Se vogliamo che la derivata non si annulli e sia ben definita dobbiamo imporre necessa-

riamente𝐴 ⊆ ℝ3∖{(𝑥1, 𝑥2, 𝑦) ∈ ℝ3 ∶ 𝑥1 ≠ 0, (𝑥1, 𝑥2) ≠ (0,0)}. Non esiste quindi un’unica
funzione definita implicitamente da 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑦) che sia definita su tuttoℝ2 ∖ {(0, 0)}.

Digressione (Funzione implicita senzaDini).

Cosa succede se le ipotesi del teorema di Dini non sono soddisfatte? Può capitare che

non ci sia alcuna funzione implicitamente definita, ma non è l’unica possibilità, anzi! Si

possono verificare le situazioni più disparate, da studiare caso per caso. Per esempio...
n Non c’è unicità: sia

𝐺 ∶ ℝ2 ℝ2

(𝑥, 𝑦) 𝑥2 − 𝑦2
.

In un intorno di (0,0) 𝜕𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) è nulla ed esistono due possibili
funzioni esplicite passanti per l’origine: 𝑦 = 𝑥 e 𝑦 = −𝑥,

x

y
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n La funzione non è 𝒞1: sia

𝐺 ∶ ℝ2 ℝ2

(𝑥, 𝑦) 𝑥3 − 𝑦2
.

In un intorno di (0,0) 𝜕𝑦𝐺(𝑥, 𝑦) è ancora una volta nulla esi-
stono: la funzione esplicita passante per l’origine non è

𝒞1.

x

y

7.3 interpretazione geometrica del teorema di dini

Ricapitolando:

Osservazioni.

1. Il teorema di Dini è di natura locale: la funzione 𝜑(x) definita implicitamente da
𝐺(x, y) esiste unica solo in un intorno 𝐼 di x0 e ha per codominio il corrispondente
intorno 𝐽 di y0.

2. La tesi del teorema garantisce che l’insieme

{(x,y) ∈ ℝ𝑛+𝑚 ∶ 𝐺(x,y) = 0} ∩ 𝐼 × 𝐽

sia il grafico di una funzione𝜑(x): infatti,

{(x,y) ∈ 𝐼 × 𝐽 ∶ 𝐺(x,y) = 0} = {(x,y) ∈ ℝ𝑛+𝑚 ∶ x ∈ 𝐼,y = 𝜑(x)}.

7.3.1 Iperpiano tangente

Sia𝐺 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛+1 ℝ. Ancora una volta vogliamo sapere se l’insieme di livello zero di
𝐺 è il grafico di una funzione 𝑦 = 𝜑(x) nell’intorno di un punto (x0, 𝑦0). Se la funzione 𝐺 sta
in 𝒞1(𝐴), le ipotesi del teorema di Dini diventano:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝐺(x0, 𝑦0) = 0
𝜕𝐺
𝜕𝑦
(x0, 𝑦0) ≠ 0 .

Sotto queste ipotesi, l’iperpiano tangente al grafico ha equazione:

𝑦 = 𝑦0 − 𝐷𝑦𝐺−1(x0, 𝑦0)𝐷𝑥𝐺(x0, 𝑦0)(x − x0) , (7.10)

ovvero:

𝑟𝐶𝑙𝑦 = 𝑦0 − 𝐷𝑦𝐺−1(x0, 𝑦0)𝐷𝑥𝐺(x0, 𝑦0)(x − x0)

= 𝑦0 −
1

𝜕𝐺
𝜕𝑦
(x0, 𝑦0)

∇𝑥𝐺(x0, 𝑦0)𝑇[x − x0]

= 𝑦0 −
1

𝜕𝐺
𝜕𝑦
(x0, 𝑦0)

�∇𝑥𝐺(x0, 𝑦0),x − x0�

�∇𝑥𝐺(x0, 𝑦0),x − x0� +
𝜕𝐺
𝜕𝑦
(x0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0) = 0 .

n Se 𝑛 = 1 si ha una curva regolare di parametrizzazione 𝑟(𝑡) = 𝑡𝑖 + 𝜑(𝑡)⃗𝑗.
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n Se𝑛 ≥ 2 abbiamoun’ipersuperficie inℝ𝑛+1 dotata di unpiano tangente in ogni punto
̄z = (x̄, 𝑦̄) di equazione

⟨∇𝑧𝐺( ̄z), z − z̄⟩ = 0 = 𝑑𝑧𝐺[z − z̄] .

Osservazione. Scambiando il ruolo delle variabili, la regolarità dell’insieme di livello

è assicurata se ∇𝑧𝐺( ̄z) ≠ 0. Infatti, se 𝜕𝐺
𝜕𝑧𝑖
( ̄z) ≠ 0, con 𝐺( ̄z) = 0, basta porre 𝑦 = 𝑧𝑖 e

x = (𝑧1, … , 𝑧𝑖−1, 𝑧𝑖+1, … , 𝑧𝑝). L’insieme di livello zero è dunque un grafico rispetto alla
variabile 𝑦 = 𝑧𝑗 (𝑧𝑖 = 𝜑(𝑧1, … , 𝑧𝑖−1, 𝑧𝑖+1, … , 𝑧𝑝)) .

Se𝑚 ≥ 2 abbiamo due equazioni scalari che corrispondono al sistema:
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐺1(x, 𝑦1, 𝑦2) = 0
𝐺2(x, 𝑦1, 𝑦2) = 0

(𝑥, 𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ𝑛+2 .

Ovvero intersechiamo due superfici di dimensione 𝑛 + 1 inℝ𝑝=𝑛+2; ci aspettiamo di trovare
quindi una superficie di dimensione 𝑛 inℝ𝑛+2. È anche ragionevole aspettarsi che l’iperpiano
tangente sia l’intersezione dei due iperpiani tangenti alle due superfici n+1-dimensionali.

7.3.2 Superfici regolari n-dimensionali inℝ𝑝

Ma cos’è una superficie? Non è semplice darne una buona definizione: qui proponiamo la

seguente:

Definizione 7.3.1. (Superficie regolare parametrizzata).

Una superficie regolare parametrizzata di dimensione 𝑛 inℝ𝑝, con 𝑝 > 𝑛, è una coppia
(Σ, 𝑟), con 𝑟 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑝,𝐴 aperto, 𝑟 ∈ 𝒞1 e tale che la Jacobiana 𝐽𝑟(𝑡1, … , 𝑡𝑛) abbia
rangomassimo ∀(𝑡1, … , 𝑡𝑛) ∈ 𝐴 eΣ = 𝑟(𝐴).

Osservazione. La definizione data ha senso, poiché al variare di (𝑡1, … , 𝑡𝑛) ∈ 𝐴 il

punto 𝑟(𝑡1, … , 𝑡𝑛) ∈ 𝐴 descrive un insieme inℝ𝑝 e la richiesta che 𝐽𝑟(𝑡1, … , 𝑡𝑛) abbia rango
massimo garantisce che i vettori ( 𝜕𝑟𝜕𝑡1

, … , 𝜕𝑟𝑡𝑛 ) siano linearmente indipendenti e formino
una base di un iperpiano di dimensione 𝑛 inℝ𝑝.

L’iperpiano tangente nel punto z0 = 𝑟( ̄𝑡1, … , ̄𝑡𝑛) ha equazione parametrica:

z = z0 + 𝐽𝑟( ̄𝑡1, … , ̄𝑡𝑛)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑡1 − ̄𝑡1
⋮

𝑡𝑛 − ̄𝑡𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

7.3.3 Superfici cartesiane

Un caso particolare è quello di superficie cartesiana in cui i parametri variano in un sotto-

spazioℝ𝑛 diℝ𝑝. Siaℝ𝑝 = ℝ𝑛×ℝ𝑚 e, data la parametrizzazione 𝑟 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑝 esista una

funzione 𝜑 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑚 tale che

𝑟(𝑥) = �
x

𝜑(x)� . (7.11)
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Avremo quindi che

𝐽𝑟(𝑥) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐼𝑛

𝜕𝜑1
𝜕𝑥1

… 𝜕𝜑1
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋮

𝜕𝜑𝑚
𝜕𝑥1

… 𝜕𝜑𝑚
𝜕𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

L’immagine Σ = 𝑟(𝐴) è il grafico della funzione 𝜑(x). Il grafico di 𝜑(x) ha come spazio
tangente il grafico del differenziale di

𝜑(x) = {(x,y) ∈ ℝ𝑛+𝑚 ∶ y = 𝜑(x0) + 𝑑𝑥0𝜑(x − x0)} .

Un classico esempio di superficie cartesiana è il grafico di una funzione 𝑓 ∶ ℝ ⟶ ℝ2 in
ℝ3.

Corollario 7.3.1. (Superfici regolari per il teoremadi Dini).

Nelle ipotesi del teorema di Dini, l’insieme

Σ = {(x,y) ∈ ℝ𝑛+𝑚 ∶ 𝐺(x,y) = 0} ∩ 𝐼 × 𝐽

è una superficie regolare 𝑛-dimensionale inℝ𝑛+𝑚.

Dimostrazione. Se 𝜑(x) è la funzione implicitamente definita da 𝐺(x,y) = 0 come
nel teorema di Dini, allora l’applicazione (7.11) è una parametrizzazione di classe 𝒞1 diΣ
e 𝐽𝑟(x̄) ha rangomassimo 𝑛, ∀ x̄ ∈ 𝐼.

Osservazione. La varietà lineare (o iperspazio) tangente (𝑛-dimensionale inℝ𝑝 =
ℝ𝑛 ×ℝ𝑚) nel punto (𝑥̄, 𝑦̄) ∈ Σ è a sua volta un grafico ed ha equazione

Γ = {(x,y) ∈ ℝ𝑛+𝑚 ∶ y = ȳ −

𝐽𝜑(x̄)

���������������������������𝐷𝑦𝐺−1(x̄, ȳ)𝐷𝑥𝐺( ̄x, ȳ)(𝑥 − x̄)}
= {(x,y) ∈ ℝ𝑛+𝑚 ∶ 𝐷𝑦𝐺( ̄x, ȳ)(y − ȳ) + 𝐷𝑥𝐺( ̄x, ȳ)(x − x̄) = 0}
= {z ∈ ℝ𝑛+𝑚 ∶ 𝐽𝐺(z̄)(z − z̄) = 0}
= {z ∈ ℝ𝑛+𝑚 ∶ 𝑑 ̄z𝐺(z − z̄) = 0} .

7.3.4 Scambio delle coordinate

Il teorema di Dini spesso viene utilizzato come segue:

Teorema 7.3.1. (Scambio delle coordinate).

Sia 𝐺 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑝=𝑛+𝑚 ⟶ ℝ𝑚 di classe𝒞1(𝐴),𝐴 aperto e sia 𝑧̄ ∈ ℝ𝑝 tale che:
1. 𝐺(z̄) = 0;
2. 𝐽𝐺(z̄) ha rangomassimo𝑚.

Allora in un intorno di ̄z l’equazione 𝐺(z) = 0 definisce un’ipersuperficie regolare di dimensione 𝑛,
il cui iperpiano tangente, in ogni punto, è dato dall’equazione 𝑑𝑧̄𝐺(z − z̄) = 𝐽𝐺( ̄z)(z − z̄) = 0, cioè
z − z̄ ∈ ker(𝑑𝑧̄𝐺).
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Dimostrazione. Se 𝐽𝐺(z̄) ∈ ℝ𝑚×𝑝 - che generalmente non è quadrata - ha rango
massimo, allora esiste una sottomatrice quadrata di ordine𝑚 invertibile: la matrice

𝐽𝐺(𝑧̄) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝐺1
𝜕𝑧1

… … 𝜕𝐺1
𝜕𝑧𝑝

⋮ ⋱ ⋱ ⋮
𝜕𝐺𝑚
𝜕𝑧1

… … 𝜕𝐺𝑚
𝜕𝑧𝑝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ha𝑚 vettori colonna 𝜕𝐺
𝜕𝑧𝑖1

, … , 𝜕𝐺
𝜕𝑧𝑖𝑚

linearmente indipendenti. Indichiamo con 𝑦1, … , 𝑦𝑚 le

𝑚 variabili 𝑧𝑖1, … , 𝑧𝑖𝑚 corrispondenti e 𝑥1, … , 𝑥𝑛 le rimanenti. Possiamo parametrizzare
{(x,y) ∈ ℝ𝑛+𝑚 ∶ 𝐺(x,y) = 0} ∩ 𝐼 × 𝐽 grazie al corollario 7.3.1 con

𝑟(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = �
x

𝜑(x)�

dove𝜑(x) è la funzione implicita.

7.4 teorema d’inversione locale

Teorema 7.4.1. (Inversione locale).

Sia 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 aperto e ℎ ∶ 𝐴 ⟶ ℝ𝑛 una funzione di classe 𝒞1(𝐴) e siano x0 ∈ 𝐴,y0 = ℎ(x0).
Supponiamo che 𝐽ℎ(x0) sia invertibile. Allora esistono 𝐼 intorno di x0, 𝐽 intorno a di y0 e un’unica
funzione𝜑 ∈ 𝒞1(𝐽; 𝐼) tale che

1. ℎ(𝐼) ⊇ 𝐽;
2. ℎ(𝜑(y)) = y ∀y ∈ 𝐽; 𝜑(ℎ(x)) = x ∀x ∈ 𝐼;
3. 𝐽𝜑(y) = (𝐽ℎ(x))−1 ;
4. 𝑥 = 𝜑(y) ∀y ∈ 𝐽;
aL’immagine di una palla aperta centrata in x0 non è necessariamente una palla aperta centrata in 𝑓(x0)

- si consideri 𝑓(x) = x2 - quindi riteniamo opportuno formulare il teorema in termini di intorni qualsiasi

piuttosto che con le palle aperte.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione 𝐺(x,y) = ℎ(x) − y. Abbiamo:
n 𝐺(x0,y0) = 0;
n 𝐷𝑥𝐺(x0,y0) = 𝐽ℎ(x0) è invertibile.

Applichiamo il teorema di Dini con le variabili scambiate e risolviamo 𝐺(x, y) = 0 rispetto a
x. La funzione implicitamente definita da 𝐺(x,y) = 0 risolve 𝐺(𝜑(y),y) = 0 se e solo se
y = ℎ(𝜑(y)), cioè𝜑(y) è la funzione inversa di ℎ. Quindi abbiamo 𝐽 intorno di y0, 𝐼 intorno
di x0 e una funzione𝜑 ∶ 𝐽 𝐼 tale che:

n y = ℎ(x); (y,x) ∈ 𝐽 × 𝐼 ⟺ x = 𝜑(y);
n 𝜑(𝐽) ⊆ 𝐼 ⟺ ℎ(𝐼) ⊇ 𝐽.

Se vogliamo che𝜑(y) sia biettiva dobbiamo considerare ℎ−1(𝐽) = 𝑉 ⊆ 𝐼 inmodo tale che
𝜑 ∶ 𝐽⟶ 𝑉 sia la funzione inversa di ℎ∣𝑉 ∶ 𝑉⟶ 𝐽.

Definizione 7.4.1. (Omeomorfismo).

Siano 𝑋, 𝑌 due spazi topologici. Unamappa ℎ ∶ 𝑋⟶ 𝑌 biunivoca, continua e con inversa
continua si dice omeomorfismo.
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Definizione 7.4.2. (Diffeomorfismo).

Siano 𝑉,𝑊 due aperti diℝ𝑛. Unamappa ℎ ∶ 𝑉⟶ 𝑊 biunivoca, di classe 𝒞1 e con inversa
di classe 𝒞1 si dice diffeomorfismo.

Osservazione. Nelle ipotesi del teorema 7.4.1 d’inversione locale esistono 𝑉,𝑊 intorni

di 𝑥0 e 𝑦0 rispettivamente tali che ℎ∣𝑉 ∶ 𝑉 𝑊 è un diffeomorfismo.



capitolo 8
Ottimizzazione vincolata

‘‘E adesso sono bitter dicks, come dicono gli inglesi. La traduzione però non ve la faccio.”

Alessandro Iacopetti, anglofono.

L
a ricerca di massimi eminimi di una funzione in un sottoinsieme del suo dominio ha

grandissima importanza, sia da un punto di vista puramentematematicoma anche per

le varie applicazioni in altri campi quali la fisica e l’economia.

8.1 moltiplicatori di lagrange

Iniziamo la trattazione con un esempio. Consideriamo la funzione

𝑓 ∶ ℝ2 ℝ
(𝑥, 𝑦) 𝑥2 − 3𝑦

. (8.1)

Supponiamo di volerne studiare i punti di massimo eminimo nell’insieme

𝐶 = � (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑔(𝑥, 𝑦) =
𝑥2

4 +
𝑦2

9 − 1 = 0� ,

detto “vincolo”. Prima di cominciare, osserviamo che il massimo e il minimo di 𝑓 in 𝐶
esistono grazie alla seguente catena di implicazioni:

𝐶 chiuso
e limitato

⟹ 𝐶 compatto
𝑓 continua ⟹ 𝑓 ammette massimo eminimo in 𝐶

per il teorema diWeierstrass
(8.2)

Il vincolo 𝐶 è un’ellisse di centro (0,0), che può essere dunque parametrizzata nel seguente
modo:

𝑟(𝑡) = 2 cos 𝑡𝑖 + 3 sin 𝑡𝑗 𝑡 ∈ [0,2𝜋] .
Il problema iniziale di ottimizzazione vincolata può essere quindi risolto cercando gli

estremi della funzione

𝜑 = 𝑓 ∘ 𝑟 ∶ [0,2𝜋] ℝ
𝑡 4 cos2 𝑡 − 9 sin 𝑡

.

105
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Derivando, otteniamo

𝜑′(𝑡) = −8 cos 𝑡 sin 𝑡 − 9 cos 𝑡 = − cos 𝑡(9 + 8 sin 𝑡) .

Il segno di𝜑′ dipende solo da − cos 𝑡, essendo 9 + 8 sin 𝑡 > 0, ∀𝑡 ∈ ℝ. Dallo studio del segno
della derivata deduciamo che𝜑 ha un punto di massimo in 𝑡 = 3𝜋

2 e di minimo in 𝑡 = 𝜋
2 :

𝜑 �
3𝜋
2 � = max

𝑡∈[0,2𝜋]
𝜑(𝑡) = 9; 𝜑 �

𝜋
2� = min

𝑡∈[0,2𝜋]
𝜑(𝑡) = −9 .

Per trovare i due punti di estremovincolati inℝ2 calcoliamo 𝑟( 𝜋
2 ) = (0,3) e 𝑟(

3𝜋
2 ) = (0, −3).

Osservazioni.
n Siamo stati in grado di determinare i punti estremanti di 𝑓 in 𝐶 poiché 𝐶 è un

sottoinsieme compatto diℝ2.
n Il vincolo 𝐶 è il sostegno di una curva regolare inℝ2, dotata in ogni punto di unversore

tangente 𝑇 = 𝑟′(𝑡)
‖𝑟′(𝑡)‖ , dove

𝑟′(𝑡) = −2 sin 𝑡𝑖 + 3 cos 𝑡𝑗; ‖𝑟′(𝑡)‖ = �4 sin2 𝑡 + 9 cos2 𝑡 > 0 ∀𝑡 ∈ ℝ .

Notazione. Per facilitare la lettura ivettori all’internodei capoversi sono espressi come

vettori riga e, ove non necessario, ometteremo di indicare la trasposizione. Ricordiamo

che nel calcolo effettivo i vettori sono sempre considerati vettori colonna.

Osserviamo che la condizione necessaria di estremalità, ovvero l’annullamento della derivata

di𝜑, può essere espressa come

𝜑′(𝑡) = �∇𝑓(𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)� = 0

Ne consegue che il vettore∇𝑓(𝑟(𝑡)) deve essere ortogonale al versore 𝑇. Nell’esempio prece-
dente si ha che nel punto di massimo (0,3) il versore della derivata della parametrizzazione
𝑇( 𝜋

2 ) = (−1,0) è ortogonale a ∇𝑓(0,3) = (0, −3). L’insieme di livello 0 di 𝑔 è regolare: il
vettore tangente 𝑇 è ortogonale in ogni punto a∇𝑔(𝑥, 𝑦).

∇f(0, 3) = (0,−3)

∇g(0, 3) = (0, 2
3
)

T (π
2
) = (−1, 0)

Figura 8.1 – Posizioni reciproche di 𝑇,∇𝑔 e∇𝑓 in (0,3).

In definitiva, la condizione necessaria di estremalità è che∇𝑓(𝑥, 𝑦) e∇𝑔(𝑥, 𝑦) siano paralleli;
la regolarità della curva 𝑔 che definisce il vincolo garantisce che ∇𝑔(𝑥, 𝑦) ≠ 0 ∀(𝑥, 𝑦) ∈
Dom𝑔(𝑥, 𝑦). Siamo quindi indotti a esprimere la condizione di parallelismo come

∃ 𝜆 ∈ ℝ ∶ ∇𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜆∇𝑔(𝑥, 𝑦) (8.3)
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Il valore 𝜆 prende ilmoltiplicatore di Lagrange. Riprendiamo ora l’esempio (8.1), ma
questa volta vogliamo determinare il massimo e il minimo di 𝑓 rispetto a

𝐶2 = � (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑔(𝑥, 𝑦) =
𝑥2

4 +
𝑦2

9 − 1 ≤ 0� ∶

Il vincolo 𝐶2 si tratta ancora di un insieme compatto, quindi vale la catena di implicazioni
(8.2). Supponiamo che uno dei punti due di massimo o di minimo sia interno a 𝐶: in quel
punto dovremmo avere∇(𝑥̄, 𝑦̄) = (0,0). In questo caso, essendo∇𝑓(𝑥, 𝑦) = (2𝑥, −3) ≠ (0,0),
ciò non è possibile e quindi 𝑓 con il vincolo 𝐶2 ha gli stessi punti di massimo eminimo di 𝑓
con 𝐶.

Osservazione. In generale, il problema dell’ottimizzazione su un insieme vincolato

con una disuguaglianza si risolve trattando separatamente la parte interna del vincolo e la

sua frontiera: dato un vincolo 𝐶 si studiano quindi i punti di massimo e diminimo su 𝜕𝐶
e, se 𝐶 è definito con una disuguaglianza, si studiano i punti di 𝐶o in cui∇𝑓 si annulla. Il
massimo (minimo) cercato sarà quindi il “massimo (minimo) dei massimi (minimi)” in 𝜕𝐶
e 𝐶o.

Formalizziamoegeneralizziamosuℝ𝑛 i concetti cheabbiamo incontratofinora.

Definizione 8.1.1. (Massimo,minimovincolati; vincolo).

Sia𝐴 ⊆ ℝ𝑛 aperto e 𝑓 ∶ 𝐴 ℝ. Sia 𝐶 ⊂ 𝐴. Diciamo che x̄ ∈ 𝐶 è punto dimassimo

(risp. minimo) di 𝑓 vincolato o condizionato a 𝐶 se 𝑓(x) ≤ 𝑓(x̄), ∀x ∈ 𝐶 (risp. 𝑓(x) ≥
𝑓(x̄), ∀x ∈ 𝐶). Un punto di massimo ominimo vincolato viene detto punto di estremo di
𝑓 condizionato o vincolato. 𝐶 si dice vincolo.

Osservazioni.
n I punti di estremo di 𝑓 vincolato a 𝐶 non sono altro che i punti di estremo di 𝑓∣𝐶.
n I vincoli possono essere più di uno;

Definizione 8.1.2. (Puntoregolare, singolare).

Sia𝐺 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑝 ℝ𝑚, (𝑝 ≥ 𝑚), 𝐺 ∈ 𝒞1(𝐴;ℝ𝑚),𝐴 aperto. Un punto x̄ ∈ 𝐺−1(0) si dice
regolare per l’insieme 𝐶 = 𝐺−1(0) se 𝐽𝐺(x̄) ha rangomassimo, cioè𝑚. Il vincolo 𝐶 si dice
regolare se ogni suo punto è regolare. Un punto non regolare si dice singolare.

Osservazione. Se𝑚 = 1 la condizione di regolarità si riduce a∇𝑔(𝑥̄) ≠ 0.

Esempio. Consideriamo la funzione

𝑔(𝑥, 𝑦) =
1
2𝑥

2 −
1
2𝑦

2 +
1
4𝑦

4 , 𝐶 = 𝑔−1(0)

Otteniamo facilmente che∇𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦 − 𝑦3): 𝑔 ha quindi tre punti critici (0,0), (0,1) e
(0, −1) e solo (0,0) ∈ 𝑔−1(0). Di conseguenza, (0,0) è l’unico punto singolare dell’insieme
di livello zero 𝑔−1(0). Osserviamo che tutti i punti sono regolari e posseggono un versore
tangente eccetto l’origine.

La caratteristica principale dei punti regolari è che in un loro intorno l’equazione 𝑔(𝑥) = 0
definisce una ipersuperficie (p-m)-dimensionale inℝ𝑝, dotata in ogni punto di un piano
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tangente:

𝜋 = � ℎ ∈ ℝ𝑝 ∶ �∇𝑔(x̄),h − x̄� = 𝑑𝑥𝑔[h − x̄] = �∇𝑔(x̄),v� = 0 � .
Come già visto nel teorema 7.3.1, in base al teorema di Dini tale superficie può essere para-

metrizzata con una funzione 𝑟 ∶ 𝐼 ⊆ ℝ𝑛 ⟶ ℝ𝑝, con 𝑛 = 𝑝 − 𝑚, di classe 𝒞1(𝐼;ℝ𝑚). I
vettori

�
𝜕𝑟
𝜕𝑡1

, … ,
𝜕𝑟
𝜕𝑡𝑛

�

sono 𝑛 vettori linearmente indipendenti in ℝ𝑚 e generano l’iperspazio tangente in ogni
punto.

8.2 condizioni necessarie per l’estremalità vincolata

Definizione 8.2.1. (Punto critico vincolatoo condizionato).

Sia 𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑝 ℝ, 𝐴 aperto, 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐴;ℝ) e sia 𝐺 ∶ 𝐴 ℝ𝑚 dovea 𝑚 < 𝑝 e
𝐺 ∈ 𝒞1(𝐴;ℝ𝑚); sia 𝐶 = 𝐺−1(0) ⊆ 𝐴 il vincolo. Un punto ̄x ∈ 𝐶 si dice punto critico di 𝑓
vincolato o condizionato a C se:

1. ̄x è regolare per il vincolo, ovvero 𝐽𝐺(x̄) ha rangomassimo;
2. Per ogni vettore h tangente al vincolo in x̄, �∇𝑓(x̄),h� = 0 .

aSe fosse 𝑝 = 𝑚 il vincolo si ridurrebbe a un punto!

Osservazione. Se 𝑚 = 1 la regolarità di ̄x si riduce a ∇𝑔(x̄) ≠ 0 e la condizione 2.
equivale a ∃ 𝜆 ∈ ℝ tale che ∇𝑓( ̄x) = 𝜆∇𝑔( ̄x), ossia ∇𝑓( ̄x) ∈ ker(𝑑𝑥̄𝑔) essendo ker(𝑑𝑥̄𝑔) lo
spazio tangente. Infatti, sia∇𝑓( ̄x) che∇𝑔(𝑥̄) sono ortogonali all’iperspazio tangente in ̄x.

Se𝑚 ≥ 2, possiamo estendere quest’ultimo concetto, formalizzando quella intuizione che
abbiamo già accennato in (8.3):

Teorema 8.2.1. (deimoltiplicatori di Lagrange).

Sia𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑝 ℝ,𝐴 aperto, 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐴;ℝ) e sia𝐺 ∶ 𝐴 ℝ𝑚,𝑚 < 𝑝,𝐺 ∈ 𝒞1(𝐴;ℝ𝑚).
Se x̄ è un punto critico di 𝑓 condizionato al vincolo 𝐺(x) = 0, allora dato

𝐺( ̄x) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑔1(x)
⋮

𝑔𝑚(x̄)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

esistono 𝜆1, … , 𝜆𝑚 ∈ ℝ tali che

∇𝑓( ̄x) =
𝑚

∑
𝑖=1

𝜆𝑖∇𝑔𝑖(x̄) .

I coefficienti 𝜆1, … , 𝜆𝑚 prendono il nome dimoltiplicatori di Lagrange.

Dimostrazione. Per provare il teorema è sufficientemostrare che i vettori

(∇𝑔1(x̄), … , ∇𝑔𝑚(𝑥̄))

formano una base inℝ𝑝=𝑚+𝑛 del complemento ortogonale dell’iperpiano tangente; infatti,
essendo anche∇𝑓 ortogonale all’iperpiano tangente necessariamente si avrà la (8.2.1). Per
quantogiàvisto in (7.3.4) l’iperpiano tangenteha equazione 𝐽𝐺(x̄)[h] = 0 edhadimensione
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𝑛 = 𝑝 − 𝑚. I vettori h verificano

𝐽𝐺(x̄)[h] = 0 ⟺ �∇𝑔𝑖( ̄x),h� = 0 ∀𝑗 = 1, … ,𝑚 .

Lo spazio tangente è quindi 𝑇 = ker 𝑑𝐺( ̄x) ed è ortogonale a tutti i∇𝑔𝑖(x̄). Inoltre, i vetto-
ri ∇𝑔𝑖( ̄x) sono linearmente indipendenti tra loro poiché 𝐽𝐺( ̄x) ha rango𝑚. Deduciamo
dunque che

ℝ𝑝 = 𝑇 ⊕ ℒ(∇𝑔1(x̄), … , ∇𝑔𝑚(x̄)) ∶

ognivettoreortogonaleallo spazio tangente𝑇ècombinazione linearedi∇𝑔1( ̄x)), … , ∇𝑔𝑚(x̄).
Poiché, come già osservato, anche ∇𝑓( ̄x) è ortogonale a 𝑇, concludiamo che esistono
𝜆1, … , 𝜆𝑚 tali che valga (8.2.1).

Teorema 8.2.2. (Legame tra punti regolari e critici).

Siano𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑝 ℝ, A aperto e𝐺 ∶ 𝐴 ℝ𝑚 due funzioni di classe𝒞1 e sia 𝑥̄ un punto
di estremo di 𝑓 condizionato al vincolo 𝐺( ̄x) = 0. Supponiamo inoltre che x̄ sia un punto regolare
del vincolo. Allora x̄ è un punto critico di 𝑓 vincolato a 𝐺−1(0).

Dimostrazione. Per ipotesi x̄ è un punto regolare del vincolo, cioè 𝐽𝐺(𝑥̄) ha rango
massimo. Il corollario del teorema di Dini (7.3.1) garantisce l’esistenza di un intorno di x̄ per

cui 𝐺−1(0) ∩ 𝐼 × 𝐽 è una superficie regolare n-dimensionale inℝ𝑝. In particolare, esiste
una parametrizzazione

𝑟 ∶ 𝐼 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑝

(𝑡1, … , 𝑡𝑛) 𝑟(𝑡1, … , 𝑡𝑛)

tale che 𝐽𝑟( ̄𝑡1, … , ̄𝑡𝑛) ha rangomassimo 𝑛 e 𝑟( ̄𝑡1, … , ̄𝑡𝑛) = 𝑥̄. I vettori

(
𝜕𝑟
𝜕𝑡1

, … ,
𝜕𝑟
𝜕𝑡𝑛

)

sono linearmente indipendenti e formano una base dello spazio tangente. Consideriamo

la funzione composta𝜑 = 𝑓 ∘ 𝑟 ∶ 𝐼 ℝ: osserviamo che 𝑟( ̄𝑡1, … , ̄𝑡𝑛) = x̄ è un punto

di estremo interno a 𝐼. Quindi ∇𝜑( ̄𝑡1, … , ̄𝑡𝑛) = (0, … , 0), cioè 𝜕
𝜕𝑡𝑖
(𝑓 ∘ 𝑟)( ̄𝑡1, … , ̄𝑡𝑛) = 0 ∀𝑖 =

1, … , 𝑛, e ciò implica

�∇𝑓(x̄),
𝜕𝑟
𝜕𝑡𝑖
( ̄𝑡1, … , ̄𝑡𝑛)� = 0 ∀𝑖 = 1, … , 𝑛 .

Dato h versore dello spazio tangente, si ha che

ℎ =
𝑛

∑
𝑖=1

ℎ𝑖
𝜕𝑟
𝜕𝑡𝑖
( ̄𝑡1, … , ̄𝑡𝑛) ,

quindi �∇𝑓(x̄),h� = 0. Abbiamo mostrato che se x̄ è un punto critico di 𝑓 vincolato a
𝐺(𝑥) = 0 allora ∇𝑓(x̄) è ortogonale allo spazio tangente al vincolo in ̄x: x̄ soddisfa la
Definizione 8.2.1 di punto critico vincolato.
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8.2.1 Ottimizzazione di una forma quadratica vincolata a una sfera

Sia

𝑓(x) =
1
2

𝑛

∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 =
1
2x

𝑇𝐴x

con𝐴matrice simmetrica associata alla forma quadratica 𝑓. Consideriamo come vincolo la
sfera 𝑆 𝑛−1 inℝ𝑛 centrata nell’origine di raggio 1, che possiamo descrive con la funzione

𝑔(𝑥) =
1
2‖x‖

2 − 1 = 1
2 (𝑥

2
1 + … + 𝑥2

𝑛) − 1 .

Osserviamo immediatamente che il vincolo è regolare poiché il gradiente della funzione

descrivente il vincolo è

∇𝑔(x) = x ≠ 0∀x ∈ 𝑆 𝑛−1 .

I punti critici di 𝑓 vincolati a 𝑆𝑛−1 sono quei x̄ tali che ∇𝑓( ̄x) è parallelo a ∇𝑔(x̄), ossia tali
che ∃𝜆 ∈ ℝ tale che ∇𝑓( ̄x) = 𝜆∇𝑔( ̄x). Calcoliamo ∇𝑓(x) utilizzando il limite del rapporto
incrementale:

𝑓(x0 + h) − 𝑓(x0)
‖h‖ =

1
2‖h‖

�𝐴(x0 + h),x0 + h� −
1

2‖h‖
�𝐴x0,x0�

=
1

2‖h‖
�𝐴x0,x0� +

1
2‖h‖

�𝐴x0,h� +
1

2‖h‖
�𝐴h,x0� +

+
1

2‖h‖ ⟨𝐴h,h⟩ −
1

2‖h‖
�𝐴x0,x0�

=
1
‖h‖

�𝐴x0,h� +
1

2‖h‖ ⟨𝐴h,h⟩

≤
1
‖h‖

�𝐴x0,h� +
1

2‖h‖‖𝐴h‖‖h‖
‖h‖→0
−−−−−−→ 𝐴x0 .

Ricapitolando,∇𝑓(x) = 𝐴x: la condizione

∃𝜆 ∈ ℝ ∶ ∇𝑓(x̄) = 𝜆∇𝑔(x̄)

del Teorema dei moltiplicatori di Lagrange diventa

∃𝜆 ∈ ℝ ∶ 𝐴x̄ = 𝜆x̄

I punti fissi x̄ di 𝑓 vincolata a 𝑔 sono gli autovettori di𝐴 e 𝜆 sono i rispettivi autovalori!

8.3 metodo dei moltiplicatori di lagrange: applicazioni

8.3.1 Autovalori di matrici simmetriche

Le ultime osservazioni ci inducono ad approfondire la relazione tra il metodo dei moltipli-

catori di Lagrange e la determinazione degli autovalori di unamatirce simmetrica reale. A

partire da questa relazione si può in effetti dimostrare una delle formulazioni equivalenti

del Teorema spettrale.

Teorema 8.3.1. (spettrale permatrici simmetriche reali).

Data una matrice simmetrica reale 𝐴 ∈ ℝ𝑛,𝑛, esistono n autovalori reali 𝜆1, … , 𝜆𝑛 contati con
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molteplicità e 𝑛 autovettori e1, … , e𝑛 tali che

𝐴e𝑖 = 𝜆𝑖e𝑖 e �e𝑖, e𝑗� = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛 .

Dimostrazione. Sia𝐴 = 𝐴𝑇 e sia

𝑓(x) = ⟨𝐴x,x⟩ =
𝑛

∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 .

Consideriamo come vincolo per la funzione 𝑓 la sfera 𝑆 𝑛−1 ⊆ ℝ𝑛, descritta dall’equazione
𝑔1(x) = �x2� − 1. Calcoliamo i gradienti:

∇𝑓(x) = 2𝐴x e ∇𝑔1(x) . = 2x

Chiaramente 𝑔1 è un vincolo regolare, in quanto 2x ≠ 0, ∀x ∈ 𝑔−1
1 (0). Inoltre:

n 𝑆 𝑛−1 = 𝑔−1
1 ({0}) è controimmagine di un chiuso diℝ𝑛 ed è quindi anch’essa chiusa;

n 𝑆 𝑛−1 ⊆ 𝐵1+𝜀(0) è limitataa;
Quindi 𝑆 𝑛−1 è compatta e si può applicare il Teorema diWeierstrass che garantisce l’esistenza
di unmassimo e di unminimo. Possiamo dunque usare il metodo dei moltiplicatori di

Lagrange:

∇𝑓(x) = 𝜆∇𝑔1(x) ⟹ �2𝐴x = 𝜆�2x⇒ 𝐴x = 𝜆x⟺ x è un autovettore di A .

Osserviamo inoltre che

𝐴x = 𝜆x⟹⟨𝐴x,x⟩ = 𝜆 ‖x‖2�
=1

⇒ 𝑓(x) = 𝜆 .

Poniamob 𝜇1 ∶= min‖x‖2=1 𝑓(x). Come possiamo trovare gli altri autovalori Studiamo per
unmomento il caso 𝑛 = 2. Inℝ2 l’espressione della forma quadratica è

𝐴 = �
𝑎 𝑏
𝑏 𝑐� 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑦2 .

Osserviamo che 𝑓(1,0) = 𝑎𝑥2, ovvero (1,0) è un autovettore dell’autovalore 𝜇1 = 𝑎. Se
estendiamo questa intuizione inℝ𝑛, possiamo supporre che il primo autovalore sia in
corrispondenza del vettore e1 = (1, 0, … , 0). Per trovare il prossimo autovalore si può
quindi imporre l’ortogonalità con il vettore e1. Definiamo

𝑔2(x) ∶= ⟨x, e1⟩ ; 𝐺2(x) ∶= �
𝑔1(x)
𝑔2(x)�

= �
‖x‖2 − 1
⟨x, e1⟩

� ; 𝐽𝐺2(x) = �
2x𝑇
e𝑇1
� .

Osserviamo che rank (𝐽𝐺2(x)) = 2 ∀x ∈ 𝑆 𝑛−1 quindi il vincolo 𝐺2(x) è regolare, chiuso - in
quanto intersezione di chiusi - e limitato. Definiamo 𝜇2 ∶= min𝐺2(x)=0 𝑓(x) e applichiamo
ancora una volta il Teorema dei moltiplicatori di Lagrange: sia ̄x ∈ ℝ𝑛 ∶ ‖ ̄x‖2 = 1 tale che
⟨x̄, e1⟩ = 0; esistono𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ tali che

∇𝑓(x̄) = 𝜆1∇𝑔1(x̄) + 𝜆2∇𝑔2(x̄);
2𝐴 ̄x = 2𝜆1 ̄x + 𝜆2e1 .
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Moltiplicando per e1:

𝑟𝐶𝑙 ⟨2𝐴 ̄x, e1⟩ = 2 ⟨𝜆1 ̄x, e1⟩ + ⟨𝜆2e1, e1⟩
2 ⟨𝐴 ̄x, e1⟩ = 0 + 𝜆2

2⟨x̄,
=𝐴
⏞𝐴𝑇 e1⟩ = 𝜆2

2 ⟨ ̄x,𝜇1e1⟩ = 𝜆2 ⟹ 𝜆2 = 0 essendo 𝑥̄ ortogonale a e1 .

Il nuovo vincolo 𝐺2(x) è naturale, ovvero non produce altri moltiplicatori di Lagrange.
Continuando induttivamente avremo al passo 𝑘:

n e1, … , e𝑘 vettori ortogonali tra loro;
n 𝐴e𝑖 = 𝜇𝑖e𝑖;
n 𝜇1 ≤ 𝜇2 ≤ … ≤ 𝜇𝑘.

Se 𝑘 = 𝑛 il processo termina, altrimenti, definiamo

𝐺𝑘+1(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

‖x‖2 − 1
⟨x, e1⟩
⋮

⟨x, e𝑘⟩

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝜇1 ∶= min
𝐺𝑘+1(x)=0

𝑓(x) .

Osserviamo che 𝐺𝑘+1(x) = 0 ⟹ 𝐺𝑘(x) = 0 ⟹ …𝐺2(x) = 0 ⟹ ‖x‖2 = 1, ovvero il
vincolo di ogni passo è un sottoinsieme del vincolo del passo precedente. Perciò 𝜇𝑘+1 ≥
𝜇𝑘 ≥ … ≥ 𝜇1 e gli autovalori e𝑘+1, … , e1 sono ortogonali tra loro per costruzione.

aNel caso in cui 𝑛 fosse infinito, ossia se stessimo lavorando con spazi vettoriali infiniti, la sfera
risulterebbe totalmente limitata; ciò è comunque sufficiente per usare il Teorema diWeierstrass.

bPer evitare confusione, indichiamo con 𝜇𝑛 gli autovalori e 𝜆𝑛 i moltiplicatori di Lagrange.

Il vantaggio di questa dimostrazione è il fatto di poter applicare il teorema a spazi di dimen-

sione infinita!

8.3.2 Differenza tra media aritmetica e geometrica

Cerchiamo di massimizzare la funzione

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = (𝑥1 ⋅ … ⋅ 𝑥𝑛)
1
𝑛

vincolata all’insieme

𝐶 = �x ∈ ℝ𝑛 � 𝑥𝑖 ≥ 0 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1�

L’insieme 𝐶 è l’intersezione di un iperpiano con l’iperottante positivo ed è detto simplesso.

Poiché 𝐶 è compatto e 𝑓(x) è continua, essa ammettemassimo eminimo in 𝐶. Osserviamo
che se ∃ 𝑥𝑖 ∶ 𝑥𝑖 = 0 allora 𝑓(x) = 0 e x non sarà sicuramente il massimo: possiamo quindi
escludere che il massimo si trovi sul bordo di 𝐶. Consideriamo quindi l’aperto

𝐴 = �𝑥 ∈ ℝ𝑛 � 𝑥𝑖 > 0 1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1�

e la funzione

𝑔(x) =
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 − 1 .
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Calcoliamo i gradienti.. .

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

=
1
𝑛𝑥

1
𝑛 −1
𝑖 =

𝑓(𝑥)
𝑛𝑥𝑖

; ∇𝑔 =
1
𝑛(1, … , 1)

. . .e applichiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange:

⎧⎪⎨
⎪⎩
∇𝑓(𝑥̄) = 𝜆∇𝑔(𝑥̄)
𝑔(𝑥̄) = 0

.

Ossia ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∇𝑓( ̄x) = 𝜆∇𝑔(x̄) ⟺ 𝑓( ̄x)

𝑛𝑥̄𝑖
= 𝜆

𝑛 ⟺ 𝑥̄𝑖 =
𝑓( ̄x)

𝜆 ∀𝑖 = 1, … , 𝑛
𝑔( ̄x) = 0 ⟺ 1

𝑛 ∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖 − 1 = 0 ⟺ ̄𝑥𝑖 = 1 ∀𝑖 = 1, … , 𝑛

Il massimo di 𝑓 in 𝐶 si ha in (1, … , 1) e ha valore 𝑓(1, … , 1) = 1: in 𝐶, si ha 𝑓(x) ≤ 1.
Ricapitolando, sappiamo che:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝑓(x) ≤ 1 ⟺ (𝑥1, … , 𝑥𝑛)

1
𝑛 ≤ 1

1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖 = 1 .

Possiamo allora concludere che

(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
1
𝑛 ≤

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 .

Se 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖 = 𝑀 ≠ 1 con un procedimento analogo si ha

max
𝐶𝑀

𝑓 = 𝑓(𝑀, … ,𝑀) = 𝑀 ⟹
1
𝑀 �

𝑛

∏
𝑖=1

𝑥̄𝑖�

1
𝑛

= 1 .

Sapendo anche che 1
𝑛

1
𝑀 ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖 = 1 possiamo concludere nuovamente che

(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
1
𝑛 ≤

1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 .
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capitolo 9
Equazioni differenziali
ordinarie

‘‘Le equazioni differenziali le risolve qualcun altro.”

AlbertoAlbano, che non è un professore di analisi.

C
on buona pace degli eleati, incontriamo continuamente fenomeni che variano in fun-

zione del tempo, dello spazio e/o di qualunque altra cosa, che siamo in grado di tradurre

in unmodello matematico più omeno agevolmente, a seconda dei casi. Ma come possiamo

descrivere un fenomeno, una quantità che varia in funzione della quantità stessa, come la

crescita di una popolazione? Necessitiamo di uno strumentomatematico per descrivere

questo tipo di situazione: le equazioni differenziali.

Esempio. Consideriamo un’automobile che in un istante 𝑡 ha una velocità v(𝑡). Chia-
mando y(𝑡) la funzione che associa ad ogni istante una posizione, abbiamo che

y′(𝑡) = v(𝑡)

ma questo è vero se e solo se

y(𝑡) = ∫
𝑡

𝑎
v(𝑠) 𝑑𝑠 + c .

Dunque possiamo sapere esplicitamente la posizione della macchina dal modo in cui

varia.

Definizione 9.0.1. (Equazionedifferenziale).

Definiamo equazione differenziale una relazione che lega una variabile 𝑡, una funzione
in 𝑦(𝑡) e le sue derivate:

𝐺(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡), … , 𝑦(𝑛)(𝑡)) = 0 (9.1)

In particolare diremo che un’equazione differenziale è:
n ordinaria (EDO) se l’incognita è una funzione di una sola variabile;

117
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n alle derivate parziali (EDP) se l’incognita è una funzione di più variabili;
n di ordine n se 𝑛 è l’ordine massimo di derivazione da cui dipende la funzione

incognita;
n in forma normale se può essere esplicitata rispetto alla derivata di ordinemassi-

mo:

𝑦(𝑛)(𝑡) = 𝐺(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡), … , 𝑦(𝑛−1)(𝑡)) .

Notazione. Nel seguito, se non ci sarà ambiguità, ometteremo spesso di indicare la

dipendenza di 𝑦 da 𝑡 per alleggerire la notazione

In questo corso ci occuperemo soltanto di equazioni differenziali ordinarie.

Definizione 9.0.2. (Soluzione di un’equazionedifferenziale ordinaria).

Una soluzione di un’equazione differenziale ordinaria di ordine 𝑛 è una funzione 𝑦̄ ∶ 𝐼⟶
ℝ𝑚 derivabile 𝑛 volte in 𝐼, e tale che, data (9.1), si abbia

𝐺(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑦̄′(𝑡), … , 𝑦̄(𝑛)(𝑡)) = 0 ∀𝑡 ∈ 𝐼

Osservazione. Un’equazione differenziale ordinaria ammette spesso una famiglia di

funzioni come soluzione. Nel caso di un’equazione del primo ordine in forma normale del

tipo 𝑦′(𝑡) = ℎ(𝑡), imporre 𝑦(𝑎) = 𝑏determinaun’unica soluzione; in generale, un’equazione
differenziale di ordine 𝑛 necessita di 𝑛 condizioni per avere una soluzione unica.

Attenzione! Risolvere un’equazione differenziale ordinaria può esseremolto difficile:

studieremo spesso le caratteristiche delle possibili soluzioni di un’equazione differenziale

senza avere averne determinata una esplicitamente.

9.1 esempi di equazioni differenziali ordinarie

9.1.1 Dinamica classica

In un sistema inerziale, ovvero in un sistema in cui valgono le equazioni della dinamica

newtoniana, il moto di un corpo è descritto tramite equazioni differenziali ordinare: avendo

l’accelerazione1 𝐱̈ in funzione del tempo 𝑡 possiamo ricavare lo spostamento x:

𝐱̈(𝑡) = 𝑓(𝑡)

𝐱̇(𝑡) = ∫
𝑡

𝑎
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 + c1

x(𝑡) = ∫
𝑡

𝑎
∫
𝑠

𝑎
𝑓(𝜏) 𝑑𝜏 𝑑𝑠 + c1𝑡 + c2

Coerentemente con quanto già osservato, constatiamo che per determinare univocamente

la posizione di un corpo in un dato momento 𝑡 necessitiamo di due condizioni c1 e c2: la
posizione e la velocità in un dato istante ̄𝑡.

⎧⎪⎨
⎪⎩
x( ̄𝑡) = b
𝐱̇( ̄𝑡) = v

⟹
⎧⎪⎨
⎪⎩
c1 = v
c2 = x( ̄𝑡) − v( ̄𝑡) = b − v ̄𝑡

.

1Qui usiamo la notazione di Newton, spesso usata in Fisica, per la derivata seconda rispetto al tempo.
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9.1.2 Esempio: Modello diMalthus

Ilmodello diMalthus è un classico esempio di equazione differenziale ordinaria.

Definizione 9.1.1. (ModellodiMalthus).

Un’equazione della forma

𝑦′(𝑡) = 𝑘𝑦(𝑡) 𝑘 ∈ ℝ

è dettamalthusiana, ed è altresì noto comemodello o equazione diMalthus.

Il modello prende il nome dall’economista Thomas RobertMalthus (1766-1834), che per primo

cercò rappresentare matematicamente la variazione di una popolazione per unità di tempo

in funzione del numero dei suoi individui. Se chiamiamo:
n 𝜈 il tasso di natalità per individuo per unità di tempo;
n 𝜇 il tasso di mortalità per individuo per unità di tempo;
n 𝜀 = 𝜈 − 𝜇 il tasso di variazione della popolazione per individuo per unità di tempo;

otteniamo un’equazione differenziale lineare del primo ordine a coefficienti costanti

𝑦′(𝑡) = 𝜀𝑦(𝑡) = 𝜈(𝑡)𝑦 − 𝜇(𝑡)𝑦

di cui possiamo cercare una soluzione. Osserviamo che

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝜀 =

𝑑
𝑑𝑡 log |𝑦(𝑡)| ⟺ log |𝑦(𝑡)| = 𝜀𝑡 + 𝑐 ⟺ |𝑦(𝑡)| = 𝑒𝑐𝑒𝜀𝑡

ossia

|𝑦(𝑡)| = 𝑘𝑒𝜀𝑡

con 𝑒𝑐 = 𝑘 > 0, ovvero
𝑦(𝑡) = ±𝑘𝑒𝜀𝑡

Poniamo dunque±𝑘 = 𝐾 costante di segno variabile. Questo procedimento èmolto comune
e lo incontreremo nuovamente: qui e nel seguito, se non specificato diversamente, 𝐾 sarà
una costante reale di segno variabile. Concludiamo che 𝑦(𝑡) = 𝐾𝑒𝜀𝑡 è una soluzione.

−2 −1 1 2

−5

5

t

y(t) K > 0
K < 0

Figura 9.1 – Alcune funzioni della famiglia 𝑦(𝑡) = 𝐾𝑒𝜀𝑡.

Osservazioni.
n Per determinare un’unica funzione necessitiamo, in accordo con quanto già os-

servato a pag. 118, di una condizione iniziale che in questo caso rappresenta la
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popolazione in un datomomento 𝑡.
n Si può anche ottenere la soluzione osservando che

0 = 𝑦′(𝑡) − 𝜀𝑦(𝑡) ⟺ 𝑒𝜀𝑡 �
𝑑
𝑑𝑡𝑒

−𝜀𝑡𝑦(𝑡)� = 0 ⟺
𝑑
𝑑𝑡𝑒

−𝜀𝑡𝑦(𝑡)

e quindi

𝑒−𝜀𝑡𝑦(𝑡) = 𝐾 ⟺ 𝑦(𝑡) = 𝐾𝑒𝜀𝑡

n Il tempo di raddoppio/dimezzamento è quel tempo 𝑇 tale che 𝑦(𝑡 + 𝑇) = 2𝑦(𝑡):

�𝐾𝑒𝜀(𝑡+𝑇) = 2�𝐾𝑒𝜀𝑡

𝑒𝜀𝑡𝑒𝜀𝑇 = 2𝑒𝜀𝑡

𝑒𝜀𝑇 = 2

𝑇 =
1
𝜀 log2

Il tempo di raddoppio (o di dimezzamento se 𝜀 < 0) è indipendente dalla condizione
iniziale𝐾. Si ha che 𝑇→∞ per 𝜀 → 0: se il tasso di variazione della popolazione è
nullo, il numero di individui non raddoppieràmai.

Unmodello più accurato terrebbe conto del fatto che anche 𝜀 è una funzione del tempo. In
questo caso avremmo

𝑦′(𝑡) = 𝜀(𝑡)𝑦(𝑡)

e con un ragionamento simile a prima otteniamo

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝜀(𝑡)

𝑑
𝑑𝑡 log |𝑦(𝑡)| = 𝜀(𝑡)

log |𝑦(𝑡)| = ∫
𝑡

𝑎
𝜀(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝑐

|𝑦(𝑡)| = 𝑒∫
𝑡
𝑎 𝜀(𝑠) 𝑑𝑠+𝑐

𝑦(𝑡) = 𝐾𝑒∫
𝑡
𝑎 𝜀(𝑠) 𝑑𝑠 .

9.1.3 Equazioni a variabili separabili

Definizione 9.1.2. (Equazione a variabili separabili).

Un’equazione a variabili separabili è un’espressione del tipo:

𝑦′(𝑡) = 𝑔(𝑡)ℎ(𝑦(𝑡)) ,

o, più brevemente, 𝑦′ = 𝑔(𝑡)ℎ(𝑦).

Se ℎ(𝑦0) = 0 allora 𝑦(𝑡) = 𝑦0 costantemente è una soluzione. Supponiamo ℎ(𝑦) ≠ 0. Allora
possiamo scrivere

𝑦′

ℎ(𝑦) = 𝑔(𝑡) .
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Cerchiamo una primitiva𝐻(𝑦) di 1
ℎ(𝑦) e una 𝐺 di 𝑔, ottenute rispettivamente calcolando ∫ 𝑑𝑦

ℎ(𝑦)
e ∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡:

𝑑
𝑑𝑡𝐻(𝑦) = 𝐻 ′(𝑦)𝑦′(𝑡) =

𝑦′

ℎ(𝑦) = 𝑔(𝑡) ⟺ 𝐻(𝑦) = 𝐺(𝑡) + 𝑐 .

L’ultima espressione definisce implicitamente 𝑦(𝑡): sapendo che la derivata di𝐻(𝑦) è

𝐻 ′(𝑦) =
1
ℎ(𝑦)

con ℎ(𝑦) ≠ 0, possiamo usare il teorema d’inversione locale e ricavare

𝑦(𝑡) = 𝐻−1(𝐺(𝑡) + 𝑐) .

Attenzione! Sebbene sia concettualmente inesatto, nei calcoli pratici è comune

scrivere

𝑦′(𝑡) =
𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 𝑔(𝑡)ℎ(𝑦) ⟺

𝑑𝑦
ℎ(𝑦) = 𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ⟹ ∫

𝑦

𝑦0

𝑑𝑦
ℎ(𝑦) = ∫

𝑡

𝑡0
𝑔(𝑠)𝑑𝑠 ,

nascondendo un cambio di variabile. Sarebbe invece corretta lasciare inizialmente la

derivata 𝑦′ così com’è,

𝑦′(𝑡) = 𝑔(𝑡)ℎ(𝑦) ⟹ ∫
𝑡

𝑡0

𝑦′

ℎ(𝑦(𝑠))𝑑𝑠 = ∫
𝑡

𝑡0
𝑔(𝑠)𝑑𝑠 ,

per fare il cambio di variabile 𝑧 = 𝑦(𝑠) e ottenere 𝑑𝑧 = 𝑦′𝑑𝑠:

∫
𝑦

𝑦0

𝑑𝑧
ℎ(𝑧) = ∫

𝑡

𝑡0
𝑔(𝑠)𝑑𝑠 .

È importante tenere amente questo fatto durante lo studio dell’intervallo massimale di

definizione di un’equazione differenziale, che vedremo successivamente: capita spesso di

sbagliare perché il cambio divariabile è stato effettuato con leggerezza e ci si è dimenticati,

ad esempio, di cambiare anche gli estremi di integrazione.

9.1.4 Esempio: Esplosione in tempo finito

Supponiamooradi avereuncontenitore riempito condelmateriale infiammabile cheprende

fuoco. Indichiamo con:

n 𝑦 la quantità di materiale infuocato;
n 𝜃 la temperatura.

È ragionevole supporre che le due quantità s’influenzino a vicenda; pertanto poniamo

𝑦′ = 𝑐𝑦𝜃𝑦; 𝜃 = 𝑐𝜃𝑦

e otteniamo

𝑦′ = 𝐾𝑦2 .

Per facilitare i calcoli, poniamo 𝐾 = 1 e cerchiamo di ricondurci a un’equazione a variabili
separabili:

𝑦′ = 𝑦2; 𝑔(𝑡) = 1; ℎ(𝑦) = 𝑦2 .
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Le primitive 𝐺(𝑡) di 𝑔 e𝐻(𝑦) di ℎ sono

𝐻(𝑦) = −
1
𝑦 ; 𝐺(𝑡) = 𝑡; 𝐻(𝑦(𝑡)) = 𝐺(𝑡) + 𝑐 ⟹ −

1
𝑦 = 𝑡 + 𝐾

ed esplicitando 𝑦(𝑡) otteniamo

𝑦(𝑡) =
1

𝐾 − 𝑡

−4 −2 2 4

−10

−5

5

10

t

y(t)

K = −1 K = 1 K = 1.5

Figura 9.2 –Alcune funzioni della famiglia 𝑦(𝑡) = 1
𝐾−𝑡 .

Osservazione. Poiché per 𝑡 = 𝐾 la funzione è discontinua, non ha senso considerare la
funzione al di là di tale valore sia per motivi di natura fisica - l’esplosione è già avvenuta,

consumando tutto il materiale - sia per motivi di natura matematica - una funzione

integrale non ammette discontinuità.

In unmodello del genere, uno dei quesiti principali è determinare in quanto tempo avvie-

ne l’esplosione in base al materiale infiammabile di partenza. L’intervallo di risoluzione

dell’equazione differenziale è dunque una delle incognite da studiare.

9.1.5 Esempio: Modello logistico

Torniamo al problema della crescita della popolazione. Ilmodello malthusiano è una buona

approssimazione della variazione di una popolazione di pochi individui, ma nella realtà al

crescere della popolazione le risorse disponibili diventano sempre di più un problema: in-

troduciamo quindi una variabile sperimentale 𝑠 chiamata saturazione che indica il numero
massimo di individui raggiungibile prima che la popolazione inizi a decrescere. L’equazione

differenziale

𝑦′ = 𝜀𝑦 �1 − 𝑦𝑠 � = 𝑓(𝑦)

descrive bene il problema della scarsità di risorse: quando si ha una popolazione di pochi

individui �1 − 𝑦
𝑠 � ≈ 1 la crescita è simile a quella del modellomalthusiano; quando invece

la popolazione è più numerosa, il fattore �1 − 𝑦
𝑠 � inizia ad essere rilevante fino a diventare

negativo per 𝑦 > 𝑠, dopo il quale la popolazione inizia a diminuire.
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Figura 9.3 –Andamento di 𝑦′.

Occupiamoci ora di risolvere questa equazione differenziale a variabili separabili, in quanto

𝑔(𝑡) ≡ 1. Le due funzioni costanti 𝑦 ≡ 𝑠 e 𝑦 ≡ 0 sono soluzioni: intuitivamente, se non ci
sono abitanti la popolazione non cresceràmai e se parte da 𝑠 abitanti è già in equilibrio. Se
𝑦 ≠ 0, 𝑠, possiamo scrivere

𝑦′

𝑦(𝑠 − 𝑦) =
𝜀
𝑠 ⟹ ℎ(𝑦) =

1
𝑦(𝑠 − 𝑦) .

Calcoliamo dunque una primitiva di ℎ(𝑦) utilizzando il metodo dei fratti semplici:

𝐻(𝑦) = ∫
𝑑𝑦

𝑦(𝑠 − 𝑦) = ∫
1
𝑠 �

1
𝑦 −

1
𝑦 − 𝑠� 𝑑𝑦 =

1
𝑠 �ln |𝑦| − ln |𝑦 − 𝑠|� =

1
𝑠 ln �

𝑦
𝑦 − 𝑠 � ,

e quindi

1
𝑠 ln �

𝑦
𝑦 − 𝑠 � =

𝜀
𝑠 𝑡 + 𝑐⟹

𝑦
𝑦 − 𝑠 = 𝐾𝑒𝜀𝑡 .

Risolviamo rispetto a 𝑦:

1 + 𝑠
𝑦 − 𝑠 = 𝐾𝑒𝜀𝑡 ⟹

𝑠
𝑦 − 𝑠 = 𝐾𝑒𝜀𝑡 − 1 ⟹𝑦− 𝑠 =

𝑠
𝐾𝑒𝜀𝑡 − 1 ⟹𝑦 = 𝑠 �1 +

1
𝐾𝑒𝜀𝑡 − 1� .

Come precedentemente detto, il modello logistico prevedeva i seguenti comportamenti per

una popolazione 𝑦 ≥ 0 - tenendo conto che il caso 𝑦 < 0 non è fisicamente possibile:
n Se 0 < 𝑦 < 𝑠, allora la popolazione tende a salire;
n Se 𝑦 > 𝑠, allora la popolazione tende a scendere permancanza di risorse.

Osserviamo che al variare di 𝑘 si verificano tutti gli scenari possibili:
n Se 𝑘 < 0, allora 𝑦 → 0 per 𝑡 → −∞mentre 𝑦 → 𝑠 per 𝑡 → ∞;
n Se 𝑘 > 0, allora abbiamo un asintoto verticale in 𝑘𝑒𝜀𝑡 = 1, ossia 𝑡 = 1

𝜀 ln �
1
𝑘 �. Se

𝑡 < 1
𝜀 ln �

1
𝑘 � allora 𝑦 < 0 e dunque non ha senso studiarlo per motivi fisici, mentre se

𝑡 → ∞ allora nuovamente 𝑦 → 𝑠.
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Figura 9.4 –Alcune soluzioni del problema.

9.2 equivalenza tra equazioni di ordine n e sistemi del

primo ordine

Un’equazione in forma normale di ordine 𝑛 equivale a un sistema del primo ordine. Suppo-
niamo di avere y(𝑛)(𝑡) = 𝑓(𝑡,y(𝑡), … ,y(𝑛−1)(𝑡)) e poniamo

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y′ = y1
y′1 = y2
⋮
y′𝑛−2 = y𝑛−1
y′𝑛−1 = 𝑓(𝑡,y(𝑡), … ,y(𝑛−1)(𝑡))

Se y(𝑡) ∈ ℝ𝑑 definiamo

ℝ𝑛𝑑 ∋ z(𝑡) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y1(𝑡)
y2(𝑡)
⋮

y𝑛−1(𝑡)
y′𝑛−1(𝑡)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e il sistema diventa

ℝ𝑛𝑑 ∋ 𝐹(𝑡, z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z1 = 𝑦′(𝑡)
z2
⋮
z𝑛
z′(𝑡) = 𝑓(𝑡, z(𝑡), … , z𝑛(𝑡)) .

Questo fatto ci permette di focalizzare la nostra attenzione sulla risoluzione di equazioni

differenziali ordinarie del primo ordine visto che le equazione differenziale ordinaria di ordine 𝑛
possono essere ricondotte a un’equazione differenziale ordinaria vettoriale del primo ordine.
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9.2.1 Esempio: secondo principio della dinamica

Se ci poniamo ancora una volta in un sistema inerziale vale il secondo principio della

dinamica, che è un’equazione differenziale del secondo ordine del tipo

a = 𝐱̈ = 𝐹(𝑡,x, 𝐱̇)
𝑚 .

Applicando quanto visto nella pagina, ci riconduciamo a un’equazione del primo ordine:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝐱̇ = v

𝐯̇ = 𝐹(𝑡,x,v)
𝑚

ℝ2𝑑 ∋ 𝑤(𝑡) = �
x

v� Φ(𝑡, 𝑧) = �
x

𝐹(𝑡,x,v)
𝑚

�

e otteniamo z′(𝑡) = Φ(𝑡, z(𝑡))

9.3 problemi di cauchy

Abbiamo visto a pag. 118 che se imponiamo 𝑛 condizioni a un’equazione differenziale di
ordine 𝑛 otteniamo un’unica soluzione, quando essa è definita. Inoltre, grazie a quanto
osservato a pag. 124 siamo in grado di ricondurre un’EDO di ordine 𝑛 a un sistema di EDO
del prim’ordine. È pertanto naturale la seguente

Definizione 9.3.1. (Problemadi Cauchy).

Un sistema della forma

(PC)

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑦′ = 𝑓(𝑡,y)
𝑦(𝜏) = 𝜉

si dice problema ai valori iniziali o di Cauchy.

Esempio. Un tipo particolare di problema di Cauchymolto comune in fisica è il proble-

ma ai limiti: ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝐱̈ = 𝑓(𝑡,x, 𝐱̇)
x(𝑎) = 𝐴
x(𝑏) = 𝐵

Ad esempio, se x descrive la posizione di un puntomateriale durante l’intervallo di tempo

[𝑎, 𝑏], allora la soluzione del suddetto problema di Cauchy è l’unica descrizione del moto
del punto che ha accelerazione descritta dalla funzione 𝑓 e che ai tempi 𝑡 = 𝑎 e 𝑡 = 𝑏 si
trova rispettivamente in𝐴 e 𝐵.

9.4 esistenza e unicità della soluzione

Finora abbiamo proposto esempi di problemi che abbiamo risolto trovando la soluzione di

opportune equazioni differenziali inmaniera “empirica”, senza utilizzare alcun teorema

particolare e soprattutto senza avere criteri per stabilire l’effettiva esistenza di una soluzione.

Introduciamo quindi alcuni concetti che ci porteranno a dimostrare il teorema di esistenza e

unicità locale di soluzioni per il problema di Cauchy.
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Definizione 9.4.1. (Lipschitzianità in 𝑦, uniformemente rispetto a 𝑡).
Sia 𝑓 ∶ 𝐷 ⊆ ℝ𝑛+1 ⟶ ℝ𝑛, con 𝐷 aperto. Diciamo che 𝑓 è lipschitziana in y in 𝐷
uniformemente rispetto a 𝑡 se esiste 𝐿 ∈ ℝ tale che:

�𝑓(𝑡,y1) − 𝑓(𝑡,y2)�ℝ𝑛 ≤ 𝐿�y1 − y2�ℝ𝑛 ∀(𝑡,y1), (𝑡,y2) ∈ 𝐷 (9.2)

Diciamo che 𝑓 è localmente lipschitziana in y in𝐷, uniformemente rispetto a 𝑡, se ogni
(𝜏, 𝜉) ∈ 𝐷 ammette un intorno 𝑈 ⊂ 𝐷 in cui vale (9.2).

Osservazione (lipschitzianità in 𝑦 unif. in 𝑡non implica continuità).
La lipschitzianità implica la continuità, ma se 𝑓(𝑡, 𝑦) è lipschitziana in 𝑦 uniformemente
rispetto a 𝑡, allora non è detto che sia continua. Per esempio

𝑓 ∶ ℝ2 ℝ
(𝑡, 𝑦) sign(𝑡) + 𝑦

è lipschitziana in 𝑦 uniformemente rispetto a 𝑡 in quanto

∀𝑡 ∈ ℝ, �𝑓(𝑡, 𝑦2) − 𝑓(𝑡, 𝑦1)� = �����sign(𝑡) + 𝑦2 −����sign(𝑡) − 𝑦1� = �𝑦2 − 𝑦1� ,

ma non è continua.

Osservazione. La lipschitzianità è una proprietà legata alla limitatezza dei rapporti

incrementali: possiamo infatti manipolare (9.2) e ottenere

�𝑓(𝑡,y1) − 𝑓(𝑡,y2)�ℝ𝑛

�y1 − y2�ℝ𝑛

≤ 𝐿 ∀(𝑡,y1), (𝑡,y2) ∈ 𝐷 .

Esempio. È facile verificare se l’equazione del modello malthusiano è descritta tramite

una funzione lipschitziana

𝑓(𝑡, 𝑦) = 𝜀(𝑡)𝑦 ⟹ �𝑓(𝑡, 𝑦1) − 𝑓(𝑡, 𝑦2)� = ‖𝜀(𝑡)‖�𝑦1 − 𝑦2� .

Se |𝜀(𝑡)| ≤ 𝐿 ∈ ℝ allora 𝑓(𝑡, 𝑦) è lipschitziana.

Proposizione 9.4.1. (Condizioni sufficienti per la lipschitzianità).

Data𝑓 ∶ 𝐷 ⊆ ℝ𝑛+1 ℝ𝑛,𝐷 aperto, se valgono:
1. 𝐷 = 𝐼 × 𝐽, 𝐼 ⊆ ℝ e 𝐽 ⊆ ℝ𝑛;
2. 𝐽 è convesso, ossia se y1,y2 ∈ 𝐽 allora [y1,y2] ⊂ 𝐽;
3. 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐷;ℝ𝑛);
4. �𝐷𝑦𝑓(𝑡,y)� ≤ 𝐿 ∀(𝑡,y) ∈ 𝐼 × 𝐽;

allora 𝑓 è lipschitziana in y in𝐷 uniformemente rispetto a 𝑡. Se𝐷 è un aperto qualunque e 𝑓 ∈ 𝒞1(𝐷)
(non vale 2. e 4.) allora 𝑓 è localmente lipschitziana in y in𝐷, uniformemente rispetto a 𝑡.
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Dimostrazione. Usiamo il teorema 6.4.10 sfruttando la convessità di 𝐽: se consideria-
mo (𝑡,y1),(𝑡,y2) ∈ 𝐼 × 𝐽, si ha

�𝑓(𝑡,y1) − 𝑓(𝑡,y2)�ℝ𝑚 ≤ max
y∈[y1,y2]

�𝐷𝑦𝑓(𝑡,y)��y1 − y2� ≤ 𝐿�y1 − y2�.

Per il secondo punto, sia (𝜏, 𝜉) ∈ 𝐷; poiché �𝐷𝑦𝑓� è una funzione continua, esistono 𝛿 > 0
e 𝜎 > 0 tali che �𝐷𝑦𝑓� è limitata in 𝐼 = (𝜏 − 𝛿, 𝜏 + 𝛿) × 𝐵𝜎(𝜉) = 𝐽 ⊆ 𝐷: possiamo quindi
applicare il punto A, essendo 𝐽 convesso.

9.4.1 Teorema di esistenza e unicità locale

Teorema 9.4.1. (Esistenza e unicità locale).

Sia𝑓 ∶ 𝐷 ⊆ ℝ𝑛+1
y,𝑡 ℝ𝑛,𝐷 aperto, tale che:

1. 𝑓 è continua in𝐷;
2. 𝑓 è localmente lipschitziana in y in𝐷, uniformemente rispetto a 𝑡.

Allora per ogni (𝜏, 𝜉) ∈ 𝐷 esiste un 𝛿 tale che, detto 𝐼𝛿 = [𝜏 − 𝛿, 𝜏 + 𝛿], esiste𝜑 ∶ 𝐼 ℝ𝑛, tale che

(𝑡,𝜑(𝑡)) ∈ 𝐷 per ogni 𝑡 ∈ 𝐼𝛿,𝜑 ∈ 𝒞1(𝐼𝛿;ℝ𝑛) e𝜑 è risolve il problema di Cauchy

(PC)

⎧⎪⎨
⎪⎩

𝜑′ = 𝑓(𝑡,𝜑)
𝜑(𝜏) = 𝜉

𝑡 ∈ 𝐼𝛿 .

Tale soluzione è unica: se𝜓 ∶ 𝐼 ̄𝛿 ⟶ ℝ𝑛 è un’altra soluzione di (PC) allora𝜑 ≡ 𝜓 su 𝐼𝛿 ∩ 𝐼 ̄𝛿.

Dimostrazione. La dimostrazione si divide in 4 passi:

1. Equazione integrale diVolterra. Siano 𝛿0 > 0 e 𝜎0 > 0 tali che 𝐼𝛿0 × 𝐵𝜎0(𝜉) ⊆ 𝐷.
Osserviamo che una funzione𝜑 ∈ 𝒞1(𝐼𝛿0;𝐵𝜎0(𝜉)) è una soluzione del problema di
Cauchy ⎧⎪⎨

⎪⎩
y′(𝑡) = 𝑓(𝑡,y)
y(𝜏) = 𝜉

(𝑡, 𝜉) ∈ 𝐼𝛿0 × 𝐵𝜎0(𝜉)

se e solo se risolve l’equazione integrale di Volterra

𝜑(𝑡) = 𝜉 + ∫
𝑡

𝜏
𝑓(𝑠,𝜑(𝑠))𝑑𝑠 .

Infatti, se 𝜑 è una soluzione del problema di Cauchy, allora 𝑓(𝑡,𝜑(𝑡)) è continua
perché lo sono 𝑓 e𝜑 e integrando trovo che

𝜑(𝑡) − 𝜑(𝜏)�
=𝜉

= ∫
𝑡

𝜏
𝑓(𝑠,𝜑(𝑠))𝑑𝑠⟺ 𝜑(𝑡) = 𝜉 + ∫

𝑡

𝜏
𝑓(𝑠,𝜑(𝑠))𝑑𝑠 .

Viceversa, se𝜑 risolve l’equazione integrale di Volterra, allora è derivabile in 𝐼𝛿0 e

𝜑′(𝑡) = 𝑓(𝑡,𝜑(𝑡)). Inoltre, l’equazione di Volterra implica𝜑(𝜏) = 𝜉.
2. Costruzione di una contrazione. Consideriamo l’operatore di funzioni

𝑇(𝜑)(𝑡) = 𝜉 + ∫
𝑡

𝜏
𝑓(𝑠,𝜑(𝑠))𝑑𝑠.
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Vogliamo dimostrare che, per 𝛿 e 𝜎 abbastanza piccoli, 𝑇 è una contrazione in
𝒞(𝐼𝛿;𝐵𝜎(𝜉)). Siano 𝛿1 ∈ (0, 𝛿0) e 𝜎1 ∈ (0, 𝜎0) tali che 𝐼𝛿1 ×𝐵𝜎1(𝜉) ⊆ 𝐷 e siano𝑀, 𝐿 > 0
tali che

�𝑓(𝑡,y)� ≤ 𝑀 ∀(𝑡,y) ∈ 𝐼𝛿1 × 𝐵𝜎1(𝜉); (9.3)

�𝑓(𝑡,y1) − 𝑓(𝑡,y2)� ≤ 𝐿�y1 − y2� ∀(𝑡,y1), (𝑡,y2) ∈ 𝐼𝛿1 × 𝐵𝜎1(𝜉). (9.4)

La (9.3) è possibile in quanto 𝑓 è continua, dunque è limitata in un intorno di
(𝜏, 𝜉), mentre la (9.4) vale poiché la funzione è localmente lipschitziana in y in𝐷
uniformemente rispetto a 𝑡 per ipotesi. Scegliamo ora 𝛿 < min �𝛿1,

𝜎1
𝑀 ,

1
𝐿 � e 𝜎 = 𝜎1.

Se𝜑 ∈ 𝒞0(𝐼𝛿;𝐵𝜎(𝜉)), allora

‖𝑇(𝜑)(𝑡) − 𝜉‖ = �∫
𝑡

𝜏
𝑓(𝑠,𝜑(𝑠))𝑑𝑠� ≤ �∫

𝑡

𝜏
�𝑓(𝑠,𝜑(𝑠))𝑑𝑠�� ;

la norma fuori dall’integrale garantisce che il risultato sia sempre un numero

positivo anche se dovesse essere 𝑡 < 𝜏. Per la proprietà (9.3), allora

�∫
𝑡

𝜏
�𝑓(𝑠,𝜑(𝑠))𝑑𝑠�� ≤ 𝑀|𝑡 − 𝜏| ≤ 𝑀𝛿 < 𝜎 ,

ossia max𝑡∈𝐼𝛿‖𝑇(𝜑)(𝑡) − 𝜉‖ < 𝜎, cioè per ogni 𝑡 ∈ 𝐼𝛿, 𝑇(𝜑)(𝑡) ∈ 𝐵𝜎(𝜉). Dunque l’appli-
cazione 𝑇manda 𝒞(𝐼𝛿;𝐵𝜎(𝜉)) in sé. Mostriamo ora che 𝑇 è una contrazione. Siano
𝜑1,𝜑2 ∈ 𝒞(𝐼𝛿;𝐵𝜎(𝜉)). Allora

‖𝑇(𝜑1)(𝑡) − 𝑇(𝜑2)(𝑡)‖ = �∫
𝑡

𝜏
�𝑓(𝑠,𝜑1(𝑠)) − 𝑓(𝑠,𝜑2(𝑠))� 𝑑𝑠�

≤ �∫
𝑡

𝜏
��𝑓(𝑠,𝜑1(𝑠)) − 𝑓(𝑠,𝜑2(𝑠))��𝑑𝑠�

(9.5)

e per la proprietà (9.4) si ha

�∫
𝑡

𝜏
��𝑓(𝑠,𝜑1(𝑠)) − 𝑓(𝑠,𝜑2(𝑠))��𝑑𝑠� ≤ 𝐿 �∫

𝑡

𝜏
‖[𝜑1(𝑠) − 𝜑2(𝑠)] 𝑑𝑠‖�

≤ 𝐿|𝑡 − 𝜏|max
𝑠∈𝐼𝛿

‖𝜑1(𝑠) − 𝜑2(𝑠)‖

≤ 𝐿 𝛿max
𝑠∈𝐼𝛿

‖𝜑1(𝑠) − 𝜑2(𝑠)‖ .

(9.6)

Per come abbiamo scelto 𝛿, possiamo assumere 𝐿 𝛿 < 1.
3. Applicazione del teorema delle contrazioni. Consideriamo𝑋 = 𝒞(𝐼𝛿,ℝ𝑛) con la

norma Lagrangiana del max. Sappiamo che (𝑋, 𝑑) è uno spaziometrico completo.
Osserviamo che

𝒞(𝐼𝛿,𝐵𝜎(𝜉)) = {𝜑 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝜑, 𝜉) ≤ 𝜎} = 𝑋𝜎

è un sottoinsieme chiuso di 𝑋; (𝑋𝜎, 𝑑) è uno spazio metrico completo a sua volta.
Esiste un unico punto fisso di 𝑇 che è l’unica soluzione dell’equazione diVolterra (e
quindi del problema di Cauchy) in 𝒞(𝐼𝛿,𝐵𝜎(𝜉)). Abbiamo osservato precedentemen-
te che l’immagine di 𝑇 è contenuta in 𝐵𝜎(𝜉), quindi anche il suo punto fisso cadrà
nell’interno.
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4. Unicitàdella soluzione. Siano𝜑,𝜓due soluzionidelproblemadiCauchy, definite
in un intervallo 𝐼. Consideriamo l’insieme:

𝐽 = {𝑡 ∈ 𝐼 ∶ 𝜑(𝑡) = 𝜓(𝑡)}

Allora sappiamo che:
n 𝐽 è non vuoto. Infatti𝜑(𝜏) = 𝜓(𝜏) = 𝜉.
n 𝐽 è aperto. Per vedere ciò mostriamo che è intorno di ogni suo punto. Sia

𝑡0 ∈ 𝐽, ovverounvalore tale che𝜑(𝑡0) = 𝜓(𝑡0) = 𝜉0. Per continuità, abbiamo
un intervallo comune 𝐼𝛿, 𝛿 ≠ 0 in cui

max
𝑡∈𝐼𝛿

‖𝜑(𝑡) − 𝜉‖ ≤ 𝜎 e max
𝑡∈𝐼𝛿

‖𝜓(𝑡) − 𝜉‖ ≤ 𝜎 .

Prendendo ilminimo tra 𝛿 e 𝛿 abbiamoun intornodi 𝑡0 in cui le soluzioni so-
no uguali grazie all’unicità del punto fisso, ovvero un intorno interamente

contenuto in 𝐽. Dunque 𝐽 è aperto.
n 𝐽 è chiuso. Dato che𝜑 e𝜓 sono continue, allora lo è anche𝜑 − 𝜓. Dato che

𝐽 = (𝜑 − 𝜓)−1({0}), allora è controimmagine di un chiuso, dunque chiuso.
Dunque 𝐽 è aperto, chiuso e non vuoto; per connessione di 𝐼 deve essere 𝐽 = 𝐼, cioè
𝜑 ≡ 𝜓 su tutto 𝐼.

Osservazione. Il teorema di esistenza e unicità è esistenzialema non costruttivo. Tuttavia,

l’unicità della soluzione rende esaustivi tutti i possibili metodi per trovare le soluzioni.

Per esempio, se con il metodo di separazione delle variabili troviamo una soluzione ad un

problema di Cauchy, allora sappiamo per certo che non ce ne possono essere altre.

9.4.2 Metodo di risoluzione iterativo

Come osservato necessitiamo dimetodi per determinare o quantomeno approssimare la

soluzione di un problema di Cauchy. Dato il problema di Cauchy

⎧⎪⎨
⎪⎩
y′(𝑡) = 𝑓(𝑡,y)
𝜑(𝜏) = 𝜉

il teorema delle contrazioni fornisce unmetodo iterativo per approssimarne la soluzione:

y0(𝑡) = 𝜉

y1(𝑡) = 𝜉 + ∫
𝑡

𝜏
𝑓(𝑠, 𝜉)𝑑𝑠 = 𝑇(y0)(𝑡)

y2(𝑡) = 𝜉 + ∫
𝑡

𝜏
𝑓(𝑠, 𝑦1(𝑠))𝑑𝑠 = 𝑇(y1)(𝑡)

⋮

𝑦𝑛+1(𝑡) = 𝜉 + ∫
𝑡

𝜏
𝑓(𝑠, 𝑦𝑛(𝑠))𝑑𝑠 = 𝑇(y𝑛)

Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑦′ = 𝜀𝑦
𝑦(0) = 𝜉

𝜀, 𝜉 ∈ ℝ.
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Applichiamo il metodo iterativo:

𝑦0(𝑡) = 𝜉

𝑦1(𝑡) = 𝜉 + ∫
𝑡

0
𝑓(𝑠, 𝑦0(𝑠))𝑑𝑠 = 𝜉 + ∫

𝑡

0
𝜀𝜉 𝑑𝑠 = 𝜉 + 𝜀𝜉𝑡 = 𝜉(1 + 𝜀𝑡)

𝑦2(𝑡) = 𝜉 + ∫
𝑡

0
𝜀𝜉(1 + 𝜀𝑡)𝑑𝑠 = 𝜉 + 𝜀𝜉𝑡 + 𝜀2𝜉

𝑡2

2 = 𝜉 �1 + 𝜀𝑡 +
𝜀2𝑡2

2 � .

Per induzione, si mostra che se

𝑦𝑛(𝑡) = 𝜉 �1 + 𝜀𝑡 +
𝜀2𝑡2

2 + … +
𝜀𝑛𝑡𝑛

(𝑛)! � ,

allora:

𝑦𝑛+1(𝑡) = 𝜉 + ∫
𝑡

0
𝜀𝑦𝑛(𝑠)𝑑𝑠

= 𝜉(1 + ∫
𝑡

0
(𝜀 + 𝜀2𝑠 +

𝜀3𝑠2

2 + … +
𝜀𝑛+1𝑠𝑛

𝑛! )𝑑𝑠)

= 𝜉 �1 + 𝜀𝑡 +
𝜀2𝑡2

2 + … +
𝜀𝑛+1𝑡𝑛+1

(𝑛 + 1)! � ;

Notiamo che 𝑦𝑛 è il polinomio diTaylor di grado 𝑛 centrato nel punto 𝑡0 = 0 della funzione
𝑦 = 𝜉𝑒𝜀𝑡; se facciamo tendere 𝑛 → +∞ otteniamo

𝑦𝑛(𝑡) = 𝜉
+∞

∑
𝑛=0

(𝜀𝑡)𝑛

𝑛! = 𝜉𝑒𝜀𝑡 .

Il resto secondo Lagrange del polinomio di Taylor ci fornisce anche un’utile stima dell’er-

rore della ridotta 𝑛-esima della serie di Taylor:

𝑒𝜀𝑡 − 𝑦𝑛(𝑡) =
1

(𝑛 + 1)!𝑓
(𝑛+1)(𝑐) =

𝜀𝑛+1

(𝑛 + 1)! 𝑒
𝑐𝑡 −−−−−−→

𝑛→+∞
0 𝑐 ∈ (0, 𝑡) .

Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

⎧⎪⎨
⎪⎩
y′ = 𝐴y
y(0) = 𝜉

𝐴 ∈ ℝ𝑛,𝑛, y, 𝜉 ∈ ℝ𝑛 .

Inmaniera del tutto analoga al caso precedente si ha

lim
𝑛→+∞

y𝑛(𝑡) = 𝜉
+∞

∑
𝑛=0

(𝑡𝐴)𝑛

𝑛! = 𝜉𝑒𝐴𝑡 ∀𝐴 ∈ ℝ𝑛,𝑛.

Laserie convergesemprepoiché lo spaziodegli operatoridotatodellanormaoperatoriale è

completo epoiché la convergenzadella normadella serie implica la convergenzapuntuale,

come visto nel teorema 6.4.8. Vale anche la seguente stima:

𝑒𝐴𝑡 − y𝑛(𝑡) =
𝜀𝑛+1

(𝑛 + 1)! 𝑒
𝑐𝑡 −−−−−−→

𝑛→+∞
0 𝑐 ∈ ℝ𝑛
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Esempio (Oscillatore armonico). Sia dato il seguente sistema di equazioni diffe-

renziali ordinarie che descrive il moto di un oscillatore armonico:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥̈ = −𝜔2𝑥
𝑥̇(0) = 𝜂
𝑥(0) = 𝜉

dove 𝜔 =
�
𝑘
𝑚

Poniamo 𝑥̇ = 𝑦 e otteniamo:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇ = 𝑦
𝑦̇ = −𝜔2𝑥
𝑦(0) = 𝜂
𝑥(0) = 𝜉

𝑓 �
𝑥
𝑦� = �

𝑦
−𝜔2𝑥� = �

𝑓1(𝑦)
𝑓2(𝑥)�

Applichiamo il metodo iterativo:

𝑥0 = 𝜉;
𝑦0 = 𝜂;

𝑥1(𝑡) = 𝜉 + ∫
𝑡

0
𝑓1(𝑦0)𝑑𝑠 = 𝜉 + ∫

𝑡

0
𝜂𝑑𝑠 = 𝜉 + 𝜂𝑡;

𝑦1(𝑡) = 𝜂 + ∫
𝑡

0
𝑓1(𝑥0)𝑑𝑠 = 𝜂 + ∫

𝑡

0
−𝜔2𝜉𝑑𝑠 = 𝜂 − 𝜔2𝜉𝑡;

𝑥2(𝑡) = 𝜉 + 𝜂𝑡 −
(𝜔𝑡)2𝜉

2 ;

𝑦2(𝑡) = 𝜂 − 𝜔2𝜉𝑡 −
(𝜔𝑡)2𝜂

2 ;

𝑥3(𝑡) = 𝜉 �1 −
(𝜔𝑡)2

2 � +
𝜂
𝜔 �𝜔𝑡 −

(𝜔𝑡)3

3! � ;

𝑦3(𝑡) = 𝜂 �1 −
(𝜔𝑡)2

2 � − 𝜉𝜔 �𝜔𝑡 −
(𝜔𝑡)3

3! � .

Osserviamo, tramite le manipolazioni algebriche proposte, che il termine 𝑛-esimo è una
combinazione lineare dei polinomi di Taylor di ordine 𝑛 di cos𝜔𝑡 e sin𝜔𝑡, quindi per
𝑛 → +∞ si ha

𝑥𝑛(𝑡) → 𝜉 cos𝜔𝑡 +
𝜂
𝜔 sin𝜔𝑡 = 𝑥(𝑡);

𝑦𝑛(𝑡) → 𝜂 cos𝜔𝑡 − 𝜔𝜉 sin𝜔𝑡 = 𝑦(𝑡).

In effetti vale 𝑥̇(𝑡) = 𝑦(𝑡), 𝑦̇(𝑡) = −𝜔2𝑥(𝑡).

9.4.3 Pennello di Peano

Vediamo ora come venendomeno l’ipotesi di lipschitzianità locale si possa perdere l’unicità

della soluzione. Si consideri il seguente problema di Cauchy:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝑦′ = 𝑦

2
3

𝑦(0) = 0
.
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L’ipotesi di lipschitzianità locale non èverificata in un intorno di 0: sia infatti 𝑦1 = 0 e 𝑦2 = 𝑦
e consideriamo il rapporto incrementale

�𝑓(𝑦1) − 𝑓(𝑦2)�
�𝑦1 − 𝑦2�

=
�
�
𝑦

2
3

𝑦
�
�
=

1

|𝑦|
1
3
→∞, se 𝑦 → 0 .

Risolviamo ora l’equazione differenziale, che è a variabili separabili:

∫
𝑑𝑦

𝑦
2
3
= ∫ 𝑑𝑡⟹ 3𝑦

1
3 = 𝑡 + 𝑐⟹ 𝑦 =

1
27 (𝑡 + 𝑐)

3 .

Datoche𝑦(0) = 0, allora 𝑐 = 0edunque𝑦 = 1
27 𝑡

3 èunasoluzionedell’equazionedifferenziale.
Ma anche la funzione 𝑦(𝑡) = 0 è una soluzione. Inoltre, combinando queste due funzioni,
possiamo ottenere infinite soluzioni.

−3 −2 −1 1 2 3

−10

−5

5

10

t

y(t)

Figura 9.5 – Il “pennello” di Peano.

Anche se l’unicità può diventare problematica, possiamo comunque dire qualcosa sulla

esistenza. Infatti, vale il

Teorema 9.4.2. (di Peano).

Sia𝑓 ∶ 𝐷 ⊆ ℝ𝑛+1 ℝ𝑛 continua,𝐷 aperto e (𝜏, 𝜉) ∈ 𝐷. Allora esiste 𝛿 > 0 tale che il problema
di Cauchy ⎧⎪⎨

⎪⎩
𝜑′ = 𝑓(𝑡, 𝑦)
𝜑(𝜏) = 𝜉

𝑡 ∈ 𝐼𝛿

ammette almeno una soluzione.

La dimostrazione verrà fornita nel corso di Istituzioni di Analisi.

9.4.4 Regolarità della soluzione

Teorema 9.4.3. (Regolarità della soluzionedel problemadi Cauchy).

Sia𝑓 ∶ 𝐷 ⊆ ℝ𝑛+1 ℝ𝑛 di classe 𝒞1(𝐷),𝐷 aperto, e sia (𝜏, 𝜉) ∈ 𝐷. Allora esiste un 𝛿 > 0 tale
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che la soluzione del problema di Cauchy

⎧⎪⎨
⎪⎩

𝜑′ = 𝑓(𝑡, 𝑦)
𝜑(𝜏) = 𝜉

è una funzione𝜑(𝑡) di classe𝒞2(𝐼𝛿).

Dimostrazione. Primadi tutto, ricordiamoche se𝑓 ∈ 𝒞1(𝐷) allora è anche localmente
lipschitziana, dunque vale il teorema di esistenza e unicità di una soluzione. Dato che

𝑦′ = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)), per il teorema della differenziabilità delle funzioni composte si ha

𝑑
𝑑𝑡 �𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))� =

𝑑
𝑑𝑡𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))�������������

∈𝒞0

+𝐷𝑦𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))�������������
∈𝒞0

𝑦′(𝑡)�
∈𝒞0

.

Essendo 𝑦′ ∈ 𝒞1(𝐼), allora𝜑 ∈ 𝒞2(𝐼).

Esempio. Coerentemente con il precedente teorema, il problema di Cauchy

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝑦′ = 𝑦

1
3

𝑦(0) = 0

ammette per soluzione la funzione 𝑦 = �2
3 𝑡�

3
2 ∉ 𝒞2, essendo 𝑦

1
3 ∉ 𝒞1.

Teorema 9.4.4.

Data 𝑓 funzione di un problema di Cauchy e𝜑 soluzione, si ha

𝑓 ∈ 𝒞𝑘(𝐷) ⟹ 𝜑 ∈ 𝒞𝑘+1(𝐼𝛿) .

Dimostrazione. Per induzione su 𝑘:
n 𝑘 = 1. Già visto come teorema 9.4.3;
n 𝑘 ⟹ 𝑘 + 1. Sia 𝑓 ∈ 𝒞𝑘(𝐷) ⊆ 𝒞𝑘−1(𝐷). Per ipotesi induttiva𝜑 ∈ 𝒞𝑘(𝐼𝛿). Allora:

𝜑′ ∶ 𝐼𝛿 ⟶ ℝ
𝑡 ⟼ 𝑓(𝑡,𝜑(𝑡))

∈ 𝒞𝑘(𝐷) (9.7)

e𝜑′ ∈ 𝒞𝑘(𝐼𝛿), ossia𝜑 ∈ 𝒞𝑘+1(𝐼𝛿).

Osservazione. Siano𝐴,𝐵 aperti e𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 ℝ𝑚,𝑓 ∶ 𝐵 ⊆ ℝ𝑚 ℝ𝑝. Si ha

che se 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒞𝑘, allora la composizione 𝑓 ∘ 𝑔 ∈ 𝒞𝑘. Si dimostra per induzione esprimendo
le derivate parziali con le matrici Jacobiane.
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9.4.5 Prolungabilità della soluzione

Supponiamo di avere un problema di Cauchy che verifichi le ipotesi del teorema di esistenza

e unicità locale, per cui esiste ed è unica la soluzione𝜑 ∶ 𝐼𝛿 ℝ𝑛 in 𝐼𝛿. Cerchiamo di
estendere il dominio di definizione di 𝜑. Sappiamo già che non sarà sempre possibile
estendere il dominio di definizione di𝜑 a tuttoℝ: nel caso dell’esplosione in tempo finito
tutte le soluzioni sono definite su aperti 𝐴 ⊊ ℝ. Per poter studiare tutti i possibili casi
introduciamo la seguente

Definizione 9.4.2. (Intervallomassimale d’esistenza).

Definiamo intervallomassimale d’esistenza della soluzione𝜑 il più grande intervallo

limitato o illimitato su cui è definita una soluzione di un problema di Cauchy:

𝐼 = (𝑇𝑚𝑖𝑛, 𝑇𝑚𝑎𝑥) ⊆ ℝ

Proposizione 9.4.2. (Caratterizzazione dell’intervallomassimale).

Nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicità locale sia

𝒮 = {(𝜑, 𝐼𝜑) ∈ ℝ𝑛+1 ∶ 𝐼𝜑 = (𝑎, 𝑏) ⊆ ℝ,𝜑 ∶ 𝐼𝜑 ℝ𝑛 è una soluzione di PC su 𝐼𝜑}.

Allora

𝐼 = (𝑇𝑚𝑖𝑛, 𝑇𝑚𝑎𝑥) = �
(𝜑, 𝐼𝜑)∈𝒮

𝐼𝜑

con 𝐼 intervallo aperto e connesso.

Dimostrazione. Sia 𝑡 ∈ 𝐼 e sia (𝜑, 𝐼𝜑) ∈ 𝒮 tale che 𝑡 ∈ 𝐼𝜑. Definiamo𝜓 ∶ 𝐼 ℝ𝑛

tale che𝜓(𝑡) = 𝜑(𝑡); è ben definita poiché:
n se 𝑡 ∈ 𝐼𝜑1 ∩ 𝐼𝜑2 allora𝜑1|𝐼𝜑1∩𝐼𝜑2

≡ 𝜑2|𝐼𝜑1∩𝐼𝜑2
;

n 𝜑 risolve l’equazione in un intorno di 𝑡 e quindi anche𝜓.
Sihache 𝐼èunionedi intervalli aperti; la connessioneègarantitadal fatto cheuna funzione
che risolve il problema di Cauchy risolve anche l’equazione integrale di Volterra, il cui

dominio è sempre un intervallo.

Proposizione 9.4.3. (Esplosione a tempo finito).

Supponiamo che 𝑇𝑚𝑎𝑥 < +∞. Allora

lim
𝑡→𝑇𝑚𝑎𝑥

‖𝜓(𝑡)‖ = +∞ .

Intuitivamente... Trovata una soluzione𝜑 in 𝐼𝜑, che è un intervallo chiuso, possiamo
applicare nuovamente il teorema di esistenza e unicità locale agli estremi dell’intervallo

e ottenere due nuove soluzioni 𝜑1, 𝜑2 negli intervalli 𝐼𝜑1, 𝐼𝜑2 da cui possiamo estrarre

un intervallo chiuso e iterare il processo. Quand’è che non riusciamo a coprire tuttoℝ?
Quando l’ampiezza 𝛿𝑖 degli intervalli tende a 0 e∑𝑖 𝛿𝑖 converge.

Utilizzeremo il seguente:2

2Dopo la fine del corso ci siamo accorti che la dimostrazione vista in classe non era del tutto corretta;

proponiamo in sua sede una versione realizzata daMatteo Bisi, studente della coorte 2021-2022.
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Lemma 9.5.1. (di Bisi).

Sia𝑓(y, 𝑡)una funzione che soddisfa le ipotesi del teoremadi esistenza e unicità locale e sia (𝑡0, y0) ∈ Ω.
Allora esistono 𝛿, 𝜎 > 0 tali che per ogni (𝜏, 𝜉) ∈ 𝐼𝛿/3 × 𝐵𝜎/3 esiste una soluzione locale𝜑𝐿𝑂𝐶 che risolve

il problema di Cauchy ⎧⎪⎨
⎪⎩
y′(𝑡) = 𝑓(𝑡,y)
y(𝜏) = 𝜉

e𝜑𝐿𝑂𝐶 è definita in �𝜏 −
𝛿
2 , 𝜏 +

𝛿
2 � .

Scegliendo opportuni 𝛿 e 𝜎 la dimostrazione del lemma è la stessa di quella del teorema di
esistenza e unicità locale.

Dimostrazione (della proposizione 9.4.3).

Supponiamo chea {𝑡𝑘}𝑘 ↗ 𝑇𝑚𝑎𝑥 < +∞ e, per assurdo, che 𝜓(𝑡𝑘) ∶= 𝜉𝑘 sia una successione
limitata inℝ𝑛: ‖𝜉𝑘‖ ≤ 𝑀 per ogni 𝑘. Allora esiste una sottosuccessione {𝑡𝑘𝑖}𝑘𝑖 convergente
di {𝑡𝑘}:

lim
𝑘𝑖→+∞

𝜓(𝑡𝑘𝑖) = 𝜉 .

Possiamo quindi scegliere un punto (𝑡𝑘, 𝜉𝑘) in un intorno 𝐼𝛿/3 × 𝐵𝜎/3 di (𝑇𝑚𝑎𝑥, 𝜉) e applicare
il lemma, ottenendo così una soluzione 𝜑̄ il cui dominio di definizione 𝐼𝜑̄ ammetterà
sicuramente infiniti 𝑡 > 𝑇𝑚𝑎𝑥 essendo la soluzione definita a partire da 𝑡𝑘, ‖𝑡𝑘 − 𝑇𝑚𝑎𝑥‖ < 𝛿/3
e 𝐼𝜑̄ = �𝑡𝑘 −

𝛿
2 , 𝑡𝑘 +

𝛿
2 �.

ψ(tki)

ξ̄
φ̄

ψ

[
Tmin − δ̄

])
Tmax + δ̄

aIl simbolo↗ significa che la successione converge da valori inferiori.

Esempio (Equazioni a variabili separabili).

Dato il problema di Cauchy ⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑦′(𝑡) = 𝑔(𝑡)ℎ(𝑦)
𝑦(𝑡0) = 𝑦0

abbiamo che

∫
𝑦

𝑦0

𝑑𝑦
ℎ(𝑦) = ∫

𝑡

𝑡0
𝑔(𝑠)𝑑𝑠 .
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Studiamo l’intervallo massimale d’esistenza. Dobbiamo avere

∫
+∞

𝑦0

𝑑𝑦
ℎ(𝑦) = ∫

𝑇𝑚𝑎𝑥

𝑡0
𝑔(𝑠)𝑑𝑠 .

Se 𝑔(𝑡) = 1 si hanno due casi:
1. ℎ(𝑦) = 𝑦𝑎 con 𝑎 ≤ 1:

∫
+∞

𝑦0

𝑑𝑦
𝑦𝑎 = +∞ ⟹ 𝑇𝑚𝑎𝑥 = +∞ ;

2. ℎ(𝑦) = 𝑦𝑎 con 𝑎 > 1:

∫
+∞

𝑦0

𝑑𝑦
𝑦𝑎 < +∞ ⟹ 𝑇𝑚𝑎𝑥 < +∞ .

Teorema 9.5.1. (Esistenza e unicità globale).

Sia𝑓 ∶ ℝ ×ℝ𝑛 ℝ𝑛 di classe𝒞1(ℝ×ℝ𝑛,ℝ𝑛), che quindi è localmente lipschtziana e pertanto
vale il teorema d’esistenza locale. Supponiamo che esistano 𝑘1, 𝑘2 ≥ 0 tali che

�𝑓(𝑡,y)� ≤ 𝑘1 + 𝑘2�y� ∀(𝑡,y) ∈ ℝ ×ℝ𝑛.

Allora, per ogni dato iniziale (𝜏, 𝜉) esiste ed è unica la soluzione𝜑 del problema di Cauchy

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑦′ = 𝑓(𝑡, 𝑦)
𝑦(𝜏) = 𝜉

𝑡 ∈ ℝ .

9.6 equazioni e sistemi di equazioni lineari

In questa sezione ci concentriamo su sistemi di equazioni lineari, che verranno approfonditi

nei corsi di Modelli Differenziali eMeccanica Razionale. Possiamo riscrivere il

sistema ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑦′1 = 𝑎11(𝑡)𝑦1 + … + 𝑎1𝑛(𝑡)𝑦𝑛 + 𝑏1(𝑡)
⋮
𝑦′𝑛 = 𝑎𝑛1(𝑡)𝑦1 + … + 𝑎𝑛𝑛(𝑡)𝑦𝑛 + 𝑏𝑛(𝑡)

in formamatriciale:

y′ = 𝐴(𝑡)y + b(𝑡), 𝐴 ∈ 𝒞0(ℝ𝑛,𝑛), b ∈ 𝒞0(ℝ𝑛),y ∈ ℝ𝑛

n Se 𝑏 = 0 il sistema si dice omogeneo.
n Se 𝑏 ≠ 0, 𝑏 si dice termine forzante

9.6.1 Principio di sovrapposizione

Proposizione 9.6.1. (Principio di sovrapposizione).

Se𝜑1,𝜑2 risolvono rispettivamente

y′ = 𝐴(𝑡)y + b𝑖(𝑡) per 𝑖 = 1,2
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allora𝜑 = 𝜆1𝜑1 + 𝜆2𝜑2 risolve

y′ = 𝐴(𝑡)y + 𝜆1b1(𝑡) + 𝜆2b2(𝑡).

Dimostrazione. Si può vedere facilmente considerando le soluzioni𝜑𝑖 del problema
di Cauchy ⎧⎪⎨

⎪⎩
y′ = 𝐴(𝑡)y
y(𝜏) = e𝑖 .

dove gli e𝑖 sono elementi di una base diℝ𝑛.

Osservazione. Se 𝑓(𝑡,y) = 𝐴y allora:
1. 𝑓 è continua.
2. 𝑓 è localmente lipschitziana in 𝑦, uniformemente in 𝑡. Infatti, poiché

𝑓(𝑡,y1) − 𝑓(𝑡,y2) = 𝐴(𝑡)y1 − 𝐴(𝑡)y2

allora

�𝑓(𝑡,y1) − 𝑓(𝑡,y2)� = �𝐴(𝑡)y1 − 𝐴(𝑡)y2� ≤ ‖𝐴(𝑡)‖�y1 − y2� ≤ 𝐿�y1 − y2�

con 𝐿 ≔ sup𝑡∈𝐼‖𝐴(𝑡)‖ < +∞, per ogni intervallo 𝐼.
3. Per il punto precedente 𝑓(𝑡,y) soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza locale.
4. Se𝐴(𝑡) = 𝐴, ossia𝐴 è costante, si ha:

�𝑓(𝑡,y)� ≤ ‖𝐴‖�y� ≤ 𝐿�y� ,

pertanto ponendo 𝑘1 = 0, 𝑘2 = 𝐿 con 𝐿 norma operatoriale di𝐴 si può applicare il
teorema d’esistenza globale.

9.6.2 Integrale generale

A questo punto è lecito domandarsi come siano effettivamente fatte le soluzioni di un

equazione vettoriale del tipo

y′ = 𝐴(𝑡)y + 𝑏(𝑡) y ∈ ℝ𝑛, 𝐴(𝑡) ∈ 𝒞0(𝐼,ℝ𝑛,𝑛) b(𝑦) ∈ 𝒞0(𝐼,ℝ𝑛) (9.8)

con 𝐼 dominio di definizione dell’equazione.

Definizione 9.6.1. (Integrale generale).

L’integrale generale è l’insieme di tutte le soluzioni di (9.8):

𝒮 = {𝜑 ∈ 𝒞1(𝐼,ℝ𝑛) ∶ 𝜑 è soluzione di (9.8)}.

Osservazione. Per il teorema d’esistenza e unicità globale, se𝜑 è una soluzione di (9.8) con

b(𝑡) = 0 costantemente allora o𝜑(𝑡) = 0 per ogni 𝑡 ∈ 𝐼 oppure𝜑(𝑡) ≠ 0 per ogni 𝑡 ∈ 𝐼.
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Proposizione 9.6.2. (Caratterizzazione dell’integrale generale).

L’insieme delle soluzioni di (9.8) è uno spazio vettoriale di dimensione 𝑛 se b(𝑡) = 0 costantemente,
altrimenti è uno spazio affine di dimensione 𝑛.

Dimostrazione. Per il principio di sovrapposizione 𝒮 è uno spazio vettoriale se b(𝑡) =
0 o affine se b(𝑡) ≠ 0. In virtù di ciò, l’insieme delle soluzioni di un’equazione vettoriale
qualsiasi è uguale all’insiemedelle soluzioni dell’equazione omogenea associata sommato

ad una soluzione particolare:

𝒮𝑏 = 𝒮0 + 𝜑𝑏.

Di conseguenza, la dimensione di 𝒮𝑏 è la stessa di 𝒮0, pertanto ci rimane damostrare che
dim𝒮0 = 𝑛:

n dim𝒮0 ≥ 𝑛. Consideriamo le soluzioni𝜑𝑖 del seguente problema di Cauchy,

⎧⎪⎨
⎪⎩
y′ = 𝐴(𝑡)y
y(𝜏) = e𝑖

,

dove gli e𝑖 sono elementi di una base di ℝ𝑛 al variare di 𝑖 = 1, … , 𝑛, e osservia-
mo che le 𝜑𝑖 sono linearmente indipendenti tra loro perché la 𝑛-upla di vettori
(𝜑1(𝜏), … ,𝜑𝑛(𝜏)) è linearmente indipendente per il teorema d’esistenza e unicità.

n dim𝒮0) ≤ 𝑛. Consideriamo 𝑛 + 1 soluzioni del problema di Cauchy e valutiamole
in 𝜏: esistono allora 𝜉1, … , 𝜉𝑛+1 ∈ ℝ tali che

𝜉1𝜑1(𝜏) + … + 𝜉𝑛+1𝜑𝑛+1(𝜏) = 0.

Definiamo 𝜓(𝑡) = ∑𝑛+1
𝑖=1 𝜉𝜑𝑖(𝑡): sappiamo che 𝜓(𝜏) = 0, ma si deve avere 𝜓(𝑡) = 0

per ogni 𝑡 ∈ 𝐼 per l’osservazione di pag. (9.6.2).

Riprendiamo il problema di Cauchy

⎧⎪⎨
⎪⎩
y′ = 𝐴(𝑡)y
y(𝜏) = e𝑖

considerato durante la dimostrazione precedente, ma questa volta scegliamo come e𝑖 gli
elementi della base canonica diℝ𝑛. Come abbiamo visto, i vettori𝜑𝑖(𝑡) sono linearmente in-
dipendenti per ogni 𝑡 e i vettori𝜑𝑖(𝜏) sono uguali ad 𝑒𝑖 ameno di riordinamento.

Definizione 9.6.2. (Soluzione fondamentale).

Definiamo soluzione fondamentale omatrice dimonodromia la matrice

Φ(𝑡) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜑11(𝑡) … 𝜑1𝑛(𝑡)
⋮ ⋱ ⋮

𝜑𝑛1(𝑡) … 𝜑𝑛𝑛(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ Φ(𝜏) = 𝐼𝑛 ,

dove𝜑𝑖 sono soluzioni linearmente indipendenti. L’insieme {𝜑𝑖 }𝑖 si dice insieme fonda-
mentale. Se non esiste 𝜏 tale cheΦ(𝜏) = 𝐼𝑛 alloraΦ(𝑡) è dettamatricewronskiana.

Osservazione. Lamatrice di monodromia gode delle seguenti proprietà:
n detΦ(𝑡) ≠ 0 ∀𝑡. Tale determinante viene anche dettowronksiano.



9.6 . equazioni e sistemi di equazioni lineari 139

n Φ ′(𝑡) = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡). Infatti

Φ ′(𝑡) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜑′
11(𝑡) … 𝜑′

1𝑛(𝑡)
⋮ ⋱ ⋮

𝜑′
𝑛1(𝑡) … 𝜑′

𝑛𝑛(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

e𝜑′
𝑖 = 𝐴(𝑡)𝜑𝑖, poiché altrimenti non risolverebbe il problema di Cauchy.

Teorema 9.6.1. (Soluzione di un sistema lineare di equazioni differenziali).

Sia𝐴(𝑡) ∈ 𝒞0(𝐼,ℝ𝑛,𝑛) eΦ soluzione fondamentale dell’equazione omogenea associata al problema di

Cauchy ⎧⎪⎨
⎪⎩
y′ = 𝐴(𝑡)y + b(𝑡)
y(𝜏) = 𝜉

dove 𝜉 ∈ ℝ𝑛.

Se b(𝑡) = 0 per ogni 𝑡, una soluzione del problema di Cauchy è

y(𝑡) = Φ(𝑡)𝜉

Se invece b(𝑡) ≠ 0 per qualche 𝑡, una soluzione dell’equazione non omogenea è

y(𝑡) = Φ(𝑡) 𝜉 + Φ(𝑡)∫
𝑡

𝜏
Φ−1(𝑠) b(𝑠) 𝑑𝑠. (9.9)

Dimostrazione. Dimostriamo il caso non omogeneo, essendo il caso omogeneo una

semplice conseguenza. Per prima cosa osserviamo che se 𝑡 = 𝜏 si ha

y(𝜏) = Φ(𝜏)�
ℐ𝑛

𝜉 + Φ(𝜏)�
ℐ𝑛

∫
𝜏

𝜏
Φ−1(𝑠) b(𝑠) 𝑑𝑠

���������������������
0

ovvero 𝑦(𝜏) = 𝜉. Verifichiamo che 𝑦′ = 𝐴(𝑡)𝑦 + 𝑏(𝑡) derivando (9.9):

y′ = Φ ′(𝑡)𝜉 + Φ ′(𝑡)∫
𝑡

𝜏
Φ−1(𝑠) b(𝑠) 𝑑𝑠 + Φ(𝑡)Φ−1(𝑡)b(𝑡)

= 𝐴(𝑡)Φ(𝑡)𝜉 + 𝐴(𝑡)Φ(𝑡)∫
𝑡

𝜏
Φ−1(𝑠) b(𝑠) 𝑑𝑠 + b(𝑡)

= 𝐴(𝑡) �Φ(𝑡)𝜉 + Φ(𝑡)∫
𝑡

𝜏
Φ−1(𝑠) b(𝑠) 𝑑𝑠��������������������������������������������

y(𝑡)

+b(𝑡) .

Osservazione. Se𝐴(𝑡) = 𝐴 si haΦ(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴, coerentemente con quanto osservato nel
secondo esempio di pag. 130.
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9.7 † teorema dell’asintoto

Riportiamo l’utilissimo

Teorema 9.7.1. (Teoremadell’asintoto).

Sia 𝑎 ∈ ℝ, sia𝑓 ∶ (𝑎, +∞) ℝuna funzione derivabile e tale che esista finito il

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 ∈ ℝ .

Se esiste finito o infinito il

lim
𝑥→+∞

𝑓′(𝑥)

allora deve essere nullo.

Dimostrazione. Utilizzando il teorema del valor medio o di Lagrange, consideriamo

𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥)
1 = 𝑓′(𝜉𝑥) ⟹ 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥) = 𝑓′(𝜉𝑥) 𝜉𝑥 ∈ (𝑥, 𝑥 + 1).

Se 𝑥 → +∞ allora anche 𝜉𝑥 → +∞ per il teorema del confronto. Pertanto abbiamo

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥) = 𝑙 − 𝑙 = 0 = lim
𝑥→+∞

𝑓′(𝜉𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑓′(𝑥) .

9.8 † equazioni differenziali ordinarie lineari del primo

ordine

9.8.1 Equazioni differenziali ordinarie lineari omogenee

Esercizio. Studiare l’equazione

𝑦′ = 𝑎(𝑡)𝑦 . (9.10)

Osservazione. L’equazione del modello malthusiano è di questo tipo, con 𝑎(𝑡) = 𝜀(𝑡)

Soluzione. Proponiamouna risoluzione con ilmetodo della separazione dellevariabili

separabili. Per prima cosa supponiamo ℎ(𝑦) ≠ 0, altrimenti la 𝑦 ≡ 0 costantemente è
l’unica soluzione. Abbiamo quindi

∫
𝑦′

𝑦 𝑑𝑡 = ∫ 𝑎(𝑡)𝑑𝑡 ⟹ ∫
1
𝑦𝑑𝑦 = 𝐴(𝑡) + 𝑐 ⟹ log |𝑦| = 𝐴(𝑡) + 𝑐

con𝐴(𝑡) una primitiva di 𝑎(𝑡) e 𝑐 costante di segno variabile. Otteniamo che una soluzione
di (9.10) è

𝑦 = 𝑘𝑒𝐴𝑡 ∀𝑘 ∈ ℝ . (9.11)

con 𝑘 = 𝑒𝑐.

9.8.2 Equazioni differenziali ordinarie lineari non omogenee

Forti del precedente risultato possiamo svolgere il seguente:
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Esercizio. Risolvere la generica equazione differenziale lineare non omogenea del

primo ordine:

𝑦′ = 𝑎(𝑡)𝑦 + 𝑏(𝑡) 𝑓(𝑡, 𝑦) = 𝑎(𝑡)𝑦 + 𝑏(𝑡) ∈ 𝒞0(𝐼 ×ℝ) . (9.12)

Soluzione. Osserviamo che 𝑓 è lipschitziana in 𝑦 uniformemente in 𝑡 su 𝐼×ℝ, quindi il
teorema d’esistenza e unicità globale garantisce l’esistenza di un’unica soluzione. Per risolvere

facilmente quest’equazione moltiplichiamo entrambi i membri per una funzione 𝜇(𝑡),
cercando di ricostruire la formula della derivata del prodotto:

𝜇(𝑡)𝑦′ − 𝜇(𝑡)𝑎(𝑡)𝑦���������������������
(𝜇(𝑡)𝑦)′

= 𝑏(𝑡)𝜇(𝑡) . (9.13)

Imponendo l’uguaglianza otteniamo:

𝜇′(𝑡)𝑦 +���𝜇(𝑡)𝑦′ =���𝜇(𝑡)𝑦′ − 𝜇(𝑡)𝑎(𝑡)𝑦 ⟹ 𝜇′(𝑡) = −𝜇(𝑡)𝑎(𝑡) ;

Quest’ultima equazione si risolve con la formula (9.11):

𝜇(𝑡) = 𝐾𝑒𝐴(𝑡) .

Scegliamo com’è lecito 𝐾 = 1 per facilitare i calcoli e sostituiamo in (9.13):

𝑒−𝐴(𝑡)(𝑦′ − 𝑦𝐴(𝑡)) = 𝑒−𝐴(𝑡)𝑏(𝑡)
(𝑒−𝐴(𝑡)𝑦)′ = 𝑒−𝐴(𝑡)𝑏(𝑡)

𝑒−𝐴(𝑡)𝑦 = ∫ 𝑒−𝐴(𝑡)𝑏(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑐 .

Una soluzione di (9.12) è quindi

𝑦 = 𝑒+𝐴(𝑡) �𝑐 + ∫ 𝑒−𝐴(𝑡)𝑏(𝑡) 𝑑𝑡� .

9.9 † equazioni differenziali ordinarie lineari del secon-

do ordine omogenee

Esercizio. Sia data l’equazione differenziale omogenea

𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 . (9.14)

Determinare l’insieme delle soluzioni.

Soluzione. Dalla teoria ci aspettiamo che l’insieme delle soluzioni sia uno spazio

vettoriale di dimensione 2: dobbiamo quindi cercare due generatori 𝐺1 e 𝐺2, e tutte le
soluzioni sarannodel tipo 𝑘1𝐺1+𝑘2𝐺2, con 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ. Osserviamo che se poniamo 𝑦 = 𝑒𝜆𝑡
e deriviamo otteniamo 𝜆𝑒𝜆𝑡, 𝜆2𝑒𝜆𝑡 e l’equazione diviene:

𝑎𝜆2𝑒𝜆𝑡 + 𝑏 𝜆𝑒𝜆𝑡 + 𝑐 𝑒𝜆𝑡 = 0 ⟺ 𝑒𝜆𝑡(𝑎𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑐) = 0 ⟺ 𝑎𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑐 = 0 .

L’insieme delle soluzioni di (9.14) è dato da
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Δ radici di 𝑝(𝜆) insieme delle soluzioni

Δ > 0 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ ℒ � 𝑒𝜆1𝑥, 𝑒𝜆2𝑥 �
Δ = 0 𝜆 ∈ ℝ ℒ � 𝑥𝑒𝜆𝑥, 𝑒𝜆𝑥 �
Δ < 0 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℂ ℒ { 𝑒𝛼𝑥(cos 𝛽𝑥), 𝑒𝛼𝑥(sin 𝛽𝑥) }

Osservazione (Spiegazione casoΔ < 0).
Se riscriviamo le due soluzioni come 𝜆1 = 𝛼+ 𝑖𝛽, 𝜆2 = 𝛼 − 𝑖𝛽, con 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ e considerando

la prima si ottiene

𝑒𝜆1𝑡 = 𝑒(𝛼+𝛽𝑖)𝑡 = 𝑒𝛼𝑡𝑒𝛽𝑖 𝑡 = 𝑒𝛼𝑡(cos(𝛽𝑡) + 𝑖 sin(𝛽𝑡))

e poiché 𝜆1 è una soluzione dell’equazione omogenea associata si ha che

𝑒𝛼𝑡 �𝑎
𝑑2

𝑑𝑡 (cos(𝛽𝑡) + 𝑖 sin(𝛽𝑡)) + 𝑏
𝑑2

𝑑𝑡 (cos(𝛽𝑡) + 𝑖 sin(𝛽𝑡)) + 𝑐(cos(𝛽𝑡) + 𝑖 sin(𝛽𝑡))� = 0 .

Sfruttiamo la linearità della derivata per separare la parte immaginaria dalla parte reale

e ottenere un sistema di due equazioni a coefficienti reali:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑎 � 𝑑
2

𝑑𝑡 cos(𝛽𝑡) + 𝑏
𝑑
𝑑𝑡 cos(𝛽𝑡) + 𝑐 cos(𝛽𝑡)� = 0

𝑎 � 𝑑
2

𝑑𝑡 sin(𝛽𝑡) + 𝑏
𝑑
𝑑𝑡 sin(𝛽𝑡) + 𝑐 sin(𝛽𝑡)� = 0

.

Se avessimo considerato 𝜆2 avremmo ottenuto lo stesso sistema: i due generatori quindi
sono effettivamente 𝑒𝛼𝑡 cos(𝛽𝑡) e 𝑒𝛼𝑡 sin(𝛽𝑡).

9.10 † equazioni differenziali ordinarie lineari del se-

condo ordine non omogenee

Esercizio.

Sia data l’equazione differenziale non omogenea

𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑡) (9.15)

con𝑓 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ ℝ, 𝑓 continua. Determinare l’insieme delle soluzioni.

In questo caso l’insieme delle soluzioni sarà uno spazio affine di dimensione 2. Detti 𝐺1
e 𝐺2 due generatori linearmente indipendenti dell’insieme delle soluzioni dell’equazione
omogenea 𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0, allora le soluzioni saranno del tipo:

𝜑 = 𝑘1𝐺1 + 𝑘2𝐺2 + 𝜑0 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ

con𝜑0 soluzioneparticolaredell’equazionedata. Si ponepertanto il problemadi trovareuna
soluzione particolare. A tale proposito ci sono principalmente duemetodi di risoluzione.

9.10.1 Metodo di variazione delle costanti arbitrarie

Proposizione 9.10.1. (Metododi variazione delle costanti).

Siano 𝑐1(𝑡), 𝑐2(𝑡) ∈ 𝒞2(ℝ) e𝐺1(𝑡),𝐺2(𝑡) due generatori linearmente indipendenti dell’insieme delle
soluzioni. È possibile determinare una soluzione particolare 𝜑0(𝑡) dell’equazione (9.15) associata
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risolvendo il sistema ⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑐′1(𝑡)𝐺′1(𝑡) + 𝑐′2(𝑡)𝐺′2(𝑡) =

𝑓(𝑡)
𝑎

𝑐′1(𝑡)𝐺1(𝑡) + 𝑐′2(𝑡)𝐺2(𝑡) = 0
. (9.16)

Dimostrazione. Sia𝜑 una funzionea della forma

𝜑 = 𝑐1𝐺1 + 𝑐2𝐺2 .

Dobbiamomostrare che𝜑 risolve l’equazione (9.15): derivando si ottiene

𝜑′ = 𝑐1𝐺′1 + 𝑐′1𝐺1 + 𝑐′2𝐺2 + 𝑐2𝐺′2 ;

inoltre se 𝑐1 e 𝑐2 risolvono il sistema devono verificare la seconda equazione, quindi

𝑐′1𝐺1 + 𝑐′2𝐺2 = 0 ⟹ 𝜑′ = 𝑐1𝐺′1 + 𝑐2𝐺′2 .

Derivando𝜑 ancora una volta e utilizzando la prima equazione del sistema, otteniamo

𝜑″ = 𝑐1𝐺″1 + 𝑐′1𝐺′1 + 𝑐′2𝐺′2 + 𝑐2𝐺″2 = 𝑐1𝐺″1 +
𝑓(𝑡)
𝑎 + 𝑐2𝐺″2 .

Sostituendo nell’equazione differenziale di partenza ricaviamo

𝑎 ⋅ (𝑐1𝐺″1 +
𝑓(𝑡)
𝑎 + 𝑐2𝐺″2) + 𝑏 ⋅ (𝑐1𝐺′1 + 𝑐2𝐺′2) + 𝑐 ⋅ (𝑐1𝐺1 + 𝑐2𝐺2) = 𝑓(𝑡)

e raccogliendo concludiamo che

𝑐1(𝑎𝐺″1 + 𝑏𝐺′1 + 𝑐𝐺1) + 𝑐2(𝑎𝐺″2 + 𝑏𝐺′2 + 𝑐𝐺2) = 0 ,

ma 𝐺1 e 𝐺2 risolvono quest’ultima equazione essendo le funzioni generatrici dell’in-
sieme di soluzioni dell’equazione differenziale omogenea, pertanto 𝜑 è una soluzione
dell’equazione iniziale.

aNella dimostrazione omettiamo la dipendenza da 𝑡 per facilitare la lettura.

Esempio. Consideriamo

𝑦″ − 𝑦 = 𝑥. (9.17)

Risolviamo l’equazione omogenea associata 𝑦″ − 𝑦 = 0. I generatori sono della forma 𝑒𝜆𝑡,
quindi sostituendo nell’omogenea ricaviamo

𝜆2𝑒𝜆𝑡 − 𝑒𝜆𝑡 = 0.

Dividendo per 𝑒𝜆𝑡, essendo certamente non nullo, troviamo 𝜆2–1 = 0, dunque 𝜆 = ±1.
Di conseguenza i miei generatori sono 𝐺1 = 𝑒−𝑥 𝑒 𝐺2 = 𝑒𝑥. Applichiamo ora il metodo di
variazione delle costanti arbitrarie:

�
𝑐′1(−𝑒−𝑥) + 𝑐′2𝑒𝑥 = 𝑥
𝑐′1𝑒−𝑥 + 𝑐′2𝑒𝑥 = 0
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�
−𝑐′1𝑒−𝑥 + 𝑐′2𝑒𝑥 = 𝑥
−𝑐′1𝑒−𝑥 = 𝑐′2𝑒𝑥

.

Possiamo sostituire sopra −𝑐′1𝑒−𝑥:

�
𝑐′2𝑒𝑥 + 𝑐′2𝑒𝑥 = 𝑥
𝑐′1 = −𝑐′2𝑒2𝑥

e dunque

�
𝑐′2 =

𝑥
2𝑒
−𝑥

𝑐′1 = −
𝑥
2𝑒
𝑥 .

Integrando per parti otteniamo

𝑐1 = �−
𝑡
2𝑒

𝑡�
𝑥

0
+ ∫

𝑥

0

𝑒𝑡

2 𝑑𝑡 =
𝑒𝑥 − 𝑥 𝑒𝑥

2 + 𝑘1 ;

𝑐2 = �−
𝑡
2𝑒

−𝑡�
𝑥

0
+ ∫

𝑥

0

𝑒−𝑡

2 𝑑𝑡 = −
𝑒−𝑥 + 𝑥 𝑒−𝑥

2 + 𝑘2 .

La soluzione particolare è

𝜑 =
1 − 𝑥

2 −
1 + 𝑥

2
e le soluzioni saranno dunque

𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 =
1 − 𝑥

2 −
1 + 𝑥

2 + 𝑒−𝑥𝑘1 + 𝑒𝑥𝑘2 = −𝑥 + 𝑒−𝑥𝑘1 + 𝑒𝑥𝑘2

con 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ.

Attenzione! Questometodo è piuttosto laborioso; spesso può essere più rapido uti-

lizzare ilmetodo di somiglianza che vedremo fra poco. In questo caso si poteva notare

ancor prima di procedere nella risoluzione che 𝑦 = −𝑥 è soluzione di (9.17).

9.10.2 Metodo di somiglianza

Proposizione 9.10.2. (Metododi somiglianza).

Sia data l’equazione differenziale (9.15). Se

I: 𝑓(𝑥) = 𝑝𝑛(𝑥)𝑒𝜇𝑥 sin(𝜃𝑥) o II: 𝑓(𝑥) = 𝑝𝑛(𝑥)𝑒𝜇𝑥 cos(𝜃𝑥)

con 𝜃,𝜇 ∈ ℝ, 𝑝𝑛(𝑥) un polinomio di grado 𝑛, si cerca una soluzione particolare𝜑0 del tipo

𝜑0(𝑥) = 𝑥𝑚(𝑞1,𝑛(𝑥)𝑒𝜇𝑥 sin(𝜃𝑥) + 𝑞2,𝑛(𝑥)𝑒𝜇𝑥 cos(𝜃𝑥))

dove 𝑞1,𝑛, 𝑞2,𝑛 sono due polinomi di grado 𝑛 e𝑚 = 0 tranne nei seguenti casi, dipendenti anche dal
discriminanteΔ di 𝑝(𝜆) = 𝑎𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑐:

n Δ > 0, 𝜃 = 0 e 𝜇 coincide con una delle radici reali di 𝑝(𝜆). Allora si pone𝑚 = 1;
n Δ = 0, 𝜃 = 0 e 𝜇 coincide con l’unica radice reale di 𝑝(𝜆). Allora si pone𝑚 = 2;
n Δ < 0, 𝑝(𝜆) ha radici 𝜆± = 𝛼 ± 𝛽 𝜃 = 0 e 𝜇 = 𝛼, 𝜃 = 𝛽. Allora si pone𝑚 = 1.
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Osservazione. Il metodo di somiglianza è particolarmente comodo nei seguenti casi

particolari:

𝑓(𝑥) = 𝑝𝑛(𝑥) di tipo I con 𝜇 = 𝜃 = 0;
𝑓(𝑥) = 𝑒𝜇𝑥 di tipo I con 𝑛 = 𝜃 = 0;

𝑓(𝑥) = sin(𝑥) di tipo I con 𝜇 = 𝑛 = 0.

9.11 † oscillatore armonico

Esercizio. Studiare l’equazione differenziale omogenea del secondo ordine:

𝑚𝑥″(𝑡) = −𝑘𝑥(𝑡) − 𝛾𝑥′(𝑡) 𝑘, 𝛾 > 0

che descrive la posizione 𝑥(𝑡)di un corpo dimassamvincolato amuoversi lungo una guida

rettilinea sotto l’azione di una molla di costante elastica 𝑘 con posizione di equilibrio
𝑥 = 0 e dell’attrito −𝛾𝑥′(𝑡).

Soluzione. Dividendo per𝑚 otteniamo

𝑥″ +
𝛾
𝑚𝑥

′ +
𝑘
𝑚𝑥 = 0

Denotiamo ⎧⎪⎨
⎪⎩

𝜔2 ≔ 𝑘
𝑚

𝛿 ≔ 𝛾
2𝑚

.

Con queste sostituzioni riscriviamo l’equazione come

𝑥″ + 2𝛿𝑥′ + 𝜔2𝑥 = 0

e distinguiamo dunque tre casi, in base alle radici 𝜆± = −𝛿 ± √𝛿2 − 𝜔2 del polinomio
associato 𝑝(𝜆):

1. 𝛿 > 𝜔. 𝑝(𝜆)ha due radici reali, distinte ed entrambenegative; le soluzioni in questo
caso sono

𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜆+𝑡 + 𝑐2𝑒𝜆−𝑡 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ .

Osserviamo che 𝑥(𝑡) → 0 esponenzialmente per 𝑡 → ∞: da un punto di vista
fisico, 𝛿 > 𝜔 significa che il l’attrito prevale sulla forza elastica e il corpo si ferma

rapidamente.

2. 𝛿 = 𝜔. 𝑝(𝜆) ha una sola radice 𝜆 = −𝛿 e le soluzioni sono

𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒−𝛿𝑡 + 𝑐2𝑡𝑒−𝛿𝑡 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ .

3. 𝛿 > 𝜔. 𝑝(𝜆) ha due radici complesse

−𝛿 ± 𝑖√𝜔2 − 𝛿2

e le soluzioni sono

𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒−𝛿𝑡 cos �𝑡√𝜔2 − 𝛿2� + 𝑐2𝑒−𝛿𝑡 sin �𝑡√𝜔2 − 𝛿2� 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ .
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Poniamo 𝜔̄ = √𝜔2 − 𝛿2: dividendo emoltiplicando per 𝑟 = �𝑐
2
1 + 𝑐22 otteniamo

𝑥(𝑡) = 𝑟𝑒−𝛿𝑡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑐1

�𝑐
2
1 + 𝑐22

cos(𝜔̄𝑡) +
𝑐2

�𝑐
2
1 + 𝑐22

sin(𝜔̄𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Sia infine𝜑 ∈ [0,2𝜋] tale che:

cos𝜑 =
𝑐1

�𝑐
2
1 + 𝑐22

, sin𝜑 =
𝑐2

�𝑐
2
1 + 𝑐22

;

concludiamo, utilizzando le formule di addizione

𝑥(𝑡) = 𝑟𝑒−𝛿𝑡 (cos𝜑 cos(𝜔̄𝑡) + sin𝜑 sin(𝜔̄𝑡)) = 𝑟𝑒−𝛿𝑡 cos(𝜔̄𝑡 + 𝜑) .

Le soluzioni oscillano tra i grafici di 𝑟𝑒−𝛿𝑡 e −𝑟𝑒−𝛿𝑡 e tendono a 0 per 𝑡 → ∞.

1 2 3 4

−5

5

t

x

re−δt

−re−δt



capitolo 10
Integrali multipli

‘‘Ora cosa facciamo? Improvvisiamo e speriamo che ci vada bene.”

EzioVenturino, ottimista.

I
l calcolo di aree e volumi è uno dei più antichi problemi matematici, di grande im-

portanza teorica e pratica; con l’integrale di Riemann abbiamo risolto1 il primo dei due

problemi: possiamo estendere la teoria di Riemann a più dimensioni? La risposta è sì: ini-

zieremo lavorando con funzioni 𝑓 ∶ ℝ2 ℝper poi generalizzarla inℝ𝑛.

Siamo portati inmaniera naturale a definire l’integrale su insiemi “semplici”: i rettan-

goli chiusi, prodotti cartesiani di quegli intervalli chiusi su cui abbiamo fondato la teoria

per funzioni 𝑓 ∶ ℝ ℝ.

10.1 definizione dell’integrale doppio

Siano [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ, [𝑐, 𝑑] ⊂ ℝ e sia 𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Sia infine 𝑓 ∶ 𝑅 ℝ. Consideriamo
delle partizioni di [𝑎, 𝑏] e [𝑐, 𝑑],

𝑃1 ∶ 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < … < 𝑥𝑛 = 𝑏
𝑃2 ∶ 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < … < 𝑦𝑚 = 𝑑,

e chiamiamo𝒫(𝑅) l’insieme delle suddivisioni del rettangolo 𝑅 della forma

𝒫(𝑅) = {(𝑃1, 𝑃2) ∣ 𝑃1 ∈ 𝒫([𝑎, 𝑏]), 𝑃2 ∈ 𝒫([𝑐, 𝑑])} .

1Se siamo capaci di trovare una funzione tale che l’area sottesa al suo grafico sia quella dell’oggetto che

vogliamo calcolare, se siamo in gradodi determinare unaprimitiva della suddetta funzione, se imetodi numerici

che abbiamo inevitabilmente utilizzato – quando ci siamo accorti che non siamo in grado di trovare la primitiva

– non danno errori di cancellazione, overflow, underflow omagari convergono sì, ma non a quella dannata area

che stiamo cercando; a parte questo sì, abbiamo risolto il problema.

147
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Figura 10.1 – Approssimazione alla Riemann del volume di una piramide.

Una partizione 𝑃 ∈ 𝒫(𝑅) divide un rettangolo in 𝑛 × 𝑚 rettangolini più piccoli. Posto 𝑅𝑖𝑗 =
[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]×[𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] e posto𝐴𝑖𝑗 = (𝑥𝑖−𝑥𝑖−1)(𝑦𝑖−𝑦𝑖−1) area del rettangolino associato, definiamo

𝑚𝑖𝑗 = inf𝑅𝑖𝑗
𝑓(𝑥, 𝑦) ;

𝑀𝑖𝑗 = sup
𝑅𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦) .

La somma inferiore e la somma superiore saranno quindi

𝑠(𝑃, 𝑓) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑚

∑
𝑗=1

𝑚𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1) = ∑
𝑖,𝑗
𝑚𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗 ;

𝑆(𝑃, 𝑓) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑚

∑
𝑗=1

𝑀𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1) = ∑
𝑖,𝑗

𝑀𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗 .

Dato (𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗) ∈ 𝑅𝑖𝑗 si definisce somma integrale di Riemann

𝜎(𝑃; (𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗)) = ∑
𝑖,𝑗
𝑓(𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗)𝐴𝑖𝑗

e per ogni partizione vale

𝑠(𝑃) < 𝜎(𝑃; (𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗)) < 𝑆(𝑃) .

Definizione 10.1.1. (funzioneRiemann-integrabile).

Una funzione 𝑓 si diceRiemann-integrabile su 𝑅 se

sup
𝑃∈𝒫

𝑠(𝑃) = inf
𝑃∈𝒫

𝑆(𝑃) .

In tal caso, il valore comune viene detto integrale di 𝑓 suℝ e si indica con

�
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Notazione. Denotiamo conℛ(𝑅;ℝ) l’insieme delle funzioni Riemann-integrabili da
un dominio 𝑅 a valori inℝ.

Inmodo analogo al caso unidimensionale, possiamo definire una condizione necessaria e

sufficiente per l’integrabilità di una funzione di più variabili.
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Proposizione 10.1.1. (Criterio di Cauchy).

Una funzione limitata 𝑓 ∶ 𝑅 ⊂ ℝ𝑛 → ℝ è Riemann-integrabile se e solo se

∀𝜀 > 0 ∃𝑃𝜀 ∈ 𝒫(𝑅) tale che 𝑆(𝑃𝜀, 𝑓) − 𝑠(𝑃𝜀, 𝑓) < 𝜀 .

Dimostrazione.

⟹ ) Osserviamo che aggiungendo punti ad una qualsiasi partizione 𝑃 la somma infe-
riore 𝑠 cresce e la somma superiore 𝑆 decresce. Siano quindi 𝑃− e 𝑃+ due partizioni per
cui, fissato 𝜀 > 0, valga

𝑠(𝑃−) > sup
𝑃∈𝒫

𝑠(𝑃) −
𝜀
2 ; 𝑆(𝑃+) < inf

𝑃∈𝒫
𝑆(𝑃) +

𝜀
2 .

Poniamo 𝑃𝜀 = 𝑃− ∪ 𝑃+ e, utilizzando l’osservazione iniziale, otteniamo

𝑠(𝑃𝜀) ≥ 𝑠(𝑃−) > sup
𝑃∈𝒫

𝑠(𝑃) −
𝜀
2 ; 𝑆(𝑃𝜀) ≤ 𝑆(𝑃+) < inf

𝑃∈𝒫
𝑆(𝑃) +

𝜀
2 .

L’integrabilità di 𝑓 implica che inf𝑃∈𝒫 𝑆(𝑃) = sup𝑃∈𝒫 𝑠(𝑃); inoltre, avvalendoci delle consi-
derazioni precedenti, concludiamo che

𝑆(𝑃𝜀) − 𝑠(𝑃𝜀) < inf𝑃∈𝒫
𝑆(𝑃) − sup

𝑃∈𝒫
𝑠(𝑃) + 𝜀 = 𝜀 .

⟸ ) Fissato 𝜀 > 0, se esiste 𝑃𝜀 ∈ 𝒫 tale che 𝑆(𝑃𝜀, 𝑓) − 𝑠(𝑃𝜀, 𝑓) < 𝜀 allora 𝑆(𝑃𝜀, 𝑓) <
𝑠(𝑃𝜀, 𝑓) + 𝜀, quindi

inf
𝑃∈𝒫

𝑆(𝑃) ≤ 𝑆(𝑃𝜀) < 𝑠(𝑃𝜀) + 𝜀 ≤ sup
𝑃∈𝒫

𝑠(𝑃) + 𝜀

e se 𝜀 → 0 si ha
inf
𝑃∈𝒫

𝑆(𝑃) ≤ sup
𝑃∈𝒫

𝑠(𝑃) ⟹ inf
𝑃∈𝒫

𝑆(𝑃) = sup
𝑃∈𝒫

𝑠(𝑃)

poiché la disuguaglianza nel verso opposto vale sempre per definizione.

Definizione 10.1.2. (Ampiezza di una suddivisione).

Definiamo l’ampiezza 𝛿 di una suddivisione 𝑃 ∈ 𝒫 come

𝛿 = 𝛿(𝑃) = max
𝑖=1,…,𝑛
𝑗=1,…,𝑚

�(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)2 + (𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)2 .

Definizione 10.1.3. (Integrale di Cauchy).

Data una somma integrale 𝜎(𝑃; (𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗)), se vale

∀ 𝜀 > 0 ∃ ̄𝛿 > 0 ∶ ∀𝑃 ∈ 𝒫(𝑅) ∶ 𝛿(𝑃) < ̄𝛿, ∀ (𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗) ⟹ |𝜎(𝑃; (𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗)) − ℐ| < 𝜀

definiamo ℐ integrale di Cauchy e si ha che

lim
𝛿(𝑃)→0

𝜎(𝑃; (𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗)) = ℐ . (10.1)

Una conseguenza immediata di questa definizione è il seguente teorema.
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Teorema 10.1.1. (Integrabilità delle funzioni limitate).

Una funzione𝑓 ∶ 𝑅 ℝ limitata è integrabile su 𝑅 se e solo se esiste finito il limite (10.1).

Teorema 10.1.2. (Le funzioni continue sono integrabili).

Se una funzione 𝑓 è continua allora è integrabile:

𝑓 ∈ 𝒞0(𝑅;ℝ) ⟹ 𝑓 ∈ ℛ(𝑅;ℝ).

Dimostrazione. Una funzione 𝑓 continua su rettangolo 𝑅, che è un insieme compatto,
è uniformemente continua:

∀𝜀, ∃ ̄𝛿 > 0 ∶ �(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2 < ̄𝛿 ⟹ |𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)| <
𝜀
|𝑅|

con |𝑅| = (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) area del rettangolo [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Sia 𝑃 una suddivisione con 𝛿(𝑃) < ̄𝛿.
Allora

𝑀𝑖𝑗 − 𝑚𝑖𝑗 = max𝑅𝑖𝑗
𝑓 −min

𝑅𝑖𝑗
𝑓 <

𝜀
|𝑅| ∶

ciò implica

𝑆(𝑃) − 𝑠(𝑃) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑚

∑
𝑗=1
(𝑀𝑖𝑗 − 𝑚𝑖𝑗)|𝑅𝑖𝑗| <

𝜀
|𝑅|

𝑛

∑
𝑖=1

𝑚

∑
𝑗=1

|𝑅𝑖𝑗|
�������������

|𝑅|

= 𝜀

e, utilizzando il criterio di Cauchy si ha la tesi.

Esempio (FunzionenonRiemann-integrabile su 𝑅).
Sia

𝑓 ∶ [0,1] × [0, 1] ℝ ×ℝ

(𝑥, 𝑦) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

1 se (𝑥, 𝑦) ∈ ℚ ×ℚ
0 altrimenti

. (10.2)

Osserviamo che 𝑆(𝑃) − 𝑠(𝑃) = 1 ∀𝑃 ∈ 𝒫: per il criterio di Cauchy la funzione 𝑓 così definita
non è Riemann-integrabile.

10.2 formule di riduzione

Intuitivamente... L’idea di fondo del teorema sulle formule di riduzione che stiamo per

presentare è quella di approssimare l’integrale doppio valutando singolarmente i contri-

buti delle due variabili. Consideriamo una partizione formata da rettangoli 𝑅𝑖𝑗 con punto
base (𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗):

ℐ ≈
𝑛

∑
𝑖=1

𝑚

∑
𝑗=1

𝑓(𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1)

=
𝑛

∑
𝑖=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚

∑
𝑗=1

𝑓(𝜉𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗)(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1)
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)
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≈
𝑛

∑
𝑖=1

�∫
𝑑

𝑐
𝑓(𝜉𝑖𝑗, 𝑦) 𝑑𝑦� (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝐻(𝜉𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ≅ ∫
𝑏

𝑎
𝐻(𝑥) 𝑑𝑥

con𝐻(𝑥) l’integrale dipendente dal parametro 𝑥:

𝐻(𝑥) ≔ ∫
𝑑

𝑐
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 .

Teorema 10.3.1. (di riduzione).

Sia 𝑓 ∈ ℛ(𝑅), 𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].
n Supponiamo che∀𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], 𝑓(⋅, 𝑦) ∈ ℛ([𝑎, 𝑏]). Allora la funzione

𝑦⟼ 𝐺(𝑦) ≔ ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

è a sua volta Riemann-integrabile su [𝑐, 𝑑]. Inoltre si ha

�
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝑑

𝑐
𝐺(𝑦) 𝑑𝑦 = ∫

𝑑

𝑐
�∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥� 𝑑𝑦 .

n Supponiamo che∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓(𝑥, ⋅) ∈ ℛ([𝑐, 𝑑]). Allora la funzione

𝑥⟼ 𝐻(𝑥) ≔ ∫
𝑑

𝑐
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

è a sua volta Riemann-integrabile su [𝑎, 𝑏]. Inoltre si ha

�
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎
𝐻(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
�∫

𝑑

𝑐
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦� 𝑑𝑥 .

Notazione. Spesso si antepone la variabile d’integrazione integrata per seconda:

�
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎
∫
𝑑

𝑐
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎
𝑑𝑥∫

𝑑

𝑐
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 = ∫

𝑑

𝑐
𝑑𝑦∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

Dimostrazione. Dimostriamo il primo punto, dato che la dimostrazione del secondo

punto è analoga. Sia 𝑃 ∈ 𝒫(𝑅), 𝑃 = (𝑃1, 𝑃2), 𝐺(𝑦) ≔ ∫𝑏𝑎 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 e 𝐼𝑥𝑖 = [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝐼𝑦𝑗 =
[𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗]. Consideriamo la somma superiore

𝑆(𝑃2,𝐺) =
𝑚

∑
𝑗=1

sup
𝑦∈𝐼𝑦𝑗

𝐺(𝑦)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) .

Osserviamo che

sup
𝑦∈𝐼𝑦𝑗

𝐺(𝑦) = sup
𝑦∈𝐼𝑦𝑗

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
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≤ sup
𝑦∈𝐼𝑦𝑗

𝑆(𝑃1,𝑓(⋅,𝑦))

���������������������������������𝑛

∑
𝑖=1

sup
𝑥∈𝐼𝑥𝑖

𝑓(𝑥, 𝑦)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

≤
𝑛

∑
𝑖=1

sup
𝑅𝑖𝑗

𝑓(𝑥, 𝑦)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) .

da cui ricaviamo che 𝑆(𝑃2, 𝐺) ≤ 𝑆((𝑃1, 𝑃2), 𝑓). Viceversa, la somma inferiore è

𝑠(𝑃2,𝐺) =
𝑚

∑
𝑗=1

inf
𝑦∈𝐼𝑦𝑗

𝐺(𝑦)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) .

Inmaniera simile alla somma superiore si ha:

inf
𝑦∈𝐼𝑦𝑗

𝐺(𝑦) = inf
𝑦∈𝐼𝑦𝑗

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

≥ inf
𝑦∈𝐼𝑦𝑗

𝑠(𝑃1,𝑓(⋅,𝑦))

���������������������������������𝑛

∑
𝑖=1

inf
𝑥∈𝐼𝑥𝑖

𝑓(𝑥, 𝑦)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

≥
𝑛

∑
𝑖=1

inf
𝑅𝑖𝑗
𝑓(𝑥, 𝑦)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) .

da cui ricaviamo che 𝑠(𝑃2, 𝐺) ≥ 𝑠((𝑃1, 𝑃2), 𝑓). Essendo 𝑓 integrabile, per il criterio di Cauchy
si ha che:

𝑆(𝑃2, 𝐺) − 𝑠(𝑃2, 𝐺) ≤ 𝑆((𝑃1, 𝑃2), 𝑓) − 𝑠((𝑃1, 𝑃2), 𝑓) < 𝜀

quindi per lo stesso criterio 𝐺(𝑦) è integrabile. Abbiamo inoltre

sup
𝑃2∈𝒫([𝑐,𝑑])

𝑠(𝑃2,𝐺) ≥ sup
(𝑃1,𝑃2)∈𝒫(𝑅)

𝑠((𝑃1, 𝑃2), 𝑓)

inf
𝑃2∈𝒫([𝑐,𝑑])

𝑆(𝑃2,𝐺) ≤ inf
(𝑃1,𝑃2)∈𝒫(𝑅)

𝑆((𝑃1, 𝑃2), 𝑓),

che implica

∫
𝑑

𝑐
𝐺(𝑦)𝑑𝑦 =�

𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Corollario 10.3.1. (Integrabilità delle funzioni continue).

Se 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒞0(𝑅) allora 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ ℛ(𝑅) e

�
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎
∫
𝑑

𝑐
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎
𝑑𝑥∫

𝑑

𝑐
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 = ∫

𝑑

𝑐
𝑑𝑦∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 .

Esercizio. Calcolare il seguente integrale:

ℐ = ∫
3

0
∫

2

1
𝑥2𝑦3𝑑𝑦 𝑑𝑥 .
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Soluzione.

𝐻(𝑥) = ∫
2

1
𝑥2𝑦3𝑑𝑦 = 𝑥2 ∫

2

1
𝑦3𝑑𝑦 = 𝑥2 1

4𝑦
4�

2

1
=

15
4 𝑥2

∫
3

0
𝐻(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

3

0

15
4 𝑥2 =

15
4

1
3𝑥

3�
3

0
=

135
4 .

oppure

𝐺(𝑦) = ∫
3

0
𝑥2𝑦3𝑑𝑥 = 𝑦3 ∫

3

0
𝑥2𝑑𝑥 = 𝑦3 1

3𝑥
3�

3

0
= 9𝑦3

∫
2

1
𝐺(𝑦) 𝑑𝑦 = ∫

2

1
9𝑦3 = 91

4𝑦
4�

2

1
=

135
4 .

Esercizio. Calcolare l’integrale

�𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

con (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝜋
4 ] × [0,

𝜋
4 ] .

Soluzione.

𝐻(𝑥) = ∫
𝜋
4

0
cos(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦 = sin(𝑥 + 𝑦)�

𝑦= 𝜋
4

𝑦=0
= sin �𝑥 +

𝜋
4� − sin(𝑥)

∫
𝜋
4

0
𝐻(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

𝜋
4

0
sin �𝑥 +

𝜋
4� − sin(𝑥) = − cos �𝑥 +

𝜋
4��

𝑦= 𝜋
4

𝑦=0
+ cos 𝑥�

𝑦= 𝜋
4

𝑦=0

= − cos �
𝜋
2� + cos �

𝜋
2� + cos �

𝜋
2� − 1 = 2√2

2 − 1 = √2 − 1 .

Poiché 𝑥 e 𝑦 sono interscambiabili in questo caso, il calcolo dell’integrale cambiando
l’ordine delle variabili è lo stesso.

10.4 teoria della misura

Dato un insieme𝐷 ⊆ ℝ2 generico, che non sia necessariamente un rettangolo, vorremmo

calcolare l’integrale di una qualsiasi funzione limitata𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝐷 ℝ, cercando di uti-
lizzare le conoscenze che abbiamo finora acquisito. Consideriamo allora un rettangolo 𝑅
tale che𝐷 ⊆ 𝑅 e definiamo ̄𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝐷 ℝnel seguentemodo:

̄𝑓(𝑥, 𝑦) ≔
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑓(𝑥, 𝑦) se (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷
0 se (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅∖ 𝐷

. (10.3)

Definizione 10.4.1. (Funzione integrabile su un insiemegenerico).

Diciamo che 𝑓 èRiemann-integrabile su𝐷 se ̄𝑓 ∈ ℛ(𝑅), con ̄𝑓,𝐷 e 𝑅 definiti in (10.3). In
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questo caso poniamo

�
𝐷
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =�

𝑅
̄𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Osservazioni.

1. La definizione non dipende dal rettangolo 𝑅.
2. La funzione ̄𝑓 generalmente non è continua in 𝑅.

Definizione 10.4.2. (Insiememisurabile - funzione caratteristica).

Diciamo che un insieme 𝐷 èmisurabile secondo Peano-Jordan se la sua funzione

caratteristica

𝕀𝐷(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

1 se (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷
0 altrimenti

è Riemann-integrabile. In tal caso poniamo

|𝐷| =�
𝐷
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =�

𝑅
𝕀𝐷(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Definizione 10.4.3. (Insiememisurabile -aree dei poligoni approssimanti).

Diciamo che un insiemeD èmisurabile secondo Peano-Jordan se l’estremo superio-

re delle aree dei poligoni contenuti in 𝐷 coincide con l’estremo inferiore delle aree dei
poligoni contenenti𝐷.

Proposizione 10.4.1. (Caratterizzazione degli insiemi dimisuranulla).

Un insieme 𝑍 ⊆ ℝ2 limitato hamisura nulla se e solo se esistono𝑁 rettangoli 𝑅1, … ,𝑅𝑁 tali che:

1. 𝑍 ⊆
𝑁
�
𝑖=1

𝑅𝑖 ;

2. ∀𝜀 > 0,
𝑁

∑
𝑖=1

|𝑅𝑖| < 𝜀 .

Dimostrazione.

⟹ ) Sia 𝑍 ⊆ 𝑅. Fissato 𝜀 > 0, sia 𝑃𝜀 una partizione di 𝑅 tale che 𝑆(𝑃𝜀, 𝕀𝑍) < 𝜀. Poiché 𝑍
hamisura nulla, si ha che

sup
𝑃∈𝒫

𝑠(𝑃, 𝕀𝑍) = inf𝑃∈𝒫
𝑆(𝑃, 𝕀𝑍) = 0 .

Per definizione 𝕀𝑍 è una funzione nonnulla solo nelle regioni in cui i rettangolini𝑅𝑖𝑗 hanno
intersezione non vuota con l’insieme, quindi concludiamo che

∑
𝑅𝑖𝑗∩𝑍≠∅

|𝑅𝑖𝑗| = 𝑆(𝑃𝜀, 𝕀𝑍) < 𝜀 .

⟸ ) Fissato 𝜀 > 0, esistono 𝑅1, … ,𝑅𝑁 tali che valgano 1. e 2. Consideriamo allora al

variare di 𝜀 una suddivisione 𝑃𝜀 del rettangolo 𝑅 ⊇ 𝑍 che includa le coordinate dei vertici,
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ovvero una suddivisione che contenga tutti i rettangoli 𝑅𝑖. Allora vale

𝑆(𝑃𝜀, 𝕀𝑍) =
𝑁

∑
𝑖=1

|𝑅𝑖| < 𝜀 ⟹ 𝑆(𝑃𝜀, 𝕀𝑍) − 𝑠(𝑃𝜀, 𝕀𝑍) < 𝜀 ∀𝑃𝜀

ovvero 𝑍 èmisurabile e, essendo 0 ≤ 𝑠(𝑃𝜀, 𝕀𝑍) ≤ 𝑆(𝑃𝜀, 𝕀𝑍) < 𝜀, 𝑍 hamisura nulla.

Proposizione 10.4.2. (Caratterizzazionedellamisurabilità di un insieme

limitato).

Sia𝐷 ⊆ ℝ2 un insieme limitato. Allora𝐷 è misurabile se e solo se 𝜕𝐷 è misurabile e |𝜕𝐷| = 0.

Dimostrazione. Fissiamo 𝜀 > 0 e consideriamo un qualunque 𝑃 ∈ 𝒫(𝑅). Per defini-
zione abbiamo che

𝑆(𝑃, 𝕀𝐷) − 𝑠(𝑃, 𝕀𝐷) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑚

∑
𝑗=1
(𝑀𝑖𝑗 − 𝑚𝑖𝑗)|𝑅𝑖𝑗|

con

𝑀𝑖𝑗 − 𝑚𝑖𝑗 =
⎧⎪⎨
⎪⎩

1 se 𝑅𝑖𝑗 ∩ 𝜕𝐷 ≠ ∅ ;
0 altrimenti .

Quindi, detti �𝑅𝑖 i rettangolini 𝑅𝑖𝑗 tali che 𝑅𝑖𝑗 ∩ 𝜕𝐷 ≠ ∅, osserviamo che

𝑆(𝑃, 𝕀𝐷) − 𝑠(𝑃, 𝕀𝐷) < 𝜀 ⟺
𝑁

∑
𝑖=1

|�𝑅𝑖| < 𝜀

ovvero 𝕀𝐷 è integrabile per il criterio di Cauchy se e solo se |𝜕𝐷| = 0, per la proposizione
10.4.1.

Osservazione. Riprendiamo la funzione (10.2),𝑓 ∶ [0,1] × [0, 1] ℝ ×ℝ:

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

1 se (𝑥, 𝑦) ∈ ℚ ×ℚ ;
0 altrimenti .

Osserviamo che, detto ̃𝑄 l’insieme immagine di 𝑓, l’area della frontiera 𝜕 ̃𝑄 è diversa da
zero (non èmisurabile), confermando la non integrabilità della funzione data. Inoltre, si

noti che l’insieme dei punti di 𝜕 ̃𝑄 è unione di una quantità infinita e numerabile di insiemi
di misura nulla: l’unione di infiniti insiemi di misura nulla può averemisura non nulla.

Esercizio. Dimostra che

𝐷 èmisurabile ⟺ 𝐷,
∘
𝐷, 𝜕𝐷 sonomisurabili e |𝐷| = |

∘
𝐷| .

Osservazione. Se𝐷1 e𝐷2 sonomisurabili allora anche𝐷1 ∪𝐷2 èmisurabile e𝐷1 ∩𝐷2
sonomisurabili. Vale inoltre

|𝐷1 ∪ 𝐷2| = |𝐷1| + |𝐷2| − |𝐷1 ∩ 𝐷2| .



156 capitolo 10. integrali multipli

Nonvale però il viceversa: ad esempio [0,1] × [0, 1] èmisurabile ma

[0,1] × [0, 1] = 𝜕 ̃𝑄 ∪ (([0, 1] × [0, 1]) ∖ 𝜕 ̃𝑄)

con 𝜕 ̃𝑄 definita nell’osservazione di pag. 155 non èmisurabile.

Proposizione 10.4.3. (Misurabilità del graficodi una funzione).

Sia𝑔 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ limitata e integrabile. Allora il suo grafico

Γ𝑔 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑦 = 𝑔(𝑥)}

hamisura di Peano-Jordan nulla.

Dimostrazione. Utilizziamo il criterio di Cauchy per gli integrali di funzioni di una

variabile

𝑔 ∈ ℛ([𝑎, 𝑏]) ⟺ ∀𝜀 ∃ 𝑃𝜀 ∶ 𝑆(𝑃𝜀, 𝑔) − 𝑠(𝑃𝜀, 𝑔) < 𝜀 ;

ma Γ𝑔 ⊆ 𝑆(𝑃𝜀, 𝑔) − 𝑠(𝑃𝜀, 𝑔) per definizione di somma superiore e inferiore, quindi detti 𝑅𝑖 i
rettangolini differenza tra la somma superiore e la somma inferiore si ha che:

Γ𝑔 ⊆ 𝑆(𝑃𝜀, 𝑔) − 𝑠(𝑃𝜀, 𝑔) =
𝑁
�
𝑖=1

𝑅𝑖 < 𝜀

e per la proposizione 10.4.1 si ha la tesi.

10.4.1 Regioni semplici

Definizione 10.4.4. (Regione 𝑦-semplice).
Un sottoinsieme

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥)}

con 𝑔1, 𝑔2 ∶ [𝑎, 𝑏] ℝ si dice semplice rispetto all’asse 𝑦 o 𝑦-semplice.

y = g1(x)

y = g2(x)

a b
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Definizione 10.4.5. (Regione 𝑥-semplice).
Un sottoinsieme

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], ℎ1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ ℎ2(𝑦)}

con ℎ1, ℎ2 ∶ [𝑐, 𝑑] ℝ si dice semplice rispetto all’asse 𝑥 o 𝑥-semplice.

Osservazione. Se le funzioni 𝑔𝑖 hanno delle discontinuità di prima specie si include il
segmento che congiunge i due punti del salto e se 𝑔1(𝑎) ≠ 𝑔2(𝑎) o 𝑔1(𝑏) ≠ 𝑔2(𝑏) si include il
segmento [𝑔1(𝑎), 𝑔2(𝑎)] o [𝑔1(𝑏), 𝑔2(𝑏)], “chiudendo” l’insieme 𝐷. Vale una proprietà analoga
per le ℎ𝑖 nel caso 𝑥-semplice.

Esercizio. Dimostrare che se 𝐷 è 𝑦-semplice e 𝑔1 e 𝑔2 sono Riemann-integrabili allora
𝜕𝐷 hamisura nulla,𝐷 èmisurabile e

|𝐷| = ∫
𝑏

𝑎
[𝑔2(𝑥) − 𝑔1(𝑥)] 𝑑𝑥.

Soluzione.
aQuella che segue è una risoluzione proposta dagli autori. Da 10.4.3 sappiamo cheΓ𝑔1, Γ𝑔2
hannomisura nulla, quindi se 𝑔1(𝑎) = 𝑔2(𝑎) e 𝑔1(𝑏) = 𝑔2(𝑏) possiamo concludere imme-
diatamente che 𝜕𝐷 hamisura nulla. Altrimenti, supponendo che 𝑔1(𝑎) ≠ 𝑔2(𝑎) – gli altri
due casi sono analoghi – definiamo

𝑟𝑎 ∶ [𝑔1(𝑎), 𝑔2(𝑎)] ℝ
𝑡 (1 − 𝑡)𝑔1(𝑎) + 𝑡𝑔2(𝑎)

.

Osserviamo che 𝑟𝑎(𝑡) è continua su un compatto, quindi integrabile: Γ𝑟𝑎(𝑡) ha pertanto
misura nulla. Quindi, eventualmente definendo allo stessomodo anche – o soltanto! –

𝑟𝑏(𝑡), possiamo concludere che

|𝜕𝐷| = |Γ𝑔1 ∪ Γ𝑔2 ∪ Γ𝑟𝑎(𝑡) ∪ Γ𝑟𝑏(𝑡)| = 0 .

Da 10.4.2 𝐷 è misurabile e possiamo calcolarne la misura integrando la sua funzione
caratteristica:

|𝐷| =�
𝐷

𝕀𝐷 = ∫
𝑏

𝑎
𝑑𝑥∫

𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)
𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎
[𝑔2(𝑥) − 𝑔1(𝑥)] 𝑑𝑥 .

a

Definizione 10.4.6. (Funzione generalmente continua).

Una funzione 𝑓 ∶ 𝑅 ⊆ ℝ2 ⟶ ℝ si dice generalmente continua su 𝑅 se l’insieme dei suoi
punti di discontinuità hamisura di Peano-Jordan nulla.

Esempi (di funzioni generalmente continue).
n La funzione caratteristica 𝕀𝐷 dove𝐷 è un insieme.
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n Se 𝐷 ⊆ 𝑅 è un insiememisurabile e 𝑓 ∶ 𝑅⟶ ℝ una funzione continua, allora la

funzione

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑓(𝑥, 𝑦) se (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷;
0 se (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅∖ 𝐷

è generalmente continua.

Teorema 10.4.1. (Integrabilità delle funzioni limitate generalmente conti-

nue).

Sia𝑓 ∶ 𝑅 ℝ limitata e generalmente continua in 𝑅. Allora 𝑓 è integrabile secondo Riemann su
𝑅.

Dimostrazione. Sia 𝑍 ⊆ 𝑅 l’insieme dei punti di discontinuità di 𝑓 e 𝑀 ∈ ℝ tale

che valga |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀, in quanto 𝑓 è limitata per ipotesi. Utilizziamo il criterio di Cauchy:
fissiamo 𝜀 > 0 e consideriamo una partizione 𝑃 tale che 𝑍 sia ricoperto da un numero
finito di rettangolini 𝑄1, … ,𝑄𝑁 di area complessiva inferiore a

𝜀
2𝑀 . Raddoppiamo l’area

dei 𝑄𝑖 e abbiamo che

𝑍 ⊆
𝑁
�
𝑖=1

∘
𝑄𝑖

e
𝑁

∑
𝑖=1

|𝑄𝑖| <
𝜀
𝑀
.

La funzione 𝑓 è continua sul compatto 𝑅∖⋃𝑁
𝑖=1

∘
𝑄𝑖, quindi uniformemente continua:

∃𝛿 ∶ 𝛿(𝑃) < 𝛿 e 𝑅𝑖𝑗 ∩
∘
𝑄𝑖 = ∅ ⟹ 𝑀𝑖𝑗 − 𝑚𝑖𝑗 <

𝜀
|𝑅|∀ 𝑖, 𝑗 .

Eventualmente scegliendo una partizione più fine di 𝑃, posiamo assumere che i vertici
dei 𝑄𝑖 appartengano a 𝑃. Per una tale partizione, detti ̃𝑅𝑖 ⊆

∘
𝑄𝑖 i rettangolini contenuti nei

rettangoli che contengono 𝑍, si ha

𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑠(𝑃, 𝑓) = ∑
𝑖,𝑗

𝑀𝑖𝑗 − 𝑚𝑖𝑗|𝑅𝑖𝑗|

= ∑̃
𝑅𝑖

𝑀𝑖𝑗 − 𝑚𝑖𝑗|𝑅𝑖𝑗| + ∑
𝑅∖⋃𝑖 ̃𝑅𝑖

𝑀𝑖𝑗 − 𝑚𝑖𝑗|𝑅𝑖𝑗|

< (𝑀 − 𝑚)
𝑁

∑
𝑖=1

|𝑄𝑖| +
𝜀
|𝑅| ∑

𝑅∖⋃𝑖 ̃𝑅𝑖

|𝑅𝑖𝑗|

< 𝑀
𝜀
𝑀
+ |𝑅|

𝜀
|𝑅| = 2𝜀 .

Proposizione 10.4.4. (Integrabilità su unioni di aperti).

SianoΩ1,Ω2 aperti misurabili tali cheΩ1 ∩Ω2 abbia misura nulla. Se 𝑓 è limitata suΩ1 ∪Ω2 e
integrabile suΩ1 e Ω2 separatamente allora 𝑓 ∈ ℛ(Ω1 ∪Ω2) e

�
Ω1∪Ω2

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =�
Ω1
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 +�

Ω2
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 . (10.4)
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Dimostrazione. Estendiamo 𝑓 sul rettangolo 𝑅 ⊃ Ω1 ∪ Ω2. Sappiamo per ipotesi
che 𝑓 𝕀Ω1, 𝑓 𝕀Ω2 e 𝑓 𝕀Ω1∩Ω2 sono integrabili: estendendo 𝑓 al rettangolo 𝑅 queste funzioni
rimangono integrabili e vale

𝑓 𝕀Ω1∪Ω2 = 𝑓 𝕀Ω1 + 𝑓 𝕀Ω2 − 𝑓 𝕀Ω1∩Ω2 .

Osservando infine che poiché |Ω1 ∩Ω2| = 0 si ha

�
Ω1∩Ω2

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 0 .

Corollario 10.4.1. (Integrabilità sugli aperti di un’unione).

SeΩ = Ω1 ∪ Ω2 conΩ,Ω1 eΩ2 misurabili, 𝑓 ∈ ℛ(Ω) e |Ω1 ∩ Ω2| = 0 allora 𝑓 ∈ ℛ(Ω1) e
𝑓 ∈ ℛ(Ω2) e vale (10.4).

Proposizione 10.4.5. (Integrabilità su unaregione 𝑦-semplice).
Sia

Ω = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥)}, 𝑔1, 𝑔2 ∈ ℛ([𝑎, 𝑏])

e∀𝑥 𝑓(𝑥, ⋅) ∈ ℛ([𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥)]). Allora:

𝑓 ∈ ℛ(Ω) e �
Ω
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎
𝑑𝑥∫

𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 .

Dimostrazione. È una conseguenza diretta del teorema di riduzione applicato alla fun-

zione 𝑓 estesa a un opportuno rettangolo 𝑅 ⊃ Ω. La funzione estesa soddisfa le ipotesi del
teorema di riduzione grazie alle ipotesi adottate.

10.4.2 Insiemi semplicemente decomponibili

Definizione 10.4.7. (Insiemi semplicementedecomponibili).

Si dice semplicemente decomponibile o s-decomponibile un insieme𝐷 tale che:

𝐷 =
𝑘
�
𝑗=1

𝐷𝑗

con𝐷𝑗 domini semplici rispetto a entrambi gli assi, tali che𝐷𝑖o ∩ 𝐷𝑗o = ∅ se 𝑖 ≠ 𝑗 e la cui
frontiera sia unione finita e disgiunta di curve di Jordan regolari a tratti.

10.5 densità

Definizione 10.5.1. (Densità superficiale).

Definiamo densità superficiale 𝜌0 il rapporto

𝜌0 =
massa(𝑅)
area(𝑅)

dove 𝑅 è un rettangolo. Se tale rapporto non è costante, 𝜌0 risulta essere la densità media di
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𝑅 ed è opportuno definire

𝜌(𝑥, 𝑦) ≔ lim
𝛿→0

𝑚(𝑅(𝑥, 𝑦))
|𝑅(𝑥, 𝑦)|

con 𝛿 diagonale del rettangolo considerato e𝑚 la massa puntuale.

Nota 𝜌(𝑥, 𝑦) vogliamo calcolare la massa totale contenuta in 𝐷. Osserviamo che, suddiviso𝐷
in tanti rettangolini 𝑅𝑖𝑗 si ha

𝑚(𝑅𝑖𝑗) ≡ 𝜌(𝜉∗𝑖𝑗, 𝜂∗𝑖𝑗)|𝑅𝑖𝑗|

con (𝜉∗𝑖𝑗, 𝜂∗𝑖𝑗) un punto del rettangolino. Conoscendo lamassa di ogni rettangolino possiamo
sommare i contributi di tutti i rettangolini:

𝑚(𝐷) = ∑
𝑖,𝑗
𝑚(𝑅𝑖𝑗) = ∑

𝑖,𝑗
𝜌(𝜉∗𝑖𝑗, 𝜂∗𝑖𝑗)|𝑅𝑖𝑗|�������������

𝜎(𝑃,(𝜉∗𝑖𝑗,𝜂
∗
𝑖𝑗),𝜌)

.

Se 𝜌 ∈ ℛ(𝐷) si può passare dalla somma dellemasse dei singoli rettangolini nel discreto a un
integrale nel continuo:

𝑚(𝐷) = lim
𝛿(𝑃)→0

𝜎(𝑃, (𝜉∗𝑖𝑗, 𝜂∗𝑖𝑗), 𝜌) =�
𝐷

𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

È naturale estendere la definizione di densità ai volumi:

Definizione 10.5.2. (Volume).

Sia 𝑉 ⊆ ℝ3 un dominiomisurabile, ovvero tale che la sua funzione caratteristica

𝕀𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

1 se (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉
0 altrimenti

è Riemann-integrabile. Definiamo volume di 𝑉 l’integrale

|𝑉| =�
𝑉
𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 =�

𝑉
𝕀𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 .

Definizione 10.5.3. (Densità volumica).

Sia 𝑉 ⊆ ℝ3 misurabile. Definiamo densità volumica il rapporto

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≔ lim
𝛿→0

𝑚(𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧))
|𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)|

con 𝛿 diagonale del parallelepipedo considerato e𝑚 la massa.

Analogamente al caso bidimensionale, vale

𝑚(𝑉) =�
𝑉

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 .

10.5.1 Baricentro e momento d’inerzia

Date𝑁 particelle collocate nei punti 𝑃1, … , 𝑃𝑁 di coordinate 𝑃𝑘 = (𝜉∗𝑘, 𝜂
∗
𝑘), ciascuna di massa

𝑚𝑖 > 0 si osserva che le coordinate del baricentro 𝐺 = (𝑥𝐺, 𝑦𝐺) si ottengono con duemedie
ponderate.
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Definizione 10.5.4. (Baricentro).

Dato un insieme𝐷, definiamo baricentro il punto 𝐺 = (𝑥𝐺, 𝑦𝐺) descritto da

𝑥𝐺 =
1
𝑀

𝑁

∑
𝑖=1

𝜉∗𝑘𝑚𝑘 =
1
𝑀 ∑

𝑖,𝑗
𝜉∗𝑖𝑗𝜌(𝜉∗𝑖𝑗, 𝜂∗𝑖𝑗)|𝑅𝑖𝑗|

𝑦𝐺 =
1
𝑀

𝑁

∑
𝑖=1

𝜂∗𝑘𝑚𝑘 =
1
𝑀 ∑

𝑖,𝑗
𝜂∗𝑖𝑗𝜌(𝜉∗𝑖𝑗, 𝜂∗𝑖𝑗)|𝑅𝑖𝑗| .

In entrambi i casi la seconda uguaglianza vale solo se |𝐷| ≠ 0. In questo caso, se 𝜌(𝑥, 𝑦) è
integrabile si può passare al continuo

𝑥𝐺 =
∬
𝐷
𝑥 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

∬
𝐷

𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑦𝐺 =
∬
𝐷
𝑦 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

∬
𝐷

𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦
.

Considerando 𝑉 ⊆ ℝ3 misurabile, le coordinate del baricentro sono:

𝑥𝐺 =
∭

𝑉
𝑥 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

𝑚(𝑉) (10.5)

𝑦𝐺 =
∭

𝑉
𝑦 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

𝑚(𝑉) (10.6)

𝑧𝐺 =
∭

𝑉
𝑧 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

𝑚(𝑉) . (10.7)

con

𝑚(𝑉) =�
𝑉

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 .

Definizione 10.5.5. (Momentod’inerzia).

Dato un insieme𝐷 ⊆ ℝ2, definiamomomento d’inerzia rispetto all’asse 𝑥 (rispettiva-
mente 𝑦) la quantità

𝐼𝑥 = ∑
𝑘
𝑦2
𝑘 𝑚𝑘 ;

𝐼𝑦 = ∑
𝑘
𝑥2
𝑘 𝑚𝑘 .

Essendo𝑚𝑘 = 𝜌(𝜉∗𝑘, 𝜂
∗
𝑘)|𝑅𝑘|, se |𝐷| ≠ 0 e se 𝜌(𝑥, 𝑦) è integrabile si può passare al continuo:

𝐼𝑥 =�
𝐷
𝑦2 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐼𝑦 =�
𝐷
𝑥2 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .
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Considerando 𝑉 ⊆ ℝ3 misurabile, la formula diviene

�
𝑉
‖𝑟‖2𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 ,

con ‖𝑟‖ la distanza di𝐷 dall’asse rispetto a cui si sta valutando il momento d’inerzia.

Esempio. Il momento d’inerzia di un corpo 𝑉 inℝ3 rispetto all’asse 𝑧 è

𝐼𝑧 =�
𝑉
(𝑥2 + 𝑦2)𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 .

Osservazione. Il baricentro si può definire anche come il punto rispetto a cui il momento

d’inerzia di una superficie è nullo.

10.6 cambio di variabili

Come per l’integrazione di funzioni in una variabile spesso può essere utile operare un

cambio di variabili anche per calcolare un integrale multiplo. In questa sezione ci poniamo

quindi l’obiettivo di determinare inmaniera euristica – siccome il risultato che otterremo è

difficile da dimostrare formalmente – una formula analoga a

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

𝜙−1(𝑏)

𝜙−1(𝑎)
𝑓(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 ,

ovvero la pratica uguaglianza

𝑑𝑥 = 𝜙′(𝑡) 𝑑𝑡 .

Esempio (Cambiamentodi variabile tramite un’applicazione lineare).

Sia 𝑇 un’applicazione lineare e𝐴 la matrice ad essa associata:

𝑇 �
𝑢
𝑣� = �

𝑢0
𝑣0
� + 𝐴 �

𝑢
𝑣� dove 𝐴 = �

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

� .

Osserviamo che 𝑇 trasla, ruota e/ovaria la lunghezza del vettoremanon lo deforma in una
curva; l’immagine tramite 𝑇 di un rettangolo è sempre un parallelogramma. Ci interessa
studiare come varia l’area compresa tra due vettori qualsiasi per capire comemodificare

l’uguaglianza

�
𝑇(𝑆)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =�

𝑆
𝑓 ∘ 𝑇(𝑢, 𝑣) [???] 𝑑𝑢 𝑑𝑣 .

Consideriamo quindi i vettori 𝑖⃗, 𝑗⃗ della base canonica diℝ2 che sono quindi anche i lati
del quadrato 𝑄 = [0,1] × [0, 1] di area 1:

𝑇(⃗𝑖) = 𝐴 �
1
0� = �

𝑎11
𝑎21

� ; 𝑇(⃗𝑗) = 𝐴 �
0
1� = �

𝑎12
𝑎22

� .

L’area |𝑇(𝑄)| compresa tra i vettori 𝑇(⃗𝑗), 𝑇(⃗𝑖) è

|𝑇(𝑄)| = �𝑇(⃗𝑖)� �𝑇(⃗𝑗)� |𝑠𝑖𝑛𝛼| = ��𝑇(⃗𝑖) ∧ �𝑇(⃗𝑗)� ,
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con 𝛼 l’angolo compreso tra i due vettori e �𝑇(⃗𝑖), �𝑇(⃗𝑗) l’estensione di 𝑇(⃗𝑖), 𝑇(⃗𝑗) aℝ3. Utilizzia-
mo la formula del determinante formale per calcolare il prodotto vettoriale:

��𝑇(⃗𝑖) ∧ �𝑇(⃗𝑗)� =
�
�

𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗
𝑎11 𝑎12 0
𝑎21 𝑎22 0

�
�
= � 𝑘⃗ (𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21) � = |det𝐴 | .

Quindi

|𝑇(𝑄)| = |det𝐴 | |𝑄|

e il fattoremoltiplicativo ??? che cercavamo è |det𝐴 | .

In effetti vale il seguente:

Teorema 10.6.1. (Cambiamentodi variabile per integrali doppi).

Sia𝐴 ⊆ ℝ2 un aperto e sia𝑇 ∶ 𝐴 ℝ2, 𝑇 ∈ 𝒞1(𝐴;ℝ2). Sia 𝑆 ⊆ 𝐴misurabile, 𝑆 aperto o chiuso.
Supponiamo che 𝑇|𝑆 ∶ 𝑆 𝑇(𝑆) sia:

n biunivoca;
n 0 < |det(𝐽𝑇)| < +∞ su 𝑆.

Allora per ogni funzione integrabile 𝑓(𝑥, 𝑦) su 𝑇(𝑆) si ha che 𝑓 ∘ 𝑇 è integrabile su 𝑆 e

�
𝑇(𝑆)
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =�

𝑆
𝑓 ∘ 𝑇(𝑢, 𝑣) |det(𝐽𝑇)| 𝑑𝑢 𝑑𝑣

Corollario 10.6.1. (Area di un insiememisurabile deformato).

Se𝐷 è un insiememisurabile ed esiste 𝑇 biunivoca tale che0 < |det(𝐽𝑇)| < +∞ su𝐷, posto 𝑆 = 𝑇−1(𝐷)
allora

|𝑇(𝑆)| = |𝐷| = |det(𝐽𝑇)||𝑆| .

Osservazioni.
n Data una funzione 𝑇 come nel teorema 10.6.1, se 𝐴 è la matrice associata a 𝑇 il

determinante di𝐴 si può interpretare come una densità superficiale 𝜌 dell’area 𝑆.
n Se 𝑇 non è lineare, dato un rettangolo 𝑆 l’immagine 𝑇(𝑆) generalmente non è nem-

meno un parallelogramma.

Esempio (Coordinate polari).

Consideriamo ora la funzione 𝑇 legata al passaggio in coordinate polari:

𝑇 �
𝑟
𝜃� = �

𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑟 sin 𝜃� 𝑟 ∈ ℝ, 𝜃 ∈ [0,2𝜋] .

Un rettangolo |𝑅| = (𝑏 − 𝑎)(𝛽 − 𝛼) diviene, attraverso la funzione 𝑇, una porzione di corona
circolarea di area

|𝑇(𝑅)| =
1
2 (𝑏

2 − 𝑎2)(𝛽 − 𝛼) .

DefinitiΔ𝑟 ≔ 𝑏 − 𝑎,Δ𝜃 ≔ 𝛽 − 𝛼 e 𝑟0 = 𝑎, studiamo il

lim
(Δ𝑟, Δ𝜃)→(0,0)

|𝑇(𝑅)|
|𝑅| = lim

(Δ𝑟, Δ𝜃)→(0,0)

𝑟0 + Δ𝑟 + 𝑟0
2

Δ𝑟Δ𝜃
Δ𝑟Δ𝜃 = lim

(Δ𝑟, Δ𝜃)→(0,0)
𝑟0 +

Δ𝑟
2 = 𝑟0 ,
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che è uguale al

|det(𝐽𝑇)| = �
cos 𝜃 −𝑟 sin 𝜃
sin 𝜃 𝑟 cos 𝜃 � = 𝑟 ,

come ci aspettavamo.

aLa corona circolare ha area𝜋(𝑏2−𝑎2): talevalore si ottiene con la proporzione2𝜋 ∶ (𝛽−𝛼) = 𝜋(𝑏2−𝑎2) ∶ 𝑥.

Osservazione. Nel caso delle coordinate polari l’applicazione 𝑇 non è biettiva, come
si può vedere nel caso 𝜃 = 2𝜋 = 0, e |det(𝐽𝑇(0,0))| = 0, quindi non potremmo applicare
il teorema sul cambio di variabili. Ciò nonostante, sia (0,0) sia le rette 𝜃 = 0 e 𝜃 = 2𝜋 hanno
misura nulla e quindi non influiscono sul calcolo dell’integrale.

10.7 integrali doppi impropri

10.7.1 Integrali di funzioni illimitate

Esercizio. Sia𝐷 un disco di raggio 𝑎 > 0 e 𝑑 ≠ 0 un parametro. Calcolare

�
𝐷

1

�𝑥2 + 𝑦2 + 𝑑2
𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Soluzione. Calcoliamo l’integrale passando alle coordinate polari:

�
𝐷

1

�𝑥2 + 𝑦2 + 𝑑2
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝑎

0
∫

2𝜋

0

𝑟

√𝑟2 + 𝑑2
𝑑𝑟 𝑑𝜃

= ∫
𝑎

0

𝑟

√𝑟2 + 𝑑2
𝑑𝑟∫

2𝜋

0
𝑑𝜃

= 2𝜋 ∫
𝑎

0

𝑟

√𝑟2 + 𝑑2
𝑑𝑟

= √𝑟2 + 𝑑2�
𝑎

0
= 2𝜋(√𝑎2 + 𝑑2 − 𝑑) .

Osservazione. Se 𝑑 = 0, la funzione che abbiamo integrato coincide con

̃𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

𝑑(𝑥, 𝑦) ,

dove 𝑑(𝑥, 𝑦) è la funzione distanza, e tale funzione ̃𝑓 non è definita in 0.

Cosa succede se proviamo a integrare ̃𝑓(𝑥, 𝑦)?

Esercizio. Sia𝐷 un disco di raggio 𝑎 > 0 e𝐷𝜀 un disco di raggio 𝜀 > 0. Calcolare

lim
𝜀→0

�
𝐷∖𝐷𝜀

1

�𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥 𝑑𝑦.
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Soluzione. Avvalendoci del risultato dell’esercizio precedente, concludiamo che

lim
𝜀→0

�
𝐷∖𝐷𝜀

1

�𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = lim

𝜀→0
2𝜋(𝑎 − 𝜀) = 2𝜋𝑎 .

Esercizio. Sia 𝐷 un disco di raggio 𝑎 > 0 e 𝐷𝜀 un disco di raggio 𝜀 > 0. Studiare al
variare di 𝛼 l’esistenza

lim
𝜀→0

�
𝐷∖𝐷𝜀

1

(𝑥2 + 𝑦2)
𝛼
2
𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

e, in caso affermativo, calcolarne il valore.

Soluzione. Calcoliamo l’integrale passando alle coordinate polari:

lim
𝜀→0

∫
𝑎

𝜀

1
𝑟𝛼 𝑟 𝑑𝑟 ∫

2𝜋

0
𝑑𝜃 = 2𝜋 ∫

𝑎

𝜀

1
𝑟𝛼 − 1 𝑑𝑟

=
⎧⎪⎨
⎪⎩
lim𝜀→0

2𝜋
2−𝛼 (𝑎

2−𝛼 − 𝜀2−𝛼) se 𝛼 ≠ 2;
lim𝜀→0 2𝜋(log 𝑎 − log 𝜀) se 𝛼 = 2;

=
⎧⎪⎨
⎪⎩

2𝜋
2−𝛼𝑎

2−𝛼 se 𝛼 < 2;
+∞ se 𝛼 > 2.

Quindi la funzione data è integrabile se e solo se 𝛼 < 2.

Osservazione. Nel corso di AnalisiMatematica 1 abbiamo osservato che la fun-

zione

∫
𝑎

0

1
𝑥𝛼 𝑑𝑥

è integrabile se e solo se 𝛼 < 1.

Proposizione 10.7.1. (Integrabilità di 𝑑𝛼).

In dimensione 𝑛, la funzione

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) =
1

(𝑥2
1 + … + 𝑥2

𝑛)
𝛼
2
=

1
𝑑𝛼(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

è integrabile in un intorno dell’origine se e solo se 𝛼 < 𝑛.

Proposizione 10.7.2.

Sia𝐷𝑎 il disco di raggio 𝑎 > 0 centrato nell’origine. Si ha che:
n inℝ, |𝐷𝑎| = |[−𝑎, 𝑎]| = 2𝑎;
n inℝ2, |𝐷2

𝑎 | = 𝜋𝑎2;
n inℝ3, |𝐷3

𝑎 | =
4
3𝜋𝑎3;

n inℝ𝑛, |𝐷𝑛𝑎 | ∼ 𝑎𝑛.
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10.7.2 Integrali su domini illimitati

Definizione 10.7.1. (Integrale improprio).

Data una funzione integrabile 𝑓(𝑥, 𝑦), definiamo l’integrale improprio su un dominio𝐷
illimitato come

�
𝐷
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 ≔ lim

𝑟→+∞�𝐷∩𝐷𝑟
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

dove𝐷𝑟 il disco di raggio 𝑟 centrato nell’origine.

Esercizio (Integrale di Gauss).

Studiamo l’integrale della funzione

�
ℝ2
𝑒−(𝑥2+𝑦2) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Per prima cosa, osserviamo che la funzione è bendefinita in0 ed è sicuramente integrabile
per 𝑥 → +∞ per confronto poiché vale la maggiorazione

𝑒−(𝑥2+𝑦2) <
1

(𝑥2 + 𝑦2)
𝛼
2
,

con 𝛼 grande a piacere. Detto𝐷𝑟 = [−𝑟, 𝑟] × [−𝑟, 𝑟] calcoliamo

�
ℝ2
𝑒−(𝑥2+𝑦2) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = lim

𝑟→+∞
∫
𝑟

−𝑟
∫
𝑟

−𝑟
𝑒−(𝑥2+𝑦2) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= lim
𝑟→+∞

∫
𝑟

−𝑟
𝑒−𝑥2 𝑑𝑥∫

𝑟

−𝑟
𝑒−𝑦2 𝑑𝑦

= lim
𝑟→+∞

�∫
𝑟

−𝑟
𝑒−𝑥2 𝑑𝑥�

2
.

Non siamo in grado di determinare direttamente una primitiva della funzione che ab-

biamo ottenuto, ma la particolare espressione della funzione integranda ci induce ad

utilizzare le coordinate polari:

�
ℝ2
𝑒−(𝑥2+𝑦2) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = lim

𝑅→+∞
∫

2𝜋

0
𝑑𝜃 ∫

𝑅

0
𝑒−𝑟2𝑟 𝑑𝑟 = lim

𝑅→+∞
2𝜋
𝑒−𝑟2

2 �
𝑅

0
= 𝜋 .

Forti di questo risultato, concludiamo anche che

lim
𝑟→+∞

�∫
𝑟

−𝑟
𝑒−𝑥2 𝑑𝑥�

2
= 𝜋 ⟹ lim

𝑟→+∞
∫
𝑟

−𝑟
𝑒−𝑥2 𝑑𝑥 = √𝜋 .

x

y
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10.8 calcolo dell’area e integrale di superficie

Consideriamo una superficieΣ ⊆ ℝ3 parametrizzata da

𝑟 ∶ 𝐷 ⊂ ℝ2 ℝ3

�
𝑢
𝑣�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑟1(𝑢, 𝑣)
𝑟2(𝑢, 𝑣)
𝑟3(𝑢, 𝑣)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

e sia𝐷 una superficie regolare, ovvero tale che 𝐽𝑟 abbia rangomassimo in𝐷. Il vettore 𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣
è normale al piano tangente diΣ nel generico punto 𝑃 = (𝑢0, 𝑣0) ∈ Σ.

Definizione 10.8.1. (Area di una superficie).

Si definisce area della superficie (Σ, 𝑟) la quantità

area(Σ) ≔�
𝐷
‖𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣‖ 𝑑𝑢 𝑑𝑣 .

Osservazione. La definizione ha senso grazie al legame tra prodotto vettoriale e area

compresa tra i vettori ed è invariante per riparametrizzazione.

Proposizione 10.8.1. (Area del graficodi una funzione).

Nel caso del grafico di una funzione 𝑓 si ha che

area(Γ𝑓) =�
𝐷
�1 + |∇𝑓(𝑥, 𝑦)|2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Definizione 10.8.2. (Integrale di superficie).

SiaΣ una superficie regolare parametrizzata da 𝑟 ∶ 𝐷 ⊂ ℝ2 ℝ3 e sia𝑓 ∶ Σ ℝ
una funzione continua. Si definisce integrale di superficie di 𝑓 suΣ la quantità

∫
Σ
𝑓 𝑑𝜎 =�

𝐷
𝑓(𝑟(𝑢, 𝑣))‖𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣‖ 𝑑𝑢 𝑑𝑣 .

Osservazione. Se 𝑓 ≡ 1 costantemente otteniamo l’area diΣ.

Proposizione (Invarianzaperriparametrizzazionedegli integrali di super-

ficie). Sia𝜙 ∶ 𝐷′ 𝐷una funzione biunivoca tale che𝜙 ∈ 𝒞1(𝐷′) e |det(𝐽𝜙)| > 0. Posto
̃𝑟(𝑠, 𝑡) = 𝑟 ∘ 𝜙(𝑢, 𝑣), si ha che

�
𝐷′
𝑓( ̃𝑟(𝑠, 𝑡))‖𝑟𝑠 ∧ 𝑟𝑡‖ 𝑑𝑠 𝑑𝑡 =�

𝐷
𝑓(𝑟(𝑢, 𝑣))‖𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣‖ 𝑑𝑢 𝑑𝑣 .

Dimostrazione. Siano 𝑟(𝑢, 𝑣) e ̃𝑟(𝑠, 𝑡) = 𝑟 ∘ 𝜙 = 𝑟(𝑢(𝑠, 𝑡), 𝑣(𝑠, 𝑡)) due funzioni che
parametrizzano la stessa superficie. Si ha

̃𝑟𝑠 ∧ ̃𝑟𝑡 = (𝑟𝑢𝑢𝑠 + 𝑟𝑣𝑣𝑠) ∧ (𝑟𝑢𝑢𝑡 + 𝑟𝑣𝑣𝑡)
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= 𝑢𝑠𝑢𝑡𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑢 + 𝑢𝑠𝑣𝑡𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣 + 𝑣𝑠𝑢𝑡𝑟𝑣 ∧ 𝑟𝑢 + 𝑣𝑠𝑣𝑡𝑟𝑣 ∧ 𝑟𝑣
= (𝑢𝑠𝑣𝑡 − 𝑣𝑠𝑢𝑡)(𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣).

La seconda uguaglianza si ottiene distribuendo il prodotto vettoriale e riordinando i

termini, la terzadalleproprietàdelprodottovettoriale. Calcolandone lanorma, otteniamo

‖ ̃𝑟𝑠 ∧ ̃𝑟𝑡‖ = ‖𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣‖ �
𝜕(𝑢, 𝑣)
𝜕(𝑠, 𝑡)

� .

da cui possiamo ricavare

‖ ̃𝑟𝑠 ∧ ̃𝑟𝑡‖ 𝑑𝑠 𝑑𝑡 = ‖𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣‖ �
𝜕(𝑢, 𝑣)
𝜕(𝑠, 𝑡)

� 𝑑𝑠 𝑑𝑡 = ‖𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣‖ 𝑑𝑢 𝑑𝑣 ;

che implica

�
𝐷′
𝑓( ̃𝑟(𝑠, 𝑡))‖ ̃𝑟𝑠 ∧ ̃𝑟𝑡‖ 𝑑𝑠 𝑑𝑡 =�

𝐷′
𝑓(𝑟 ∘ 𝜙)(𝑠, 𝑡)‖𝑟𝑢(𝜙(𝑠, 𝑡)) ∧ 𝑟𝑣(𝜙(𝑠, 𝑡))‖ �

𝜕(𝑢, 𝑣)
𝜕(𝑠, 𝑡)

� 𝑑𝑠 𝑑𝑡

=�
𝐷
𝑓(𝑟(𝑢, 𝑣))‖𝑟𝑢 ∧ 𝑟𝑣‖ 𝑑𝑢 𝑑𝑣 .

10.9 formula di gauss-green

Definizione 10.9.1. (Curva positivamenteorientata).

Sia 𝐷 un dominio misurabile e limitato di ℝ2 la cui frontiera sia una curva di Jordan
regolare a tratti. La frontiera o curva positivamente orientata 𝜕+𝐷 è la frontiera di𝐷
percorsa lasciando𝐷o alla propria sinistra.

Lemma 10.9.1. (Integrali di derivate parziali in undominio con frontiera di

Jordan).

Sia𝐷 un dominio limitato e semplice diℝ2 rispetto a uno dei due assi la cui frontiera sia una curva di
Jordan regolare a tratti e sia

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑥, 𝑦)⃗𝑖 + 𝑄(𝑥, 𝑦)⃗𝑗 𝑃,𝑄 ∈ 𝒞1(𝐷)

un campo vettoriale di componenti 𝑃 e𝑄. Allora:
n Se𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜑1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2(𝑥)} allora

�
𝐷
𝑃𝑦(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = −∫

𝜕+𝐷
𝑃 𝑑𝑥 = −∫

𝜕+𝐷
(𝑃,0) ⋅ 𝑑𝑠

dove 𝑃𝑦 ≔
𝜕𝑃
𝜕𝑦 .

n Se𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], 𝜓1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝜓2(𝑦)} allora

�
𝐷
𝑄𝑥(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝜕+𝐷
𝑄 𝑑𝑦 = ∫

𝜕+𝐷
(0,𝑄) ⋅ 𝑑𝑠

dove𝑄𝑥 ≔
𝜕𝑄
𝜕𝑥 .
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Dimostrazione. Dimostriamo la prima affermazione, in quanto la seconda è analoga.

�
𝐷
𝑃𝑦(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎
𝑑𝑥∫

𝜑2(𝑥)

𝜑1(𝑥)
𝑃𝑦(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 = ∫

𝑏

𝑎
[𝑃(𝑥,𝜑2(𝑥)) − 𝑃(𝑥,𝜑1(𝑥)] 𝑑𝑥 .

Parametrizziamo ora la curva 𝜕+𝐷:

(𝛾1, 𝑟1) ∶ 𝑟1(𝑡) = (𝑡,𝜑1(𝑡)) 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ;
(𝛾2, 𝑟2) ∶ 𝑟2(𝑡) = (𝑏, 𝑡) ∈ [𝜑1(𝑏),𝜑2(𝑏)] ;
(−𝛾3, 𝑟3) ∶ 𝑟3(𝑡) = (𝑡,𝜑2(𝑡)) 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ;
(−𝛾4, 𝑟4) ∶ 𝑟4(𝑡) = (𝑎, 𝑡) ∈ [𝜑1(𝑎),𝜑2(𝑎)] .

ϕ1(a)

ϕ1(b)

ϕ2(a)

ϕ2(b)

a b

γ1

γ2

γ3

γ4

Osserviamo quindi che

∫
𝜕+𝐷

𝑃 𝑑𝑥 = ∫
𝛾1
𝑃 𝑑𝑥 + ∫

𝛾2
𝑃 𝑑𝑥 + ∫

−𝛾3
𝑃 𝑑𝑥 + ∫

−𝛾4
𝑃 𝑑𝑥.

Detta𝜔 la forma associata a 𝐹𝑃 = 𝑃 𝑖⃗ + 0⃗𝑗 e usando la formula

∫
𝛾𝑖
𝐹 𝑑𝑥 = ⟨𝐹(𝑟(𝑡)), 𝑟′(𝑡)⟩ 𝑑𝑡

abbiamo che

∫
𝛾1

𝜔 = ∫
𝑏

𝑎
�[𝑃(𝑡,𝜑1(𝑡)),0], [1,𝜑′

1(𝑡)]� 𝑑𝑡 = ∫
𝑏

𝑎
𝑃(𝑡,𝜑1(𝑡)) 𝑑𝑡 ;

∫
𝛾2

𝜔 = ∫
𝜑2(𝑏)

𝜑1(𝑏)
⟨(𝑃(𝑏, 𝑡), 0), (0,1)⟩ 𝑑𝑡 = 0 ;

∫
−𝛾3

𝜔 = −∫
𝑏

𝑎
�[𝑃(𝑡,𝜑2(𝑡)),0], (1,𝜑′

2(𝑡))� 𝑑𝑡 = −∫
𝑏

𝑎
𝑃(𝑡,𝜑2(𝑡)) 𝑑𝑡 ;

∫
−𝛾4

𝜔 = −∫
𝜑2(𝑏)

𝜑1(𝑏)
⟨[𝑃(𝑎, 𝑡), 0], (0,1)⟩ 𝑑𝑡 = 0 .
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Concludiamo che

−∫
𝜕+𝐷

𝜔 = −∫
𝜕+𝐷

𝑃 𝑑𝑥 = ∫
𝑏

𝑎
[𝑃(𝑥,𝜑2(𝑥)) − 𝑃(𝑥,𝜑1(𝑥)] 𝑑𝑥 =�

𝐷
𝑃𝑦(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Un’importantissima conseguenza del lemma precedente è il:

Teorema 10.9.1. (di Gauss-Green).

Sia𝐷undominio limitato e semplicediℝ2 rispettoa entrambi gli assi. Sia𝐹 = 𝑃 𝑖⃗+𝑄𝑗 con𝑃,𝑄 ∈ 𝒞1(𝐷).
Allora:

�
𝐷
(𝑄𝑥 − 𝑃𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝜕+𝐷
𝑃(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 = ∫

𝜕+𝐷
𝐹 ⋅ 𝑑𝑠 .

Osservazione. Il teorema di Gauss-Green lega due oggetti di dimensione diversa,

�
𝐷
(𝑄𝑥 − 𝑃𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦�������������������������
volume, dim2

= ∫
𝜕+𝐷

𝐹 ⋅ 𝑑𝑠
�����������
area, dim1

,

inmaniera simile al teorema fondamentale del calcolo integrale:

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)�������������
dim0

= ∫
𝑏

𝑎
𝑓′(𝑡) 𝑑𝑡

�����������
dim1

.

Osservazione. Il teorema vale su una classe più ampia di volumi, detti domini am-

missibili. Una famiglia di insiemi che fanno parte di questa classe è quella dei domini

s-decomponibili𝐷: detti𝐷𝑗 i domini tali𝐷 = ⋃
𝑘
𝑗=1 𝐷𝑗, le curve 𝜕+𝐷𝑗 interne a𝐷 si elidono

se si applica il teorema di Gauss-Green, e vale

∫
𝜕+𝐷
𝐹 ⋅ 𝑑𝑠 =

𝑘

∑
𝑗=1

∫
𝜕+𝐷𝑗
𝐹 ⋅ 𝑑𝑠 ⟹ �

𝐷
𝑄𝑥 − 𝑃𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

𝑘

∑
𝑗=1

�
𝐷𝑗
𝑄𝑥 − 𝑃𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

10.9.1 Calcolo area con Gauss-Green

Possiamo applicare la formula di Gauss-Green per calcolare l’area di un insieme 𝐷 ⊂ ℝ2

delimitato da una curva (𝛾, 𝑟). Prima di tutto, ricordiamo che

|𝐷| =�
𝐷
𝑑𝑥 𝑑𝑦 .

Ci basta trovare un campo vettoriale 𝐹 = 𝑃 𝑖⃗ + 𝑄𝑗 tale che 𝑄𝑋 − 𝑃𝑌 ≡ 1 in tutto 𝐷 per poter
usare il teorema di Gauss-Green. Di campi del genere ne esistono infiniti; i più comodi sono

solitamente

𝐹0 = 𝑥 𝑑𝑦 ;
𝐹1 = −𝑦 𝑑𝑥 ;

𝐹2 =
−1
2 𝑦 𝑑𝑥 +

1
2𝑥 𝑑𝑦 .
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Esempio. Calcoliamo l’area della regione piana tra gli assi cartesiani e la curva (𝛾, 𝑟) di
equazione

𝑟(𝜃) = �
sin3 𝜃

cos2 𝜃 + 𝜋
2 − 𝜃� , 𝜃 ∈ �0,

𝜋
2 �

, utilizzando il teorema di Gauss-Green. Il bordo percorso positivamente è pari a

𝜕+𝐷 = 𝛾1 ∪ −𝛾 ∪ 𝛾2 ,

con 𝛾1 la curva parametrizzata da 𝑟1(𝑡) = (𝑡, 0), 𝑡 ∈ [0,1] e 𝛾2 parametrizzata da 𝑟2(𝑡) =
(0, 𝜋

2 + 1 − 𝑡), 𝑡 ∈ �0, 𝜋
2 + 1�. Allora

|𝐷| =�
𝐷
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝜕+𝐷
𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝜕+𝐷
(0, 𝑥) 𝑑𝑦 .

Separando la curva 𝜕+𝐷 nelle sue componenti, si ha

∫
𝜕+𝐷

𝑥 𝑑𝑦 = ∫
𝛾1
𝑥 𝑑𝑦−∫

𝛾
𝑥 𝑑𝑦+∫

𝛾2
𝑥 𝑑𝑦 =

���������
∫

1

0
⟨(0, 𝑡) , (1,0)⟩ 𝑑𝑡−∫

𝛾
𝑥 𝑑𝑦+

���
��∫

𝜋
2+1

0
0 𝑑𝑡 = −∫

𝛾
𝑥 𝑑𝑦 .

Non ci resta che calcolare questo integrale curvilineo:

−∫
𝛾
𝑥 𝑑𝑦 .

Osserviamo che

𝑟′(𝜃) = �
3 sin2 𝜃 cos 𝜃

−2 cos 𝜃 sin 𝜃 − 1� ,

quindi

−∫
𝛾
𝑥 𝑑𝑦 = −2 ∫

𝜋
2

0
cos 𝜃 sin4 𝜃 𝑑𝜃 − ∫

𝜋
2

0
sin3 𝜃 𝑑𝜃

= −
2
5 sin

5 𝜃�
𝜋
2

0
− ∫

𝜋
2

0
sin 𝜃(1 − cos2 𝜃) 𝑑𝜃

= −
2
5 + ∫

𝜋
2

0
sin 𝜃 𝑑𝜃 + ∫

𝜋
2

0
sin 𝜃 cos2 𝜃 𝑑𝜃

= −
2
5 + cos 𝜃�

𝜋
2

0
−

1
3 cos

3 𝜃�
𝜋
2

0

= −
2
5 − 1 + 1

3 = −
16
15 .

da cui

|𝐷| =
16
15 .

10.9.2 Teoremi di Stokes e della divergenza nel piano

Teorema 10.9.2. (del rotoreodi Stokes e della divergenzanel piano).

Sia 𝐷 un dominio ammissibile e sia 𝜕+𝐷 la sua frontiera orientata positivamente. Allora, dato un
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campo𝐹 ∶ 𝐷 ℝ3, 𝐹 ∈ 𝒞1(𝐷), 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)⃗𝑖 + 𝑔(𝑥, 𝑦)⃗𝑗 + 0𝑘⃗, si ha che

�
𝐷
�rot 𝐹 , 𝑘⃗� 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝜕+𝐷
�𝐹 , 𝑇� 𝑑𝑠 ;�

𝐷
div 𝐹 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

𝜕+𝐷
�𝐹 ,𝑁𝑒� 𝑑𝑠 ;

con 𝑇 il versore tangente a 𝜕+𝐷 con verso a essa concorde e𝑁𝑒 il versore normale a 𝜕+𝐷 orientato verso
l’esterno.

Dimostrazione. Per dimostrare la prima si utilizza la formula di Gauss-Green applicate

al campo 𝐹:

�
𝐷
�rot 𝐹 , 𝑘⃗� 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =�

𝐷
�
𝜕𝑔
𝜕𝑥

−
𝜕𝑓
𝜕𝑦�

𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∫
𝜕+𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

= ∫
𝜕+𝐷

�𝐹 (𝑟(𝑠)), 𝑟′(𝑠)� 𝑑𝑠

= ∫
𝜕+𝐷

�𝐹 , 𝑇� 𝑑𝑠 .

Per la seconda si considera il campo 𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦)⃗𝑖 − 𝑓(𝑥, 𝑦)⃗𝑗 + 0𝑘⃗ ortogonale a 𝐹:

�
𝐷
div 𝐹 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =�

𝐷
�
𝜕𝑓
𝜕𝑥

+
𝜕𝑔
𝜕𝑦�

𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∫
𝜕+𝐷

𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 − 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

= ∫
𝜕+𝐷

�𝐹 (𝑟(𝑠)), 𝑟′(𝑠)� 𝑑𝑠

= ∫
𝜕+𝐷

�𝐹 ,𝑁𝑒� 𝑑𝑠 .

Osservazione. Se il campo 𝐹 è irrotazionale l’integrale lungo la sua frontiera è nullo.

Esempio (Formaargomento).

Consideriamo ancora una volta la forma argomento

𝜔(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥 +
𝑥

𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑦, Dom(𝜔) = ℝ2 ∖ (0, 0) .

Supponiamo di voler calcolare l’integrale curvilineo del campo 𝐹 associato alla forma
lungo un dominio ammissibile𝐷 qualsiasi. Dalle considerazioni precedenti sappiamo
che la forma argomento è chiusa, quindi 𝐹 è irrotazionale, ma non possiamo applicare il
teorema di Stokes perché 𝐹 ∉ 𝒞1(𝐷): restringiamo quindi 𝐷 a 𝐷∖ 𝐷𝜀 sottraendo a 𝐷 un
disco di raggio 𝜀, anch’esso centrato nell’origine – che è il punto singolare. Otteniamo
quindi un dominio ammissibile in cui possiamo applicare i risultati che appena visti,

quindi deve essere

0 =�
𝐷∖𝐷𝜀

�rot 𝐹 , 𝑘⃗� 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫
𝜕+𝐷

𝜔 − ∫
𝜕+𝐷𝜀

𝜔 .
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Abbiamo dunque

∫
𝜕+𝐷𝜀

𝜔 = ∫
2𝜋

0

𝜀(sin2 𝑡 + cos2 𝑡)
𝜀(sin2 𝑡 + cos2 𝑡)

= 2𝜋 ⟹ ∫
𝜕+𝐷

𝜔 = 2𝜋 ,

indipendentemente dal cammino.

Concludiamo, omettendone la dimostrazione, con il

Teorema 10.9.3. (Teoremadella divergenzanello spazio).

Sia 𝑉 ⊆ ℝ3 un dominio la cui frontiera è una superficie regolare, chiusa e orientata nel verso dato da

𝑁𝑒𝑥𝑡, il versore normale esterno alla superficie, e sia𝐹 ∶ 𝑉 ℝ3, 𝐹 ∈ 𝒞1(𝑉). Allora

�
𝑉
div(𝐹 ) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 =�

Σ
�𝐹 ,𝑁𝑒𝑥𝑡� 𝑑𝜎 .

10.10 alcuni cenni di teoria degli integrali multipli gene-

ralizzati

La teoria degli integrali doppi può essere estesa inℝ𝑛; si hanno le seguenti corrispondenze:

ℝ2 ℝ𝑛

Rettangolo 𝑅 Prodotto di n-intervalli 𝑄 = ∏𝑛
𝑖=1[𝑎𝑖, 𝑏𝑖] ⊆ ℝ𝑛

Area |𝑅| = (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) Volume n-dimensionale |𝑄| = ∏𝑛
𝑖=1(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)

Partizioni 𝑃1 × 𝑃2 Partizioni 𝑃1 × … × 𝑃𝑛 𝑃𝑖 = {𝑎𝑖 = 𝑥1,𝑖 < … < 𝑥𝑘,𝑖 = 𝑏𝑖}

Somme inferiori 𝑠(𝒫, 𝑓) = ∑𝑘1
𝑗1=1…∑𝑘𝑛

𝑗𝑛=1𝑚𝑗1…𝑗𝑛 |𝑄𝑗1…𝑗𝑛 |

Somme superiori 𝑆(𝒫, 𝑓) = ∑𝑘1
𝑗1=1…∑𝑘𝑛

𝑗𝑛=1 𝑀𝑗1…𝑗𝑛 |𝑄𝑗1…𝑗𝑛 |

Somme di Riemann 𝜎(𝒫, 𝑓) = ∑𝑘1
𝑗1=1…∑𝑘𝑛

𝑗𝑛=1 𝜇𝑗1…𝑗𝑛 |𝑄𝑗1…𝑗𝑛 |

con

𝑚𝑗1…𝑗𝑛 = inf
𝑄𝑗1…𝑗𝑛

𝑓 ≤ 𝜇𝑗1…𝑗𝑛 = 𝑓(𝑥
∗
𝑗1…𝑗𝑛

) ≤ sup
𝑄𝑗1…𝑗𝑛

𝑓 = 𝑀𝑗1…𝑗𝑛 .

Rimangono invariati i concetti di:

n misura di Peano-Jordan;
n insiemimisurabili (come i grafici delle funzioni 𝑥𝑛 = 𝑓(𝑥1, … 𝑥𝑛−1);
n insiemi di misura nulla;
n funzioni integrabili su regioni misurabili;
n integrabilità delle funzioni generalmente continue;
n integrazione su domini semplici:

𝐷 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ (𝑥1, … , 𝑥𝑛−1) ∈ Ω ⊆ ℝ𝑛−1, 𝑔1(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1) ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑔2(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1)} ;

in particolare, inℝ3 si parla di integrazione per fili e per strati;
n formule di riduzione – su domini semplici cambiare l’ordine d’integrazione non

influisce sul risultato.
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10.11 † integrazione per fili e per strati

Data𝑓 ∶ 𝑉 ⊆ ℝ3 ℝ3 integrabile secondo Riemann, l’ordine con cui si calcola effettiva-

mente l’integrale

�
𝑉
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

assume un significato geometrico preciso. Per osservare questo fatto, supponiamo che

𝑉 = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] × [𝑎3, 𝑏3] e integriamo lungo l’asse 𝑧:

�
𝑉
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 =�

[𝑎1,𝑏1]×[𝑎2,𝑏2]
𝑑𝑥 𝑑𝑦∫

𝑏3

𝑎3
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 .

Questa formula è detta d’integrazione per fili.

z

y

x

(x̄, ȳ)

Figura 10.2– In questo caso, integrandoperfili si fissa 𝑥̃, 𝑦̃ e si integra lungo il filoverticale.

L’altromodo di calcolare gli integrali tripli è permezzo della formula d’integrazione per

strati

�
𝑉
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = ∫

𝑏1

𝑎1
𝑑𝑥�

[𝑎2,𝑏2]×[𝑎3,𝑏3]
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑦 𝑑𝑧 .

z

y

x

Figura 10.3 – In questo caso, integrando per strati si fissa 𝑥 e si integra lungo lo “strato”.
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Osservazioni.
n Non sempre è possibile – od opportuno – integrare in entrambi i modi.
n Le formule ottenute integrando lungo fili o strati diversi da quelli presentati

nell’esempio si dicono comunque d’integrazione per fili e per strati.

10.12 ‡ solidi di rotazione

Definizione 10.12.1. (Solidodi rotazione).

Un solido ottenuto ruotando una superficie intorno a un asse si dice solido di rotazione.

Osservando che i singoli punti del solido durante la rotazione descrivono una circonferenza,

è naturale calcolare il volume col metodo dell’integrazione per strati, fissando l’asse di rota-

zione: otteniamo così dei cerchi, il cui raggio è una funzione della coordinata lungo l’asse di

rotazione – nell’esempio rappresentato in figura è 𝑟(𝑧). Di conseguenza, il volume risulta

Vol(𝑉) =�
𝑉

1 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = ∫
ℎ

0
𝐴(𝑧) 𝑑𝑧 = ∫

ℎ

0
𝜋 ⋅ 𝑟2(𝑧) 𝑑𝑧 .

z

y

x

r(z)

Figura 10.4 – Esempio di solido di rotazione.

Concludiamo citando l’utile

Teorema 10.12.1. (di Pappo-Guldino).

Sia 𝑆 un insieme limitato e misurabile contenuto nel piano 𝑥 = 0 e sia 𝑉 il solido ottenuto facendo
ruotare 𝑆 attorno all’asse 𝑧. Allora

Vol(𝑉) = 2𝜋 Area(𝑆) 𝑦𝐵

con 𝑦𝐵 coordinata 𝑦 del baricentro di 𝑆.
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appendice A
Appendice

‘‘Probabilmente c’era unmodo più intelligente di dirlo, ma ci siamo capiti.”

BrunoToaldo, o qualunque altro matematico, probabilmente.

Attenzione! Consigliamo caldamente di provare a svolgere gli esercizi prima di leg-

gerne le soluzioni.

a.1 esercizi su forme differenziali

Esercizio (Esercizio 1, prova scritta del 17/06/2021).

Sia 𝑓 ∈ 𝒞1(ℝ;ℝ) tale che 𝑓(1) = 0 e sia data la forma differenziale

𝜔(𝑥, 𝑦) = �−
𝑦
𝑥2 +

1
𝑦� 𝑑𝑥 + �𝑓 �

𝑥
𝑦2 � +

1
𝑥� 𝑑𝑦.

1. Determinare 𝑓 inmodo che𝜔 sia esatta nell’insieme

Ω = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 > 0, 𝑦 > 0}.

2. Sia 𝛾 il grafico della funzione 𝜙(𝑥) = sin(2𝑥) + 3 cos(4𝑥), 𝑥 ∈ [𝜋, 2𝜋]. Stabilire se la
curva 𝛾 è semplice, regolare, chiusa.

3. Per la scelta di 𝑓 al punto (𝑎) calcolare

∫
𝛾

𝜔.

Soluzione.

1. Poiché 𝜔 ∈ 𝒞1(Ω) con Ω stellato sappiamo se 𝜔 è chiusa allora è anche esatta.

179
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Imponiamo che𝜔 sia chiusa e deduciamone 𝑓:

𝜕𝑥 �𝑓 �
𝑥
𝑦2 � +

1
𝑥� = 𝜕𝑦 �−

𝑦
𝑥2 +

1
𝑦�

1
𝑦2𝑓

′ �
𝑥
𝑦2 � −

1
𝑥2 = −

1
𝑥2 −

1
𝑦2

𝑓′ �
𝑥
𝑦2 � = −1.

Abbiamo quindi che 𝑓(𝑢) = −𝑢 + 𝑐: imponendo il passaggio per (1,0) ricaviamo
che 𝑓(𝑢) = −𝑢 + 1.

2. Utilizziamo la parametrizzazione 𝛼(𝑢) = (𝑢, sin(2𝑢) + 3 cos(4𝑢)), dove 𝑢 ∈ [𝜋,2𝜋].
Sapendo che 𝛼 è 𝒞1, dalla prima componente si osserva sia l’iniettività sia che
𝛼′(𝑢) ≠ (0,0)per ogni𝑢 ∈ [𝜋,2𝜋]. Si noti come 𝛾non sia chiusa poiché𝛼(𝜋) ≠ 𝛼(2𝜋).

3. Utilizziamo ilmetodo delle integrazioni parziali per determinare il potenziale di𝜔:
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝜕𝑥𝜂 = −

𝑦
𝑥2 +

1
𝑦

𝜕𝑦𝜂 = −
𝑥
𝑦2 + 1 + 1

𝑥

Da ciò ricaviamo

𝑦
𝑥 +

𝑥
𝑦 + 𝑔(𝑦) =

𝑥
𝑦 + 𝑦 +

𝑦
𝑥 + ℎ(𝑥) ⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑔(𝑦) = 𝑦 + 𝑐′

ℎ(𝑥) = 𝑐″
,

dunque il nostro potenziale sarà

𝜂(𝑥, 𝑦) =
𝑥
𝑦 + 𝑦 +

𝑦
𝑥 + 𝑐

e l’integrale richiesto è pari a

∫
𝛾

𝜔 = 𝜂(𝛼(𝜋)) − 𝜂(𝛼(2𝜋)).

a.2 esercizi sull’applicazione del teorema di dini

Esercizio (Esercizio 6.a, Foglio 6 delTutorato, a. a. 22-23).

Sia

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥3 + 𝑦4 + 𝑧3 − 𝑥𝑧 − 2𝑥

e 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = (1,0,0). Si consideri l’equazione 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0.
1. Si verifichi che essa definisce implicitamente una unica funzione 𝑧 = Φ(𝑥, 𝑦)

definita in un intorno di (𝑥0, 𝑦0) e tale cheΦ(𝑥0, 𝑦0) = 𝑧0;
2. Si calcoli∇Φ(𝑥0, 𝑦0).

Soluzione.

1. La funzione 𝑓 ∈ 𝒞1 e soddisfa
a. 𝑓(1,0,0) = 0
b. 𝜕𝑧𝑓(1,0,0) = 3𝑧2 − 𝑥 = −1 ≠ 0
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Per il teorema di Dini esiste una funzione implicitaΦ(𝑥, 𝑦) definita in un intorno di
(1,0) tale che tale che 𝑧 = Φ(𝑥, 𝑦) e, in particolare,Φ(1,0) = 0.

2. Ricordiamo che il gradiente è definito come

∇Φ(𝑥0, 𝑦0) = �𝜕𝑥Φ(𝑥0, 𝑦0), 𝜕𝑦Φ(𝑥0, 𝑦0)� .

Osserviamo che

𝜕𝑥𝑓(1,0,0) = 6𝑥2 − 𝑧 − 2 = 4𝜕𝑦(1,0,0) = 4𝑦3 = 0𝜕𝑧(1,0,0) = 3𝑧2 − 𝑥 = −1

pertanto

𝜕𝑥Φ(𝑥0, 𝑦0) = −
𝜕𝑥(𝑥0, 𝑦0, Φ(𝑥0, 𝑦0))
𝜕𝑧(𝑥0, 𝑦0, Φ(𝑥0, 𝑦0))

= 4

𝜕𝑦Φ(𝑥0, 𝑦0) = −
𝜕𝑦(𝑥0, 𝑦0, Φ(𝑥0, 𝑦0))
𝜕𝑧(𝑥0, 𝑦0, Φ(𝑥0, 𝑦0))

= 0

da cui segue che∇Φ(𝑥0, 𝑦0) = (4,0).

a.3 esercizi su integrali doppi e tripli

Esercizio (Esercizio 2, prova scritta del 14/01/2020 -versioneA).

Si calcoli l’integrale

�
𝐷
𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

dove

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4, |𝑥 − 1| ≤ 𝑦 + 1}.

Soluzione. Il dominio𝐷 è dato dall’intersezione tra il disco chiuso di raggio 2 centra-
to nell’origine e la funzione valore assoluto traslata di un vettore (1, −1). Per risolvere
l’integrale suddividiamo𝐷 in𝐷1 ∪ 𝐷2 ∪ 𝐷3 come nella figura seguente.

y

x

D1

D2 D3

FiguraA.1 – Il dominio𝐷 con le suddivisioni𝐷1,𝐷2 e𝐷3 evidenziate.
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𝐷1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4, 𝑦 ≥ 0, 𝑦 ≥ −𝑥};
𝐷2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, −𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 0};
𝐷3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 1 ≤ 𝑥 ≤ 2, 𝑥 − 2 ≤ 𝑦 ≤ 0}.

Integrale su𝐷1. Passiamo alle coordinate polari:

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥 = 𝜌 cos(𝜃) 𝜌 ∈ (0,2)
𝑦 = 𝜌 sin(𝜃) 𝜃 ∈ �0, 3

4𝜋�

Nell’esempio a pag. 163 abbiamo già visto che |det(𝐽𝑇)| = 𝜌. Risolviamo quindi l’integrale

∫
2

0
𝜌3 𝑑𝜌 ∫

3
4 𝜋

0
sin(𝜃) cos(𝜃) 𝑑𝜃

effettuando la sostituzione 𝑡 = cos(𝜃), da cui 𝑑𝜃 = − 𝑑𝑡
sin(𝜃) . Si ha

∫
2

0
𝜌3 𝑑𝜌 ∫

cos(3
4 𝜋)

cos(0)
𝑡 sin(𝜃) �−

𝑑𝑡
sin(𝜃)� = ∫

2

0
𝜌3 𝑑𝜌 ∫

cos(3
4 𝜋)

cos(0)
−𝑡 𝑑𝑡 = �

𝜌4

4 � �
2

0
�−
𝑡2

2 � �
− 1
√2

1
= 1 .

Integrale su𝐷2. In questo caso non è necessaria alcuna sostituzione:

∫
1

0
𝑥𝑑𝑥∫

−𝑥
𝑦 𝑑𝑦 = ∫

1

0

𝑥
2𝑦

2�−𝑥0 𝑑𝑥 = −∫
1

0

𝑥3

2 𝑑𝑥 = −
𝑥4

8 �
1

0
= −

1
8 .

Integrale su𝐷3. Anche in questo caso procediamo direttamente al calcolo:

∫
2

1
𝑥𝑑𝑥∫

0

𝑥−2
𝑦 𝑑𝑦 = ∫

2

1
−
𝑥
2 (𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 = −1

2 �
𝑥4

4 −
2𝑥3

3 + 𝑥2� �
2

1
= −

5
24 .

In conclusione,

�
𝐷
𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 1 − 1

8 −
5
24 =

2
3 .

a.4 esercizi su equazioni differenziali ordinarie

Esercizio (Esercizio 2, prova scritta del 29/06/2020).

Si consideri il problema di Cauchy

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝑦′ =

𝑦(1 − 𝑦)
1 + 𝑡2

𝑦(0) = 1
2

.

(i) Motivare l’esistenza di un’unica soluzione definita su tuttoℝ.
(ii) Dopo aver determinato tale soluzione, calcolarne i limiti agli estremi del dominio

di definizione.

(iii) Era possibile applicare il teorema dell’asintoto orizzontale a tale problema per

arrivare alla conclusione del punto (ii)? Motivare la risposta.
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Soluzione.

(i) Osserviamo che 𝑓(𝑡, 𝑦) è ben definita per ogni 𝑡 ∈ ℝ ed è continua. Osserviamo che

𝑦 = 0 e 𝑦 = 1 sono soluzioni costanti; per il teorema di esistenza e unicità la soluzione
con dato iniziale 1

2 si devemantenere all’interno della striscia definita dalle due
soluzioni costanti: la soluzione richiesta è quindi limitata e si può applicare il

teorema di esistenza globale.

(ii) Per determinare la soluzione prima esplicitiamo

∫
1

𝑦(1 − 𝑦) 𝑑𝑦 = ∫
1

1 + 𝑡2
𝑑𝑡

epoi imponiamo il passaggioper il puntonoto. Iniziamorisolvendosingolarmente

i due integrali:

∫
1

𝑦(1 − 𝑦) 𝑑𝑦 = ∫
1
𝑦 +

1
(1 − 𝑦) 𝑑𝑦 = log�𝑦� − log�1 − 𝑦� + 𝑘 ;

∫
1

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 = arctan(𝑡) + 𝑞 .

Utilizzando il dato iniziale, si ha che

log �
1
2� − log �1 −

1
2� = arctan(0) + 𝑐 ⟹ 𝑐 = 0

e grazie ad alcuni passaggi algebrici otteniamo

𝑦
1

1 − 𝑦 = exp(arctan(𝑡))

𝑦 = (1 − 𝑦) exp(arctan(𝑡))

𝑦 =
exp(arctan(𝑡))

1 + exp(arctan(𝑡)) .

Notiamo che il risultato ottenuto è ben definito, in quanto si ha che 𝑦 ∈ (0, 1) e
exp(arctan(𝑡)) ≥ 0. Resta solo da calcolarne i limiti agli estremi:

lim
𝑡→∞

exp(arctan(𝑡))
1 + exp(arctan(𝑡)) =

𝑒𝜋/2

1 + 𝑒𝜋/2

lim
𝑡→−∞

exp(arctan(𝑡))
1 + exp(arctan(𝑡)) =

𝑒−𝜋/2

1 + 𝑒−𝜋/2 =
1

1 + 𝑒𝜋/2
.
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−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

t

y(t)

Figura A.2 – Le soluzioni costanti dell’equazione differenziale in questione e la soluzione
del problema di Cauchy associato.

(iii) Non avremmo potuto: sebbene sia facile osservare che l’unica soluzione costante

è 𝑦 = 1 e questo, unito al fatto che la funzione èmonotona crescente, ci garantisce
l’esistenza di un asintoto per 𝑡 → +∞, non avremmo potuto dire quale valore
avrebbe assunto la funzione – il risultato del punto precedente è più forte.

Esercizio (Esercizio 4, prova scritta del 04/02/2020 -versioneA).

Si consideri il problema di Cauchy

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑦′ = 𝑦

𝑡 + 1
𝑦(1) = 1

.

(a) Motivare l’esistenza di un’unica soluzione locale del problema di Cauchy.

(b) Determinare l’intervallo massimale di definizione, 𝐼 = (𝑇𝑚𝑖𝑛, 𝑇𝑚𝑎𝑥), della soluzione
del punto (a), 𝑦. Motivare la risposta.

(c) Calcolare

lim
𝑡→ 𝑇−𝑚𝑎𝑥

𝑦

e studiare la concavità di 𝑦 su 𝐼.
(d) Si definisca

𝑧(𝑡) =
𝑦
𝑡 .

Determinare il problema di Cauchy soddisfatto da 𝑧, quindi risolverlo determi-
nando l’espressione analitica di 𝑧.

(e) Dedurre l’espressione di 𝑦 e tracciarne il grafico.

Soluzione.

(a) Verifichiamo le ipotesi del teorema di esistenza e unicità locale (teorema 9.4.1):

(i) La funzione 𝑓 è continua in (0, +∞).
(ii) Dobbiamoverificare che 𝑓 sia localmente lipschitziana in 𝑦 in𝐷, uniforme-

mente rispetto a 𝑡. Per fare ciò osserviamo che basta verificarlo sugli intervalli
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del tipo [2−𝑛, +∞): infatti, si ha che∪𝑛∈ℕ[2−𝑛, +∞) = (0, +∞), ma

||𝑡−1(𝑦1 + 1 − 𝑦2 − 1)|| = ||𝑡−1(𝑦1 − 𝑦2)|| ≤ 2−𝑛||𝑦1 − 𝑦2|| , ∀ 𝑡 ∈ [2−𝑛, +∞).

Alternativamente, si poteva calcolare 𝑦″ e osservare che è continua su 𝐼:

�
𝑦
𝑡 + 1�

′
=
𝑡𝑦′ − 𝑦
𝑡2

=
𝑡( 𝑦𝑡 + 1) − 𝑦

𝑡2
=
𝑡
𝑡2
= 𝑡−1.

(b) Siccome una funzione integrale non può ammettere discontinuità l’intervallo

massimale di definizione sarà (0, +∞).
(c) La derivata seconda è strettamente positiva su tutto 𝐼, quindi la derivata prima

saràmonotona crescente e siccome 𝑦′(1) = 1
1 + 1 = 2 si avrà che

lim
𝑡→+∞

𝑦 = ∞

Infatti, la monotonia della derivata implica l’esistenza del limite, il fatto che

lim
𝑡→+∞

𝑦′ ≠ 0

impedisce di avere un asintoto orizzontale.

(d) Derivando
𝑦
𝑡 nello stessomodo in cui abbiamo ricavato 𝑦

″ otteniamo 𝑡−1 da cui

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑧′ = 1

𝑡
𝑧(1) = 1

.

Risolviamo quindi ∫ 𝑑𝑧 = ∫ 𝑡−1 𝑑𝑡 e otteniamo

𝑧 = log(𝑡) + 𝑐 .

Imponendo che 𝑧(1) = 1 si ha 1 = 0 + 𝑐, da cui segue 𝑐 = 1 e quindi

𝑧 = log(𝑡) + 1 .

(e) L’espressione di 𝑦 = 𝑡𝑧 sarà
𝑦 = 𝑡(log(𝑡) + 1) .
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−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

t

y(t)

FiguraA.3 –Grafico della soluzione 𝑦 = 𝑡(log(𝑡) + 1).

Si può ricavare direttamente l’espressione analitica di 𝑦? Sì: per prima cosa osservia-
mo che per 𝑡 ≠ 0 abbiamo un’equazione lineare di cui vogliamo determinare la soluzione
passante per il punto (1,1). Siano

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑎(𝑥) = 𝑡−1

𝑏(𝑥) = 1

con 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝒞0((0, +∞)) e 1 ∈ (0, +∞), quindi abbiamo un’unica soluzione su 𝐼 =
(0, +∞): per determinarla usiamo la formula

𝑦(𝑥) = 𝑒𝐴(𝑥) �∫ 𝑏(𝑥)𝑒−𝐴(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶�

dove 𝐴(𝑥) = log(𝑥) è una primitiva di 𝑎(𝑥). Un esercizio svolto simile è l’Esercizio 3 della
prova scritta del 15/01/18 - versione A.

Un’altra possibile soluzione. Osserviamo che l’equazione

𝑦′ =
𝑦
𝑡 + 1

è lineare non omogenea. Se 0 ∈ 𝐽 ⊆ ℝ, possiamo esprimere la soluzione 𝑦 come somma
della soluzione dell’equazione differenziale omogenea 𝑦𝑜𝑚 più una soluzione particolare
𝑦.

𝑦 = 𝑦𝑜𝑚 + 𝑦

(𝑦𝑜𝑚)′ =
𝑦
𝑡 ⇒ 𝑦𝑜𝑚 = 𝑐𝑡 .

Cerchiamo 𝑦 = 𝐶𝑒−𝐴(𝑡):

𝑦 = 𝑐(𝑡)𝑡 ⇒ 𝑐′𝑡 + 𝑐 =
𝑐𝑡
𝑡 + 1 ,

da cui ricaviamo 𝑐′ = 1
𝑡 e quindi 𝑐 = log �

𝑡
𝑡0
� dove 𝑡0 è una costante arbitraria, che assorbe

anche la 𝑐 del precedente passaggio. In realtà per 𝑡0 > 0 la soluzione vale per 𝑡 > 0,
altrimenti per 𝑡0 < 0 vale per 𝑡 < 0. Questa è la soluzione generale che è singolare in 𝑡 = 0.
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Esempio (Esercizio 4, prova scritta del 14/01/2020 -versioneA).

Si consideri l’equazione lineare del secondo ordine

𝑦″ + 2𝑦′ + 𝑦 = log(𝑥)
𝑒𝑥 .

1. In base ai risultati teorici studiati, stabilire l’intervallomassimale di definizione

dei problemi di Cauchy ad essa associati.

2. Determinare l’insieme delle soluzioni dell’equazione e stabilire se ammette solu-

zioni limitate.

Soluzione.

1. Sia 𝑎 = 𝑐 = 1, 𝑏 = 2 e
𝑓(𝑥) =

log(𝑥)
𝑒𝑥

sono 𝒞∞((0, +∞)) quindi l’intervallo massimale di definizione sarà 𝐼 = (0, +∞).
2. Per la risoluzione di questo esercizio useremo ilmetodo di variazione delle costanti

(proposizione 9.10.1). Cominciamo risolvendo l’equazione omogenea associata

𝑦″ + 2𝑦′ + 𝑦 = 0. L’unico zero di 𝜆2 + 2𝜆 + 1 = 0 è −1; l’insieme delle soluzioni è
quindi {𝑥𝑒−𝑥, 𝑒−𝑥}. Dobbiamo risolvere il sistema:

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑐′1𝑒−𝑥 + 𝑥𝑐′2𝑒−𝑥 = 0
−𝑐′1𝑒−𝑥 + 𝑐′2𝑒−𝑥 − 𝑥𝑐′2𝑒−𝑥 = 𝑒−𝑥 log(𝑥)

⟹
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑐′1 + 𝑥𝑐′2 = 0
𝑐′2 = log(𝑥)

.

Integrando l’ultima equazione si ha

𝑐2 = 𝑥(log(𝑥) − 1) + 𝑘2,

quindi

𝑐1 =
𝑥2

4 (1 − 2 log(𝑥)) + 𝑘1

e le soluzioni saranno

𝑥𝑒−𝑥(𝑥(log(𝑥) − 1) + 𝑘2) + 𝑒−𝑥 �
𝑥2

4 (1 − 2 log(𝑥)) + 𝑘1�

con 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ. Le soluzioni sono tutte limitate.
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