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“Sai, ver essere un matematico non aveva abbastanza immaginazione; ma ora é diventato un poeta e se la
ol ’
cava davvero bene.”

DaviID HILBERT, riferendosi a ino-Badiale all autore del Manualozzo™ .

Guardando la copertina di questo testo, dei potenziali lettori - si, parlo con voi - si potrebbero
chiedere: “Ma che diamine &€ un Manualozzo™ ?”

ANUALOZZO™ s. m. [der. di manuale, col suff. -0zzo]. - Appunti di lezioni univer-
sitarie scritti da studenti, senza troppe pretese di formalita e potenzialmente non
totalmente corretti, ma sono comunque meglio che niente.!

Dunque, quello che state leggendo ¢ il Manualozzo™ di Fisica 2, appunti a quattro mani
basati sull'omonimo corso tenuto dai docenti Lorenzo Bianchi e Lorenzo Magnea nell’a.a.
2021-2022 presso il Dipartimento di Matematica dell’'Universita degli Studi di Torino.
Questo testo ripercorre le scoperte scientifiche e le rivoluzioni epistemologiche che caratte-
rizzarono la fisica dell’Ottocento e dei primi del Novecento.

In particolare, esploreremo estensivamente una delle teorie piu raffinate della Fisica classi-
ca,'elettromagnetismo. I prerequisiti necessari sono gli argomenti trattati nei corsi di
ANALISI MATEMATICA UNO, ANALISI MATEMATICA DUE e Fisica UNO - con qualche
nozione di GEOMETRIA 3e MECCANICA RAZIONALE.

Ma il Manualozzo™ non é una mera sbobinatura delle lezioni: in aggiunta agli argomenti
trattati nella teoria, potrete trovare a fine libro delle utili postille con alcune digressioni
interessanti, nonché tabelle ed elenchi riepilogativi dei teoremi, delle definizioni e delle pro-
prieta affrontate - il tutto, ovviamente, in Technicolor™. Purtuttavia, ci duole ammetterlo,
gli autori non sono esseri infallibili: saranno sicuramente sfuggiti degli errori (o degli orrori,
la cui causa e solamente degli autori che non hanno studiato bene e assolutamente non dei
professori), per cui ogni segnalazione - direttamente agli autori se ancora in vita oppure
su https://maxmaci.github.io - € ben gradita, in modo da migliorare le future edizioni del
Manualozzo™ .

'Nota per l'ufficio legale: il ™ in Manualozzo™ non ¢é legalmente vincolante - per il momento.
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NOTE GENERALI ALLALETTURA

Quanto indicato con il simbolo * sono degli approfondimenti non necessari - ma possono essere
comungque utili ed interessanti per un lettore curioso.

Le sezioni “Eserciziamoci!” sono dedicate ad esercizi con corrispettive soluzioni: sono
simili talvolta a dei risultati teorici gia visti, ma tendono ad essere piu applicativi.

NOTE PER GLI ENVIRONMENT

Se alcuni professori sono noti per abusare le notazioni, i Manualozzi™ sono noti per abusare
di environment - gli ambienti colorati che vedrete in queste pagine; di seguito ci sono alcune
informazioni su di essi.

Teoremi, proposizioni, lemmi e corollari possono essere seguiti da una dimostrazione, come nell’e-
sempio di seguito...

TEOREMA 0.0.1. - ESISTENZA DEI MONOPOLI MAGNETICI.
Esistono i monopoli magnetici.

DiMmosTRAZIONE. La dimostrazione si basa sulla congettura verificabile macrosco-
picamente che I’atomo sia indivisibile e indistruttibile. Supponiamo per assurdo che
un magnete - ossia un dipolo magnetico - si possa dividere sempre in dipoli magnetici.
Possiamo supporre senza particolari problemi di dividerlo fino ai suoi atomi fondamen-
tali: poiché sono indivisibili e non sono dipoli, si ha un assurdo. E immediato quindi
immaginare che gli atomi siano i monopoli magnetici dell’enunciato. O

... oppure essere forniti senza dimostrazione e quindi nell’enunciato troverete alla fine il
simbolo [I:

COROLLARIO 0.0.I. - VALIDITA DELLA TEORIA DELLE STRINGHE.
Sulla base del teorema precedente per induzione sul numero di atomi esistono le stringhe. O

Alcuni degli environment pi comuni dopo questi sono le osservazioni e gli esempi, che sono
autoesplicativi. Ci sono anche altri environment, meno comuni, fra cui...

DIGRESSIONE. Sono argomenti non prettamente trattati in questo corso che, tuttavia,
hanno un legame con esso: possono aggiungere informazioni e punti di vista a qualcosa visto
nei corsi precedenti oppure fornire delle anticipazioni per dei corsi futuri.

ATTENZIONE! Sono delle osservazioni mirate e rivolte spesso a segnalare errori frequen-
ti, dovuti principalmente a proprieta che non si verificano in quel dato tangente.

INTUITIVAMENTE... Sono delle interpretazioni euristiche di una definizione difficile o
di un risultato ostico che possono aiutare a capire il perché di tale cosa - per quanto non
siano sempre valide a livello formale.

NOTE PERGLI ELENCHI DELLE DEFINIZIONI E DEI TEOREMI

In fondo al Manualozzo si possono trovare degli elenchi con tutte le definizioni, assiomi e
risultati teorici visti: ognuno di essi e indicato nel formato X#.#.#. TITOLO, dove X ¢ una
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sigla per indicare il tipo di definizione/risultato, mentre #.#.#. individua il capitolo, la sezione
e il numero per quell’oggetto nella sezione. I significati delle sigle sono elencati di seguito:

m  D: Definizione. m L:Lemma.
m T:Teorema. m C:Corollario.
m  PR: Proposizione. m  PT: Proprieta.
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ELETTRICITA






CAPITOLO 1

ILCAMPO ELETTROSTATICO

“Piper: Non so neanche i concetti base dellelettricita.

Joel Luschek: Ripeti dopo di me: ’Non prendere la scossa’.
Piper: Non prendere la scossa.

Joel Luschek: Bene, ora hai il concetto base.”

ORANGE Is THE NEw BLACK.

A MECCANICA ci descrive come funziona un sistema soggetto ad una certa forza. Ad
Loggi, siamo riusciti a ricondurre tutte le forze ad alcune interazioni fondamentali; in
ordine di magnitudine decrescente:

m  (Nucleare) Forte.

m Elettromagnetica.

m  (Nucleare) Debole

m Gravitazionale
Wow, sono davvero poche! Dove sono la frizione, la forza elastica, le reazioni vincolari, le
forze chimiche che legano le particelle, gli urti tra le palle del biliardo? Che ci crediate o
no, tutte queste forze sono elettromagnetiche. E le altre interazioni fondamentali che fine
fanno?

Le interazioni (nucleari) forti tengono uniti i quark che costituiscono neutroni e proto-
ni, nonché legano assieme protoni e neutroni nel nucleo atomico, ma agiscono su una scala
cosi piccola che risultano essere completamente impercettibili - pur essendo centinaia di
volte piu forti delle forze elettromagnetiche!

Le interazioni (nucleari) deboli, che riguardano certi procedimenti di decadimenti nu-
cleari, hanno un nome autoesplicativo: sono forze a microscopico raggio d’azione e sono piu
deboli delle forze elettromagnetiche.

Non parliamo poi della interazione gravitazionale: essa e terribilmente debole nonostan-
te abbia un range d’azione infinito, e la notiamo solamente in presenza di grandi, enormi
concentrazioni di massa - i pianeti e le stelle. Se al posto delle forze elettriche 'atomo fosse
tenuto assieme da forze gravitazionali, un singolo atomo di idrogeno sarebbe piu grande
dell'intero universo osservabile.

Quindi, non solo le forze elettromagnetiche sono quelle dominanti nella vita di tutti i
giorni (sono potenti e hanno un range d’azione infinito), ma sono anche le sole che al momento



4 CAPITOLO 1. ILCAMPO ELETTROSTATICO

sono completamente spiegate da una teoria. Certo, c’¢ una teoria gravitazionale classica e
relativistica, ma non ne esiste una soddisfacente in campo quantistico; per le forze deboli c’e
una teoria popolare, ma ostica, e per le forti si sta facendo strada la cromodinamica... eppure,
nessuna di queste teorie puo vantare una verifica sperimentale definitiva. La cosa curiosa e
che tutte queste teorie sperimentali si rifanno al modello perfetto, da emulare, delle leggi
(classiche) dellelettromagnetismo.

Anche se le prime osservazioni sui fenomeni elettromagnetici sono attribuite al filosofo
greco Talete nel VI secolo a.C., fu grazie alle innumerevoli scoperte di Franklin, Coulomb,
Ampere, Faraday, Volta e tanti altri che James Clerk Maxwell impacchetto tutto questo
bagaglio scientifico in quattro, stupende formule matematiche - che probabilmente avrete
visto per la prima volta su una discutibile maglietta di un fan sfegatato della Fisica.

Prima di arrivare a formulare tutte le equazioni di Maxwell, tuttavia, ci conviene fare
un tour guidato attraverso la storia di questa disciplina, costruendo passo per passo queste
leggi facendo le stesse osservazioni dei piu famosi scienziati che lavorarono sull’elettroma-
gnetismo - chiaramente, viste con degli strumenti matematici moderni.

In questo Capitolo, dopo un excursus storico dello studio dei fenomeni elettrostatici,
introdurremo la legge di Coulomb per parlare del metodo moderno con cui si parla di
elettricita e magnetismo, ossia il formalismo dei campi vettoriali. Nella seconda parte
del capitolo ci occuperemo di studiare dei casi semplificati di situazioni fisiche comuni in
elettrostatica: il dipolo elettrico e (alcune) distribuzioni continue di cariche.

1.1 IPRIMISTUDISULL'ELETTRICITA

Gia, ma... che significa il termine “elettromagnetismo”? La sua etimologia permette di
svelare molte informazioni su come stati osservati in natura questi fenomeni:

m “Elettro” e “elettricita” derivano da elettricus, parola latina coniata nel 1600 da William
Gilbert nel suo trattato De Magnete, derivata a sua volta dal termine elektron, “ambra”
in greco: infatti, le popolazioni attorno al Mediterraneo sapevano che oggetti in
ambra, se strofinati con il pelo di gatto o col vello di lana, erano in grado di attrarre
oggetti leggeri come piume e pagliuzze.

m “Magnetismo” deriva da magnetis lithos, “pietra di Magnesia” in greco: sull'isola egea
di Magnesia erano diffuse rocce di magnetite, un minerale ferroso che in certi casi e
capace di attrarre piccoli pezzetti di ferro.

Elettrizzazione per strofinio Il gia citato Gilbert fu il primo a dare un certo rigore allo
studio di questi fenomeni. Sperimentando sistematicamente con vari materiali, egli descris-
se gli effetti delle azioni elettriche per strofinio - anche noto come effetto triboelettrico)
- come segue:
a) Due oggetti della stessa sostanza, dopo essere stati
strofinati da un panno, si respingono se sono vicini
I'un I'altro.
b) Due oggetti di sostanze diverse possono attrarsi o respin-
gersi, a seconda dei materiali presi; ad esempio, vetro
e ambra si attraggono.
c) Due oggetti che sono attratti separatamente da un
terzo oggetto si respingeranno a vicenda.
d) Unoggetto ¢ attratto da un materiale e un’altro ogget-
to € respinto da quel materiale, allora i due oggetti si
attraggono tra di loro.

Gilbert sperimento tante combinazioni di

materiali, ma non “pelo di gatto” e “polisti-
rolo da imballaggio”. Immagino non avesse

un gatto per farlo.
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Da queste osservazioni Gilbert concluse I'esistenza di due tipi diversi di elettrizzazione,
attribuite a cariche elettriche differenti.

DEFINIZIONE I.I.I. - CARICA ELETTRICA POSITIVA E NEGATIVA.
Convenzionalmente, si dice che:
m  Corpi come il vetro acquisiscono carica elettrica positiva, indicata con il segno
piu (+).
m  Corpi come I'ambra acquisiscono carica elettrica negativa, indicata con il segno
meno (—).
Sintetizzando quanto detto:
m Cariche elettriche dello stesso segno (+/+, —/—) si respingono.
m Cariche elettriche di segno opposto (+/—) si attraggono.

I1 buon vecchio Gilbert si accorse anche che, seppur esistevano materiali (ambra, vetro, eba-
nite, bachelite...) che venivano elettrizzati per strofinio, altri (metalli, il corpo umano...)non
venivano proprio elettrizzati. I primi li chiamo isolanti, i secondi conduttori.

La struttura della materia e i fenomeni elettrostatici Gilbert scrisse per bene tutte que-
ste osservazioni nel suo trattato De Magnete, scritto nel 1600: all'epoca non poteva spiegare
perché succedeva cio che aveva descritto, ma noi grazie alla conoscenza della struttura microsco-
pica della materia possiamo farlo. Senza perderci in tanti dettagli, la materia e fatta di atomi,
tutti costituiti da tre particelle: protoni p, neutronin ed elettroni e, rispettivamente di
massa

m m,=16725-10"27kg

m m, =16748 1027 kg

n m, = gromp = 9.1091- 1073 kg
Riprendendo la convenzione precedente, si vede che il protone ha carica positiva, mentre
’elettrone ha carica negativa e il neutrone non ha carica elettrica; ad oggi non e osservata
alcuna carica elettrica piu piccola di quella del protone o dell’elettrone - in altre parole, la
carica elettrica & una grandezza quantizzata’. Indicheremo con —e la carica dell’elettrone
e, in virtu della quantizzazione della carica elettrica, la chiameremo carica elementare,
mentre con +e indicheremo la carica del protone.

Il nucleo, costituito da protoni e neutroni, sta saldamente assieme grazie all'interazione
nucleare forte che sovrasta le azioni repulsive delle cariche positive, che tra ’altro rendono
il nucleo carico positivo. Attorno al nucleo orbitano, attratte da forze elettriche, gli elettroni:
queste particelle sono in numero pari al numero di protoni nel nucleo e, a differenza di essi,
sono molto piu liberi di muoversi nello spazio circostante il nucleo. Si osserva che 'atomo e,
nel suo complesso, elettricamente neutro, dato che la carica del protone e dell’elettrone € uguale
in modulo e la carica complessiva. Questo e estremamente importante per la struttura della
materia; se non ci fosse questa cancellazione? della carica, saremmo soggetti a forze estreme:
una patata esploderebbe violentemente se ci fosse anche solo una cancellazione imperfetta
dell’'ordine di una parte su 1010,

Sostanze diverse hanno legami piti o meno deboli tra il nucleo e gli elettroni, in particolari
quelli periferici. Cosa succede, a livello microscopico, con I'elettrizzazione per strofinio? Il
contatto tra i due corpi trasferisce per mezzo meccanico elettroni dello strato superficiale da

'La quantizzazione della carica é evidente a livello atomico e subatomico, ma diventa inapprezzabile se la
non riescono a misurare variazioni dell'ordine della carica elementare - sperimentalmente si € visto intorno a
cariche soprai200e. Negli esperimenti normali di elettrostatica la carica e di fatto una quantita continua.

*Per cancellazione non intendiamo che le carica si annichiliscono fisicamente, ma che i loro effetti si compensano,
non producendo alcuna interazione “esterna”.
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un corpo all’altro, dal corpo in cui sono meno fortemente legati verso quello in cui lo sono di
piu.
m Negli isolanti, le cariche trasferite per strofinio rimangono localizzate. Gli isolanti
non trasportano facilmente la carica.
m  Nei conduttori, le cariche elettriche negative sono libere di muoversi e non rimangono
localizzate. I conduttori trasportano facilmente la carica.
In altre parole, le forze elettriche sono una manifestazione fondamentale delle particelle
atomiche (cariche) che costituiscono la materia, ma si manifestano a livello macroscopico
quando viene disturbata la simmetria naturale tra cariche positive e negative presenti negli
atomi. Possiamo, in particolare, enunciare il seguente principio.

PRINCIPIO LII. - PRINCIPIO DELLA CONSERVAZIONE DELLA CARICA.
Poiché la carica totale di un corpo e data dalla somma algebrica di tutte le cariche, in un
sistema elettricamente isolato la carica totale rimane costante nel tempo, ossia si conserva.

Induzione elettrostatica Leffetto triboelettrico che abbiamo visto € un caso particolare di
elettrizzazione per contatto; tuttavia, si possono caricare corpi anche senza alcun contatto
diretto, come accade con I'induzione elettrostatica

Avviciniamo ad un conduttore C, preso elettricamente scarico e sostenuto da un supporto
isolante, un corpo carico D - ad esempio, carico positivamente. Il corpo carico esercita delle
forze elettriche sulle cariche microscopiche presenti sul conduttore; gli elettroni nel conduttore
sono liberi di muoversi sulla superficie e si dispongono nella zona di C piu vicina al corpo
carico, mentre la parte del conduttore piu distante da D risultera carica positivamente3. La
carica complessiva del conduttore €, per conservazione della carica, sempre nulla, ma le
cariche sono distribuite in modo non uniforme: convenzionalmente, pur essendo l'eccesso
di cariche positive in una parte del conduttore dovuto al moto delle cariche negative, diremo
che le cariche positive si sono spostate nella zona di C a maggior distanza da D.

Se collegassimo il conduttore C ad un conduttore 7' molto piu esteso di C, ad esempio
la Terra, di fatto si creerebbe un unico conduttore C + T praticamente infinito per i nostri
scopi. In questo caso, le cariche positive si allontanerebbero molto da D; se interrompessi-
mo il collegamento del conduttore a 7"il conduttore C resta carico negativamente - basta
allontanare D per ottenere C negativo con distribuzione uniforme di carica.

Misura delle cariche elettriche: I'’elettroscopio a foglie Abbiamo detto che la carica
elettrica € una grandezza quantizzata... ma non abbiamo ancora parlato di come definirla
esattamente, né di come misurarla! Almomento, ne diamo una definizione operativa, tramite
'elettroscopio a foglie

Dato un contenitore isolante e trasparente si consideri un asta metallica che lo penetra in
un foro in modo da rimanere bloccata. All'estremita inferiore, internamente al recipiente,
sono appese due sottilissime foglioline metalliche - generalmente d’oro - liberi di ruotare
attorno all’asse orizzontale dell’asta. Se 'asta metallica e scarica, le foglioline sono verticali
per effetto della gravita.

Toccando I’asta con un corpo carico, essa si carica e parte della corrente posseduta dall’a-
sta sidispone sulle foglioline. Poiché le foglioline sono cariche dello stesso segno, si respingo-
no e divergono dalla verticale di un angolo a che pu6 opportunamente misurato con unascala
graduata: abbiamo creato uno strumento in grado dirilevare la presenza di cariche elettriche.
Possiamo allora dare la seguente definizione operativa di carica elettrica.

3Chiaramente, se il corpo D fosse carico negativamente accaderebbe l'opposto: gli elettroni in C sarebbero
respinti per I'interazione elettrica e si disporrebbero lontani dal corpo carico, rendendo positiva la zona vicina
aD.
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DEFINIZIONE LI2. - DEFINIZIONE OPERATIVA DI CARICA ELETTRICA.
Se due corpi uguali, toccando I’asta di un elettroscopio a foglie inizialmente scarico, fanno
ruotare le foglioline di uno stesso angolo «, allora hanno la stessa caricaq.

Potremmo fornire gia in questa maniera un’opportuna unita di misura, ma non ¢ parti-
colarmente utile e non e compatibile con la filosofia di molti sistemi di unita di misura.
Tuttavia, per dare una possibile definizione non operativa, dobbiamo quanto meno parlare
dell'interazione elettrostatica.

1.2 LEGGE DICOULOMB

Corpi carichi si attraggono o si respingono, a qualunque distanza, a seconda della loro
carica: piu sono vicini e piu sono carichi, maggiore e questa attrazione/repulsione. Questa
descrizione qualitativa delle forze di natura elettrostatica era gia nota da Gilbert, ma per
averne una quantitativa dobbiamo aspettare quasi duecento anni. Nel 1785, il fisico francese
Charles Augustin de Coulomb pubblico il saggio Recherches théoriques et expérimentales sur
la force de torsion et sur lélasticité des fils de metal, in cui stabili, mediante 'uso di una bilancia
di torsione analoga a quella di Cavendish per la misura delle forze gravitazionali, una legge
matematica per la descrizione dell'interazione elettrostatica.

DEFINIZIONE I.2.I. - LEGGE D1 COULOMB.
Date due cariche puntiformi g e g, poste a distanza r nel vuoto, interagiscono con una
forza F diretta secondo la loro congiungente data da

- 9192 .
F=¢k 2 U (L.1)

OSSERVAZIONI.

-

m Félaforzache q1 esercita su qo; la forza che g5 esercitasugq e —F.
m % éuna costante di proporzionalita detta costante di Coulomb che dipende dalle
unita di misura.

m U, ¢ilversore del vettore distanza r dalla carica g alla carica go.

m  g1Q9 €il prodotto delle due cariche: se hanno lo stesso segno, la forza e repulsiva
perché F ha lo stesso verso di U, altrimenti se hanno segno opposto ¢ attrattiva
perché hanno versi discordi.

Unita di misura della carica elettrica Non abbiamo ancora dato per bene un’unita di
misura della carica elettrica. Potremmo basarci proprio sulla legge di Coulomb e definirla
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in modo che £ = 1 e che la carica unitaria é tale che, se posta a distanza unitaria da un’altra
carica unitaria, essa subisce una forza unitaria (come accade nel sistema centimetro-grammo-
secondo o c.g.s).

Nonostante alcuni evidenti vantaggi teorici nell'utilizzare il sistema c.g.s., noi utilizze-
remo per ragioni anche soprattutto storiche, I'unita di misura della carica elettrica prevista
dal SI, il coulomb (C). Non ¢ un’unita fondamentale, bensi e definito come A s, ossia come
la carica che attraversa in un secondo un conduttore percorso dalla corrente di un ampe-
re. Non sapendo ancora che cosa sia la corrente elettrica, né tanto meno un’ampere, non
approfondiremo qui la definizione.

UNITA DI MISURA.
CARICA ELETTRICA: coulomb (C) o ampere per secondi (Ass).
Dimensioni: [q] = [I][s] = IT.

Sta di fatto che € una misura estremamente “sbagliata”, quanto meno per i problemi che trat-
tiamo. Ad esempio, la tipica carica da strofinamento ¢ dell’'ordine di 10 x 10~7 C - dobbiamo
impegnarci molto per fare un Coulomb! Generalmente utilizziamo dei suoi sottomultipli, ad
esempio:

m  millicoulomb: 1 mC = 1073 C.

m  microfarad: 1pC = 1076 C.
Nel SI, la costante % della legge di Coulomb viene posta a

N m?2

k = 8,9875-10° = (1.2)

- 47[60

dove g & detta costante dielettrica del vuoto e assume il valore

C2m2
€0 = 8,854 10712 I\r}n (L.3)
Lalegge di Coulomb 1.1 assume la forma
= 1 qq9.
F= 4reg r2 7 (1-4)

Legge di Coulomb e legge di gravitazione universale Come sivede immediatamente,
lalegge di Coulomb e analoga - a livello di formula - alla legge di gravitazione universale:

d mimo
F=Gy—g (L3)

dove Gy ¢ la costante di gravitazione universale.

(1.6)

Tuttavia, a livello di forze sono profondamente differente, come il seguente esempio mette
in evidenza.
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Esemprio. Laforza di Coulomb tra due cariche uguali per strofinio, poste a distanza di
r=1cm=10"2mé,in modulo

q2

=5 =9-10°-10*- 107N = 09N
r

F=kF

La forza gravitazionale in condizioni simili, prese due masse m = 1hg = 10~ kg alla
stessa distanza r di prima, e

2

F=G, = ~7-1017.10%.102N = 7-10°N
r

La forza di attrazione gravitazionale ¢ molto piu debole della forza attrattiva elettrostati-
ca!

Principio di sovrapposizione per forze Le forze elettriche agentisuuna caricaggdovute
alle cariche circostanti si comportano come vettori; ¢ immediato supporre che vige un
principio di sovrapposizione.

PRINCIPIO I.2.I. - PRINCIPIO DI SOVRAPPOSIZIONE PER FORZE ELETTROSTATICHE.
La forza elettrostatica agente su una carica q( da un sistema di cariche e data dalla somma
vettoriale delle singole interazioni tra g e ciascuna carica del sistema.

1.3 FORMALISMO DEI CAMPI VETTORIALI

Il problema fondamentale che la teoria dell'elettromagnetismo vuole risolve & il seguente: se
ho delle cariche elettriche g1, g, ... (chiamiamole sorgenti di carica), che forza esercitano
su un’altra carica @, detta carica di prova? Le posizioni (in funzione del tempo) delle
sorgenti di carica sono note e ci interessa calcolare la traiettoria della carica di prova.

La trattazione di un problema simile con le sole forze, come si farebbe in un qualunque corso
di F1sicA I, non e necessariamente la piu vantaggiosa: in particolare, quando le cariche
cominciano a muoversi, le forze tra di loro cambiano perché cambiano le posizioni nel
tempo... e dovremo anche tenere conto degli effetti magnetici sul moto delle cariche!

E necessario un cambio di punto di vista, dove le forze ci sono ancora, ma non consideria-
mo soltanto loro. La soluzione classica ottocentesca assume la forma di una teoria di campo.
In estrema sintesi, lo spazio attorno ad una carica elettrica € permeata da campi elettrici e
magnetici: una seconda carica, in presenza di questi campi, subisce una forza; i campi, in al-
tre parole, trasmettono I'influenza di una carica sull’altra e sono i portatori dell'interazione
elettromagnetica. I fenomeni elettromagnetici si modificano in base all’interazione tra i
campi, le particelle in movimento e altro.

DEFINIZIONE L3.I. - CAMPO VETTORIALE.
Un campo vettoriale G e una funzione

G

. RS > R3 (7)
(x,y,2) —— (Gx(x,¥,2), Gy (x,,2), G,(x,y,2))

dove (x,y,2) sono eventualmente funzioni del tempo.
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NoTAZIONE. Innotazione versoriale, un campo vettoriale e
G(x,y,2) = Gyu, + Gyu, + G,u, (1.8)

ESEMPI.
m  Eindicail campo elettrico.

m Bindica il campo magnetico.

Linee dicampo Potremmo rappresentare un campo vettoriale disegnando in ogni punto#
di R3 il vettore ad esso associato da G. In alternativa, possiamo disegnare delle curve dette
linee di campo.

DEFINIZIONE 1.3.2. - LINEA DI CAMPO.

Una linea di campo di G & una curva —
s
—
y: R —> R? (r9) 4§i» S
- / T
t —— r(t)

tale per cui in ogni suo punto il vettore tangente alla curva e il vettore dato da G:

7(®) =G @), vte R (L.10)

In generale, le linee di campo sono soluzioni ¥ = (x,y(x),z(x)) del sistema di equazioni
differenziali

dy _ Gy
dx ~ G,
dz _ G: (r.11)
dx ~ G

8

1.4 ILCAMPOELETTROSTATICO

Un campo vettoriale & quindi una mappa che a punti di R3 associa vettori tridimensionali.
In questo formalismo, la forza di Coulomb si puo vedere come il vettore in un certo punto di
un campo vettoriale detto campo elettrostatico.

DEFINIZIONE I.4.1. - CAMPO ELETTROSTATICO.

Il campo elettrostatico generato da un sistema di cariche q; ferme associa ad ogni punto
dello spazio una forza pari alla forza elettrica che agisce su una carica di prova q ) positiva
posta in quel punto, divisa per la carica stessa:

-

>, f? 1 q; N 1 F— i
Ey.2)=—= u; = q; (1.12)
YA T e

4Disegnando in ogni punto” € un'affermazione iperbolica: oltre che essere impossibile da realizzare fisi-
camente - ci sono infiniti punti nello spazio! - tale disegno risulterebbe un ammasso indistinguibile di frecce.
Chiaramente dobbiamo limitarci ad un numero decente di vettori in modo da far comprendere I'andamento del
campo, sapendo comunque che anche dove non abbiamo disegnato i vettori esiste il campo.
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o

1
|

dover; = (x;,;,2;), ¥ = (x,y,2) ew; =

=1
|

Kl

Unita di misura Nel SIl'unita di misura del campo elettrico, essendo il rapporto tra una
forza e una carica, ¢ il newton su coulomb ( %) Piu avanti vedremo un’altra unita di misura
usata maggiormente nelle applicazioni pratiche.

UNITA DI MISURA.

CAMPO ELETTRICO: newton su Coulomb (%)
F

Dimensioni: [E] = [[q—]] = LMT-3I71,

Campo elettrostatico e forza di Coulomb Sinoti che dalla definizione segue ovviamente
che la forza che g( subisce si puo esprimere in funzione del campo elettrostatico da

F= qOE (1.13)

Nella 1.12 abbiamo fatto uso di un principio di sovrapposizione per campi vettoriali.

PRINCIPIO I.4.1. - PRINCIPIO DI SOVRAPPOSIZIONE PER CAMPI ELETTROSTATICI.
Il campo elettrico generato da un sistema di cariche ¢ data dalla somma vettoriale dei campi
elettrici generati da ciascuna carica del sistema.

Preso il caso di una singola carica @ posta nell’origine, il campo elettrico generato da @ e

1 Q. 1 r 1 Q

E =, = _— =
r2 7 dreg “r3  4rmeg (x2 +y2 +22)3/2

dre (x.3.2)

ESEMPIO - LINEE DI CAMPO DELLA FORZA DI COULOMB.

Data una carica @ posta nell’origine del nostro sistema di rifermento, il campo elettrico
di Coulomb nel piano

1 Q

E-=
471'50 (x2 +y2)3/2

(x,5)
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Posto
. Q 5
dx = x(t) = Treo o2 192)32
dy=5)= 7

otteniamo la seguente equazione differenziale:

Jx dx Jy dy x y Y0
B — —=>log—=logy—=>y=—x
0

x x x
xo o Y 0 0

dx 3
dy

x
y

Dalle condizioni al contorno (0, 0) e (x(,y() si ricavano le linee di forza del campo cou-
lombiano: € un fascio di rette passanti per I'origine del sistema di riferimento.

OsseRvVAZIONE. Notiamo che la forza di Coulomb esercitata da una singola carica @
posta nell'origine presenta un'evidente simmetria radiale; la stessa definizione 1.1 & gia di
fatto fornita in coordinate sferiche! Allora, il campo elettrostatico in coordinate sferiche
edato da 1 9

B .

= —u
47[60 r2 r

ossia coincide con la componente radiale, dato che E, = Ejg = 0.

1.5 ILDIPOLO ELETTRICO

Consideriamo due cariche puntiformi ¢ e gg, rispettivamente fisse in ¥; = (0,0,2¢) e
ry = (0,0,—2z¢). I campi elettrici generati dalle singole cariche sono, in un generico punto

r = (x,y,2),

= 1 q1
E b b -0 5
1002:2) = 22 PR

92
e fF - pyf”

Eo(x,y,2) =

Il campo elettrico complessivo e dato da

> 1 r-r; T O
E(x,y,2) = (fh +q9 ) (1.14)
dreo \"lE g F-ny
Dato che
r-ry=(xy2-2g)
r—ry = (x,5,2+20)
si ha

x x
E (xy.2) = (q +q )
* dreg \" T (a2 +92 + (2 - 20)2)3/% 212 +y2 + (2 +20)2)3/2

Yy Yy
Ey(x.y.2) = (q +q )
Y dreg 1 *2 +y2 + (2 — 2()2)3/2 2 @2 +y2 + (2 +20)2)3/2
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z-2g 20 )

E,(x,y,2) = ( +
i dreg ql(ac2 +y2 + (2 —20)2)3/2 92 (2 +y2 + (z +2()2)3/2

Se consideriamo g e g9 di carica uguale a ¢ e di segno opposto (per esempio, g1 = q e
Q2 = —q) abbiamo a che fare con il sistema detto dipolo elettrico.

Momento di dipolo elettrico Al dipolo possiamo associare il momento di dipolo elet-
trico.

DEFINIZIONE IL.5.I. - MOMENTO DI DIPOLO ELETTRICO.
Il momento di dipolo elettrico ¢ una misura della separazione di cariche positive e
negative in un sistema. In altre parole, misura la polarita di un sistema elettrostatico.

p= q(i (L.15)

dove d e il vettore spostamento dalla carica negativa alla carica positiva-

Nel nostro caso, il modulo del momento di dipolo e p = 2qz.

DiGrEssIONE. Lo studio del dipolo elettrico e di particolare rilievo: ad esso sono ricon-
ducibili le interazioni elettrostatiche piu semplici a cui sono soggetti i sistemi microscopici
elettricamente neutri, come atomi e molecole non ionizzate.

Un esempio di cio, anche se poco piu complesso, € quello della molecola dell’acqua: e
detta polare in quanto gli elettroni condivisi sono distribuiti in modo non uniforme; c’e
una concentrazione di carica negativa nel mezzo, presso I'atomo d’ossigeno, mentre agli
estremi e positiva.

Vedremo come il momento di dipolo ha particolare rilievo soprattutto quando la distanza
tra le cariche e cosi piccola che non é facilmente misurabile, oppure quando parleremo di
dielettrici.

Studio del campo di dipolo Vogliamo descrivere il campo elettrostatico generato tramite
vettori e tramite le linee di campo.

OssSERVAZIONE. Ilsistema ha evidente natura cilindrica: ci basterebbe studiare il com-
portamento su un piano passante per l'asse z - ad esempio y = 0; cio che succede nello
spazio si puo capire con un'opportuna rotazione di tale piano.

m  Consideriamo il pianoz = 0, ortogonale al dipolo e “a meta strada” tra le due cariche.
Chiaramente, E, = E, = 0, dato che i denominatori sono uguali e i numeratori
uguali, ma di segno opposto. Invece, si ha

g - —2qz 1
zZ 3/2
4reo (%2 +y2 +22) /
m  Consideriamo orail pianoz =zpey = 0. Siha
. xq 1 1 B _ —2qz 1
* " dzeg \ PP sz| =0 Ees e e
0\ |x| (x2 +4z%) 0 (x* +4z3)

Analizzando ulteriori casi piu difficili possiamo denotare, per il dipolo elettrico, le linee di
campo come in figura:



14 CAPITOLO 1. ILCAMPO ELETTROSTATICO

q

OssERVAZIONE. Dove il campo elettrico e intenso, la rappresentazione delle linee di
campo e piu densa, mentre si fa piu rada dove il campo & meno intenso.

Se considerassimo q; = g9 = +q, le linee di campo sarebbero come quelle seguenti:

©

+q

+q

+

OsseERvVAZIONE. Dalle formule di dipolo, sivede che Eeé I'opposto del gradiente di un
opportuno potenziale® V:

1

4réo \/xz +y2 + (2 —29)? \/xz +32 + (z +29)?

Vedremo nel Capitolo 3 che questo non e un caso: il potenziale elettrostatico e sempre un
campo conservativo.

“Nella “Raccolta Differenziata”, a pag. 270 € possibile trovare la definizione di gradiente e altri operatori
differenziali.
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Campo didipolo lontano Cosa succede alle forze elettrostatiche e al campo elettrostatico
se lo si osserva a debita distanza dal dipolo? Se siamo molto lontani dal sistema, diciamo
a distanza |[f| > |F;| = P3| = 2, non ci sono molte distinzione pratiche fra due cariche
distinte, opposte e distanti e considerare due cariche distinte, opposte ma coincidenti: di fatto,
un dipolo da lontano appare come un dipolo puntiforme posto nell’'origine.

Seppur il problema del dipolo sia normalmente a simmetria cilindrica, e evidente che
conviene trattare I'approssimazione a grandi distanze con le coordinate sferiche.
Siricordi dalla definizione delle coordinate sferiche che, denotato 6 come I'angolo polare
tral'asse z (positivo) e ¥, si haz = r cos 6. Allora:

1/2 1/2
¥ —rq| = <x2 +y2+(z —zo)z) = <x2 +y2 422 +z% - 2202) =
—

—r2

1/2
= <r2 + zg — 2zgr cos 9)

1/2 1/2
= <x2 +y2 422 +z% + 2202) =
—

=2

Ir—rg| = <x2 +y2+(z +20)2)

1/2
= ( 2 +zg +220rcost9)

Il pontenziale e

Ve q 91% B 91ﬁ _
dmeg \[F —rq| |F—ry

-1/2 -1/2
7 ((r2+z(2)—2z0rcos9) / —(r2+z%+220rcose) / ):

- 4re
-1/2 -1/2
. q 1+Z(2) 2z cos / 1+Z%+2zocose /
B dregr r2 r r2 r =]

Poiché r > z, si puo provare sviluppare in serie di Taylor la radice.
RicorDIAMO... Lo sviluppo in serie di Taylor della potenza alla @ del binomio 1 + x &

1+a) = Jio (Z)ak (1.17)

k=0

dove a € R; I'uguaglianza vale solo va € (-1, 1).

2
. .. . . . . z 2 0 .
Possiamo limitarci allo sviluppo al primo ordine: postoa = =2 + Zorcos <1,siha
r

Z% 2z cos @ 2 1 2(2) 2z cos O Z% zgcosf
1+ —+——— =1 +———|=1- F 2" 4 0(a?)

)

Il potenziale diventa

=]

22 2z cos O “l2 22 2z cos 0
<1+_(2)_0—) _(1+_0+0—) ~
r r

q
47[807‘
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q Z% zgcosf Z% zgcosf
= 1-=+—-1-—-—
dregr 2 r 2 r

q 2zpcosb

Cdmegr T

q2zpcosf  p-u,

V(r,0,p) = (1.18)

dzegr2 - dzegr?

L'unica grandezza caratteristica del dipolo & il momento p e non q e z( separatamente: misu-
rando il potenziale potremo ricavare solo informazioni su p, ma non sulla costituzione del
sistema!

EseEmprrio. Undipolo costituito da due cariche 2g e —2q e distanza dall’'origine zo/2 hanno
momento di dipolo uguale a quello appena studiato e pertanto anche stesso potenziale e
campo elettrico.

Calcoliamo ora il campo elettrostatico usando il gradiente espresso in coordinate sferiche:

v, 10V, 1 oV, 2p cos B, psinf
—,———Uy - ———0, = u u
o " ra Y rsinfap ¢ dregrd | dmegrd 0

E=-VV=- (1.19)

OssERVAZIONE. Sommando il contributo di piu cariche uniformi il potenziale (e quindi
il campo elettrico) puo dipendere da relazioni differenti da 1/r.

1.6 DISTRIBUZIONI CONTINUA DI CARICA

Nella pratica difficilmente avremo a che fare con una, due o qualche carica, bensi di un
numero enorme di cariche puntiformi. Chiaramente, trattare tutte le cariche una per una
e vedere le interazioni con le altre non e benché minimamente consigliato: per fare un
esempio, un mm? di rame contiene circa 2,5 - 102! elettroni.

Per ovviare a questa difficolta si assume che le cariche siano cosi tante che si abbia un
cootinuum di cariche; introduciamo dunque il concetto di distribuzione continua di carica,
caratterizzata da una densita di carica.

DEFINIZIONE 1.6.1. - DENSITA DI CARICA VOLUMICA.

Considerato un oggetto di volume V carico tale che nell’ele-

mento di volume dV(x,y,2) = dxdydz attorno al punto di

coordinate cartesiane (x,y, z) ci sia una carica infinitesima L P=(x,y,2)
dq. La densita di carica volumica € un campo scalare

definito dalla relazione

[ dq = p(x,y,2)dV (1.20)

UNITA DI MISURA.
DENSITA DI CARICA VOLUMICA: coulomb su metro cubo (%)
m

Dimensioni: [p] = @ = |TL-3.

[V]
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Essa funziona in modo analogo alla densita di massa volumica; la carica totale sull'oggetto
si otterra integrando sul volume la relazione precedente:

Qrot = J‘ p(x.y,2)dV (1.21)
14

I1 campo elettrico generato dall'oggetto, interno o esterno al corpo che sia, si ottiene come
semplice generalizzazione della (1.12):

, 1 F—
E(.y.2) = — p(x’,y',z’)LdV (1.22)
47[60 \V4 |I_')— I—:,‘3

dove ¥ = (x,y,2) & il punto nello spazio in cui misurare il campo elettrico, r = («’,y’,2")e
un punto del volume Ve dV = dx’dy’dz’.

Capita spesso che cariche sorgenti, anziché essere poste in una regione spaziale tridi-
mensionale, occupino invece una superfici. In questi casi conviene introdurre la densita
superficiale.

DEFINIZIONE 1.6.2. - DENSITA DI CARICA SUPERFICIALE.

Considerato una superficie o carica tale che sull’elemento d’area d3(x,y,z) attorno al
punto di coordinate cartesiane (x,y,2) ci sia una carica infinitesima dq. La densita di
carica superficiale e un campo scalare definito dalla relazione

[ dq = o(x,y,2)d> ] (1.23)

UNITA DI MISURA.
DENSITA DI CARICA SUPERFICIALE: coulomb su metro quadro (%)
m

Dimensioni: [c] = % =ITL 2.

La carica totale e il campo elettrico sono, rispettivamente,

Qtot = J o(x,y,2)d2 (1.24)
s
S 1 r— 1
E(x,y,2) = — o—(x’,y’,z’)idz (1.25)
47[60 5 ’I_') _ I_.’/|3

Analogamente, si puo fare anche per il caso di una linea, introducendo la densita linea-
re.

DEFINIZIONE 1.6.3. - DENSITA DI CARICA LINEARE.

Considerato una lineare o carica tale che sull’elemento di linea ds attorno al punto di
coordinate cartesiane (x,7y,z) ci sia una carica infinitesima dq. La densita di carica
lineare e un campo scalare definito dalla relazione

[ dq = Ax,y,2)ds ] (1.26)
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UNITA DI MISURA.
DENSITA DI CARICA LINEARE: coulomb su metro (%)

_al
(]

La carica totale e il campo elettrico sono, rispettivamente,

Dimensioni: [ ] =ITL L

Qtot = J Ax,y,z)ds (1.27)
v

= 1 r—
Ex.y.2) = Treq j A(x’,y’,z’)ﬁds (1.28)
y

-

¢ —r’
OSSERVAZIONE. Puo capire di avere una densita non nulla, ma carica totale nulla.

Filo carico rettilineo (infinito) Si consideri un filo rettilineo di lunghezza L con densita
lineare costante A. Per semplicita, poniamo il sistema di riferimento in modo che il filo
carico sia lungo 'asse x. Si ha

L/2 q
q:'[/l(x’,y’,z’)ds=/lj dx’ = AL = /1=Ij
Y -L/2

Piu che concentrarci sulla carica del filo, tuttavia, ci interessa studiare il campo elettrostatico.
Per il sistema di riferimento scelto, ¥’ = (x’, 0, 0):

. N
E(.y.2) =7 J ———adx’ (1.29)
70 JL/2 | — |
In componenti cartesiane:
_ A +o0 x—x’ ’
Eyxy.2) = 4reg f_oo ((x’—x)Qer2+zQ)3/2 dx
E y.2) = A +0o Y ’
y(x ¥,2) drey Voo ((x’—x)2+y2+22)3/2
E,(x,y,2) = 2 [ z dx’

471'80 —00 ((x,_x)2+y2+22)3/2

Siverifica nuovamente che ﬁ(x, ¥,2) = —VV, dove

dx’ (1.30)

1 J-+L/2 1

" 4re
0J-L/2 \/(x,_x)2+y2+22

Risolvendo l'integrale5 troviamo
L)2 2 2 L L)2 2 2 L
A (x—g) +y“+z +x—§ (x+§) +y“+z +x+§

:87r£0 2 2

_L 24,2 x4+ L ( é) 24,2 5 L
\/(x 2) +y“+z x+2\/x+2 tys+zi—x-3

5Calcolarlo in questo modo non lo consigliamo neanche ai peggiori nemici del Manualozzo™.

(1.31)
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e il campo in componenti cartesiane diventa:

-

A 1 1
Ex(x’y;z) = 47r£0 2 - >
\/(x—%) +y2+22 \/(x+%) +y2+22
L L
_ A y x+§ _ .’XJ-E
1Ey(x,y,2) = Ineg y2422 —= —=
\/(x+§) +y2+22 \/( —5) +y2+22
L L
_ y) =z x+§ x—§
Eox.y.2) = dreg y2+22 A2 B A2
L \/(x+§) +y2+22 \/(x—g) +y2+22

I sistema si studia pero in modo piu semplice sfruttando la simmetria cilindrica e utilizzan-
do, per I'appunto, le coordinate cilindriche, posto I'asse x come asse relativo all’altezza:

x=x
y=Rcosé
z=Rsin6
I1 potenziale diventa
L/2 ( —£)2+R2+£—
A 1 . A W) 2 %
V= Tne = zdx = e log (1.32)
0J-r/2{@x -x)2+R 0 ( L\2 L
x-2) +R2-% —x
2) 2
e
Ep(y.2) = 2 1 1 _ 1
O kPR \ (L) R (oo L) R L
1Eo(x.y,2) =0
Ex(xsyaz) = 4 A L - L
L reo \/(x—%)2+R2 \/(x+%)2+R2

Supponiamo ora che il filo sia infinitamente lungo, ossia L — +o0; una primissima osserva-
zione ci dice che, per avere A costante anche g deve tendere a +co. Poiché

L 2
lim (xi—) +R2= lim L =+

L—+4oc 2 L—+o0
Segue che
lim E,=0
A L L
Ay Yty *73 Ay
lim E, = lim - =
1 Lo Lo+ 2ze (y2 +22)\ L L 2re (y2 +22)
Az X+ Ié X = % Az
lim E, = lim - =
L+ Lot 27e (y2 +22) \ L L 2re (y2 +22)
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In coordinate cilindriche, poiché

L 2
lim ( —5) +R2 = lim

L—+o0 L—+oo

= lim
L—+o

L
2

= lim |x-—
L—+

si ha, facendo calcoli lunghi e noiosi, le relazioni seguenti:

lim E A R 1 1 A
im _ _
LR T e D\ Loy L fo-L_o- L) 2neR
lim Eg =0
L—+00
lim E, =0
L —+o00

Il campo in coordinate cilindriche risulta

- i n
E= 27t£0RuR (1:33)

OSSERVAZIONE. Avremmo potuto vedere che il campo dipendeva soltanto dalla com-
ponente radiale direttamente facendo un’analisi dimensionale. Infatti, poiché

_4q _ e _c
il campo elettrico ha dimensioni
1 gq A1 [4] 1
— 2 _pl= E1=4 _—
47[80 r2 Eor - [ ] [50] [ ]

dove % € una costante numerica e non influisce sulla dimensione. L'unica componente
che si deve considerare “libera”, perché non e vincolata dalle condizioni del sistema, e
una lunghezza: nel nostro caso, andando per intuizione fisica sulla base di simmetrie
presenti, la distanza assiale R.

Superficie carica infinita Siconsideri una superficie piana X con densita superficiale
costante o. Per semplicita, poniamo il sistema di riferimento in modo che la superficie
coincida con il pianox = 0. Siha

q=J O'(x’,y’,z’)d2=aj dX=0A = o= ki
by ) A

dove A e I'area della superficie. Chiaramente, se la superficie é tale che A — +co, allora
anche g — +oo.
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Pili che concentrarci sulla carica del filo, tuttavia, ci interessa studiare il campo elettrostatico.
Per il sistema di riferimento scelto, ¥’ = (0,y’,2"):

o A r-r
E(x,y.2) = dx (1.34)
Areo s - v

Poiché stiamo considerando il piano xy, la parametrizzazione della superficie &
s =yu, +2u, (1.35)

Pertanto, I'elemento di superficie e

oS 08 .
dx = ‘5 x Ededz = [0, |dydz = dydz

Siha, in componenti cartesiane:

A [ 1 dat
B2 = g b oY
_ A oly—y’) 1 g7
Ey(x>ysz) - 471'80 fz (x2+(y’—y)2+(z/_z)2)3/2 dy dZ
Ez(x,y,z) = 47;150 fZ o(z—-2") s dy’dz’

(2 4+ )% +(z"-2)?)

OssERVAZIONE. Poiché il campo € uniforme, spostandosi parallelamente al piano non
dovrebbe essere discernibile alcuna differenza, ossia non ci devono essere componenti
particolari in alcuna; in altre parole, essendo il sistema invariante per traslazioni, il
campo elettrostatico dovra essere ortogonale alla superficie.

Sivede esattamente quanto ipotizzato. Infatti, operando un cambio di variabile

u=y -y
v=z -z

siricava che

ox (7 dudv
Ey(x.y,2) = 1 3/2dudv
70 Joco (22 +u2 +ur)
E,(x,y,2)=0
E, (x,y,2)=0
Operando un ulteriore cambio di variabile, questa volta alle coordinate polari
u=Rcoso
v=Rsind

ricordando che I'’elemento d’area diventa dydz = RdRd#, si ha
ox (%F e RdR ox 1 ” c
do _

0 (x2 +R2)3/2 2e0 21 R2l, 2%

In sintesi, il campo elettrico generato da una superficie piana infinita e

0

— O n
E-= Eux (136)
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OsSSERVAZIONE. In realta avremmo dovuto aspettarci che il campo non dipendesse
dalla distanza x. Dalla formula del campo elettrico di Coulomb sappiamo che

N
[E] = &

Siccome o € una densita superficiale, la sua unita di misura e gia

C
ocl=—5
1= —

si deve avere -
E=—A
€0

con A adimensionale... e in effetti nel nostro caso A = %

Sfera uniformemente carica Siconsideri una palla sferica di raggio R con densita vo-
lumica costante p. Per semplicita, poniamo il sistema di riferimento in modo che I'origine
coincida con il centro della sfera. Si ha

4
q= J px’,y’,2")dV = pJ dV =pVs=p- znR3
v v 3

q= 2nR3p (137)
In questo caso, studiare il campo elettrico esterno ed interno alla sfera per un punto generico
diventa particolarmente laborioso; tuttavia, vedremo una legge fisica che ci permettera di
semplificare la trattazione di questo problema. Qui ci limiteremo a considerare il campo
elettrostatico agente su un punto degli assi, ad esempio r = (x, 0, 0).
Notiamo che I'evidente simmetria radiale del problema ci porta a concludere che le compo-
nentiy e z del campo siano nulle, ossia

Bun0.0)= o | T oav- | o2 dx'dy’dz’
7o Jy ‘f —r TEo Jy \/(x/ _x)2 + ()2 + (27)2

E,(x,0,0)=0

E,(x,0,00=0

Trattando di una sfera, ci conviene passare nelle coordinate sferiche

x =rcosf
y =rsinfcos @

z =rsinfsin @

ricordando che 'elemento di volume diventa dV = dx’dy’dz’ = r? sin 8drded#. Largo-
mento nella radice al denominatore diventa

(x” — x)2 FO2+E)2 =2+ ()2 + @)% - 2xx’ +x2 =r2 +x2 — 2rx cos .

e il numeratore é invece
x—x'=x—rcosé
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Da cio
R 2 _ 0
Ex(x,O,O):4p [Tdr [ zde X reos 5 cos0 =
Ep 70 0 (2—2rxcos0+x2)
—rcosf
2 .
r<sinf = |

%50 f fo (r? — 2rxcos 0 + x2)3/2

Cambiamo la variabile 6 cony = cos 0 (a cui e associato dy = sin 6d6), ottenendo

p R 1 X — 2y 2

=136, fo r| & 372"

(x2 — 2rxy + x2)

Non ¢ immediato, ma si ritrova come gia preannunciato un potenziale V tale per cuiE = —VV,
dove

V(x,0,0) = ”j fdy =]
2 = 2rxy + x2

Svolgendo I'integrale rispetto alla variabile ¢, si vede che

R 1 2
E_p fo dr o dy s 2€ [——\lr2 +x2 - 2rxy’]
2 — 2rxy + x2 0

dr(——|r x|+ — |r+x|>

P
280

Ora distinguiamo il caso di un punto esterno alla sfera (x > R) o di uno interno ad essa
(x <R).
m Il casoesterno: x > R

p 2r2 P 2 3., 1 pR3 1
E, (x,0,0) = 2 J drx = 2’503Raxx_3£0x2
Ricordando che p = 4q 3,si ha
3
R3
E (x,00) =" -1 (1.38)

360962 B 47[60x2

m Ilcasointerno:x < R

R
Ex(x,0,0):—axéJ‘ drg(r+x—|r—x|):
0
p *or L
:—ax—lj dr—(r+x—x+r)+f dr—(r+x—r+x)l:
2¢0 1)y . X
=-9 L<gx2+R2—x>=—La (Rz—lx2>:ﬁ
x2€0 3 280 x 3 360
Ricordando che p = 4q 3,si ha
§7l'
x
E, (x,0,0) = a4 (1.39)

360 471'60R3
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Il grafico del campo elettrostatico, al variare dix > 0, € il seguente:

1E.(x,0,0)

pR_ g

3¢y 4neR?

MNp---------2
KY



CAPITOLO 2

LA LEGGE DI GAUSS

“Ecco una data importante nella storia della scienza: 5 novembre 1955. Fu il giorno in cui inventai il
viaggio nel tempo. Me lo ricordo benissimo: stavo in piedi sul water attaccando un orologio, la porcellana
era bagnata, sono scivolato e ho battuto la testa sul lavandino. Quando ho ripreso i sensi, ho avuto una
rivelazione... una visione... un'immagine scolpita nella mente... un'immagine di questo. Questo rende
possibile viaggiare nel tempo: il flusso canalizzatore!”

“‘Doc” EMMETT L. BROWN a Marty McFly, Ritorno al futuro.

EORICAMENTE, con il precedente Capitolo abbiamo in mano tutti gli strumenti per
T studiare l'elettrostatica: 'equazione (1.22) e le sue varianti ci descrivono il campo elet-
trostatico E generato una data distribuzione di cariche, mentre la legge di Coulomb fornisce
informazioni sulla forza agente su una carica immersa in tale campo. Sfortunatamente,

avrete notato che calcolare gli integrali necessari per descrivere E ¢, per dirla all'inglese, a
pain in the arse, e questo anche per distribuzioni ragionevolmente semplici. Menomale pero
che il resto dell’elettrostatica consiste nell'introdurre nuovi strumenti con l'esplicito scopo
di non farci calcolare quegli orribili integrali.

In questo capitolo introdurremo il concetto matematico di flusso di un campo vetto-
riale e la legge di Gauss, una formula valida solamente se il campo dipende dalla distanza
e di modulo inversamente proporzionale a 1/72 - due condizioni che il campo elettrostatico
soddisfa pienamente.

Dopo averla dimostrata in due maniere differenti, una piu formale dell’altra, I'applicheremo
in alcune situazioni fisiche gia viste nel Capitolo I, constatando come ottenere il campo
elettrostatico in presenza di simmetrie notevoli sia notevolmente pit semplice con la legge
di Gauss che non direttamente.

Concluderemo il tutto con un breve excursus piu “fisico-matematico” in cui parleremo
dell’equilibrio meccanico di particelle cariche immerse in un campo elettrostatico.

25
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2.1 ILFLUSSODIUNCAMPO VETTORIALE

DEFINIZIONE 2.I.I. - FLUSSO DI UN CAMPO VETTORIALE.
Il flusso di un campo vettoriale attraverso una superficie
orientata >, parametrizzata da una funzione r(u,v), &

S S s 9r or
05(E) = [ E-,dz= [ E- 5" < %dudv (2.1)

Matematicamente parlando, il flusso non e altro che un tipo di
integrale superficiale di un campo vettoriale.?

“Nella “Raccolta Differenziata”, a pag. 267 € possibile trovare altri tipi di
integrali superficiali per campi scalari e per campi vettoriali.

INTUITIVAMENTE... Sedescriviamo la corrente di un fluido come I’acqua con un campo

vettoriale f‘, il flusso di F rappresenta quanto fluido passa attraverso una certa superficie
per unita di tempo (anche se quest’ultima viene spesso sottintesa).

Con questa interpretazione euristica si puo capire anche perché 'integrale presenta nella
definizione un prodotto scalare: se 'acqua scorre perpendicolarmente alla superficie, molta
acqua passera e il flusso sara dunque grande; al contrario, se il fluido scorre parallelamente
alla superficie I'acqua non I'attraversera mai e quindi il flusso e nullo.

In altre parole, cio che influisce sul flusso € la componente di acqua che scorre perpendicolare
alla superficie!

Come abbiamo detto, la superficie deve essere orientabile: detto in una maniera suggestiva,
intuitiva ma non formale come piace ai fisici, deve avere due facce distinte e due orientazioni
possibili che corrispondono alla scelta di un campo normale che punta sempre dalla parte di
una delle facce.

In particolare, la superficie deve essere effettivamente orientata, ossia si deve scegliere uno dei
campi normali in modo da definire quando il flusso € positivo e quando e negativo.
Generalmente, per convenzione si impone che il vettore normale alla superficie e orientato

verso l'esterno: quando la componente perpendicolare del campo vettoriale E e il vettore
normale saranno concordi, cioé quando E e uscente dalla superficie, si ha un flusso positivo; se
il campo E ¢ entrante la superficie, allora si ha un flusso negativo.

OSSERVAZIONE.
Data una superficie chiusa X, tracciamo una curva chiusa

> y su di essa; possiamo scindere ¥ in due sottosuperfici 2
e 2o che hanno in comune una superficie ¥; o delimitata
da y. Il flusso per linearita di scinde in

22 }/ Z (1)2:@214—(1)22

In realta, il flusso non e influenzato da quale sia la superfi-
cie X o: infatti, per uno dei sottoflussi il contribuito dato
da ¥ 9 sara negativo perché il campo e entrante, ma per
I'altro sottoflusso sara positivo perché il campo € uscente.

Ps = (I)Zl i CI>22 = @21—21,2 0 cI)21,2 i q)zz—zl,z - q)zl,z = cI321—21,2 g q)zz—zl,z
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2.2 LEGGE DI GAUSS

TEOREMA 2.2.1. - LEGGE DI GAUSS.
Il flusso del campo elettrostatico E attraverso un superficie chiusa ¢ uguale alla somma algebrica (o nel
caso di una distribuzione continua, dell’integrale) delle cariche contenute all'interno della superficie,
comunque siano distribuite, divisa per €.

m  Caso discreto:

(zi qi)int

‘Dz(ﬁ) = -

(2.2)

m  Caso continuo:

> 1
o5 (E) = % j p(x,y,2)dV tale che V=3 (2.3)
1%

Lo dimostreremo per una singola carica contenuta nella superficie - dato che il caso per
molteplici cariche e per una distribuzione continua seguono immediatamente - ma prima
di farlo in modo formale, vediamo una derivazione piu “fisica”.

Angolo solido Per far cio, ci servira la nozione di angolo solido.

DEFINIZIONE 2.2.I. - ANGOLO SOLIDO.

L'angolo solido e una generalizzazione a tre dimensioni dell’angolo piano e misura la
parte di spazio compresa entro un fascio di semirette uscenti intorno ad un punto P.

In termini matematici, esso & definito come I'area sulla sfera

unitaria intorno a P individuata dalla superficie (finita) >:

> > /
Q:JdQ:Jd;:J‘COSZd (2.4) & Z
r r

dove
m  dQel'angolo solido infinitesimo.
m  d3 e la proiezione ortogonale al raggio r dell’elemento infinitesimo di superficie dX.
m O el'angolo polare delle coordinate sferiche.

Poiché d¥ € un elemento infinitesimo della calotta sferica, data una parametrizzazione in
coordinate sferiche vale

dzy = r? sin0d6de

da cui segue che
d> = sin 0d0d ¢ (2.5)

Integrando § da 0 a 7 e ¢ da 0 a 27, si ottiene I'angolo solido sotto cui dal centro P & vista
tutta la superficie:

27 7
Q:JdQ:J dqoj dfsinf = 4x (2.6)
0 0
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Questo risultato e valido per una qualunque superficie chiusa che racchiuda P - e ne corri-
sponde al valore massimo dell’angolo solido.

UNITA DI MISURA.
ANGOLO SOLIDO: Steradiante (sr).
Dimensioni: [Q] = 1.

Derivazione fisica dellalegge di Gauss Datoil campo di Coulomb E generato dalla carica

q, vogliamo determinare ’elemento di flusso infinitesimo d(I)(ﬁ), ossia il flusso tramite
I'elemento d’area infinitesimo d>.

Innanzitutto, si noti che 'angolo tra il versore radiale &1,. uscente dalla carica q e il versore
normale 1, alla superficie coincide con un possibile angolo polare 6 che parametrizza un
punto della calotta sferica unitaria centrata in q.

u,-u, =cosd
Il flusso infinitesimo diventa

u,. - U 0 dx
4ﬂ£0 r2 477:60 r2 477:60 r2 471'60

dos(E)=E - a,ds =

OsSERVAZIONE. Il flusso del campo E generato da una carica puntiforme dipende solo
dall’angolo solido e non dalla superficie o dalla distanza dalla carica: il flusso e lo stesso
per qualunque superficie il cui bordo si appoggi sul cono individuato dall’angolo solido.
Questo e una diretta conseguenza che il campo di Coulomb presenta un fattore 1/72; se la
relazione fosse stata anche solo leggermente diversa non varrebbe tale dipendenza.

Per una superficie (finita) e chiusa che racchiude la carica ¢ si ha

— _ q _ i
5(B) = 4ﬂEOQ g

Dimostrazione formale della legge di Gauss

DimosTrAZIONE. Consideriamo inizialmente il caso con una carica sola. Per semplici-
ta, poniamo l'origine del nostro sistema di riferimento dove é situata la carica. Data la
simmetria di carattere radiale fornita dal campo elettrostatico di Coulomb, ci conviene
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utilizzare le coordinate sferiche

x =rsinfcos @
y =rsinfsin @

zZ=rcosbf

Parametrizziamo la superficie ¥ conl’angolo polare e 'angolo azimutale ¢ delle coordinate
sferiche:

¥ (0, p) = x(0, p)u, +y(0, p)u,, +2(6, p)u, =
= (0, @) sin 0 cos g, + (6, @) sin 0 sin pu,, + (6, ) cos Hu,

Osserviamo che per descrivere una superficie con le coordinate sferiche e necessario
fornire la distanza r(6, @) dall’origine nella direzione indicata dagli angoli 6 e ¢. Anzi, la
parametrizzazione puo essere espressa totalmente in termini radiali! Infatti, il versore
radiale e dato da

Y; . . A .
u, = = ——— =sin 6 cos pu, + sin 6 sin pu,, + cos fu,

Raccogliendo (6, ¢) dalla parametrizzazione scritta prima si ottiene quindi
¥(0, @) = (0, p)ta,
Per definizione, il flusso &

or(0, ) ar(0, )
=0 X P dod g =|

o5(E) = jzﬁ-ﬁndzz fzﬁ a,

Poiché il versore normale & . .
or(0.¢)  r(0.p)

| or(0.0) _ oF(0.9)
a0 op
il flusso si puo calcolare come
ar (o, ar (o, 1 . or, or (o,
Ef ( qo) ( <o)d9d¢: q i1, ©.0) 0. 9),,,
op 4rey I3 (0, p)2 a0 op

Per semplificare quel prodotto misto, dobbiamo prima analizzare i termini che partecipa-
no al prodotto vettoriale.

In un generico punto? (6, ¢) della superficie, i vettori della base del piano tangente alla
superficie in tal punto sono

0,p) ~
gg 0 (r(9 P)a,) = al e(p) a@
g; (r(e(p) r)_ﬁr( ()O)Ar"'r(e(ﬂ)a(/J
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Si nota subito che le componenti parallele a @, non influiscono al flusso. Al netto di
costanti moltiplicative, il contribuito di tali componenti & un u,. nel prodotto vettoriale
del prodotto misto, ma valendo

A A -
u.-u.xa=0
va vettore

u,-axu,=0

tali componenti non cambieranno in alcun modo il flusso; cio che invece lo cambia sono
le derivate dei versori radiali. Sviluppando, I'espressione del flusso si ha

o5 (E) = : b =
»(E) dreg Js r(0, §0)ur 0 HE
q ou,. ou,

1 .
fz 7 jz—ur‘(w = XMW

- 47‘[80 )d@d(p -

. ou, ou
= U,  — x —dbde
4dreg Jx a0  op
Poiché )
ou, N q N . N
j % — COS 6 cos pu,, + cos 0 sin pu,, —sin fu,
ou, o A Ty N
3 = —sin@singu, +sinf cos pu,
e . . .
. on,. oa, sinfcosp sinf 51.n @ cqs 0 '
u, - X =|cosfcosp cosfsing —sinf =sinf
a0 oQp . . .
—sinfsing sinfcosg 0
segue che
Sy 4 : 9
O5(E) = —— | sinfdfdep = ——Q (2.7)
4ﬂ'60 5 47[60

dove X e 'angolo solido sull’intera superficie.
Se la superficie (finita) e chiusa si ha Q = 47, ottenendo quindi il risultato desiderato.
Il caso per cariche multiple segue dal principio di sovrapposizione dei campi elettrici:

12 12

i €0

Da questa si ottiene, passando al continuo, la relazione (2.3). O

?Qui indicato tramite le coordinate ad esso associate dalla parametrizzazione.

OssSERVAZIONE. La(2.7)descrive il flusso del campo elettrostatico attraverso una su-
perficie qualunque. La legge di Gauss si potrebbe vedere come un caso specifico di questa
relazione.

DiGRESSIONE. Ladimostrazione dellalegge di Gauss si basa sul fatto fondamentale che
la legge di Coulomb, che descrive I'interazione tra cariche elettriche, e inversamente propor-
zionale a r2. E dunque possibile adattare la legge di Gauss in altri contesti non elettrici, se
consideriamo una forza tra due enti inversamente proporzionale a 2.

Ad esempio, esiste una formulazione della legge di Gauss per la forza di gravitazione com-
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pletamente equivalente alla legge di gravitazione universale di Newton: il flusso del
campo gravitazionale attraverso una superficie chiusa e pari alla massa inclusa in essa,
moltiplicata per —47zG.

m Caso discreto:

®3(G) = ~42G Y m; (2.8)
2
m Caso continuo:
@z(é) = —47zG J p(x,y,2)dV talechedV =3 (2.9)
1%

Sinoti, tra I'altro, che non e particolarmente differente dal caso elettrico dato che la legge
di Gauss per il campo elettrico si puo anche scrivere cosi:
m Caso discreto:

O5(E) = 47k ) q;
i
m Caso continuo:

<I>z(fl) =4nk J p(x,y,2)dV talechedV =3 (2.10)
1%

Flusso tramite una superficie chiusa per una carica esterna La legge di Gauss descrive
il flusso tramite una superficie chiusa tenendo conto delle cariche interne ad essa... e sici
fossero delle cariche esterne?

Limitiamoci all'inizio al caso di una singola carica esterna: il campo di Coulomb entra
nella superficie chiusa, attraversa lo spazio contenuto da essa e poi esce dall’altro lato. In
termini di angolo solido, il cono elementare che sottende ’angolo solido infinitesimo d%
determina sulla superficie chiusa due elementi d> e d%5. Per la convenzione sul segno del
flusso: _ .

m Eentraind®;: E-u,d2; <0.

s Eesceda dZo: E- u,dZy > 0.

I flussi infinitesimi che otteniamo’ sono
dos (E)=E-u,d>; = —4”£0dQ

dos (E) = E - u,ds, = %Eodg

Integrando sull'intera superficie chiusa otteniamo
o(E) = fzﬁ 1,d% =0 (2.11)
11 flusso tramite una superficie chiusa dipende solo dalle cariche interne ad essa.

OsseRvVAZIONE. Cosa cambia dal caso della carica interna? Il campo elettrico in quella
situazione risulta essere entrante (se la carica e positiva) o uscente (se la carica e negativa)
da ogni elemento infinitesimo; il flusso avra quindi sempre lo stesso segno oppure essere
nullo, ma sulla superficie intera questo si ha solo se questa ¢ parallela al campo.

2.3 APPLICAZIONI DELLA LEGGE DI GAUSS

Lalegge di Gauss, in linea di principio, ci descrive solo il flusso tramite una superficie chiusa.
Tuttavia, in situazioni di evidenti simmetrie, confrontando la definizione di flusso con quello

'Il procedimento é analogo a quello con cui si ottiene I'equazione (2.7).
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ottenuto dalla legge di Gauss possiamo sorprendentemente calcolare in modo abbastanza
facile il campo elettrostatico che genera il flusso.

ATTENZIONE! Bisogna fare attenzione ad utilizzare la legge di Gauss in assenza di simme-
trie. Ad esempio, consideriamo una situazione come in figura.

Qui il flusso attraverso la superficie interna e nullo perché cio che entra esce, ma il campo
elettrico non e nullo!

Filo carico rettilineo (infinito) Siconsideri un filo rettilineo infinito con densita lineare
costante A. Per semplicita, poniamo il sistema di riferimento in modo che il filo carico sia
lungo I'asse z. Poniamo un cilindro attorno al filo in modo che il filo passi per I'asse del
cilindro.

' A
T Data I'evidente simmetria cilindrica del sistema usiamo, per
motivi che dovrebbero essere oramai chiari, le coordinate
cilindriche:
N . : x =Rcosf
- . P=(R,0,z .
ot y =Rsinf
| z=z
Oltre ad essere un sistema di riferimento, fissato R abbiamo
una parametrizzazione del cilindro di raggio R. Ora, ci e gia
noto che in questo sistema di riferimento il campo elettrostatico
Z dipende esclusivamente dalla coordinata radiale e ha direzione
. radiale, ossia E = E(R)up.

Per come abbiamo posto il cilindro X, il versore normale alla superficie laterale coincide con
quello radiale delle coordinate cilindriche, pertanto

05(E) = jz E i,ds = fzfs Apds = fz ER)ag - tpds = ER) fz ds/=]

dove l'ultimo passaggio e lecito in quanto sulla superficie del cilindro il raggio & fissato e
quindi anche E(R) e costante.
Dato che I'’elemento di area ¢ dato da d> = d®dz, si ha

=] lim 2zRLE(R)

L—+oo

Per la legge di Gauss,

S q AL
o5 (E) = t0 o
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dove A e la densita lineare di carica; per ottenere il flusso per il filo infinito ci basterebbe
mandare L all'infinito. Eguagliando i due flussi ottenuti si ricava che

27RVE(R) = %

€0
e quindi

A
2regR

E(R) = (2.12)

Superficie piana carica infinita Si consideri una superficie piana X con densita superfi-
ciale costante 6. Per semplicita, poniamo il sistema di riferimento in modo che la superficie
coincida con il piano x = 0. Come per il caso del filo carico rettilineo, consideriamo un
cilindro, questa volta che interseca la superficie ortogonalmente e posto in maniera che le

basi siano alla stessa distanza dal piano.
Ci e gia noto che il campo elettrostatico dipende

! esclusivamente dalla coordinata perpendicolare al
i piano, cioe x, e ha direzione .. In particolare, si
. osservi che da facce opposte del piano il versore nor-
! male u,, = u, cambia verso e quindi cambia verso

4

2z
St

anche il campo elettrostatico:

I

|

|

|

[

i

: A

; , U, i [Blaba,  sex>0
| /ﬁn As ~E(x), sex<0
i

|

|

|

I/

oo

e [Z y I1 flusso tramite il cilindro X si puo scindere in tre

componenti: i due flussi ®4 e &4, attraverso le
basi e il flusso ®g;, attraverso la superficie laterale.
Tuttavia, poiché la superficie laterale € sempre ortogonale al campo, quest’ultima compo-
nente e nulla; inoltre, si ha che il campi esce sempre dalle basi, pertanto i flussi saranno
positivi e, per questioni di simmetria, coincidono:

7
4
7
4
7

X

By, =Dy,
Pertanto,
D5 (E) = 2J E(x)ds = 2E(|x|)j ds = 2B(xDA,
A A,

Ricordando che la densita di carica superficiale o e costante, la carica interna al cilindro &
data da

q =044
Per la legge di Gauss si ha
GAl
Oy = —
€0

Eguagliando i due flussi ottenuti si ricava che

247B () = 21

0]
e quindi

— (0} n
E(|x|) = Eux (2.13)
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Sfera uniformemente carica Siconsideri una palla sferica di raggio R con densita vo-
lumica costante p. Per semplicita, poniamo il sistema di riferimento in modo che I'origine
coincida con il centro della sfera. Come superficie X per calcolare il flusso scelgo una sfera
diraggio r centrata anch’essa nell’origine. Ci e gia noto che il campo elettrostatico dipende
esclusivamente dalla coordinata radiale e ha direzione radiale, ossia E= E(r)a,. Il versore
normale alla superficie ¥ ¢ i,, = @,. A questo punto distinguiamo il calcolo quando la
superficie sferica ha raggio maggiore della palla (r > R) o quando ha raggio minore (r < R).

m Ilcasoesterno:r > R. ) . )
In questo caso la superficie sferica contiene la

sfera uniformemente carica. Il flusso dunque
e
D5 (E) = JE(r)dZ = E(r)4nr?

dato che E(r) € costante sulla sfera di raggio
r. La superficie sferica contiene tutta la carica
della palla al suo interno, quindi per la legge
di Gauss

s qg 4zR3p
P5(E)= — =
€0 360
e quindi
= pR3 )
E(r) = a4 a, (2.14)

3£0r2 T 4ﬂ£0r2

OsseRvVAZIONE. Una qualunque distribuzione di carica a simmetria sferica dipendente
dalla distanza radiale, ossia p(x,y,2) = p(r), genera al suo esterno un campo uguale a
quello di una carica puntiforme.

m Ilcasointerno:r <R ) . )
In questo caso la superficie sferica contie-

ne al suo interno solo una parte della carica
complessiva:

4 3
Qint = gm‘ p

Se il flusso, calcolato secondo la definizione,
non cambia espressione (ma valore si')...

o5 (E) = E(r)4nr?

... quello per la legge di Gauss diventa

o q; 4nr3p
&0 360
e quindi
Er=-22 4 =4  (215)

47r£0r2 T 3gq
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Riassumendo, il campo elettrico generato da una sfera uniformemente carica di raggio R a
distanza r dall’origine e

r
%flr ser <R
- 0
E(r) = q . oR3 (2.16)
u, = u, ser>R
4n£0r2 380r2
A E(r)
R__q [ _________,
3¢, 4dneR? 1
|
L}
}
)
[}
|
0 ! -
| R 7
Come gia detto, esiste un potenziale V tale per cui E = —VV. Poiché il campo dipende

esclusivamente dalla coordinata radiale, tale relazione si trasforma in

E(r) = —g

da cui

V(ir)=- JE(r)dr +A

dove A e una costante che dipende dalle condizioni al contorno di natura fisica. Lasciando
tempo alle opportune spiegazioni, per ora ci basti sapere che il limite all'infinito del potenziale
si pone in generale nullo? e che il potenziale ¢ un campo scalare continuo3. Integrando le
equazioni di campo ottenute ricaviamo

2
—g;+A ser <R
+B = +B ser>R
471’807‘ 3807‘

con A e B opportune costanti. Imponiamo nella seconda equazione il potenziale all'infinito
(r = +o0) nullo - dato che & quella riguardante il sistema a grandi distanze; ¢ immediato
trovare che B = 0. Dalla condizione di continuita invece, il potenziale sul bordo della sfera
deve essere uguale “visto” dall’interno e dall’esterno, ossia

pR3  pRZ

ek~ 6eg T4

*Nel Capitolo 3, a pag. 43 si puo trovare la motivazione di cio.
3Nel Capitolo 3, a pag. 44 si puo trovare la motivazione di cio.
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Con pochi passi algebrici troviamo

B 260
Riassumendo, il potenziale del campo elettrico generato da una sfera uniformemente carica
diraggio R a distanza r dall’'origine e

2 2
r R
—g— + /;— ser<R
V(r) = €0 €0 23 (2.17)
g B = o +B ser>R
4ﬂ'£0r 3607'

rR*}

2¢,
pPR*_2pR*| __ _ _______
6e, 3 2¢

R 2

OssERVAZIONE. Poiché il sistema ha una dimensione radiale finita, si ha come con-
seguenza la diminuzione continua del campo fino all’'annullamento nel campo nel centro
della distribuzione: in questo modo si evita la divergenza all'infinito che si ha con il
campo della carica puntiforme, oggetto che fisicamente € irrealizzabile nella teoria classica
dell’elettromagnetismo.

2.4 EQUILIBRIOINUN CAMPO ELETTROSTATICO

DEFINIZIONE 2.4.1. - EQUILIBRIO STABILE.

Un punto P e di equilibrio stabile per un corpo puntiforme se per un qualsiasi sposta-
mento, piccolo a piacere, da tale posizione esistono forze che riportano 'oggetto nella
posizione originale.

DEFINIZIONE 2.4.2. - EQUILIBRIO INSTABILE.

Un punto P e di equilibrio instabile per un corpo puntiforme se esistono spostamenti,
piccolo a piacere, da tale posizione esistono forze che riportano 'oggetto nella posizione
originale.

Consideriamo delle sorgenti fisse (continue o discrete che siano, non cambia) nel vuoto e sia
E(f) il campo elettrico generato da queste cariche. Esistono dei punti tali per cui, se poniamo
una carica q li, essa rimarra in equilibrio stabile?

La risposta € no e ce lo dice il teorema di Earnshaw.
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TEOREMA 2.4.1. - TEOREMA DI EARNSHAW.
Una collezione di cariche puntuali non possono essere mantenute in una configurazione di equilibrio
stabile soltanto dall’interazione elettrostatica delle cariche con un campo elettrico.

In questa dimostrazione assumiamo che la carica sia positiva (g > 0), ma la dimostrazione &
mutatis mutandis la stessa per g < 0.

OSSERVAZIONE. La carica nella dimostrazione si suppone essere una carica di prova,
e quindi il campo generato dalla carica g € trascurabile.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che la carica, immersa nel campo elettrico e non sog-
getta ad altre forze, & in equilibrio stabile in P = ¥; cio significa che:
I. Lacaricadiper sé e ferma; la forza totale agente sulla carica e dunque nulla, e dato
che le uniche forze sulla carica in ¥ sono le forza di Coulombsi ha

F(¥) = qEE) =0 — EF) =0
q=0

2. Perun (piccolo) spostamento S¥ attorno a ¥, la forza riporta la carica verso il punto
r, cioe la forza R .
F(r + 6r) = qE(F + 67)
deve puntare verso .

Consideriamo una superficie chiusa (arbitraria-
mente piccola) attorno alla carica. Per quanto
abbiamo detto, in un qualunque suo punto la
forza di Coulomb in tal punto deve essere diret-
ta verso P = F. Pertanto, se il campo & entran-
te la superficie, il flusso tramite la superficie e
negativo...

P2(E) <0 (2.18)

... ma possiamo applicare la legge di Gauss per ricavare il valore del flusso tramite
tale superficie, tuttavia si avrebbe

cpz(ié):%w — g<0

ilche eun assurdo! Segue che non ci puo essere equilibrio elettrostatico stabile. [l

L'unica possibilita di avere una carica in equilibrio stabile € se si trovasse esattamente nello
stesso punto di un’altra carica @ di segno opposto e quantita di carica maggiore. Infatti, in
tal caso qualunque superficie, piccolo a piacere, scegliamo attorno al punto di equilibrio si
avra sempre flusso pari a

q+@Q

€0
per la legge di Gauss; questa volta non si ha alcun assurdo, dato che il campo elettrico e
entrante e quindi il flusso e negativo e, se |Q| > |g|, allora anche il flusso secondo Gauss e
negativo.

O5(E) =
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DiGrEssIONE. Daquanto detto, un sistema di cariche libere dello stesso segno non potra ai
restare in equilibrio stabile spontaneamente, ma necessariamente occorrono altre forze
per vincolare le cariche.

Una conseguenza di cio e che il modello dell’atomo di Rutherford non e stabile, essendo
basato su una distribuzione fissata di cariche: nel nucleo atomico non ci potrebbe essere piu
diun protone senza compromettere la stabilita del nucleo! E grazie all'interazione nucleare
forte che, essendo particolarmente forte a distanze microscopiche, i protoni superano la
repulsione elettrostatica tra diloro e permettono la stabilita dell’atomo.



CAPITOLO 3

IL POTENZIALE ELETTRICO E LE
LEGGI DI MAXWELL PER
L'ELETTROSTATICA

“Una volta che ti pompano 200 volt nel corpo, haila tendenza a passare il resto della vita in un posacenere.”

WooDY ALLEN, elettricista con la carriera andata in fumo.

OME abbiamo visto negli esempi del Capitolo 2, il campo elettrostatico E non € una
funzione vettoriale come tutte le altre, ma € un campo conservativo - non nel senso politico
del termine, dato che i campi vettoriali non hanno diritto di voto. Cio che intendiamo

con cio e che esso ammette una funzione scalare V per cui Eeil gradiente di V. Oltre ad
avere importanti conseguenze fisiche, il potenziale ci permette una terza via per calcolare i
campi elettrostatici, dopo quella diretta con gli integrali e quella tramite la legge di Gauss:
determinare il campo scalare potenziale e, prendendo il suo gradiente, ricavare quello
elettrostatico.

In questo capitolo mostreremo cosa cambia nel passaggio dalle forze conservative ai

campi conservativi (spoiler: ben poco, tutto sommato), introducendo il concetto di circui-
tazione di un campo vettoriale. Fatto cio passeremo a parlare del potenziale elettrico e
mostreremo attraverso alcuni esempi come si comporta in presenza di discontinuita di
campo elettrostatico.
Concludiamo questa sezione reinterpretando i risultati di questi primi tre capitoli sotto for-
ma delle equazioni di Maxwell per l'elettrostatica; inoltre, ci soffermeremo su particolari
equazioni differenziali, dette di Poisson e di Laplace, con la quale possiamo semplificare
ulteriormente lo studio del potenziale - e di conseguenza del campo elettrostatico.

39
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3.1 LACIRCUITAZIONE DIUN CAMPO VETTORIALE

DEFINIZIONE 3.I.I. - CIRCUITAZIONE DI UN CAMPO VETTORIALE.
La circuitazione di un campo vettoriale lungo una curva chiusa y, parametrizzata da

una funzione ¥ : [a,b] — R3¢

Dalle forze conservative... La circuitazione ha particolare rilevanza in ambito fisico: la
sua prima applicazione che vedremo ¢ in una caratterizzazione deicampi vettoriali conservativi.
Prima pero, riguardiamo rapidamente il concetto di lavoro e del suo ruolo per quelle forze
dette forze conservatrici, trattate nel corso di Fisica I.

DEFINIZIONE 3.I.2. - LAVORoO. .
Dati due punti ¥ e rg, il lavoro di una forza F lungo una curva y tra i due punti ¢ definito
come

W, =| F-ds (3.2)
71

In generale, il lavoro dipende dal percorso effettuato: il lavoro compiuto da una stessa forza
lungo due curve y; e y5 e differente. Per un caso particolare di forze, tuttavia, il lavoro
dipende esclusivamente dagli estremi e non dal percorso effettuato.

DEFINIZIONE 3.I.3. - FORZA CONSERVATIVA.
Una forza F ¢ detta conservativa se per qualunque curva y1, yg tra due puntir, e g il
lavoro e

[ Wy, =Wy, ] (3:3)

In altre parole, F & conservativa se il lavoro dipende solo dai punti iniziali e finali e non
quale sia la curva lungo la quale si calcola.

PROPOSIZIONE F.I.I. - CARATTERIZZAZIONE DELLE FORZE CONSERVATIVE.

Se una forza F ¢ conservativa, allora esiste una funzione scalare U : R3 ——> R detta energia
potenziale tale per cui®

F=-VU (3.4)
e tale per cui
W=U(¥,) - UQFg) =-AU (3.5)
In altri termini:
F=-VU (3.6)
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41
Wef B

“I1 meno & presente per motivi storici.

d§=—ff6U.d§

OssERVAZIONE. Questo non € altro che la “versione fisica” del teorema del gradiente

Nella “Raccolta Differenziata”, a pag. 270 e possibile trovare I'enunciato matematico del
teorema, dato che la dimostrazione e mutatis mutandis quella che segue

DimosTrAZIONE. Consideriamo una curva y parametrizzata da

r(t) = (x(8),y(1),21)), te[ty,ta]

Posto
¥(tp) =Trp
siha
tp - dr dr tg d__
W[ Fqpde=— [ W dt = —LA FUFE®)dt =
=—(U¥(tp)) - U(F(ta))) = Uxy) - UXp)
Infatti,
8U ol or

OsseERVAZIONE. Il potenziale &€ sempre definito a meno di costante additiva. Infatti, se
considero due potenziali Ue U’ =

U + Uy dove U € una costante reale, si ha che
F=-TU =

V(U +Uy) =-VU-VUy = -VU
=0
...ai campi vettoriali conservativi

In modo analogo a come abbiamo fatto per le forze
conservative, possiamo facilmente definire un campo vettoriale conservativo

DEFINIZIONE 3.1.4. I CAMPO VETTORIALE CONSERVATIVO

Una campo vettoriale G é detto conservativo se per qualunque curva y1, yg tra due punti
ryergsiha

(38)

PROPOSIZIONE 3.1.2. - CARATTERIZZAZIONE DEI CAMPI VETTORIALI CONSERVATIVI

Se un campo vettorialeG ¢é conservativo, allora esiste un campo scalare ¢ : R3 —— R detto
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potenziale tale per cui, per ogni curva chiusa y, si ha®

G =-V¢
I(G)=0

“I1 meno & presente per motivi storici.

DiMmosTRrRAZIONE. La dimostrazione e analoga a quella della proposizione 3.1.1. Per
ottenere il risultato come enunciato nella tesi - ossia come circuitazione - si noti che,
avendo

| G-ds =) - dEn).
allora, poiché si ha ¥, = rg, vale
ry(é)=§é.d§=o 0
v

OsseERVAZIONE. Il potenziale & sempre definito a meno di costante additiva. Infatti, se
considero due potenziale ¢ e ¢’ = ¢ + ¢ dove ¢ € una costante reale, si ha che

G = Vg = U + §o) = —Vep — Vgho = Vb
=0

3.2 ILPOTENZIALE ELETTRICO

Nei diversi esempi di campi elettrostatici visti nel Capitolo 1 abbiamo sempre trovato
un potenziale che ci permetteva di semplificare notevolmente la trattazione del proble-
ma. Come preannunciato, questo non € un caso: infatti, il campo elettrostatico & sempre
conservativo.

TEOREMA 3.2.1. - IL CAMPO ELETTROSTATICO E CONSERVATIVO.
Il campo elettrostatico E ¢ conservativo, ossia é il gradiente (cambiato di segno) di un opportuno campo

scalare V.

DimMosTRAZIONE. Dimostriamolo inizialmente per il campo elettrostatico generato da
una carica puntiforme. Il campo di Coulomb &

E = Lzﬁr
4regr

Ricordiamo che 'operatore nabla in coordinate sferiche diventa

% a . +1 a . N 1 ad .
=—0,+-——Uy+———1u
o T ra0 ¢ rsinfop @
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Siverifica facilmente che @

 Adregr

+A (3.11)

e il potenziale del campo di Coulomb, dove A & una costante opportuna:

- a =2
—VV:——( g +A)ﬁr:Lﬁ,:E
or \4reyr dregr?

Siosserviche pericampi elettrostatici generati da un sistema di cariche g; vale il principio
di sovrapposizione; noto che ciascuno di questi campi sono conservativi e

Ei == _§Vi

allora anche il campo complessivo generato dal sistema di cariche & conservativo e il
potenziale & la somma dei potenziali:

E= Zf‘ll =-VV (3.12)
i
dove
V=3V, (3.13)
i
Il caso di una distribuzione continua di carica segue da queste relazioni, passando al
continuo. O

La costante A nella equazione (3.11) dipende dalle condizioni al contorno della situazione che
stiamo studiando. Tuttavia, il fatto che la forza tra due cariche decresca con la distanza ci
suggerisce che tra cariche molto lontane tra loro la forza sia trascurabile. Una condizione al
contorno molto comune e quella quindi di supporre che

E(+0)=0 F(+0)=0 V(+00) =0 (3.14)

il che ci porta a dire che A = 0. Nel caso in cui ci sia tale condizione al contorno possiamo
avere i seguenti potenziali:
m Peruna singola carica g, centrata nell'origine, il potenziale in ¥ &

Vix,vy,2) = I
(x.y.2) Tneqr (3.15)
m Perun sistema di cariche g;, ciascuna posta in ¥;, il potenziale in r &
V(x,y.z) =), S — (3.16)
7 4meq|r — 1)
m Per una distribuzione continua di cariche in un volume V &
1 x/, ’,Z/
Vix,y,2) = J P2 syt (3.17)
dneo Jy -1
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m  Peruna distribuzione continua di cariche su una superficie > &

Vix,y,2) =

1 j o&,y’.2 )dZ (3.18)
5

4re ¥ —r|

m Per una distribuzione continua di cariche su una curva y &

7

Vix.y,2) =

1 Ax’,y’, 2
J SERELIFN (3.19)

dneg |, -1

OSSERVAZIONE. il potenziale si considera a tutti gli effetti un campo scalare continuo: se
cosinon fosse, le derivate spaziali sarebbero infinite nelle discontinuita e quindi avremmo
in certi punti del dominio di definizione del potenziale un campo elettrostatico infinito,
che nella pratica non é possibile avere.

ATTENZIONE! Come potremo vedere pil avanti, in generale il campo elettrico puo dipen-
dere dal tempo; tuttavia, in tal caso il campo non e conservativo e dunque non esiste un
potenziale. Solo il campo elettrostatico, cioe un campo elettrico che non varia nel tempo,
ammette un potenziale.

Una conseguenza immediata del fatto che il campo elettrostatico e conservativo ¢ il seguen-
te.

COROLLARIO 3.2.I. - LA CIRCUITAZIONE DEL CAMPO ELETTROSTATICO E NULLA.
Su ogni curva chiusa y nello spazio, la circuitazione del campo elettrostatico é nulla.

T(E)=0 (3.20)

DimosTrRAZIONE. Il campo elettrostatico € conservativo, dunque per la caratterizza-
zione dei campi vettoriali conservativi® segue la tesi. O

“Siveda la proposizione 3.1.2 a pag. 41.

Energia potenziale e potenziale elettrico Laforza di Coulomb e conservativa e ammette
un’energia potenziale U tale che F = —VU, mentre abbiamo dimostrato poc’anzi che

E = —VV. Dalla legge F = qf] che lega campo elettrostatico e forza di Coulomb si ha
immediatamente una relazione tra 'energia potenziale e il potenziale elettrico:

U=qV (3.21)

EseEmPIO. Per un carica puntiforme @ si ha potenziale

Q

V= 4regr (3-22)

e l'energia potenziale che un’altra carica q postainr ha, se soggetta al campo elettrostatico
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generatoda @ e
9Q

- 47‘[607‘

(3-23)

Dalla relazione (3.21) € evidente che anche 'energia si pone nulla quando la distanza della
carica q dalla sorgente di campo & molto elevata:

U(+c0) = 0

Unita di misura Dalla relazione (3.21) si definisce I'unita di misura del potenziale, il volt.

UNITA DI MISURA.
POTENZIALE: volt (V) o joule su coulomb (%)

Dimensioni: [V] = % = ML2T-3I1

Abbiamo gia visto che il campo elettrico, dalla formula F= qﬁ, ha unita di misura il newton
su coulomb (%) Tuttavia, grazie al fatto che E ¢ conservativo ed & quindi un gradiente rispetto
ad una variabile che ha dimensioni di una lunghezza, puo essere definito anche come volt
su metro (%)

UNITA DI MISURA.
CAMPO ELETTRICO: volt su metro (

[F]

Dimensioni: [E] = — = LMT 31,

lq]

\%

E) o newton su coulomb (g)

OsservAzIONE. Come gia detto, il potenziale e definito a meno di una costante additiva.
Generalmente si pone il sistema di riferimento in modo che il potenziale all'infinito (o ai
bordi del dominio di definizione) sia una costante, generalmente zero per V — co.
Poiché non si puo considerare un sistema di questo genere, I'unica condizione misurabile
realmente (ed operativamente) ¢ la differenza di potenziale.

Potenziale e attrattivita delle cariche

ESEMPIO - ARMATURE ELETTRICHE.
Consideriamo due piastre elettrostatiche di segno opposto, come in figura.

[+ + + + + + + ]V

o3|
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Il funzionamento di tale sistema non e dissimile, a livello puramente qualitativo, da un
dipolo elettrico: tra le due piastre il campo e sostanzialmente analogo a quello sull’asse
verticale congiungente i dipoli e quindi e diretto dalla piastra positiva a quella negativa.
Poiché F = qi’., le cariche positive saranno attratte verso la parte negativa, quelle negative
verso la piastra positiva.

Essendo VV = —fﬂ, all'interno delle piastre il gradiente del potenziale € un campo vettoriale
diretto dalla piastra negativa a quella positiva. Per avere tale direzione, € necessario passare
da un potenziale minore ad uno maggiore, ossia Vo < V7.

Questo ragionamento si puo anche generalizzare in altri contesti, osservando dunque che il
campo elettrico e diretto dal potenziale maggiore al potenziale minore, e quindi

m cariche positive si muovono verso la zona di minor potenziale.

m cariche negative si muovono verso la zona di maggior potenziale.
Ricordando inoltre che ’energia potenziale € U = gV, si puo notare che le cariche vanno
sempre, indistintamente dal loro segno, verso un’energia potenziale minore.

Superfici equipotenziali

DEFINIZIONE 3.2.1. - SUPERFICI EQUIPOTENZIALI.
Data un sistema in cui si ha una certa funzione di potenziale V, le superfici equipoten-
ziali sono gli insiemi descritti dall'equazione

V(¥) = const (3.24)
Le superfici equipotenziali sono sempre ortogonali, punto per punto, a VV e quindi anche

al campo vettoriale elettrostatico E.

ESEMPI.
m Peril potenziale della carica puntiforme,

= const = r = const

 dregr

le superfici equipotenziali sono circonferenze concentriche di raggio r, al variare
dir:

Lzt

N
N
Y,

Ny,

&

m Peril dipolo elettrico +/— e quello +/+
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st

3.3 DISCONTINUITA DI CAMPO ELETTRICO TRA SUPERFICI

Precedentemente abbiamo ricavato il campo elettrostatico e il potenziale di volumi unifor-
memente carichi, come una sfera. Ci chiediamo ora quale sia il campo elettrostatico e di
conseguenza il potenziale di una superficie cava uniformemente carica, come ad esempio
una superficie sferica o un cilindro.

Superficie sferica uniformemente carica Siconsideri una superficie sferica di raggio
R con densita superficiale costante 6. Per semplicita, poniamo il sistema di riferimento in
modo che 'origine coincida con il centro della sfera. La carica totale sulla superficie e

q = 4zR%c (3-25)
Distinguiamo, come al solito, due casi: il campo elettrico interno (» < R) e quello esterno
(r > R) alla sfera.

m r < R. Utilizziamo la legge di Gauss su una superficie X di raggio r < R centrata
nell'origine. Dalla definizione di flusso abbiamo che

D5 (E) = JE(r)dZ = 47r2E,(r)
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dato che E(r) & costante su X. Tuttavia, poiché la carica e concentrata tutta sulla sfera
diraggio R, la superficie X non contiene alcuna carica; pertanto, per la legge di Gauss

47r2E,(r) = By (E) = qé”t -0
0

da cui segue che

ﬁ(r) =0 (3.26)

m r > R. Sullabase di osservazioni precedenti, il comportamento esterno € analogo a
quello di una carica puntiforme nell’origine.

> oR? q
EQr) = u, = u .2
() 607‘2 r 47[607"2 r (3 7)

I1 campo elettrico, pertanto, e discontinuo e vale

fﬂ( ) 0 ser<R ( )
r)= 6R2 n _ q R 3.28
cor® u, = Tregr u, ser>R

oo | TR
Y

Si osserva una discontinuita pari a % tra il campo elettrico interno ed esterno alla superficie.

Data la dipendenza di E dalla sola coordinata radiale, per ottenere il potenziale ¢ sufficiente
integrare il campo elettrico rispetto ad r e imporre le ben note condizioni di contorno
(V(+00) = 0 e continuita in R):

oR q
—=—— ser<R
V() =1 pe _4”8°R (3.29)

q
£ T dzmegr ser >R
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Wr)

)

A -
>

R 2

Superficie cilindrica uniformemente carica Si consideri una superficie cilindrica infi-
nita e di raggio Ry con densita superficiale costante o, dove le cariche sono disposte sulla
faccia laterale. Per semplicita, poniamo il sistema di riferimento in modo che I'asse z passi
per I’asse del cilindro. La carica totale sulla superficie € infinita, in quanto

9 =Ajateraled = 27RoLo L—>_+)oo +oo (3-30)
Distinguiamo due casi: il campo elettrico interno (R < R)) e quello esterno (R > R)) al
cilindro.
m R <R,. Utilizziamo la legge di Gauss su un cilindro ¥ di raggio R < R con asse
sull’asse z. Dalla definizione di flusso abbiamo che

O5(E) = JE(R)dZ = 27RLER(R)

dato che E(R) e costante su 3. Tuttavia, poiché la carica e concentrata tutta sul cilindro
diraggio R, la superficie X non contiene alcuna carica; pertanto, per la legge di Gauss

27RLER(R) = 05(E) = 222 — 0
0

da cui segue che
ER)=0 (3.31)

m R > R,. Comeil campo esterno alla sfera (piena/cava) € simile al campo di Coulomb,
il comportamento esterno del cilindro cavo e analogo a quello di un filo infinito carico.
Infatti, posto

q _

I=

applichiamo la legge di Gauss su un cilindro X di raggio R > Ry con asse sull’asse z:

A= 27R o

. AL 2zR,L
27RLER(R) = dy(E) = L = 4 - 2= _ 2700
€0 €0 €0 €0

segue
A GRO n

E®) = 2regR - SO_RuR

(332)
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Il campo elettrico, pertanto, e discontinuo e vale

E(R) 0 SER<R0 ( )
=JoRo. _ 4 3.33
R VR = 2re RUR seR >R,
AE(R)
(3
Y
|
|
|
|
o : S

— >

| Ry Ry R

Siosserva una discontinuita paria % tra il campo elettrico interno ed esterno alla superficie.
Per calcolare il potenziale, notiamo che il campo dipende esclusivamente dalla coordinata

radiale delle coordinate cilindriche e quindi la relazione E = —VVsi trasforma in

v
ER)= -5

da cui
VR) = - J‘E(R)dR +A

con A costante determinate dalle condizioni al contorno. Integrando, otteniamo

V@) A seR <R
= R
—600 logR+B:—ﬁlogR+B seR >R

3

con A e B costanti.

Tuttavia, incappiamo in un apparente problema: se prendiamo come punto per il potenziale
nullo I'infinito, il potenziale diverge! Non c’¢ da meravigliarsi di cio, dato che questa € una
situazione fisica irrealizzabile nella realta: avendo preso un cilindro di lunghezza infinita,
la distribuzione di carica si estende anche all'infinito.

Ricordiamo che il potenziale e determinato soltanto a meno di costanti: una scelta migliore,
in questi casi, & di imporre il punto di potenziale nullo in un posto a nostra scelta. Ad
esempio, prendiamo una distanza radiale arbitraria Rg e fissiamo V(Rp) = 0: imponendo
questa condizione novella e la solita continuita in R = Ry, otteniamo il potenziale continuo

GRO RB _ A RB
V(R) B o log R_O = 271'80 IOg R_o SER < RO
)R 10e BB — 4 150 BB RS R
Zo P8R T 2ze, OB R 0

(3-34)
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AV(R)

-

RO RB\~“~~_ R

Chiaramente rimarra la divergenza del potenziale a grandi distanze, ma la scelta effettuata
garantisce almeno un punto in cui il potenziale si annulla.

Il caso generale Sebbene 'andamento del campo elettrico nei due esempi precedenti
e leggermente diverso, per entrambi i casi la discontinuita tra campo elettrico interno
ed esterno in uno stesso punto é pari al valore %. Non & una coincidenza fortuita, bensi
possiamo mostrare che questo e sempre cosi.

PROPOSIZIONE 3.3.1. - DISCONTINUITA DI CAMPO ELETTRICO TRA SUPERFICI.
La differenza di campo elettrico tra due lati di una superficie carica e, punto per punto, pari a

= o (o2 A
AE() = 4,

DiMmosTRrRAZIONE. Dimostriamo tale proprieta per un foglio carico (supponiamo positi-
vamente), dato che la superficie si puo considerare almeno localmente come un foglio
carico.

Posta una carica positiva su una faccia del foglio, ci aspettiamo che si allontani da esso
“dallo stesso lato del foglio” a causa di un campo elettrico E‘l; viceversa, mettendo una
particella positiva dall’altra faccia e prevedibile che la particella sara respinta dalla su-
perficie da quello stesso lato dalla forza generata dal campo elettrico f?.z, ossia dal verso
opposto di E 1: cidovra essere necessariamente una discontinuita di campo elettrico per
avere questo cambio drastico di verso.
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Disegniamo un circuito rettangolare y = [ABCD)] che interseca il campo e che sia suffi-
cientemente piccolo in modo da considerare E costante sul circuito.
Dato che la circuitazione circuitazione lungo y € influenzata solo dalle componenti tan-

genziali E; ; e non dalle componenti perpendicolari E; ,, al circuito, si ha

0=T,E)=Eq;dagp—E9;dcp = (Eg;—E1;)dap

Da cui segue che
Egy=Eqy

ossia che le componenti tangenziali devono essere uguali.

Consideriamo lo stesso foglio, questa volta intersecandolo con una superficie cilindrica
con altezza sufficientemente piccola in modo che il campo elettrico & considerabile co-
stante lungo la superficie di base.

Calcolando il flusso e confrontandolo con quello ottenuto dalle legge di Gauss, ricordiamo
che lungo la superficie laterale esso € nullo:

base

qA ase -l
# = CDZ(E) = El,nAbase - E2,nA

Da cui segue invece

5

o
El,n —Eop = e
Allora, facendo la differenza punto per punto, si ha

AE = (El,t _E2,t) ﬁt + (El,n _EZ,n) ﬁn = gﬁn D

— _c
-0 ==

3.4 LEEQUAZIONIDIMAXWELL PERL'ELETTROSTATICANELVUOTO

A questo punto siamo arrivati ad avere tutti gli strumenti e i risultati necessari per enunciare
le equazioni di Maxwell relative all’elettrostatica.c Tuttavia, prima di far cio € importante
riprendere in mano alcuni risultati matematici e fisici che ci serviranno a tal scopo.
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RicorDIAMO...

1a Teorema della divergenza: si
consideri un volume V ¢ R3 com-
patto con bordo liscio V. Dato un
campo vettoriale differenziabile G
in un intorno di V, allora

f V.G=( G- a,ds
1% vV

o0, equivalentemente,

2a Legge di Gauss: il flusso del cam-
po elettrostatico E attraverso un
superficie chiusa € eguale alla quan-
tita di carica contenuta all'interno
della superficie, comunque siano

distribuite, divisa per g,.
- 1 =
O5(E) = — | p(r)dV
=10 A4

dove V e uno spazio delimitato da
3., ossia tale che oV = 3.

1b

2b

53

Teorema del rotore: si conside-
[a,b] —> R3
semplice - ossia senza intersezioni
con sé stessa, chiusa e liscia a tratti;
si consideri inoltre una superficie
> liscia tale che 93 = y. Dato un
campo vettoriale differenziabile G
in un intorno di V, allora

ri una curva y :

fZVxG-ﬁndZ: SEG-ds
0, equivalentemente,
o3 (VxG) =T, (G)

Circuitazione del campo elettri-
co nulla: su ogni curva chiusa y
nello spazio, la circuitazione del
campo elettrostatico e nulla.

I(E)=0

TEOREMA 3.4.1. - EQUAZIONI DI MAXWELL PER L'ELETTROSTATICA NEL VUOTO.
Dato il campo elettrostatico E e una densita di carica p, valgono le sequenti relazioni:

. Forma
Nome Forma integrale differenziale
Legge di Gauss per =0 = _Qine _ 1 A L
lelettricita Pav(E) = faVE UndE = g0 €0 VpdV €0
Legge dell’induzio- I(E)=¢p E-ds=0 R
ne di Faraday 4 E)) VxE =0

DiMmOSTRAZIONE. Per ottenere la prima legge, partiamo dalla legge di Gauss

cI’z(f*:) = 0

q
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scritta nella sua formulazione integrale:

E 1 N
J&E%ﬁ_gkme
Applichiamo il teorema della divergenza al primo membro:
[V Eav=[ Lav
\%4 Veg

Poiché questa relazione € vera per un qualunque volume V arbitrario, si deve necessaria-
mente avere uguaglianza degli integrandi, ottenendo

vE=2
€0

Per ottenere la seconda legge, partiamo dalla circuitazione nulla del campo elettrostatico
r(E)=0
scritta nella sua formulazione integrale:
#Ewﬁ=0
Y
Applicando il teorema del rotore al membro non nullo:
k@xﬁdgdZ:O

Poiché questa relazione & vera per una qualunque superficie X arbitraria, si deve ne-
cessariamente avere che 'unico termine non dipendente dalla superficie sia sempre

nullo. .
VxE=0 O

OsSSERVAZIONE. Mentre la prima equazione vale in generale, la seconda vale solo in
elettrostatica, considerando un campo elettrico statico e in assenza di campo magnetico.
Nel caso generale, vedremo che il rotore del campo elettrico dipende dalla variazione temporale
del campo magnetico. Quando studieremo i fenomeni magnetici dipendenti dal tempo
spiegheremo anche che cos’e I'induzione e il motivo per cui da il nome alla legge omonima.

ESEMPIO - SFERA UNIFORMEMENTE CARICA.
Verifichiamo che vale la prima equazione dell’elettrostatica nel caso del campo generato
da una sfera carica uniformemente:

R .
> ?/:Tur ser<R
B =1" u, ser>R
4reqR2 T

Data la divergenza di un campo in coordinate sferiche?, che ricordiamo essere

-

> 1 1
V‘G:r—zg(rzGr)-{' i

rsin 0 90

G, sin 0) + 1 %Gy
(Ggsin6) rsinf Jdp
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allora si ha, per un punto esterno alla sfera (in cui non c’e alcuna densita di corrente) vale

= = q . 19 ( 2 4 )
V-E=V: ——u,=—5—(r*———= =0 .
4regR2 " r2or\  4negR2 (3:35)
mentre per un punto interno alla sfera (in cui si ha una densita di corrente p) vale
_>—>_>(pRA) 1a<2pR)1zyZp
VE=V.——u,)|==—(rP-=)=="2=L
3eoR2 r2ar\' 3eqR2) ,23eg €0

“Nella “Raccolta Differenziata”, a pag. 281 ¢ possibile trovare a grandi linee il procedimento per ricavare
la divergenza in coordinate sferiche.

3.5 L,EQUAZIONE DI POISSON E DI LAPLACE

Lirrotazionalita del campo elettrostatico garantita dalla legge di induzione di Faraday ci dice
che, almeno localmente, € anche conservativo:

§><Ij]:0 — 3V : I_*)]:—ﬁV

Sostituendo nella legge di Gauss, otteniamo

€0

[LINIASY

che e un’equazione alle derivate parziali detta equazione di Poisson.

v2v=_2 (3.36)

€0
Questa equazione differenziale ci descrive il potenziale in una regione dove € presente una
sorgente di densita di carica p.
In una regione priva di cariche si ha p = 0; 'equazione di Laplace descrive il potenziale
in tale regione.
V2V =0 (3-37)

Imponendo delle opportune condizioni di contorno, che siano di natura fisica o imposte
come tali per convenzione, potremmo idealmente ricavare le soluzioni di queste equazioni
e determinare in modo prettamente matematico il potenziale - e di conseguenza anche il
campo elettrostatico. Il problema principale & che non sempre € possibile trovare facilmente
una soluzione; tuttavia, per alcuni specifici casi, ad esempio campi che presentano delle
simmetrie interessanti, possiamo calcolare senza troppi problemi il potenziale.

L'equazioni di Poisson e di Laplace con simmetria sferica Consideriamo un campo a
simmetria sferica, ossia dipendente esclusivamente dalla distanza radiale:

V(r) = V(ra,

Dato che il laplaciano in coordinate sferiche e

o lafg,0 1 o, 9 1 o2
v :—2—<’ —)+z—-—<3m9—)+—z—z
réor or r2sin 90 00 r2 sin® 0 9@
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allora in un punto dello spazio dove non c’e densita di carica si ha potenziale dato dalla
soluzione dell’equazione di Laplace

10 0
—Z (2= -
S5 (r arV(r)) 0
Facendo gli opportuni calcoli...
0 0
2 <r2—V(r)> -0
or or
d
r2 ;V(r) A
) A
EV(T') = 7'_2
... otteniamo il potenziale
A
V) =-—+B (3-38)

dove A e B sono costanti date dalle condizioni al contorno.
In un punto dello spazio dove c’e densita di carica p si ha potenziale dato dalla soluzione

dell’equazione di Poisson
10 d
-2 (rz—V(r)) -7
r ar €0
Consideriamo il caso di p costante, per semplicita. Facendo gli opportuni calcoli...

i <r2iV(r)> = —ﬁr2
or or 80

... otteniamo il potenziale

C
V()= ——r? = —+D (3-39)

dove A e B sono costanti date dalle condizioni al contorno.

ESEMPIO - SFERA UNIFORMEMENTE CARICA.

Il campo elettrostatico della sferica uniformemente carica di raggio R e un campo a
simmetria radiale, pertanto il potenziale soddisfa, all'interno e all’esterno della sfera, le
equazioni di Poisson e Laplace trovate prima.

Vi) —ér2—g+D ser <R (3.40)
r)= 3.40
—‘%+B ser >R

Ci basta ora imporre le condizioni al contorno.
m  Per convenzione, si suppone che il potenziale per r — oo tenda a 0, dato che il campo
elettrico si considera trascurabili a enormi distanze.?

rlirpw V(r)=0
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Imponendo cio, si trova
B=0

m  Quando siamo a grandi distanze, la sfera carica uniformemente e assimilabile ad
una carica puntiforme, pertanto I'altra condizione al limite e che il campo elettrico
della sfera all’esterno sia quello della sfera; da cio € necessario imporre

___ 9
47‘[80

m  Sulla base della continuita del potenziale, sul dominio del campo elettrico il
potenziale si considera finito, pertanto poniamo

C=0

in modo da togliere il termine %, che renderebbe il potenziale infinito in7 = 0.
m Per garantire la continuita del potenziale si deve imporre

Vinterno(R) = Vesterno (R)

Risolvendo I'equazione

P 5o q P 5o
——R“+D = D=—+—R
660 47[60R - 47[£0R 660
I potenziale complessivo e unico ed e
GL[R2—r2]+4qR:6L[R2—r2]+’§i2 ser<R
V(r) — 110 R3 TEQ €0 €Q (341)
g _2 ser >R

dzeqr ~ 3eqr

“Questo ¢ lecito farlo perché lo zero del potenziale ¢ arbitrario, grazie al fatto che il potenziale stesso e
definito a meno di costanti: sostanzialmente, come decido di misurare il potenziale € una scelta di chi studia
il sistema, anche se generalmente ci sono motivi fisici (come in questo caso) o geometrici per fare una certa
scelta. Cio non significa, tuttavia, che tale scelta € insignificante, dato che ogni valore del potenziale deve essere
misurato tenendo conto di tale zero.

L'equazione di Laplace con simmetria cilindrica Consideriamo un campo a simmetria
cilindrica, ossia dipendente esclusivamente dalla distanza assiale:

V(r) = V(R)ag

Dato che il laplaciano in coordinate cilindriche &
o 10 ( P ) 1 92 o2
Vée=—=—|(R—=|+——5+—

RoR\ oR) R2002 0522
allora in un punto dello spazio dove non c’e densita di carica si ha potenziale dato dalla
soluzione dell’equazione di Laplace

1o 0

=2 (r—V(r)) 0
ror\ or

Facendo gli opportuni calcoli...

air (%V@)) =0
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d
r;V(r) =A
0
a =5
... otteniamo il potenziale
V(r)=Alogr+B (3.42)

dove A e B sono costanti date dalle condizioni al contorno.



CAPITOLO

CONDUTTORI ECONDENSATORI

“Mi sento alquanto esausto: mi chiedo che cosa deve provare una batteria costretta a riversare elettricita in
un non conduttore.”

SHERLOCK HOLMES al dottor John Watson, L'avventura del detective morente.

BBIAMO gia incontrato, nel Capitolo 1, una definizione gilbertiana di conduttore: “un

materiale che non si elettrizza per strofinio”. E evidente che una definizione cosi em-
pirica non e particolarmente soddisfacente, anche perché sembra controintuitiva: i me-
talli sappiamo benissimo che vengono utilizzati negli impianti elettrici, eppure non si
elettrizzano?

Questo apparente paradosso sta nel concetto stesso di elettrizzazione per strofinio: nei
materiali isolanti, che si elettrizzano in tale modo, le cariche elettriche rimangono statiche,
mentre nei conduttori sono libere di muoversi; i fili, piani e sfere cariche che abbiamo studiato
in precedenza dovevano necessariamente essere di materiale isolante.

In questo Capitolo ci concentreremo invece sui conduttori in condizione di staticita -
ossia senza movimenti di carica e senza variazioni temporali; vedremo in particolare il
conduttore cavo e il suo campo elettrico in diverse situazioni, in quanto ci servira per
studiare i condensatori, dispositivi fisici il cui scopo principale e quello di immagazzinare
energia.

4.1 CONDUTTORI

DEFINIZIONE 4.1.1. - CONDUTTORE.
Un conduttore € un materiale in cui sono presenti cariche elettriche libere di muoversi.

Per caricare un conduttore possiamo utilizzare diversi metodi, ad esempio con dell'induzio-
ne elettrostatica, ma per mantenerlo carico abbiamo bisogno di tenerlo isolato da qualunque
altro conduttore. .

In presenza di un campo elettrico E, le cariche libere all'interno possono muoversi in
modo ordinato e dare vita ad una corrente elettrica, ma di questo ci occuperemo nel Capitolo 5.
Dato che stiamo studiando i fenomeni elettrostatici, le cariche sono in equilibrio se non

59
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abbiamo un moto di cariche. Cio si ha, in termini di condizione media macroscopica, se
all'interno del materiale si ha .

E=0 (4.1)
Poiché il campo elettrico € nullo, qualunque superficie si consideri all'interno del conduttore
avra flusso nullo; per la legge di Gauss, questo significa che strettamente all’'interno del con-
duttore non ci sono cariche!
Con cio non intendiamo che il corpo non € carico - senno che stiamo a studiarlo? - bensi che
non c’e un eccesso di carica di un segno o dell’altro, ma questo eccesso puo stare solo sulla
superficie del conduttore, con distribuzione di carica superficiale

o =9q%

Per di piu, questa distribuzione di carica non & generalmente uniforme, bensi si concentrano
maggiormente dove il raggio di curvatura e minore.

I conduttori come superfici equipotenziali Un’altra conseguenza fondamentale & che
il potenziale deve essere costante in ogni punto del conduttore; in particolare cio e vero sui
punti della superficie: la superficie di un conduttore e sempre una superficie equipotenziale.
In quanto tale, in un punto esterno vicino al conduttore il gradiente del potenziale e quindi il
campo elettrico sono ortogonali alla superficie del conduttore, indipendentemente da quale
sia la sua forma. Vale pertanto il cosiddetto teorema di Coulomb.

TEOREMA 4.1.1. - TEOREMA DI COULOMB.
Il campo elettrico all’esterno di un conduttore con densita superficiale di carica o é

- [0} R
E=—u, (4.2)

€0 n

I1verso e uscente il conduttore se la densita di carica e positiva, entrante se € negativa.

Conduttori connessi e potenziale Ponendo a contatto due o piu conduttori tramite un
filo conduttore (trascurabile), si ottiene un unico corpo conduttore: all’equilibrio deve valere la
condizione E = 0e V = const, ossia il potenziale - che inizialmente poteva essere differenze
su ciascun conduttore - deve diventare uguale su tutti i corpi.

EseEmpi1o. Consideriamo due sfere di carica g;, densita di carica o costante e raggio R;,

peri = 1, 2. Dato che il campo elettrico esternoe E = %ﬁn, per continuita del potenziale

esse hanno potenziali paria
o1k

V= V.
1 €0 2 €0

_ ook
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Se le colleghiamo con un filo conduttore trascurabile, all’equilibrio il potenziale diventa
unico e paria V] = V; = V costante, con V/ il potenziale su ciascuna sfera dopo averle
collegate. Da questa relazione si ottiene come si distribuisce la carica totale
Qtor =91 t92 =97 T 99
sulle sfere. Infatti, se o] sono le densita di corrente sulle sfere dopo averle collegate, si ha
{=V
UiR 1 _ 0',22R2

£ £

BB _ 0555

47R%  A7R}
91 _ 93
R, R,

Questa relazione trovata e una riconferma di quanto affermato in precedenza sui raggi di
curvatura: piu piccolo € il raggio di curvatura, maggiore sara la carica in quei punti (e quindi
anche maggiore sara la densita di carica). Esplicitamente, come si distribuisce la carica
tra le due sfere si ricava cosi:

’ ’ ’ R2 ’ R1+R2 P , Rl

9ot =97 +qz=q1+R—1q1=—R1 q7 = qlszhot
;o Ry , , Ry

Qtot =971 tQ99 = R1+R2Qtot+qz = (g9 = R1+R2Qtot

Il campo elettrico indotto Per quanto osservato, si puo notare come in un conduttore in
equilibrio elettrostatico la carica debba avere lo stesso segno dappertutto per mantenere E=0.
Questo, tuttavia, non e piu vero nel momento in cui il conduttore e immerso in un campo
elettrico esterno.

Ad esempio, consideriamo due piastre cariche di segno opposto in modo che tra di esse
si forma un campo elettrico uniforme f}, diretto dall’armatura positiva a quella negativa.
Ponendo un conduttore carico in mezzo alle due piastre, le cariche sono soggette ad una
forza di Coulomb dovuta alle due piastre e si spostano nel conduttore: le cariche negative
si spostano verso la piastra positiva, mentre le positive verso la piastra negativa, come in

figura.
“ E

La differenza tra le cariche interne al conduttore crea un campo elettrico indotto E‘i; selo

consideriamo all’equilibrio, esso ha stessa direzione e intensita di E, ma ha verso opposto
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in modo da avere all'interno del conduttore la condizione di equilibrio elettrico.

E; =-E (4.3)

Questo accade in generale anche se il conduttore e immerso in un generico campo elettrico,
non necessariamente uniforme o generato da delle armature cariche: per avere I'equilibrio
nel conduttore le cariche si devono disporre in modo che la differenza di carica all'interno
di esso generi un campo elettrico indotto uguale e opposto a quello del campo elettrico in
cui il conduttore € immerso.

4.2 CAPACITADIUN CONDUTTORE

Come abbiamo ribadito piuvolte, parte delle cariche in un conduttore sono libere di muoversi.
Se carichiamo un conduttore e poi lo isoliamo, possiamo conservare della carica elettrica al
suo interno - e quindi dell’energia elettrica - che potra eventualmente essere utilizzata
successivamente per altri scopi.

Ci interessa dunque caratterizzare i conduttori in base alla loro capacita di caricarsi.

OsSSERVAZIONE. Per studiare un conduttore carico all’equilibrio, dalle osservazioni
)

precedenti ci basta considerarlo come fosse una superficie carica ¥ con densita di carica o.

La carica nel conduttore e

q= J o,y 2’)dE
D)
mentre il potenziale in un qualunque punto del conduttore &

1 J‘ o(x’,y’,2")
)

dove supponiamo, sempre per le osservazioni precedenti, di considerare I'origine del
sistema di riferimento scelto all'interno del conduttore e di misurare il potenziale in tale
punto - dopotutto, il potenziale e costante in tutto il conduttore.

Ora, osserviamo che se aumentassimo la carica sul conduttore da q a mgq, si avrebbe un
aumento sia della densita di carica di un fattore m, sia del potenziale sempre di un fattore m.
I1loro rapporto, pertanto, rimane costante ed € indipendente da come aumenta la carica
e il potenziale: pertanto, esso rappresenta quanto aumenta il potenziale del conduttore
all’aumentare della carica.

DEFINIZIONE 4.2.1. - CAPACITA DI UN CONDUTTORE.
La capacita di un conduttore e la misura di quanta carica elettrica bisogna fornire ad un
conduttore isolato per aumentare il suo potenziale di un’unita.

C= % (4.4)

Il potenziale in questa definizione € misurato rispetto ad un sistema di riferimento dove lo
zero e posto sulla terra, considerato un conduttore di dimensioni infinite rispetto all’altro e tale
per cui se collegassimo il conduttore carico alla terra la carica si disperdesse e il potenziale
complessivo e nullo.
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ESEMPIO - SFERA CONDUTTRICE DI RAGGIO R.
In una sfera conduttrice di raggio R, all'equilibrio la carica e distribuita uniformemente
sulla superficie con densita ¢. Si ha

q= j od¥ = O'j dZ = 6Asferg = 47R%c
D D

1J’o- 16J‘d 1,4%R26_0'R
) b

V=—-| —d2=—5 ¥ = — =
dreg |F'| 4reg R /4%50 R €0
La capacita del conduttore e
C= ‘% = 4neoR (45)

Osserviamo che la capacita della sfera non dipende dal materiale, ma solo dal raggio.
Questo non € un caso: la capacita € solamente una funzione della geometria del conduttore,
ma non del materiale con cui é fatto, dalla carica che c’e sopra o dal potenziale in esso (o
meglio, differenza di potenziale).

EseEmprIio. Riprendendo il caso delle due sfere conduttrici collegate da un filo trascurabi-
le, come cambia la capacita? La carica complessiva g;,; € data dalla somma delle cariche
Q1 € Q9 sulle due sfere, mentre il nuovo potenziale V del sistema e costante e uguale su
entrambe le sfere. Segue allora

¥:%+q72:4ﬂ50(131 +R2):CI+CZ (46)

ossia la capacita del sistema di due conduttori collegati da un filo e dato dalla somma delle
due capacita dei singoli condensatori.

C=

Unita di misura

UNITA DI MISURA.
CARICA ELETTRICA: farad (F) o coulomb su volt (

Dimensioni: [C] = m =M 12742,

[V]

).

<0

Come per la maggior parte delle unita di misura che si affrontano nell’elettromagnetismo,
le capacita utilizzate in ambito pratico sono generalmente di molti ordini di magnitudine
minori del farad, cioe siamo praticamente obbligati ad utilizzare sempre dei sottomultipli del
farad, ad esempio:

m millifarad: 1 mF = 1073 F.
m  microfarad: 1 pF = 1076 F.
m nanofarad: 1 nF = 1079 F.
m picofarad: 1 pF = 10712 F.
OSSERVAZIONE. Siosserviche
C2 2

F
€0 = 8,854 10712 Tm - 8:854-10712
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Esemp1o0. Una sfera di rame di raggio
m R =0,1mhacapacita C = 11 pF.
m R =6,7-10% m, cioé una sfera con raggio quello terrestre, ha capacita C = 0,74 mF.

4.3 CONDUTTORE CAVO

Consideriamo un conduttore volumico che non sia pieno, ma che presenta al suo interno
una cavita senza cariche al suo interno: tale conduttore presenta ora due superfici, una
esterna e una interna. Nel caso del conduttore pieno sappiamo che, all'equilibrio, le cariche si
distribuiscono sulla superficie esterna.

Sorprendentemente, cio succede anche nel caso del conduttore cavo: non ci sono cariche nel-
la superficie interna e si distribuiscono esattamente come nel caso senza cavita.

PROPOSIZIONE 4.3.1. - UN CONDUTTORE CAVO HA CAMPO ELETTRICO NULLO AL SUO
INTERNO.

Un conduttore cavo che non presenta cariche all’interno delle cavita si comporta come un conduttore pie-
no con la stessa geometria. In particolare, le cariche elettriche all'equilibrio si distribuiscono solamente
sulla superficie esterna,

DimosTRrAZIONE. Ricordiamo che, quando consideriamo l'equilibrio elettrostatico, il
campo interno al conduttore deve essere nullo.

Prendiamo una superficie X che circonda completamente
la cavita, ma giace interamente all'interno del materiale
conduttore. Il flusso tramite tale superficie e nullo in
quanto il campo elettrico nei punti della superficie e nullo.

o5(E) =0

Applicando la legge di Gauss, segue che la carica complessiva interna a ¥ deve essere nulla.

oty interna = 0 (4'7)

Cio nonostante, questo non preclude ancora la possibilita che ci sia una quantita ugua-
le di cariche positive e negative nella superficie interna del conduttore in modo che

dtot3 interna sia nulla.

Per escludere tale possibilita, consideriamo un circuito
chiuso yarbitrario che interseca la superficie interna. Sap-
piamo che la circuitazione lungo y del campo elettrico e
nulla, tuttavia:

m lintegrale di linea lungo la parte di y contenuta
nella cavita non sarebbe nullo se, per assurdo, ci
fossero cariche sulla superficie, dato che cisarebbe
un campo elettrico non nullo.

m l'integrale di linea lungo la parte di y contenuta

nel conduttore sarebbe nullo perché E = 0 dentro
il conduttore.
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Pertanto non ci possono essere cariche sulla superficie interna e pertanto anche dentro la
cavita il campo elettrico deve essere nullo. O

Questo e vero anche in presenza di un campo elettrico
esterno E. In tal caso, come succede nel conduttore,
all'interno della cavita si viene a formare un cam-
po indotto E; dalla separazione delle cariche che
controbilancia quello esterno in modo che il campo
complessivo all'interno sia nullo.

4.3.1 Il conduttore cavo con carica

Conduttore cavo con carica interna

Consideriamo, all'equilibrio, una sfera conduttrice
cava (inizialmente non carica) di raggio R3 e raggio
della cavita Ro; al suo interno prendiamo un’ulte-
riore sfera conduttrice di raggio R{ < Ry, e suppo-
niamo che quest’ultima abbia una carica @ positiva.
Sappiamo che nella sfera interna il campo elettri-
co e nullo; la stessa cosa succede sulla sfera esterna,
ma € meno ovvio. La sfera carica genera un campo
elettrico radiale che, all'esterno di essa, non é nullo e
attraversa la sfera esterna: le cariche nel conduttore
esterno si dispongono come se fosse attraversati da
un campo elettrico esterno.

In particolare, le cariche negative si posizionano lungo la superficie interna, mentre quelle
positive sono respinte sulla superficie esterna in modo chele cariche sulla superficie interna
Qin: controbilancino quelle sulla superficie esterna q,,;. Diremo che questo tipo di campo
elettrico € un caso di induzione totale.

DEFINIZIONE 4.3.1. - INDUZIONE COMPLETA.

Diciamo che si ha induzione completa se le linee di campo elettrico generato da un
conduttore terminano completamente in un altro conduttore e, pertanto, il conduttore
induce totalmente la sua carica al secondo.

Ora, consideriamo una superficie ipotetica ¥ che & contenuta nella sfera esterna e che
contiene la cavita. Perché siamo all’equilibrio si ha E = 0, il flusso e

o5(E) =0

Ma per la legge di Gauss la carica complessiva e q4,; = 0. Necessariamente, sulla superficie
interna deve affacciarsi una carica q;,,; = —Q, da cui si ha che g,,; = . Il campo elettrico
indotto dovuto dalla disposizione di cariche controbilancia quello della sfera interna quindi
all'interno del conduttore esterno non c’e campo elettrico. Invece, al di fuori del conduttore
esterno si verifica nuovamente il campo elettrico dovuto alla sfera carica interna.



66 CAPITOLO 4. CONDUTTORI ECONDENSATORI

La situazione e quindi la seguente, al variare della distanza radiale r:

0 7’<R1 kl 7‘<R1
q9 q
E.(r) - dregr? R]_ <r< R2 Vi) = Iregr +k2 R]_ <r< R2
" 0 R2<7‘<R3 k3 R2<7‘<R3
q q
dregr? r>R3 Iregr +k4 7'>R3

Troviamo le costanti del potenziale imponendo le condizioni al contorno e la continuita:

V(e0) = rl_i)r}}c>o Vir)=0 = k4 =0

q
Vext(R3) = Vg, (R3) = k3 = IregRs
q 1 1
q 1 1 1
Vay B0 =V, B) = b = g (g oot )
Ricapitolando:
0 r< R]_
q
Er(r) I Frv Rl <r< R2
0 Ry <r<Rg
q
47[607' r> R3
A\E(r)
_9
4reoR?
9
q 4neoR3
O Y
4zeR3: () T— ———
_—
Rs r

g (1 _1,1
47‘[50 (Rl + R3> r< R]‘

A Ei—i) Ry <r<Ry

V(r) = 4rnegr  4meg \R3 Ro
_q
IreoR, R2 <r< R3
d r> R3

4reqr



4.3. CONDUTTORE CAVO 67

9 (1 1 1}]
4ze\R, R, R,

In presenza di un campo elettrico esterno si puo trovare che, sebbene all’esterno della sfera
conduttrice il campo esterno e modificato da quello generato dalla sfera interna, all'interno
della cavita e presente al pitt quello dato dalla carica interna.

Conduttore cavo collegato alla carica interna

Colleghiamo le due sfere con un filo conduttore tra-
scurabile. I due conduttori sono ora allo stesso poten-
ziale e quindi le cariche su Sys si dispongono sulla
superficie della sfera esterna: funzionalmente otte-
niamo in tutto e per tutto un conduttore cavo senza
alcun oggetto carico nellambiente interno.

Ricapitolando:
B ( ) 0 r <R3
r\r)= q
47[607’2 r> R3
4E(r)
L.-O. _______________
47e R "\
=
R, R:; R; r
g 7‘<R3
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fir)

4reR,

°/

R, R, Rs T

Conduttore cavo collegato alla terra

Supponiamo di riprendere il sistema originale e di
collegare il conduttore esterno alla terra: in questo
modo, le cariche esterne si disperdono nella Terra,
dato che la sfera esterna collegata alla terra € come
se fosse un unico conduttore di dimensioni infinite.
I1 campo elettrico anche allesterno € nullo e, neces-
sariamente, anche il potenziale e nullo, dato che il
conduttore e allo stesso potenziale della terra, che
per convenzione si fissa a 0.

Le uniche cariche presenti sulla superficie esterna sono le cariche negative che si dispongono
sulla superficie interna per contrastare il campo elettrico generato dalla carica nella cavita.

Ricapitolando:

0 r< R]_
E,.(r)= Treor? Ri<r<Ry
0 r> R2
47e,R3 : 1
0 v ~
R, R, R; r
q q
4regRq - 4regRo r< Rl
V(r) = g 1 R{<r<Rqy

dzegr  4megRg

0 7‘>R2
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A\V(r)

R. R: Rs iz

Lo schermo elettrostatico Tutti questi esempi ricadono nel fenomeno dello schermo
elettrostatico, detto anche schermo di Faraday.

DEFINIZIONE 4.3.2. - SCHERMO ELETTROSTATICO O SCHERMO DI FARADAY.

Uno schermo elettrostatico, detto anche schermo di Faraday, ¢ un sistema costituito
da un contenitore - non necessariamente continuo - di materiale conduttore in modo da
isolare 'ambiente interno da un campo elettrostatico esterno.

DIGRESSIONE - GABBIA DI FARADAY.

Una gabbia di Faraday € uno schermo di Faraday che presenta delle aperture e, di conse-
guenza, sono piu complesse da analizzare.

Anticipando cheicampi elettromagnetici si propagano come onde, uno schermo continuo
come il conduttore cavo attenua essenzialmente tutte le lunghezze d’onda piu corte dello
spessore della pelle, i buchi nella gabbia possono permettere alle lunghezze d’'onda piu
corte di attraversarli. Piu corta é la lunghezza d’onda, piu facilmente passa attraverso una
maglia di determinate dimensioni. Cosi, per lavorare bene con lunghezze d’onda brevi,
cioe ad alte frequenze, i fori nella gabbia devono essere pitt piccoli della lunghezza d’onda
dell’onda incidente.

4.4 CONDENSATORI

DEFINIZIONE 4.4.1. - CONDENSATORE.
Un condensatore ¢ un sistema di conduttori, i quali sono separati da una differenza di
potenziale AV e tra i quali c’¢ induzione completa.

NOTAZIONE. Spesso abbrevieremo la differenza di potenziale con d.d.p.

La maggior parte dei condensatori sono costituite da due o piti conduttori elettrici nella
forma di piastre metalliche o superfici separate dal vuoto o da un materiale dielettrico’, dette
armature.

Dalla legge di Coulomb una carica su un’armatura esercitera una forza sulle cariche
dell’altro conduttore, attraendo cariche del segno opposto e respingendo cariche uguali.
Per quanto visto con i conduttori cavi, la carica totale g su un’armatura deve essere uguale
ma opposte a quella sull’armatura che le sta di fronte, creando un campo elettrico tra i due
conduttori.

'Nel Capitolo 6, sezione 6.2, pag. 116, vedremo la definizione di materiale dielettrico.
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Lo scopo principale dei condensatori non é solo quello di deposito di cariche elettriche
nelle armature, ma anche di immagazzinare energia elettrica nel campo elettrico; pos-
siamo crearlo se applichiamo una d.d.p. tra le armature. Per misurare questa proprieta di
immagazzinare carica, ci interessa definire, in modo analogo a come abbiamo fatto per i
conduttori, una capacita dei condensatori.

DEFINIZIONE 4.4.2. - CAPACITA DI UN CONDENSATORE.
La capacita di un condensatore e la misura di quanta carica elettrica bisogna fornire ad
un’armatura del condensatore per aumentare di un’unita la d.d.p. tra le armature.

Come era per i conduttori, anche la capacita dei condensatori & dipendente esclusivamente
dalla geometria del conduttore, ma non del materiale con cui ¢ fatto, dalla carica che c’¢ sopra
o dal potenziale in esso (o meglio, differenza di potenziale).

OssERVAZIONE. Generalmente, si presuppone di costruire dei condensatori la cui di-
stanza tra le armature sia molto piti piccola dello spessore delle armature - in modo che
sostanzialmente i condensatori considerati siano praticamente uguali anche in termini di
dimensioni - e di studiare la differenza di potenziale a debita distanza dal bordo in modo
da evitare eventuali effetti non graditi.

Condensatore piano Un condensatore piano é costituito da due armature piane, distanti
d = x9 — x7. Supponiamo che tale distanza sia molto piu piccola della larghezza e altezza
media delle armature; per dare un confronto dimensionalmente coerente, potremmo dire

d? <3 (4.9)

dove X e 'area della superficie.
Il campo elettrico tra due armature plane lontano dai bordi, si ottiene per il principio di

sovrapposizione di due campi E e E_, generati rispettivamente dalla piastra positiva e
dalla piastra negativa. Poiché all'interno delle due piastre tali campi sono concordi e di pari
intensita, nota da quanto visto nel Capitolo 2, sezione 2.3, pag. 33, si ha dunque

- c_ 9
E(x)_£0_2£0

La differenza di potenziale tra le armature e quindi

AV = V(xq) - Vixg) = (-J ' +I 2>E(x)dx - J AP ()

xo xo xq 260 260

e quindi la capacita del condensatore piano

(4.10)

Condensatore cilindrico Un condensatore cilindrico e costituito da due armature
cilindriche: I'armatura interna ha raggio R, I'esterna ha raggi Ry e R3. In modo analogo a
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come abbiamo trovato il campo elettrico di un cilindro uniformemente carico nel Capitolo 3,
sezione 3.3, pag. 49, il campo elettrico nella cavita &

_ O'RO _ q
ER) = -~ = SreoLR’ se R{<R<R,g
elad.d.p.e
Rz q Ry
AV =V(R{)-V(Ry) = I ER(R)dR = -—— log ==
Rl 271'60L 1

Se consideriamo la distanza tra le armature molto piii piccola dei raggi, possiamo considerare
le armature come se fossero due cilindri di raggio molto vicinoad R = R:

dZRz—Rl <<R1,R2,R3 - R1~R2~R3~R

Supponiamo, inoltre, di studiare il campo elettrico (e quindi il potenziale) lontano dai bordi,
onde evitare effetti di bordo non desiderati e difficili da descrivere quantitativamente.

d <L

Fissato cio, si puo sviluppare il logaritmo in serie di Taylor per ottenere

Ry-R;\ d d
"R, R

R
log_R_i:10g<1+R—1

da cui
qg d

2regL R

e quindi la capacita del condensatore cilindrico e

AV =

2ﬂ€0RL _ 802

C= p p (4.11)

dove X = 2zRL ¢ la superficie dell’armatura cilindrica.

Condensatore sferico Un condensatore sferico € costituito da due armature sferico:
I'armatura interna ha raggio R, I'esterna ha raggi Ry e R3. Abbiamo gia trovato nella
sezione 4.3.1, 65 che il campo elettrico e il potenziale nella cavita sono

q

Er(r): TE r2
0

V(r) =

q q 1 1
Iregr | Zreg <R—3—R—2> se R{<r<Rqy
e quindi la d.d.p. tra le armature e

Ry

_ _ _ q 1 1 _ q R2 _Rl
AV = V(Ry) - V(Ry) = IRI E,(rdr = 7 <R_1 - R—2> - e ( e )

Se consideriamo la distanza tra le armature molto piti piccola dei raggi, possiamo considerare
le armature come se fossero due sfere di raggio molto vicinoad R = R:

d:Rz—Rl <<R1,R2,R3 - R1~R2~R3~R
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Fissato cio, si ha

_ 9 (4d
AV_47I'EO (ﬁ)

e quindi la capacita del condensatore sferico e

R? p
C =4re (7) = % (4.12)

dove 3 = 4zR? ¢ la superficie dell’armatura sferica.

4.5 ILLAVORO DICARICA DIUN CONDENSATORE EL ENERGIA IM-
MAGAZZINATA NELCONDENSATORE

Per creare una separazione di carica ¢ nel condensatore, ossia portare la carica @ dalla
piastra negativa alla piastra positiva (dal potenziale minore a quello maggiore), una fonte di
energia esterna deve compiere un certo lavoro per opporre tale spostamento alla forza del
campo elettrico, che la riporterebbe alla piastra originale. L'energia elettrica U che viene
fornita sotto forma dilavoro W incrementa il potenziale da 0 fino ad avere una differenza
di potenziale AV, cioe corrisponde all’energia necessaria per creare partendo da armature
scariche il campo elettrico. Posto AV = V(q) — V(0) = Ve dunque V = %, siha

W:U=j dU:j dV=J V(Q)dQ:j ta- 2| L
0 0 0 o C 2C|,2C
2
_u=-2 _loy2 !
W=U-= 50 = 2CV = 2qV (4.13)

Questa energia e immagazzinata fondamentalmente nel campo elettrico.

ESEMPIO - CONDENSATORE AD ARMATURE PIANE.
Se consideriamo un condensatore ad armature piane di superficie > a distanza d; il suo
campo elettrico tra le armature e

o q

E:—:—
€0 280

e la sua capacita e

_ o>
= d

L'energia immagazzinata nel condensatore &
2 E2%2d 1
4 0 = —£0E22d

Osserviamo come Xd corrisponde al volume V occupato dal campo elettrico tra le facce del
condensatore. Se definiamo la densita di energia elettrostatica per unita di volume

U

1
ug = 5e0E? (4.14)
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I'energia immagazzinata nel condensatore e questa densita moltiplicata per il volume V
occupato dal campo elettrico, confermando che I'energia del condensatore non e conservata
nelle piastre, ma nel campo elettrico!

OSSERVAZIONE. Percaricare deicondensatorieimmagazzinare nellorocampo elettrico
dell’energia possiamo fornire cariche ad una delle armature tramite un collegamento
conduttivo esterno, come dei fili metallici, e poi scaricare le cariche dall’altra armatura
con un altro filo. La quantita di carica che si va a depositare sulle armature € proporzionale
alla d.d.p. tra le armature - che possiamo controllare collegando ai capi delle armature
una batteria o un generatore con dei fili. Quello che abbiamo descritto non € altro che un
semplice circuito elettrico, di cui parleremo meglio nel Capitolo 5

4.6 ENERGIADEL CAMPO ELETTROSTATICO

In generale, il campo elettrico immagazzina sempre dell’energia nel campo stesso, dato che
e 'energia necessaria a separare le cariche richieste per generare il campo elettrico. Tale
energia, in un certo volume V| e pari a

U:I pgdV = leOJ‘ ‘E(r)‘ dv (4.15)
1%

dove ug € la densita di energia elettrostatica, definita come nell'equazione (4.14).

4.7 PRESSIONE ELETTROSTATICA

In un condensatore le piastre sono caricate con segno opposto: questo comporta 'esistenza
di una forza che tende a farle attrarle. Questa forza e

F=-VU (4.16)

dove U, nel caso di un condensatore ad armature piane, &

U= 9’ _ g%d
2C 2602
In modulo, tale forza ¢
q
P- - n 17
Si puo definire una pressione elettrostatica percepita dalle piastre, di intensita
F 2 2
P=—_ = q = o (4.18)
> 25022 250







CAPITOLO 5

CORRENTE ELETTRICA E
CIRCUITI ELETTRICI

“L'uomo qualunque non capisce come lelettricita viaggia all'interno dei cavi, ma crede nella sua esistenza
soltanto perché la compagnia elettrica continua a inviargli le bollette.”

DAVE BARRY, poco prima di essere bocciato allesame di Fisica I1.

EI CAPITOLI precedenti abbiamo esplorato e approfondito i fenomeni elettrostatici;
Nin questo abbandoneremo il pacato mondo delle cariche immobili per spostarci al
movimentato studio delle cariche in moto nei conduttori.

Questo Capitolo si puo sostanzialmente dividere in due parti. La prima, piu fisica, si

occupa di approfondire diversi aspetti che riguardano la corrente elettrica e la legge di
Ohm, senza dimenticarci della forza elettromotrice... che “forza” proprio non e.
Nella seconda parte lasceremo la Fisica Teorica e ci addentreremo nell’Elettrotecnica, par-
lando di circuiti elettrici. Studieremo quali sono i componenti elettrici che possiamo
studiare con quanto visto finora e come risolvere i circuiti usando sia le regole dei circuiti in
serie e in parallelo, sia usando le leggi di Kirchhoff.

5.1 CORRENTE ELETTRICA

I conduttori metallici sono costituiti, a livello microscopico, da un reticolo spaziale i cui vertici
sono ioni positivi, cioe atomi che hanno perso uno o piu elettroni, e al cui interno si muovono
gli elettroni liberi, gli unici portatori di carica nei metalli. Ciascuno di questi elettroni ¢ libero
di muoversi in una sua direzione e con una propria velocita, dovute alla situazione termica
dell’oggetto. Non ¢ evidentemente fattibile studiare il moto di ogni singolo elettrone, dato
che il numero di elettroni liberi in un conduttore ¢ estremamente elevato.

ESEMPIO - ELETTRONI LIBERI IN DIVERSI MATERIALIL.
Ricordiamo che la costante di Avogadro e definito come il numero di particelle per mole

75
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di un qualunque materiale:
N, =6.022-1023 mol

In questo caso, dato che per ogni atomo di metallo c’e generalmente un elettrone libero,
questo numero corrisponde al numero di elettroni liberi in una mole di un certo elemento
chimico.
Definiamo p la densita del materiale e A il numero di massa, cioe quanti grammi pesa una
mole del materiale; possiamo calcolare la densita di carica in diversi materiali.

m Rame (Cu)

Ny, - 6,022 - 1023 mol ' - 8,96 - 103 kg m—3
Ney = A PCu _ Mo B~ 8491028 el/m?

Acy 63,55 - 10~3 kg mol !

m  Argento (Ag)

_ Njpag 60221023 mol ' 105103 kgm3

Nag = =5,86-1028 e]/m3
& Apg 107,87 - 103 kg mol !

L'ordine di grandezza é lo stesso per tutti i conduttori metallici.

Ci conviene studiare il moto medio degli N elettroni nel materiale. Tuttavia, in assenza di un
campo elettrico non percepiamo alcun movimento preferenziale degli elettroni: ogni elet-
trone si muove in modo del tutto casuale e dunque la somma dei loro moti, e di conseguenza
la velocita media, sara nulla:

L 1 &
(v) = NL_;VL' (5.1)

Consideriamo invece la seguente situazione: prendiamo un conduttore con potenziale V; e
lo colleghiamo ad un altro conduttore con potenziale Vo < V7 tramite un filo trascurabile.
Sappiamo che il campo elettrico tra i conduttori € opposto al gradiente del potenziale e
quindi e diretto dal potenziale maggiore al minore; gli elettroni - portatori di carica negativi
- andranno dal secondo conduttore verso il primo tramite il filo che li collega. Il tempo di
percorrenza ha un limite inferiore dell’ordine di

d
t ~ _’
c
dove d e la lunghezza del filo e c la velocita della luce. Questo moto ordinata di elettroni conti-
nua fino a quando non siraggiunge I'equilibrio dei potenziale in tutto il conduttore; in tal

momento finisce anche il campo elettrico dovuto alla d.d.p..
Vi=Vy=V
Siamo in presenza del fenomeno di conduzione elettrica.

DEFINIZIONE 5.I.I. - CORRENTE ELETTRICA.
Un moto ordinato di elettroni liberi di un conduttore in una certa direzione é detto una
corrente elettrica.

Dato che la velocita della luce & estremamente elevata (3-108 5), T'equilibrio é raggiunto quasi
istantaneamente e la corrente elettrica e di breve vita. Per poter indurre un moto consistente e
duraturo di cariche dobbiamo mantenere una differenza di potenziale.
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Per far cio, ci serve un generatore di forza elettromotrice (f.e.m. ), un marchingegno che
trasforma energia non elettrica in energia elettrica tale da mantenere, ai capi del generatore,
una differenza di potenziale f = AV, indipendentemente da cosa ci si collega.

DIGRESSIONE - PiLA DIVOLTA.

Il primo generatore di questo tipo fu la pila di Volta. Tale generatore consisteva, nella
sua forma piu semplice costituita da una singola cella, in un disco di zinco (lo chiamere-
mo anodo) e uno di rame (il catodo), separate da una stoffa imbevuta di una soluzione
elettrolitica come acqua e acido solforico.

|®
AV .Zn —_
~ Elettrolita

o

Lo zinco sulla superficie dell’anodo € ossidato dalla soluzione elettrolitica e si dissolve
nell’elettrolita come ioni carichi positiva, lasciando due elettroni liberi nel metallo.

anodo (ossidazione) : Zn — Zn2* + 2e~

Quando lo zinco entra nell’elettrolite, due atomi positivi di idrogeno dell’elettrolite ac-
cettano due elettroni dalla superficie dal catodo di rame, riducendoci ad una molecola di
idrogeno non carica.

catodo (riduzione) : 2H" + 2e~ — Hy

Gli elettroni usati nel rame per formare le molecole di ossigine provengono da un filo
esterno che lo collega al disco di zinco; I'idrogeno prodotto nella riduzione si disperde in
forma gassosa.

Misurando la d.d.p. traidischi si osserva un valore fisso di circa 0,76 V; se impilassimo
piu celle la differenza di potenziale aumenterebbe. Il valore della d.d.p. misurata dipende
dalla coppia di metalli scelti.

5.1.1 Intensita di corrente

DEFINIZIONE 5.1.2. - INTENSITA DI CORRENTE.
L'intensita di corrente elettrica é definita come la rapidita con cui fluiscono delle cariche
attraverso una certa superficie :

Ag d
I=1lim-2-%

At AF . dt (52)

ATTENZIONE! Lacorrenteviene studiata per ragionistoriche supponendo che a muover-
si siano cariche positive, anche se nella maggior parte dei materiali che conducono corrente
elettrica (ad esempio, i metalli) la corrente e portata da cariche negative.
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DEFINIZIONE 5.1.3. - VELOCITA DI DERIVA.
La velocita di deriva e la velocita media che hanno N particelle cariche in un materiale a

causa di un campo elettrico E:

.0 &
Vd=]vi;Vi (53)

La velocita di deriva ha la stessa direzione del campo elettrico.

I concetti di velocita di deriva e intensita di corrente, come possiamo facilmente immaginare,
sono strettamente correlati.

Consideriamo un filo conduttore percorso da portatori di
carica positiva +e: essendo in presenza di una forza elet-
tromotrice - e quindi di un campo elettrico - le cariche si

ds()  —Y—  ds(t+ar)

: L . . - © ﬁ
muovono mediamente con velocita di deriva v e percorre- n
. . . . . . © ﬂ
ranno, in un intervallo infinitesimo di tempo A¢, un tratto s
di filo e
N 4
d = ‘Vd|At d:|\7d,+|At

La carica complessiva che passa attraverso una superficie infinitesima dX in un tempo At
e quella contenuta in AV, che corrisponde al volume di un cilindro infinitesimo di basi
d3uy, - uy e altezza d, dove u,, ¢ il versore normale alle superficie e i ¢ il versore nella
direzione e verso della velocita di deriva:

dV = dsu, - dyd =
= dZuy, - ug|vy|At
=d3uy, - V At =
= dX cos 0|V 4|At

Aq =n,edV =n edsuy, -V At =
neds cos 0|v 4 |At

Qui 6 e 'angolo tra i due versori, n, la densita di cariche positive liberi per unita di volume
ed e la carica delle particelle libere. La carica di corrente infinitesima & dunque
A — -
dl = A_z =n,edV=n,ed>uy, -vy =
=n ed> cos OV |

Semplifichiamo questa notazione introducendo il concetto di densita di corrente.

DEFINIZIONE 5.1.4. - DENSITA DI CORRENTE.

La densita di corrente ¢ il campo vettoriale che ad ogni punto in un conduttore associa
un vettore, la cui direzione ¢ la velocita di deriva delle cariche positive in tal punto e il cui
modulo e pari alla quantita di carica che attraversa in un unita di tempo un unita di area
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della sezione perpendicolare del conduttore in tal punto. In altre parole,

[ j=n+e{)7d ] (5-4)

Riscrivendo,

dl =j-d,ds

da cui si ottiene che l'intensita di corrente attraverso una superficie finita > &

I= fzj-urndz = 25() (5.5)

Se, come nei conduttori metallici, i portatori di carica (con
carica —e) sono negativi, la velocita di deriva v; _ ha stessa
direzione del campo elettrico ma verso opposto; la densita di

ds() I  ds(tenr)

\ . . . e 0
corrente e invece nella stessa direzione del campo elettrico - %
perché la carica & negativa: e

Ire — D
j=-n_evy_ (5.6) dolor at

Se consideriamo invece fluidi ionizzati, soluzioni elettrolitiche
T o semiconduttori, i portatori di carica sono di segno misto e

d=(t) I ax(en) possono avere velocita di deriva differentiv; , e vy . In
° a questi inusuali casi, la densita e ottenuta come una somma
°,. _—7  vettorialedidue quantita concorde che hanno lo stesso verso
“o del campo elettrico:
e >
d= V44V, At j=n,evg, —n_evy_ (5.7)

Unita di misura

UNITA DI MISURA.
CORRENTE ELETTRICA: ampere (A).
Dimensioni: [I] = |

L'ampere - e non il coulomb, come ci si potrebbe aspettare - € 'unica unita di misura fonda-
mentale del SI che introdurremo in questa trattazione. Come precedentemente detto, 1 C &
definito come la carica che una corrente da 1 A attraversa una data superficie in 1s. Nella
pratica sono utilizzati i suoi sottomultipli, ad esempio: sottomultipli, ad esempio:

m  milliampere: 1 mA = 1073 A.

m  microampere: 1pA = 1076 A,

m  nanoampere: 1 nA = 109 A.

UNITA DI MISURA.
DENSITA DI CORRENTE: ampere su metro quadro (%)
m
1]

Dimensioni: [j] = — = IL™2

[2]
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5.1.2  Conservazione della carica e l'equazione di continuita

Data una densita 3, abbiamo trovato che la carica totale che passa nell’'unita di tempo
attraverso un volume V ¢ data dal flusso della densita tramite il bordo della X:

I= fzj-ﬁndz

Sulla superficie, l'integrandoj -0, non ha necessariamente segno costante: dato che la
direzione dij) dipende dalla carica di deriva, segni diversi corrispondono a due situazioni
differenti.

] j 11, < 0: le cariche negative entrano la superficie o le cariche positive escono.

[ j 1, > 0: le cariche negative escono dalla superficie o le cariche positive entrano.
Dal principio di conservazione della carica nessuna carica nel conduttore (isolato) si puo6 anni-
chilire e sparire, e quindi la carica complessiva deve rimanere costante. Se la carica interna
Qin: alla superficie diminuisce, tale carica deve essere uscita dalla superficie e quindi € cam-
biata I'intensita di corrente I che I'attraversa; in particolare, essa dovra corrispondere alla
variazione temporale della carica interna

aQint

I= fzj-ﬁndz=— -

(5-8)
I1 meno nell’espressione & dato dal fatto che se I'integrale & complessivamente positivo, cio
corrisponde ad una diminuzione della carica interna - che ricordiamo si considera rispetto a
quella positiva - e pertanto ha derivata negativa.

Se V ¢ il volume racchiuso da una superficie chiusa 3, la carica interna & ovviamente

Qint = J pdV
\%4

Possiamo derivare temporalmente entrambi i termini e scambiare integrale e derivata’ in
quanto il volume e temporalmente invariante.

aQint‘ _

O [
at gfvpdt_ Vath

ja,ds =—
fZJ u,
Usando il teorema della divergenza si ha dunque che
= (9
[ 9dav=-] Zav
\% Voot

Poiché tale relazione é vera per ognivolume V'si hal'uguaglianze delle integrande, ottenendo
cosil’equazione di continuita:

Qv

> 2 0P
V-i+—=0 .
it (5.9)

DiGrEssIONE. Questarelazione vale in generale per descrivere il trasporto di una certa
quantita conservata, come I'energia e quantita di moto. Nello specifico, p € 'ammontare

della quantita per unita di volume (una densita), mentre_]? e il flusso della quantita.

'Non motiveremo rigorosamente perché si puo fare questo scambio. Gli analisti che stanno leggendo questo
testo si mettano il cuore in pace.



5.1. CORRENTE ELETTRICA 81

Se la quantita non si conserva, la legge si generalizza come

= d ap
Vij+—=o0 .10
it (5-10)
dove o rappresenta quanta quantita viene generata (se positiva) o rimossa (se negativa) per

unita di volume e di tempo.

Il caso stazionario Consideriamo il caso stazionario dell’equazione di continuita, ossia
quando la densita di carica p risulta essere costante nel tempo. Dall'equazione di continuita
segue che

V-j=0
ossia la densita di corrente ¢ un campo solenoidale®. Consideriamo una porzione tubulare
di conduttore come in figura.

a LU
< —1,
s s
J J2

Sappiamo che il flusso sulla superficie che delimita questa porzione € nullo, ma esso e
determinato completamente dai flusso sulle sezioni perpendicolari del conduttore3

0= i.] ‘,d> = f2131 -,d3q + f2232 -0,d3g

Definiamo u; come il versore che indica la direzione del moto delle cariche tramite la
superficie 3;. Se consideriamo le intensita di correnti lungo le sezioni...

I = lejl ‘tydyy _lejl -, d%y

Iy = fZZJ'z ‘Ugd¥y = f22 Jo - w,d3y

...allora segue che 0 = I — I, ossia

(5.11)

Nel caso stazionario, I'intensita di corrente e sempre costante - in tal caso si parla di corrente
stazionaria.

INTUITIVAMENTE... Riprendendo I’analogia con fluidodinamica tra intensita di cor-
rente e portata, la portata e costante nei fluidi incomprimibili, cioe quelli la cui densita di
massa e p = const.

ATTENZIONE! Sebbene il termine stazionario possa far pensare ad una situazione di
immobilita, cio non & piu lontano dalla realta! Anche nel caso stazionario le cariche sono
in movimento - ed eccome se si muovono! - ma intendiamo che il flusso di cariche stia
scorrendo praticamente da sempre, senza cambiamenti e senza accumulo di cariche in

*Nella “Raccolta Differenziata”, a pag. A.9 e possibile trovare la definizione di campo solenoidale e altre
proprieta.
3La densita di corrente sulla superficie laterale del tubo é tangente e quindi il suo flusso € nullo.
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alcun luogo.

5.2 LEGGE DI OHM

Ad inizio del capitolo, abbiamo descritto brevemente come sono costituiti i conduttori
metallici. Tale descrizione, in realta, corrisponde al modello di Drude-Lorentz della
conduzione elettrica proposto dal fisico tedesco Paul Drude (1863 — 1906) nel 1900 ed espanso
nel 1905 dall'olandese Hendrick Antoon Lorentz (1853 — 1928).

Il modello permette di spiegare, nell’ambito della teoria classica dell’elettromagnetismo,
le proprieta di trasporto degli elettroni nei materiali - in particolare i metalli - tramite la
teoria cinetica: gli elettroni si comportano, secondo questa interpretazione, in modo molto
simile ad un flipper4, in cui elettroni rimbalzanti urtano continuamente contro un reticolo
cristallini di ioni fissi.

DigrEssIONE. Tale modello fu integrato nel 1933 da Arnold Sommerfeld (1868 - 1951)
e Hans Bethe (1906 - 2005) con i risultati della teoria quantistica nel modello di Drude-
Sommerfeld.

Una differenza, ad esempio, e che il modello non parla esplicitamente di ioni o di reticoli
cristallini: tale assenza viene giustificata in termini quantistici.

Approfondiamo meglio questo modello. Gli elettroni
liberi si muovono attraverso il reticolo cristallino in mo-
do completamente disordinato; nel loro moto, gli elettroni
sivanno a scontrare continuamente con gli ioni in inte-
razioni che chiamiamo urti. Tra un urto e il successivo
il moto e libero e in traiettoria rettilinea, cosicché il moto
degli elettroni si possa rappresentare come un spezzata di
segmenti con direzione e verso variabili. Senza campo
elettrico non c’e una direzione privilegiata e quindi una
corrente.

Si puo definire
m  untempo medio di percorrenza 7.
®m  un cammino libero medio ¢ tra due urti successivi
che sono legati tra di loro dalla velocita media v degli elettroni nel metallo.

£ =vrt (5.12)

Da queste supposizioni microscopiche possiamo derivare una legge macroscopica.

All’applicazione di un campo elettrico E non si muo-
vera piu di moto rettilineo uniforme, ma subisce un
accelerazione

-

F e -

a-_— -_ %
me me

dove m, € la massa dell’elettrone. Alla distribuzione ca-

suale delle velocita si sovrappone quindi una velocita

data da questa accelerazione; poiché e piu piccola rispet-

to a quella che 'elettrone possiede di per sé, il tempo

medio 7 non cambia in modo significativo.

4Per gli amici d’oltreoceano o per coloro che si divertivano ai giochi di Windows XP™ | un pinball.
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Se v; & la velocita dopo un urto, la velocita subito prima I'urto successivo sara
— — e -
vi,1=v;——Er
i+1 i m,
Calcoliamo la velocita media su N elettroni, con N molto grande, in modo da definire la
velocita di deriva indotta dal campo elettrico:

1

_ N 1 N e B3 e B
RS PICERS O AT

La media delle velocita dopo l'urto e casuale e percio e nulla; la velocita di deriva e quindi
vy=——E (5.13)

Se n_la densita di elettroni liberi per unita di volume, la densita di corrente che consegue a

questo modo ordinato e
2

> . n_e‘r. =
j=—n_evy= E =ocE (5.14)
me
dove
n_e?r
o=
me

e una grandezza caratteristica del materiale nota come conduttivita. Lequazione

3: oE (5.15)

e nota come legge di Ohm della conduzione elettrica, dal fisico tedesco Georg Ohm che
nel 1827 introdusse un caso specifico di tale equazione per spiegare dei risultati sperimentali
da lui studiati. La legge si puo scrivere anche nella forma

E = pj (5.16)

dove

¢ detta resistivita.

DEFINIZIONE 5.2.I. - CONDUTTIVITA E RESISTIVITA.
La conduttivita e una grandezza associata ai conduttori definita come

(5.17)

che rappresenta la difficolta della corrente a muoversi nel conduttore ed ¢ caratteristica
del materiale con cui é fatto.
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Il valore

(5.18)

viene detto resistivita e rappresenta la difficolta della corrente a muoversi nel conduttore.
Non tutti i conduttori rispettano questa legge, ma soltanto quelli che sono detti conduttori
ohmici.

EsemMpI - ESEMPI DI CONDUTTORI OHMICI E NON OHMICI.
m  Ohmici: fili conduttori di metalli come rame, o argento, resistenze ideali.
m  Non ohmici: filamento di tungsteno delle lampade a incandescenza, diodi, semi-
conduttori.

5.2.1 Legge di Ohm nei conduttori metallici

Consideriamo un conduttore metallico cilindrico di lunghezza d = AB e sezione 3. Ai capi
del conduttore e applicata, con un generatore di f.e.m., una d.d.p. pari a

B_) -
V=Vy-Vg=[ E-d§=Ed>0

Il campo elettrico é costante (con modulo IEI = E) e diretto, parallelo all’asse del cilindro,
da A verso B; in regime stazionario, anche la densita di corrente j & costante (con modulo
M = j) e scorre nella stessa direzione>. Allora, dalla legge di Ohm, segue che

g . \%4 >
I= LJ pdY =2 = 0By = goX=V_5
Definita la resistenza come
-
>

siottiene la legge di Ohm nella forma amata dagli elettrotecnici:

V=IR (5.19)
La legge si puo scrivere anche nella forma

I=GV (5.20)

dove

¢ detta conduttanza.

DEFINIZIONE 5.2.2. - RESISTENZA E CONDUTTANZA.
La resistenza e una grandezza associata ai conduttori metallici di lunghezza d e sezione

5Cio e dovuto alla scelta storica di orientare la densita di corrente con le cariche positive. Gli elettroni,
invece, percorrono il conduttore da B verso A.
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>, definita come

che rappresenta la difficolta della corrente a muoversi nel conduttore. Il termine p e la
resistivita del conduttore e dipende dal materiale.
I1valore

(5.21)

viene detto conduttanza e rappresenta la facilita della corrente a muoversi nel condutto-
re.

Unita di misura

UNITA DI MISURA.
RESISTENZA ELETTRICA: ohm (Q) o volt su ampere (%)

Dimensioni: [R] = Wl _ ML2T-3|-2

1]

UNITA DI MISURA.

CONDUTTANZA ELETTRICA: siemens (S), mho (0) o ampere su volt (%)
I
Dimensioni: [G] = % =12T3M1L-2

DIGRESSIONE - Emhoil siemens? TRAGICOMMEDIA IN TRE ATTI SULLA CONDUT-
TANZA.

Nei libri di testo contemporanei l'unita di misura associata alla conduttanza e il siemens;
tuttavia, in alcuni un po’ datati e possibile trovare I’alquanto buffo mho. Inoltre, se scarta-
bellassimo libri ancora piu vecchi troveremmo si il siemens, ma per indicare la resistenza!
Che pasticcio hanno combinato i fisici con questa grandezza?

Facciamo un po’ d’ordine e torniamo indietro al 1860. L'ingegnere Werner Siemens era tra
i proprietari di un'azienda che costruiva telegrafi in Germania, Russia e Regno Unito; per
migliorare il loro funzionamento aveva bisogno di studiare a livello pratico la resistenza
dei conduttori al passaggio della corrente, ma una buona unita di misura di tale grandezza,
che sia riproducibile, non esisteva. Siemens propose lui stesso negli Annalen der Physik und
Chemie quella che diventera nota come l'unita di mercurio del Dr. Siemens: essa corrispondeva
alla resistenza elettrica presente in una colonna di mercurio con lunghezza di un metro e
sezione uniforme di 1 mm? mantenuta alla temperatura di zero gradi Celsius.

Tale unita — il cui nome completo ha quel non so che di cinema espressionista tedesco
e potrebbe figurare bene come pellicola accanto a Il gabinetto del dottor Caligari — verra
semplicemente chiamata siemens, nome che non causera assolutamente alcuna confusione
in futuro.

Seppur sia simile, almeno concettualmente, ad altre unita basate sul mercurio come I'at-
mosfera, in realta si rivelo problematica proprio nel suo tentativo di essere riproducibile:
per definire questa colonna di mercurio erano necessari dei tubi di vetro, i quali pero
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non avevano sezioni costanti. Altri fattori come pressione dell’aria, umidita... potevano
influenzare questa misurazione. Inoltre, non era coerente con altre unita di misura pree-
sistenti! Nonostante questi problemi, fu comunque utilizzata per diversi anni.

La ricerca di un’unita di misura migliore prosegui. L'anno successivo, il 1861, Latimer
Clark e Sir Charles Bright presentarono un articolo all’Associazione Britannica per 'Avan-
zamento della Scienza, suggerendo di creare uno standard per la resistenza e di chiamarla
in onore del fisico tedesco Georg Ohm... chiamandola ohma. Si stabili subito una com-
missione, a cui parteciparono fisici dal calibro di James Clark Maxwell e Lord Kelvin,
per inventare un unita che fosse coerente con il sistema metrico francese e pratica da
utilizzare - a differenza di quella di Siemens. Nel terzo verbale della commissione, nel
1864, si riproposte di chiamarla in onore di Ohm e dunque si riferirono all’'unita di misura
come... ohmad. A volte mi chiedo se i fisici ci sono o ci fanno. Solo nel 1867 il termine ohm
si usera in modo diffuso.

A dir la verita, I'ohm definito dall’Associazione Britannica non era neanche cosi dif-

ferente da quello di Siemens, dato che cambiava soltanto la lunghezza della colonna
di mercurio da 100 cm a 104,7 cm. Cio nonostante, dato che avere due unita di misura
differenti per una stessa grandezza era ridicolo, nel 1881 al Congresso Internazionale degli
Elettricisti si decise di compiere una scelta definitiva tra le due: 'unita di misura della
resistenza non doveva essere il siemens, ma I'ohm... anche se nel frattempo la colonna di
mercurio si allungo a 104,9 cm.
Come ricordd Maxwell al convegno, “le dimensioni contanolS¢"z2fonte] » ¢ negli anni
I'unita di misura rimase la stessa, ma la colonnina di mercurio cambio lunghezza pit e
piu volte per adattarsi a studi sempre piu analitici - stranamente non cambio lo spessore,
ma evidentemente quello non contava piu di tanto. La colonna di mercurio puro rimase
lo standard fino alla Conferenza Generale sui Pesi e le Misure del 1948, dove I'ohm fu ridefinito
in termini assoluti. Attualmente, il siemens di Siemens vale circa 0,9537 Q@ moderni.

Il povero Siemens, nonostante 'unita della resistenza non prese il suo nome, non
si perse d’animo e continuo a sperimentare con I'elettromagnetismo: nel 1867 brevetto
una delle prime dinamo industriali — casualmente lo stesso giorno in cui Sir Charles
Wheatstone brevetto una sua personale versione della dinamo. Successivamente, nel
1888 divenne nobile, trasformando il suo cognome in von Siemens, e negli anni a seguire la
sua azienda si espanse fino a diventare I'odierna multinazionale Siemens AG.

La resistenza elettrica aveva finalmente ottenuto un’'unita di misura, ma ne mancava
ancora una per la conduttanza. O meglio, siccome tale grandezza era il reciproco della
resistenza, mancava soltanto il nome dell'unita di misura: dopotutto, se i reciproci dei
secondi si chiamano hertz, anche il reciproco della resistenza merita un nome, che diamine!
Il primo ad accorgersi di cotale mancanza fu Lord Kelvin. Basandosi su alcune idee
fornitegli dai suoi studenti, nel 1883 Lord Kelvin propose al grande pubblico di utilizzare
il termine mho. Se non ve ne foste accorti, mho e letteralmente ohm letto al contrario -
perché un mho e il reciproco di un ohm.
Non fu I'unica proposta avanza in quell'incontro: Kelvin propose entusiasta - sempre
su un idea di origine studentesca - che la corretta pronuncia di mho si dovesse ottenere
prendendo una registrazione di ohm con il fonografo di Edison e ascoltandola al contrario.
Non si sa se Kelvin non si accorse di essere stato preso in giro dagli studenti o Kelvin
stava cercando di prendersi gioco del suo pubblico, ma sta di fatto che mho prese inespli-
cabilmente piede come nome per la conduttanza; anche il simbolo del mho fu ottenuto
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ribaltando la Omega maiuscola dell’ohm.

La cosa peculiare € che la malsana idea venne riproposta in elettrotecnica in altri due

contesti.

m l'ingegnere Arthur E. Kennelly scelse il daraf per descrivere l'elastanza elettrica, in
quanto essa e il reciproco della conduttanza e la conduttanza usa i farad. In questo
caso mi turba di pit il nome dell'inverso della conduttanza che non il daraf.

m l'ingegnere Vladimir Karapetoff propose nel 1911 di usare gli yrneh come reciproco
dell'unita di misura dell'induttanza, I’henry; la pronuncia, tra l'altro, doveva essere
“‘earney”. Non dormo la notte cercando di capire come mai quella sia la pronuncia
di yrneh.

Saltiamo molti anni e nella Conferenza Generale sui Pesi e le Misure 1971 si decise che questo
scherzo era durato abbastanza: I'unita di misura della conduttanza verra chiamato sie-
mens... aspettate, di nuovo siemens?

Eh si, gli scienziati li riuniti volevano dedicare un unita di misura a Siemens — non hanno
neanche specificato se a Werner von Siemens o al fratello Sir William Siemens — senza
tener conto che in passato & stata usata un'unita di misura dallo stesso nome per tutt’altri
scopi. Non si curarono di questo e il siemens fu approvato: da allora, usare il mho per
la conduttanza é considerato un nome non accettabile (e non consono) per un'unita di
misura del SI e pertanto deve essere rigorosamente evitato.

5.3 POTENZA DISSIPATA DA UNA RESISTENZA

In un conduttore elettrico in cui scorre una corrente elettrica, la potenza necessaria per
spostare una carica e data da

aW = —> = —>
P:E:F-vd:eE-vd (5.22)
Questa energia viene dispersa nell’ambiente sotto forma di calore.
Se n e il numero di cariche per unita di volume, la densita di potenza, ossia la potenza per
unita di volume, &

-

Py=neE-v;=j-E (5.23)

con_]71a densita di corrente. La potenza totale dissipata segue facilmente da
P = j PydV (5.24)
14

Consideriamo il caso particolare di un conduttore ohmico cilindrico di lunghezza d e di
superficie X in situazione di corrente stazionaria. La densita di corrente e il campo elettrico
sono costanti e paralleli, dunque densita di potenza e costante e pari a

Py =jE (5-25)
quindi la potenza totale e data da
P = J PydV = Py7 ot =jE3d =5j-Ed =1V
14 -1 =V

dove Ve il calo di potenziale ai capi del conduttore. In sostanza, in presenza di un calo di
potenziale si ha una dispersione di energia sotto forma di calore: maggiore € la corrente nel
conduttore, maggiore sara I'energia dispersa.
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Cosa succede, a livello microscopico? La d.d.p. ai capi del conduttore generano un campo
elettrico che induce una velocita di deriva nei portatori di carica, fornendo a loro un’energia
cinetica. Quando le particelle urtano gli ioni del reticolo cristallino, nell'urto (elastico) viene
ceduta energia cinetica dagli elettroni agli ioni, i quali tuttavia sono immobili e quindi
vibrano, trasformando quella energia sotto forma di calore. Quanta energia viene dispersa
dipende dal materiale e dalla geometria del conduttore: questa informazione fisico-empirica
e presentata matematicamente nella resistivita p e, di conseguenza, dalla resistenza.

Questo e quello che viene chiamato effetto Joule; nella sua forma pit basica questo si
esprime dalla legge

P=1IV (5.26)

Se assumiamo che il conduttore trasforma completamente I'energia in calore, allora

2

1%
P=IV=I?R = = (5.27)

Esempr1o. Qualunque elettrodomestico o oggetto che produce calore, in una forma o
nell’altra, a partire da corrente elettrica si basa sull’effetto Joule, come lampadine, fon,
forni...

OsseERVAZIONE. La legge dell’effetto Joule si puo utilizzare per descrivere il legame
tra la potenza generata da un generatore di f.e.m. e la corrente in un conduttore: se &
e la forza elettromotrice generata e P la potenza prodotta dal generatore, il generatore
produrra una corrente di intensita

I= z (5.28)

Lavoro compiuto dal campo elettrico Per ottenere I'energia dispersa in un periodo di
tempo ¢, ossia il lavoro compiuto dal campo elettrico nel conduttore per spostare le cariche,
ci basta integrare rispetto al tempo la potenza:

t t
U=W= j Pdt = J Ivdt (5.29)
0 0

Se la corrente e stazionaria, si ha

_I’v_I3R V3

U=W=—7=—%5 =0 (5-30)

5.4 FORZAELETTROMOTRICE

A pag. 77 abbiamo accennato ai generatori di forza elettromotrice (f.e.m. ), dispositivi che
trasforma energia non elettrica in energia elettrica tale da mantenere, ai capi del generatore,
una differenza di potenziale AV, indipendentemente da cosa ci si collega.

Come abbiamo visto, il passaggio di corrente implica un trasferimento di energia dalla
corrente circolante ad altre forme - ad esempio, calore per effetto Joule, oppure sotto forma di
energia meccanica, ecc... Di conseguenza, il generatore e 'elemento che deve rifornire con
continuita tale energia, a mano a mano che essa viene dissipata o trasformata.
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Preso un generatore di f.e.m. con dei fili attaccati, in essi possiamo incontrare le cariche
elettriche in due situazioni differenti: alcune sono in movimento, creando cosi una corrente
elettrica, altre sono accumulate ai capi del generatore. Sono quest'ultime che effettivamen-
te causano la differenza di potenziale e sono sorgente di un campo elettrostatico Es che
mantiene la corrente stazionaria. Le cariche accumulate non sono sempre le stesse, bensi le
cariche libere provengono da esse: il generatore, pertanto, deve continuamente ripristinarle
in qualche maniera per mantenere un flusso costante su tutto il filo.

Se supponiamo di prendere un filo conduttore che collega entrambi i capi del generatore
di f.e.m. , il flusso di cariche ¢ costante su tutto il circuito y e sull'intero filo deve esserci un
campo elettrico E adeguato per produrre il movimento di cariche. Poiché lungo il circuito
I'energia delle cariche viene trasformata in parte in altre forme di energia, il lavoro fornito dal
campo elettrico totale E agente sui portatori di carica lungo l'intero filo deve essere diverso
da zero - in caso contrario, non si potrebbe mantenere costante 'intensita di corrente!

éﬁ-d&to
Y

E evidente che E non puo essere conservativo. Poiche E, causato dagli accumuli di carica, e
conservativo, € necessario immaginare la presenza di un campo elettrico non conservativo

flf prodotto all'interno del generatore e che si oppose a f*}s. Tale campo, che chiameremo
campo elettromotore, separa le cariche ai capi del generatore e le spinge ai capi opposti -

flf ha verso opposto a E.

DIGRESSIONE. Inrealta, Efé la manifestazione esterna di azioni di natura non elettrosta-
tiche che tuttavia intervengono sulle cariche del generatore.

Possiamo ora associare al generatore la forza elettromotrice.

DEFINIZIONE 5.4.1. - FORZA ELETTROMOTRICE.
La forza elettromotrice (f.e.m. ) del generatore ¢ la quantita

f= jyﬁf-dgz L‘:fgf-dg (5:31)

dove y € un cammino interno al generatore dal capo negativo B al capo positivo A.

La forza elettromotrice rappresenta dunque il lavoro eseguito dal campo elettromotore per
portare una carica negativa da un capo all’altro del generatore, al suo interno.

OsseERVAZIONE. A discapito del nome, la forza elettromotrice non € una forza, bensi e
un lavoro per unita di carica:

[f]=[E][y]=}%,m=V

La forza elettromotrice come differenza di potenziale Nella pratica non e possibile

calcolare la forza elettromotrice con la definizione che abbiamo fornito. Tuttavia, possiamo

ricondurci alla f.e.m. espressa come differenza di potenziale ai capi del generatore.
Possiamo supporre che nella fase iniziale di funzionamento del generatore, il campo

elettromotore E cerchi lui stesso di accumulare cariche ai capi del generatore; in questo
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modo, esso genera al contempo un campo elettrostatico E¢ ad esso contrario, via via cre-

scente fino alla situazione di equilibrio per cui, all'interno del generatore, si ha fﬂf = —fﬂs.
Ne segue che

f= L’:Ef-dgz L’: (“Es)-as= ], f«:s-dngf (-VV) -ds = —V‘j =V, - Vg

dove abbiamo utilizzato il fatto che E; é conservativo.
La precedente definizione di forza elettromotrice puo essere generalizzata all'intero
circuito se non e possibile circoscrivere in una delimitata zona il campo elettromotore:

f= #Ef- ds (532)

La (5.32) siriduce alla (5.31) se fﬂfé localizzato solo lungo un certo tratto y del circuito. Ancor

piu in generale vale per il campo elettrico totale Ela legge

f= fﬁf‘] -ds (5:33)

dato che il contributo di fﬂs al lavoro di E & nullo essendo conservativo.

5.5 CIRCUITI ELETTRICI

DEFINIZIONE 5.5.I. - CIRCUITO ELETTRICO.

Un circuito elettrico e un insieme interconnesso di componenti elettrici, connessi da
fili conduttori in un percorso chiuso in modo che la corrente elettrica possa fluire con
continuita.

DEFINIZIONE 5.5.2. - COMPONENTE, NODO, RAMO, MAGLIA, INTERRUTTORE.
In un circuito elettrico,
®m uncomponente elettrico e un congegno con due o piu terminali da cui la corrente
puo entrare o uscire allo scopo di modificare il comportamento degli elettroni o
dei campi elettromagnetici. Esse si distinguono in
- componenti attive: dette anche sorgenti o generatori, producono ener-
gia elettrica in quanto indicono una corrente o una d.d.p. per mezzi non
elettrici; ad esempio, sono componenti attive i generatori di tensore e di
corrente.
« componenti passive: non producono energia, bensi la ricevono per utiliz-
zarla in altri scopi; ad esempio, sono componenti passive i condensatori, i
resistori e gli induttori.
m unnodo ¢ il punto diincontro di tre o piu fili.
®m unramo e un filo con e/o componenti che collegano due nodi
®m una maglia ¢ un insieme di rami all'interno di un circuito che forma un circuito
chiuso senza auto-intersezioni.
®m uninterruttore permette di chiudere o aprire un circuito, lasciando rispettiva-
mente passare o fermando la corrente elettrica.
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Lo scopo dell’analisi dei circuiti elettrici e quella di risolvere i circuiti, ossia trovare le
differenze di potenziali e le correnti per ciascuna componente del circuito. Ovviamente, noi
studieremo soltanto un modello dei circuiti elettrici reali, supponendo che:

m La corrente si suppone stazionaria nel circuito.

m Lacarica rimane costante a meno di incontrare un nodo o una componente.

m [ fili conduttori e i generatori di f.e.m. non possiedono di per sé una resistenza (o al

piu e trascurabile).
m Il circuito puo essere rappresentato secondo una rappresentazione schematica piana.
m Lerelazioniche caratterizzano le componenti passive sono lineari.

Collegamenti in serie e in parallelo

DEFINIZIONE 5.5.I. - COLLEGAMENTO IN SERIE E IN PARALLELO.

m  Due o piu componenti sono collegate in serie se tutte sono collegate lungo un
unico “percorso elettrico”, in cui ogni componente ¢ collegata direttamente ad una
sola altra componente.

m  Due o pil componentisono collegate in parallelo se le componenti sono connesse
su rami separati del “percorso elettrico”.

Si possono gia fare alcune osservazioni:

m Inun collegamento in serie, 1a carica totale g rimane costante lungo il percorso e ogni
oggetto riceve la stessa®; di conseguenza, anche la corrente risulta essere sempre la
stessa in ogni componente.

m  Inun collegamento in parallelo, 1a carica si distribuisce nei vari rami in modo propor-
zionale alle caratteristiche delle componenti, e lo stesso fa la corrente elettrica. La
carica e la corrente complessiva in un collegamento in parallelo € quindi la somma di
quella nei vari fili.

m Inuncollegamento in serie, la differenza di potenziale diminuisce per ogni componen-
te che e presente nel filo. Pertanto, la d.d.p. in un collegamento in serie ¢ la somma di
quella tra tutte i capi delle componenti.

m Inun collegamento in parallelo, la differenza di potenziale ¢ la stessa ai capi di ogni
componente, perché meta delle estremita sono attaccate allo stesso filo e 'altra meta
ad un altro filo.

L'idea cardine dello studio dei circuiti elettrici e di semplificarli il piu possibile, riducendo il
numero di componenti: se abbiamo diversi oggetti elettrici collegati nel circuito caratterizza-
ti da delle quantita particolari Z;, ci immaginiamo di sostituire diversi elementi dello stesso
tipo (collegati in serie e in parallelo) con un’unica componente equivalente caratterizzata
da una quantita Z,, che deriva da quelle delle componenti singole.

Resistori Definiamo un componente elettrico molto utile, il resistore.

DEFINIZIONE 5.5.3. - RESISTORE.
Un resistore € un componente elettrico che implementa gli effetti di una resistenza
elettrica all'interno di un circuito.

®Non necessariamente sono le stesse cariche nell'intero circuito: ad esempio, nel caso dei condensatori le
cariche che partono dall’altra piastra collegata non sono le stesse che sono arrivate sull’altra, bensi sono cariche
respinte da quelle presenti nell’altra armatura. In ogni caso, cio che non cambia ¢ la quantita di carica totale.
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Nei circuiti elettronici, i resistori sono utilizzati per ridurre I'intensita di corrente e voltaggi,
oltre ad altri usi.

Alcuni simboli elettronici [ modelli di circuiti elettrici che andiamo a studiare sono rap-
presentabili in diagrammi in cui fili e componenti sono stilizzati sotto forma di pittogrammi
che permetto di vedere a colpo d’occhio il funzionamento di un circuito.

Di seguito sono elencate i pittogrammi di alcune componenti elettriche che abbiamo incon-
trato finora.

m Filo conduttore.

m Nodo erami.

L

m  Maglia. (quella in rosso ¢ una possibile maglia del circuito)

m Interruttore.

m  Generatore di forza elettromagnetica (continua) o batteria.

m Condensatore.

m Resistore.
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5.5.1 Condensatori in serie e in parallelo

Condensatori in serie Consideriamo due condensatori C; e Cy collegati in serie; se
fossero piani, potremmo supporre che la piastra inferiore del primo e collegata alla superiore
della seconda.

Cq Co
W{ —q +q }Tq

Per quanto osservato, la carica complessiva e la stessa in ogni componente:

91 =92 = Qsot

Al contrario, il potenziale diminuisce ad ogni nuovo condensatore che siincontra lungo il
filo e in particolare la d.d.p. ai capi dell'intero sistema e la somma delle d.d.p. ai capi delle
singole componenti.

AV = AVl + AV2
Allora, se

c, =21 _ Qo Cc, = 92 _ Qtot
NN 27 AV, AV,

si ha che, complessivamente, il sistema corrisponde ad un condensatore di capacita

c. . Ttot _ Qtot — 1 :AV1+AV2 :i_,_i
€ AV AV{+AVy Ceqg  dtot ot C1 Co
1 _1 + 1 (5:34)
Ceq Cl C2 .

Nel caso generale di n condensatori in serie:

1 no1

=)= 5.35
Con ;Ci (535)

Condensatori in parallelo Consideriamo due condensatori C; e Cy collegati in parallelo;
se fossero piani, potremmo che le pistre superiori siano collegate ad uno stesso filo e, in
modo analogo, le piastre inferiori siano collegate entrambe ad un altro filo.

Cq
1) 41
| |
— o ~—
Cq
| |

+<I2| |—(I2
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Per quanto osservato, la carica complessiva si distribuira nei due fili:

Qtot =91 Q92

Poiché le piastre superiori sono collegate dallo stesso filo, essendo questo un unico con-
duttore equipotenziale, si ha in entrambe le armature in alto lo stesso potenziale V5. Lo
stesso vale per le armature inferiori, che sono collegate da uno stesso filo e quindi hanno
potenziale Vy. Segue che la d.d.p. AV tra le piastre del primo condensatore di capacita C;
elad.d.p. AV, tra le piastre del secondo condensatore di capacita Cy, ¢ la stessa:

AV{ =AVy =AV
Allora, se

Cy = 91 41

92 42
S AV AV C2

T AVy AV
si ha che, complessivamente, il sistema corrisponde ad un condensatore di capacita

_Qtot _91+t92 91 L 92

Ca= v =73y ~aviav- 170
Ceq =C1+Cy (5.36)
Nel caso generale di n condensatori in parallelo:
n
Cog = ; C; (5:37)

Qui riprendiamo solamente i risultati, per come ricavarli rimandiamo a pag. 93, Capitolo 4.

5.5.2  Resistori in serie e in parallelo

Resistoriin serie Consideriamo due resistori R e R, collegati in serie.

R, Ry
AN

Per quanto osservato, la corrente stazionaria che li attraversa ¢ la stessa:
IL=1,=1

Invece, ciascun resistore presenta una d.d.p. ai suoi capi: il potenziale diminuisce ad ogni
nuovo resistore che siincontra lungo il filo e in particolare la d.d.p. ai capi dell'intero sistema
e la somma delle d.d.p. ai capi delle singole componenti.

V= Vl + V2
Per la legge di Ohm, se

ViV
=7=T

Vo 'V

By Iy, 1
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si ha che, complessivamente, il sistema corrisponde ad un resistore di capacita

vV V1+V2 Vl V2
Req:T:f=T+T=R1+R2

[ Req = Rl +R2 (538)

Nel caso generale di n resistori in serie:

Req = ZRi (5'39)

Resistori in parallelo Consideriamo due resistori B e R, collegati in parallelo.

Ry

Per quanto osservato, la corrente stazionaria che li attraversa si distribuira nei due fili:
I= Il + Iz

Invece, i terminali d’arrivo dei due resistori sono collegati dallo stesso filo e quindi si ha lo
stesso potenziale. Lo stesso vale per i terminali d'uscita, che sono collegati da uno stesso filo
e quindi hanno ugual potenziale. La d.d.p. ai capi delle due resistenze e pertanto la stessa:

Vi=Vy=V
Per la legge di Ohm, se

\%4 \%4 V. \%4
Ri=-t=— Ro=-2=_—
I, L I, I,
si ha che, complessivamente, il sistema corrisponde ad un resistore di capacita

1 _I_Il+I2_Il 12_1 1

R V. V. V'V R, Ry
R (5.40)
Req Rl R2 .

n
= — 5.41
R, 2, R, (5-41)

5.5.2.1 [Eserciziamoci! Resistori in serie e in parallelo
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EseRrcizio. Siconsideri il seguente circuito.

Noto che

€=174V R;=3Q Ry=9Q

si calcoli:
m Lacorrente elettrica I generata dal generatore di f.e.m..
m Laddp.trainodiCePF.
m Calcolarel; els.
m Calcolare la potenza dissipata dai resistori del circuito.

SoLUZIONE. Sappiamo che la differenza di potenziale traicapi A e B coincide con la
d.d.p. & del generatore di f.e.m. che mantiene separate cariche positive e negative.

Vi-Vg=8

Data la disposizione del circuito possiamo ottenere una resistenza equivalente a quelle
presenti che ha ai suoi capi come d.d.p. proprio &; grazie ad essa e alla legge di Ohm
potremo poi ricavare la corrente I prodotta dal generatore.

m  Passo 1: semplifichiamo il ramo CDEF', sostituendo i tre resistori in serie con uno

equivalente.
A L Brgpo
+I
& - R’
Iy I
B I R, F

R/:R2+R2+R2=3R2=3'99=27Q

m  Passo 2: semplifichiamo i rami paralleli collegati ainodi C e F.
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A Bire
R
g_ R”
I
B I R, F
11 1 . RR 391
R//_E+F:R _R1+R/_3+27Q_2’7Q

Si osservi che a questo passo la corrente che scorre in ogni tratto del circuito e .
m Passo 3: semplifichiamoi tre resistori in serie rimasti con un resistore equivalente.

A
Ia
+
& —/ R,
I
B

Reg=Ri+Rey +R1=2R; +R,; =2-3Q+27Q=8TQ
Possiamo ora ricavare la corrente I poiché e la corrente che passa nel resistore equivalente:

Va-Vp & 174V

1 = =2
R R, 870 "

eq

Per calcolare la d.d.p. tra C e F non possiamo utilizzare il passo 3: in tale semplificazione i
punti C e F'non esistono in pit avendo semplificato i resistori che li precedono o li seguono,
rispettivamente. Invece, ai passi 2 e 3 tali punti esistono ancora.

Potremmo porci al passo 1 per calcolare Vi — V», ma avremmo da sommare la differenza
di potenziale dei singoli rami - e quindi ci sarebbe bisogno di calcolare prima le correnti
I, eI,. Per semplificare i calcoli, possiamo applicare la legge di Ohm al passo 2 dato che
la corrente in tal caso & soltanto I:

Vo-Vg=IR"=2-27V=54V

Per calcolare I e Iy, sappiamo che ai capi di R e R’ nel condotto parallelo si ha come
d.d.p. Vo — Vg in entrambi i casi.

Ve-Vp 54V
Iy = R;  3Q = Liga

I, =1-1,=2-18A02A
In modo analogo a Iy, si poteva calcolare I usando R’:

_Vo-Vg 54V
- R 270

I2 :0,2A
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La potenza dissipata dal circuito, data dalla somma di tutte le potenze dissipate dai singoli
resistori, € pari alla potenza dissipata dal circuito equivalente e il suo resistore:

P=I%R,, =4-87TW = 348W

Il circuito disperde come calore 34,8 ] al secondo.

5.5.3 Leggi di Kirchhoff

Abbiamo visto che ci conviene studiare i circuiti elettrici semplificandoli, se possibile, ad un
solo generatore di f.e.m. e con una componente singola equivalente alle altre dello stesso
tipo presenti (un resistore equivalente e/o condensatore equivalente e/o ...). Il problema &
che non sempre e possibile analizzare i circuiti usando le tecniche di semplificazione per
componenti in serie e/o paralleli, in particolare se sono presenti nodi e multiple sorgenti.
Ad esempio, nel seguente circuito potremmo ridurre R con Ry in serie e analogamente R4
e R5, ma dopo come facciamo con i due generatori?

In nostro aiuto vengono due “regole” dell’analisi dei circuiti, dette leggi di Kirchhoff,
chiamate cosi in onore del loro inventore Gustav Kirchhoff.

Prima legge di Kirchhoff

TEOREMA 5.5.1. - PRIMA LEGGE DI KIRCHHOFF O LEGGE DEI NODI.

La somma algebrica di tutte le correnti che entrano un nodo é pari alla somma algebra di tutte le correnti
che escono dal nodo o, equivalentemente, la somma algebrica di tutte le correnti che attraversano un
nodo del circuito deve essere pari a zero:

n
Z I, =0 (5.42)
k=1

I, é una corrente con segno che attraversa il nodo dal ramo k-esimo, mentre n é il numero di rami
connessi al nodo. O

I1segno della corrente é fissato arbitrariamente per indicare se la corrente e entrante oppure
uscente’.

In casi piu complessi non e pero possibile determinare quale sia il verso di percorrenza
della corrente, soprattutto in presenza di piu generatori di f.e.m. . In tal caso, si puo ipotizzare
un verso di percorrenza della corrente nei rami in cui esso sia ignoto e applicare poi le leggi

’In generale, si pone + per la corrente entrante in un nodo e — per la corrente uscente.
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di Kirchhoff. Supponendo di poter risolvere il circuito, il vero verso della corrente si deduce
in base al segno della corrente:
m Il valore della corrente ottenuta ha segno positivo; in tal caso, il verso ipotizzato
quello reale.
m Il valore della corrente ottenuta ha segno negativo; in tal caso, il verso ipotizzato
errato e va invertito.

Seconda legge di Kirchhoff

TEOREMA 5.5.2. - SECONDA LEGGE DI KIRCHHOFF O LEGGE DELLE MAGLIE.
La somma algebrica di tutte le differenze di potenziale attorno una maglia é zero:

n
> V=0 (5.43)
il

V', é un voltaggio con segno, mentre n é il numero di componenti e generatori che causano un voltaggio.
O

Per determinare il segno, fissiamo prima dei versi ipotetici in cui scorre la corrente nei vari
rami della maglia8 e scegliamo un verso di percorrenza della maglia; attribuiamo ad ogni
d.d.p. il segno nella seguente maniera:
m  Perun generatore di f.e.m. &}, se il verso di percorrenza passa dal — al + (quindi dal
potenziale minore a quello maggiore), poniamo un segno positivo:

m  Perun generatore di f.e.m. &}, se il verso di percorrenza passa dal + al — (quindi dal
potenziale maggiore a quello minore), poniamo un segno negativo:

+ -

4“——%1@

m  Peruna componente con voltaggio V, se il verso di percorrenza e concorde con il
verso (ipotetico) della corrente che lo attraversa poniamo un segno negativo:

1

— PV

m  Per una componente con voltaggio V}, se il verso di percorrenza é opposto con il
verso (ipotetico) della corrente che lo attraversa poniamo un segno positivo:

5.5.3.1 Eserciziamoci! Leggi di Kirchhoff

80 quanto meno nei rami in cui il verso non ¢ noto!
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EseRrcizio. Siconsideri il seguente circuito.

Noto che
&1 =5V &9 =2V R{=1Q Ry =2Q R3=4Q R,=3Q

Si calcoli la corrente elettrica nei rami.

SoLuzIiONE. Data la presenza di due generatori, potrebbe non essere chiaro quale sia il
verso della corrente. In questo caso i versi che ipotizziamo sono quelli indicati nel diagram-
ma.

Applichiamo innanzitutto la prima legge di Kirchhoff al nodo A, con la convenzione +
per la corrente entrante, — per quella uscente:

I]__IZ_IS :O

Utilizziamo la seconda legge sulle due maglie piccole M; e My del circuito, seguendo
il verso di percorrenza orario come indicato in figura. In entrambi i casi, partiamo dal
generatore nella maglia.

Mli —gl—Rlll—R3I3=0
M2 : %2 —R4I2 +R3I3 —RzIz =0

Per trovare le correnti, risolviamo il sistema con tutte e tre le equazioni ottenute:

Is=1, - I,
&1+RI{ +R3(1-13)=0

8o —Rylg +R3(I1 — 1) —Ryl3 =0
I3 =1 -1y

(R1 +R3)I; +R3ly = -%,
(R3—R4—Rg)Iy +R3ly =&

I3=1, -1
7, = —&1=Ksl>
1 R1+R;

-&1—R3ly _

(R3 —R4 —R2)I2 +R3 R,+Rs
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(I3=1; - Iy

I, = —&81-R3ly
11~ "Ri+R; )

R3 _ &1 R3

\<R3 —R4 —R2 = m)[z = —%2 + R, +R;5

I3 =1, -1y
lI, = -81-R3ly

1 R1+R;
\[R1R3 = (Rz +R4) (Rl +R3)] 12 = —gz (Rl +R3) aF %1R3
( _ —gz(R1+R3)+g1R3 _ —2(1+4)+54 _ ﬂ _
Iy = RéRglg(]}i’2+R4)(R14(—R3) _)1.4—(2+3).(1+4)A = 76/ = 0.625A
_ —&-Rgl, -4-4(-0625), -15, _
114 = 7 e od A= = A=-03A
I3 =11 —I5 =-03+0.625A = 0,325 A

In questo caso, i versi delle correnti I e I5 sono errati, mentre e corretto il verso di /5. Il
circuito con i versi corretti e il seguente:

I Booa1, Re

5.5.4 Circuiti RC e processo di carica di un condensatore

DEFINIZIONE 5.5.4. - CircuiTto RC.
Un circuito RC & un circuito che presenta solo resistori e condensatori.

Ry Ry
—\V\V\— rdVAVAVE
Ve + I4 Ve +
% 1 + L
® — Ve ——C & — Ve —_—C

|
[

t<O0 t>0

Processo di carica Consideriamo il caso semplice di un circuito, dotato di un interruttore
inizialmente aperto, con un generatore di f.e.m. &, un resistore R e un condensatore C. Al
tempo ¢t = 0 viene chiuso l'interruttore: poiché si verifica la separazione di cariche da parte
del generatore di f.e.m. , la corrente puo circolare nel circuito per caricare il condensatore,
inizialmente scarico.
m Altempo? < 0lad.d.p. Ve aicapidel condensatore e nulla, dato che non si hanno
cariche sul condensatore, e anche la differenza Vi ai capi della resistenza lo e perché
non scorre corrente.

gq®=0 IH=0 Vr®)=0 Vo®)=0
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m  Appena il circuito e chiuso (¢ = 0) scorre subito una corrente I, = I(0): essa attraversa
il resistore e raggiunge il condensatore, il quale iniziera subito a caricarsi. Ai capi
del resistore si ha una d.d.p. pari a Vi(0) = IR, mentre ’assenza di cariche sul
condensatore fa si che in questo istante V(-(0) = 0. Ci si potra aspettare da cio che la
corrente iniziale, per la legge di Ohm, sia ¢/R.

q(0)=0 1(0) =1 Vz(0)=1I4R Ve(0)=0

m  Man mano che passa il tempo il condensatore si carica e la carica q sul condensatore
aumenta; per questo motivo, meno cariche sono libere di muoversi e la corrente I che
scorre nel circuito decresce. Di conseguenza, il voltaggio del resistore diminuira, ma al
contempo aumentera quello relativo al condensatore.

Ve@®) =IHOR V() = q®)

d
q@)=0 I = C

q
dt
m  Inun tempoinfinito (t = +o0) il condensatore sara completamente carico e non scorrera

piu corrente nel circuito: poiché nel resistore non scorre corrente, non si ha una
d.d.p. in sua corrispondenza (Vg (+o) = 0),. mentre quella ai capi del condensatore
coincide con quello del generatore (V(+o) = &). La carica accumulata € g(+) =
Qs = ch

q(+0) =qo =V & I(+00) =0 Ve(+0) =0 Ve(0)=&

OSSERVAZIONE. Per fare questi ragionamenti abbiamo immaginato che in tutto il circui-
to scorresse una corrente di intensita variabile I(¢), ma e lecita tale supposizione? In altre
parole, la corrente passa attraverso un condensatore in un circuito? La risposta a cio e tecnicamente
no, ma di fatto si.

Quando una corrente giunge ad una delle armature del condensatore la cariche non posso-
no attraversare il vuoto o il materiale tra le piastre. Cio nonostante, le particelle cariche
che raggiungono 'armatura respingono nell’armatura opposta una quantita di cariche
dello stesso segno pari a quella arrivata sul condensatore, creando cosi nei fili collegati una
nuova corrente di pari intensita.

In altre parole, le correnti alle due estremita dell’armatura non sono costituite dagli stessi
elettroni perché questi non possono attraversare lo spazio interno al condensatore, ma
l'intensita ¢ la stessa per effetti di repulsione delle cariche sull’armatura di arrivo: le due
correnti sono virtualmente indistinguibili 'una dall’altra.

Formalizziamo questo discorso empirico usando la legge di Kirchhoff delle maglie. Fissato
come verso di percorrenza della maglia quello della corrente I, la somma delle d.d.p. &

g—VR—VC:O

q _
&-IR-5=0
dg , q

Risolviamo questa equazione differenziale del prim’ordine per descrivere la carica q = q(¢) del
condensatore:

dg &C-q
dt = RC
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JCI(t) dq ~ 1 J*tdt
, ¢-&C _ RC),

q®) 1 t
logq—%CO :—mto
1 qit)-&C _ ¢t
°®~"—zCc T~ RC
Q(t_)éfc _ e—l%
q(t) = gc<1 —e‘z%) —sC(1-¢7F) (5.44)
A
q(?)
q =6C [---=-=-=-=-=-------- EEEEEESESS ———

- —
37 5t ¢
Tempo caratteristico del circuito RC L'andamento temporale della carica e dettato dal
tempo caratteristico del circuito RC:

l r=RC (5-45)

Essa & una costante dimensionalmente pari ad una quantita temporale e quindi nel SI si
misura in secondi:

[z]=[R]-[C] = ML2T 312 . M~1L2T42 =T
Come previsto, la carica dopo un tempo di carica infinito e
ge = 8C (5.46)

Per un matematico, cio significherebbe che il condensatore non puo mai caricarsi completa-
mente; invece, per un fisico questo si realizza - approssimando, chiaramente! - per un tempo
tra 37 = 3RC e 57 = 5RC. Infatti, si ha

g(37) = #C(1- e—3f/f) - 0,950 £C
q(57) = &C(1- e—5f/f) - 0,993 £C

i quali sono valori molto vicini al valore asintotico g, e che nella pratica possiamo assimilare
ad esso.
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Corrente nel circuito RC Per ottenere la corrente che attraversa il circuito ci basta consi-
derare il flusso di corrente attraverso il condensatore - in poche parole, basta derivare q(t)
rispetto al tempo:

) = d’fi—gt) - %’fe‘% (5.47)
I\I(t)
&
IOZE
0 : _
37 57 ¢

. I T ) o
Come previsto, la corrente che percorre inizialmente il circuito € —, mentre asintoticamente
tende a zero.

Differenze di potenziali nel circuito RC Noto carica e corrente, i valori delle d.d.p. ai
capi del resistore e del condensatore sono facili da ricavare:

t __t_
V) = %) _% (1 e th) (5.48)
V(@) = RI(t) = B¢ RC (5.49)
V@) 1Vi(?)
S .
e Ri-
0 5 5 0
37 5r t 37 57 t

prendendo quanto gia detto, il voltaggio del condensatore aumenta al crescere del tempo di
carica, mentre quello del resistore diminuisce.

Potenze ed energia nel circuito RC La potenza erogata dal generatore € ovviamente
dipendente dal tempo e vale

&2 _ ¢
Pyon(®) = EI(t) = ¢ 7T (5.50)
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mentre quella dissipata del resistore ¢, in base all’effetto Joule,

2 2

Pr(t)=I?()R = %e_RtC (5.51)

1
Noto che il lavoro per caricare il condensatore e W = §VCq’ la potenza elementare relativa

é la sua derivata temporale?, ossia

&2 _+ &2 _ =2
Po(t) = VeI(t) = e FC - e RC = Pgon — PR (5.52)

Cio & coerente col principio di conservazione dell’energia: I'energia immagazzinata (per unita di
tempo) dal condensatore ¢ cio che rimane dell’energia prodotta dal generatore dopo che parte
di essa é stata dissipata sotto forma di calore dal resistore.

Sul lungo termine, I'energia prodotta dal generatore complessivamente &

oo &2 (*° __¢ &2 e |t
W gen = J Pyen(t)lt = — J e RC = RCeRC| =82C
0 0 0

[ Ween = &2C (5.53)

mentre quella dissipata dal resistore e

oo 2t _2 1&2 2t
W :j Pr(t)dt = _I eRC = Z_RCe RO = o820
0

Wp = =&2C (5.54)

OsSERVAZIONE. Lenergia dissipata complessivamente dal resistore ¢ indipendente dal
valore della resistenza, ma e sempre la meta di quanto produce il generatore di f.e.m..

Per il principio di conservazione dell’energia, il lavoro di carica del condensatore € pari a

1
Ween = 582C (5.55)

9Sivede, infatti che
_dW d /1 1 dvg dg\ 1/ dV¢
o= = a(zVee) =3 (qw +Vca> "2 (qw tVel

1
ed essendo Vi = %, allora —= = ok é
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* Processodiscarica Consideriamo oraun circuito, dotato di un interruttore inizialmente
aperto, con un resistore R e un condensatore C di carica iniziale q, dotato di un interruttore
inizialmente aperto.

R]_ Rl
— V= —\VVN—
VR + VR +
Ve ——cC Ve ——C

K .

t<0 t>0

La d.d.p. ai capi del condensatore e

q
Vo=Ve(0) =5
0 C( ) C
e l'energia elettrica immagazzinata e
_z
2C

Altempo ¢t = 0 viene chiuso I'interruttore: le cariche si muovono dall’armatura a potenziale
maggiore a quella a potenziale minore, dando luogo ad un moto di cariche e, di conseguenza,

ad una corrente elettrica
dgq

Cdr
dove il meno e dovuto al fatto che la carica diminuisce nel tempo. In un generico istante ¢ > 0
la d.d.p. ai capi del condensatore ¢ la stessa ai capi del resistore, e quindi si ha

_9_v _pr__pde
Ve=5=Vr=RI=-R—
dg __a
dt RC

Risolviamo questa equazione differenziale del prim’ordine per descrivere la carica q = q(¢) del
condensatore:

dg _ g
det RC
q(®) dq 1 t
—_— = —m dt
a0 9 0
| Q(t)_ 1 tt
0849 ="RC o
do
o d® _ _t
®¢ ~RC
9@ _ 5
q0

t

__t _t
[ q(t) =qpe EC =qqpe * (5.56)
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b(t)

4

H ‘S-.—-)-
3t 5t 1

Oltre alla carica, anche la d.d.p. di potenziale ai capi del condensatore e la corrente nel
circuito diminuiscono esponenzialmente.

_ d9®) g0 - Vo -t
I®O=-=3"=rc* o - R (5:57)
t __t
Ve = Q(c) %Oe e (5.58)

La potenza dissipata del resistore ¢, in base all’effetto Joule,

Ve 2t
Pr@) =I%(t)R = =S (5-59)
mentre I'energia dissipata dal resistore &
+0o0 V2 2 1 V2 2 +oo 1 q2
= = +00,"RC = ___Y RC - —v2c = 10
Wg J;) Prt)dt = 7 Lnt e R(,R(Ce . 2VOC 50
1 a3
_1lye~_ %0
Wg = 2VOC 50 (5.60)

ossia e pari alloenergia elettrostatica iniziale del condensatore.

OssERVAZIONE. Sinoti come il circuito RC, durante il processo di scarica, presenta
comunque una corrente elettrica pur non avendo alcun generatore di f.e.m. collegato.







CAPITOLO 6

PROPRIETA ELETTRICHE DELLA
MATERIA

“Ho inghiottito anche della lana di vetro isolante, ma non era zucchero filato come quello mi aveva detto...
mi pizzica lo stomaco.”

BRICK TAMLAND, Anchorman - La leggenda di Ron Burgundy.

A MATERIA, come ben sappiamo, si presenta in diverse forme e consistenze, se cosi
L possiamo dire: solidi, liquidi, gas, legni, vetri... Ma il campo elettrostatico si comporta in
maniera differente a seconda di quale sostanza e presente. Cio nonostante, la maggior parte
dei materiali si possono classificare in due grandi classi: i conduttori e gli isolanti/dielettrici.
Abbiamo gia parlato approfonditamente dei conduttori nei due capitoli precedenti, sia in
situazioni statiche (Capitolo 4), sia nel contesto della corrente elettrica (Capitolo 5).

In questo Capitolo, invece, ci occuperemo dei materiali isolanti e dielettrici in con-
dizione di staticita, data la complessita dell’argomento. Dopo una breve introduzione in
cui vedremo come varia il campo elettrostatico in presenza di dielettrici, ci occuperemo di
capire perché succede cio, entrando nel mondo microscopico per studiare la polarizzazione
elettronica e per orientamento. Infine, concluderemo questo capitolo - e questa prima
parte del Manualozzo™ - riprendendo le leggi di Maxwell per l'elettrostatica adattandole
al caso dei materiali isolanti.

6.1 MATERIALE DIELETTRICI ECONDENSATORI

Consideriamo un condensatore alle cui armature e collegato un elettroscopio: anche lo abbiamo
introdotto come strumento per misurare la carica, puo essere usato (e qui lo useremo in
questo secondo modo) anche per misurare la differenza di potenziale e/o il campo elettrico.
Ricordiamo che il campo elettrico interno ad un condensatore piano con armature distanti
d e densita di carica uniforme o €, in modulo, pari a
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e la differenza di potenziale &

d
Vo= — =Eod

Se colleghiamo (in parallelo) I'elettroscopio, tale differenza di potenziale corrisponde ad un
certo angolo di separazione delle foglioline d’oro.

V=E ()d

Potenziale e capacita di un condensatore con conduttore all’interno Se introduciamo
una lastra conduttrice di spessore s nello spazio tra le due piastre, osservando I'elettroscopio ci
accorgiamo che I'angolo tra le foglioline e minore rispetto al caso precedente. Effettivamente
avviene un calo di potenziale, ma perché?

V1:E ()d 1

V2:E0d2

Il campo elettrico del condensatore induce una separazione di carica nella lastra conduttrice,
formando una distribuzione superficie di carica positiva da un lato e negativa dall’altra. Cio
induce un campo elettrico di verso opposto a quello gia presente, in modo che all'interno
della lastra non ci sia campo elettrico, ma questo comporta una diminuzione del campo
elettrico. In termini di potenziali, si noti che la d.d.p.

m trala prima piastra e il conduttore e V| = Eyd;.

m trail conduttore e la seconda piastra e Vo = Eyds.
doved; eladistanza trala piastra i-esima e il conduttore; poiché d1 +dg = d—s, ladifferenza
di potenziale complessiva e

VC=V1+V2 =EO(d_S)ZVO_Vlastra <Vp

In altre parole, la d.d.p. diminuisce di un fattore Es. Se occupassiI'intera intercapedine con
un materiale conduttore, & evidente che si avrebbe V = 0: il condensatore diventerebbe un
unico conduttore e le cariche si disporrebbero sulla superficie esterna.

Al contrario, la capacita aumenta. Se chiamiamo la nuova capacita C, noto che Vi = g—o,
C
siha
q q 1 d-s Seg . Zgg
Vo=—=—=Ey(d-8)=—(d - — = Cr= >—=C
c CC 0( S) 280 ( S) = CC 280 c d — S d 0
2
Co=-22>¢, (6.1)

d-s
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Potenziale di un condensatore con isolante all’interno Ripetiamo I'esperimento con
una lastra di materiale isolante’.

[+ + + + ¢ + <+

Vi=Ed;

Vo=Ed,

Come prima, ci accorgiamo che la differenza di potenziale V (e quindi il campo elettrico) &
minore del caso col vuoto nell'intercapedine; tuttavia, a parita dello spessore della lastra s
tale d.d.p. & invece maggiore del caso con il materiale conduttore.

VC<V<VO

Se riempissimo tutto lo spazio intermedio con una lastra di isolante, si avrebbe V. = 0. In
particolare, si osserva che il potenziale tra le piastre in presenza di un isolante di spessore s
e

V(s) = (Vie= Vo) 5+ Vo

dove V, indica il potenziale per s = d (condensatore pieno di isolante) e V; quello pers = 0
(condensatore vuoto).

Costante dielettrica relativa Sperimentalmente, sitrova che il rapporto trala d.d.p. V,
misurata con il condensatore vuoto e quella V. con il condensatore riempito di isolante
e caratteristico del tipo di materiale, ma non dipende dalla geometria o dalla carica delle
armature.

DEFINIZIONE 6.1.1. - COSTANTE DIELETTRICA RELATIVA E SUSCETTIBILITA ELETTRICA
DEL DIELETTRICO.
La costante dielettrica relativa e il rapporto adimensionale

Vo
K= V—k >1 (62)
La grandezza
[ y=k—-1>0 ] (6.3)

viene detta suscettibilita elettrica del dielettrico.

Maggiore e k, maggiori sono le capacita conduttive del materiale: formalmente, un materiale
e un conduttore perfetto se k = +o0, ossiase V.. = Vi~ = 0.
La seguente tabella presenta alcuni materiali e le loro costanti dielettriche relative.

"In realta quello che affrontiamo in questo paragrafo é vero solo alcuni tipi di isolanti, i cosiddetti dielettrici
(lineari); nella sezione 6.2 a pag. 116 approfondiremo la differenza tra i due.
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Materiale Costante dielettrica relativa x
Aria 1,00059

Acqua 80

Alcool etilico 28

Ambra 2,5

Bachelite 4.9

Carta 3,7

Polistirolo 2,6

Porcellana 6,5

Capacita di un condensatore con isolante all’interno Come per il caso del conduttore,
la capacita aumenta:
q qK
Co= =5 =«C
K A VO 0

CK = K'CO > CO (64)

Campo elettrico nel condensatore con isolante all'interno Se il potenziale del con-
densatore completamente riempito di isolante ¢ minore, anche il campo elettrico é ridotto
rispetto al caso senza isolante; si vede, infatti, che

_ Vi _Vo _Eg

0 _20
o d xd K_EO

La variazione del campo elettrico dovuta alla presenza del materiale e

_VO Vo_VoK—l_ k—1
Bo-Be="g @ =a « ~Fo

E

T . oo .
Se la densita di carica e Ey = —, si osserva che
€0

_ K_l _ GO O-p
Ec=Eo-— Eo—%—% (65)
dove
Kk—1
op = o0g <0 (6.6)

La (6.5) mostra come il campo elettrico all'interno del dielettrico si possa vedere come la
sovrapposizione di due campi elettrici nel vuoto, uno E dovuto dalle cariche libere (distribuzio-
ne di carica o) sulle armature, I'altro E,, di intensita minore e generato da una distribuzione
di carica o,,. Le cariche che generano questultimo si possono immaginare come depositate
sulle facce della lastra dielettrica, con segno opposto a quello della carica libera sull’armatura
continua - in modo per certi versi simile a quanto succede con i conduttori, ma in maniera
ridotta.

[+ ¢+ + + + ¢ ¢ |
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Costante dielettrica assoluta Nel Capitolo 1 abbiamo definito la costante dielettrica del
vuoto €. Come era prevedibile dal nome, non e 'unica costante dielettrica: per trattare dei
fenomeni elettromagnetici nei materiali ci conviene definire delle costanti, basate su ¢,
che incorporano I'informazione sulla conducibilita elettrica data dalla costante dielettrica
relativa «.

DEFINIZIONE 6.1.2. - COSTANTE DIELETTRICA ASSOLUTA.
La costante dielettrica assoluta é definita come

Le formule che descrivono fenomeni elettrici nei materiali? possono essere ottenute facil-
mente dal caso nel vuoto sostituendo a £ la costante assoluta ¢.

EsemMpI10. Per un condensatore piano nel vuoto si ha

802
Co="q

Per un condensatore con un isolante (dielettrico) all'interno si ha

KgQY  EX

CK:KCOZ d d

OSSERVAZIONE. Ingenerale, sipuo calcolare la costante dielettrica relativa misurando la
costante dielettrica assoluta del materiale con un qualche esperimento opportuno e dividendo
per la costante dielettrica nel vuoto.

K=— (6.8)

6.2 POLARIZZAZIONE

E noto che gliisolanti sono caratterizzati da una scarsa presenza di cariche libere, a differenza
dei conduttori. Cio farebbe presupporre che le cariche sulle facce che abbiamo immaginato
nella sezione precedente come potenziale spiegazione del campo E, siano, per 'appunto,
un frutto della fervida immaginazione di un fisico.

In realta tali cariche non sono per nulla fittizie, ma allo stesso tempo non sono come cariche
libere presenti nei conduttori: esse sono il risultato macroscopico di processi microscopici, alla
cui base stanno i fenomeni di polarizzazione.

Negliisolanti, come appena detto, le cariche non sono particolarmente libere: quasi tutti
gli elettroni sono legati agli atomi o molecole e non possono allontanarsi spontaneamente.
Si pud comunque, con I'azione di agenti esterni, separare localmente cariche positive e negative
all’interno degli atomi - senza romperne quindi i legami - in modo da indurre una separazione
di carica.

I1 fenomeno della polarizzazione consiste proprio in questo: molto brevemente, esso
consiste nel far acquisire alle particelle della materiale un momento di dipolo proporzionale
all’effetto di un campo elettrico esterno, in modo da causare il comportamento osservato in

*Come gia detto, questo vale solo per i dielettrici (lineari), che approfondiremo nella sezione 6.2 a pag. 116.
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precedenza nei dielettrici. Non esiste un unico modo di polarizzare atomi o molecole; noi ci
occuperemo della polarizzazione elettronica e della polarizzazione per orientamento.

Polarizzazione elettronica Approfondiamo ora il primo tipo. Un atomo, secondo il mo-
dello non quantistico, consiste in un nucleo positivo immerso in una nube di elettroni negativi.
In assenza di un campo elettrico esterno, il nucleo e neutro e la distribuzione degli elettroni
attorno al nucleo ¢ mediamente simmetrica, in modo che il centro di massa della nube
coincida con la posizione del nucleo.

: °o°° : °°

Introducendo il campo elettrico, la nube negativa subisce uno spostamento contro il campo
elettrico, mentre il nucleo positivo si sposta in senso concorde al campo fino a raggiungere
una nuova posizione di equilibrio in cui il campo elettrico e controbilanciato dall’attrazione di
dipolo tra cariche di segno opposto.

,°°°° .—o§° B

All'equilibrio, tra i due centri di cariche c'¢ una distanza X, con cui definiamo il momento
di dipolo elettrico della configurazione ottenuta.

P, = gX = Zex (6.9)

dove Z & il numero di cariche nell’atomo e X va del centro di carica negativa a quello positiva
- ossia nella direzione del campo elettrico.

OssSERVAZIONE. Sinotiche nel singolo atomo tale spostamento e dell’ordine di 10 x
10713 pari circa alle dimensioni del nucleo e quindi il momento di dipolo & davvero piccolo.
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Tuttavia, poiché gli atomi per unita di volume sono un numero estremamente elevato,
l'effetto complessivo in un materiale & invece misurabile.

La polarizzazione per elettrizzazione funziona sinteticamente cosi: un atomo soggetto
ad un campo elettrico esterno E acquista un momento di dipolo p,, elettrico microscopico,
parallelo e concorde al campo E.

OSSERVAZIONE. Percreareemantenere questadistanzatraicentridicarica é necessaria
dell’energia, fornita dal campo elettrico e che viene immagazzinata nel dipolo.

Polarizzazione per orientamento Sebbene abbiamo visto come polarizzare degli atomi,
ci sono alcune sostanze le cui molecole presentano gia un momento di dipolo intrinseco: questo
avviene nel caso di certe molecole poliatomiche come I'acqua (HoO) o 'anidride carbonica (COg)
in cui la distribuzione delle cariche - dovuta ai legami elettrostatici - € tale che il centro delle
cariche negative non coincide con quello positivo. Tali molecole, non sorprendentemente,
sono dette polari.

& ‘?/ Tuttavia, in assenza di campo elettrico esterno i momen-
&‘ ti di dipoli molecolari sono puramente casuali a causa

s \?’ dell’agitazione termica che distrugge eventuali configu-
0&( razioni ordinate con urti; il momento di dipolo medio e

?/ nullio.
}” o 1l 50

%5— & In presenza di un campo elettrico E esterno, i momenti
% di dipoli si allineano con il campo a causa del momento
g &— delle forze, facendo si che il momento di dipolo medio

3 3—» risulti non nullo.
&— (P) =0

Cio nonostante, I'orientamento delle molecole e soltanto parziale perché disturbato dall’agi-
tazione termica: se la temperatura e bassa e il campo e intenso allora aumentano le molecole
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allineate.
La polarizzazione per orientamento ¢ quindi una polarizzazione basata sul fatto che le
molecole polari sono intrinsecamente dei dipoli.

Dielettrici e isolanti Prima di spiegare come queste due polarizzazioni agiscono a livel-
lo macroscopico nei materiale dielettrici, dobbiamo effettivamente spiegare cosa sia un
materiale dielettrico.

Fino ad ora abbiamo utilizzato abbastanza interscambiabilmente il termine “isolante” e

“dielettrico”, ma non sono sinonimi.

m  Gliisolanti non hanno (molti) elettroni liberi che si muovono spontaneamente. Di
conseguenza, sono materiali che hanno un’alta resistivita e non scorre praticamente
alcuna corrente se soggetto ad un campo esterno. Inoltre, 0a costante dielettrica e
minore per gli isolanti.

m [dielettrici sono materiali isolanti le cui particelle (atomi, molecole) sono facilmente
soggette a fenomeni di polarizzazione. Pertanto, immagazzinano facilmente energia
nei dipoli formati.

Nei fatti, sebbene tutti i dielettrici sono isolanti, non tutti gli isolanti sono dielettrici. Se
non specificato differentemente, quando parliamo di isolanti consideriamo sempre isolanti
dielettrici.

Polarizzazione del dielettrico I momenti dipoli deisingoli atomi o molecole sono micro-
scopici. Tuttavia, I'elevato numero di particelle per unita di volume e I'alta suscettibilita alla
polarizzazione fa si che nei dielettrici questi effetti si sovrappongono e si abbia un risultato
misurabile a livello macroscopico.

In termini espliciti, in presenza di un campo elettrico esterno E ciascun atomo o par-
ticella in un volumetto AV intorno ad un punto @ del dielettrico acquista un momento di
dipolo (p), parallelo e concorde con E.

B;

2| —
.'IMz

(B) =

Qui N ¢ il numero di particelle nel volume AV. La densita di polarizzazione ¢ quindi

{

1 & &)
—VZp = (6.10)

dove
n= lim —

AV—0 AV
e la densita di particelle nell'intorno di Q. Il vettore P ¢ anche detto vettore polarizzazione
del dielettrico e caratterizza 'effetto di formazione dei momenti di dipolo indotti dal campo
esterno.

La maggior parte dei dielettrici soddisfano una legge di proporzionalita lineare tra la
densita di dipolo e il campo elettrico:

P= €g (kK — DE = eoxﬂ (6.11)
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I dielettrici che seguono tale legge sono detti lineari: sono sostanze amorfe con simmetria
spaziale in tutte le direzioni (isotropia spaziale); in altre parole, non ci sono direzioni
preferenziali dovute a priori dal materiale.

DIGRESSIONE - DIELETTRICI NON LINEARI. .

I cristalli sono un classico esempio di dielettrici non lineari, dato che sono anisotropi: P e
E non sono necessariamente paralleli, ma seguono delle direzioni particolari dette assi
cristallografici. La suscettibilita elettrica, di conseguenza, non potra essere rappresentata
da un semplice numero, ma sara rappresentata da un tensore.

OssERVAZIONE. Ecco spiegato il perché del termine “suscettibilita elettrica”: un mate-
riale come I'acqua e I'alcol etilico hanno alta suscettibilita elettrica e sono proni a polariz-
zarsi fortemente, mentre altri come la carta o il polistirolo che hanno bassa suscettibilita
tendono a polarizzarsi di meno.

EsemPIO. Ricordiamo che nel caso del condensatore si aveva

E o
E, = —OconEO = —
K €0

Allora, la densita di polarizzazione, in modulo, &

-1 -1
£ EO = GOK = Gp (6.12)

PZEO
K

Il vettore polarizzazione corrisponde alla densita (vettoriale) di cariche “fittizia” definita
precedentemente.

6.2.1 Campo elettrico generato dalla polarizzazione

Dopo aver visto come il vettore di polarizzazione sia legato ad un campo elettrico esterno, ci
interessa capire come funziona il campo generato dal dielettrico polarizzato e quale sia il legame
con il vettore di polarizzazione.

Il caso uniforme Consideriamo nuovamente il caso del condensatore piano con all’inter-
no un dielettrico polarizzato uniformemente, ossia tale per cui P = const: possiamo suddividere
la lastra di dielettrico in prismi infinitesimi di base d%, altezza dh e volume dV = dXdh.
Ciascuno di essi contiene un certo numero di particelle orientate, per cui ad ogni prisma
infinitesimo € associato un suo momento di dipolo complessivo

dp = PdV = ‘i"dZdil
dove dh & concorde con la densita di polarizzazione P. Ricordiamo che distribuzioni di cariche
differenti ma con stesso momento di dipolo sono esternamente indistinguibili I'una dall’altra; &

dunque perfettamente equivalente rimpiazzare I'effetto di moltissimi dipoli microscopici
interni al prisma dV con un sistema costituito da due distribuzioni di cariche

+dqp, = :I:‘f"dZ
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poste nel vuoto, distanti dh e distribuite sulle basi del prisma con densita

oy 200 P

dove g, e la carica “fittizia” sulle due basi.

dz— 1 dg,

+dq,

Siccome supponiamo P uniforme su tutto il dielettrico, il vettore di polarizzazione & lo
stesso per due prismi contigui; di conseguenza, sulle superfici di contatto le cariche sono
uguali e contrarie. Se ripetiamo questo ragionamento con altri prismi contigui alle basi, le
uniche cariche rimanenti che non sono compensate sono solo quelle sulle basi dei primi che
appartengono alla superficie del dielettrico.

‘dCIp

+dq,

Quello che stiamo facendo e supporre che le cariche nel dielettrico, spostate localmente dal-
le posizioni di equilibrio in quanto il materiale e polarizzato uniformemente, si compensino
all'interno ma non all’esterno dato che la superficie di bordo non permette ulteriori com-
pensazioni. Generalizzando ad un dielettrico di forma qualunque, le cariche si distribuiscono
sulla superficie con densita

op=P-u, (6.13)

dove u,, € il versore normale alla superficie ¥ del materiale.

ATTENZIONE! Sebbene a tratti cio possa ricordare il comportamento dei conduttori, il
funzionamento e fondamentalmente differente. Le cariche di polarizzazione non sono
libere come nei conduttori e quelle che notiamo sulla superficie non sono elettroni che si
sono raccolti li da altre parti del materiale, ma sono gli elettroni gia presenti superficialmente:
li notiamo solo in virtu degli spostamenti locali negli atomi e nelle molecole.

Questo ¢ il motivo per cui non possiamo asportare un pezzo di dielettrico e misurare le cari-
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che superficiali, come potremmo fare ad esempio con un conduttore - il funzionamento e
piu vicino a quello che studieremo dei magnete, da questo punto di vista.

La carica - che avevamo erroneamente definito “fittizia” - in una particolare porzione di
superficie X e

g=[ opdz=| P-u,ds (6.14)

OssSERVAZIONE. Se la polarizzazione e uniforme non si manifestano cariche all'interno
del dielettrico, quindi la carica totale sulla superficie deve essere nulla:

0=[ opds= | P-udz
Applicando il teorema della divergenza si ottiene che

V- PdV = .
jV dV =0 (6.15)

Il caso non uniforme Se il vettore di polarizzazione non e uniforme, la carica di polariz-
zazione non si distribuisce solo sulla superficie. Consideriamo sempre la suddivisione in
prismi infinitesimi, in modo che in ogni prisma il vettore di polarizzazione ha un valore
costante. Studiamo il valore della carica sulla base comune a due prismi contigui, con asse
parallelo all’asse z e area di base d¥ = dxdy: a carica su una superficie infinitesima essa e

dq(2) = 0,d> =P - @,ds

La carica infinitesima sulla base é data dalla carica complessiva, sommando con segno quella
presente sulla faccia inferiore (I) e superiore (I1):

dgp(2) = dgD(2) — dg"D(z) = dg(2) - dq(z + d2)

Ricordiamo che il versore U, € preso orientato verso I'esterno della superficie; nel nostro
caso,

i - u, perlafaccia(J)
" |-, perlafaccia (IT)

Se sul lato () si ha il vettore di polarizzazione PO = f’(z), mentre su quello (I]) si ha
PUD = P(z + dz), otteniamo

~dgD = PUD .41, d5. = ~PIDdxdy
dg® =PD .4, ds = PPdxdy
dgy, = dg® - dg™D = —(PID - PD) dxdy
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PN

dx
uzI dy

P(II):P'(Z+dZ) / ‘l Ay -da™ A
| | q u
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_ — \ \ [y \ dz
\\ - dy

n

dx dQP(Z )

Poiché stiamo considerando unavariazione infinitesima di P, - 'unica componente variabile
di P - da un lato all’altro della superficie, questo equivale a considerar la derivata direzionale
per 'elemento infinitesimo di spessore, dato che3

P, P+dz)-P) PID-pY

oz dz dz

da cui segue

oP
dq,(z) = —Ezdxdydz

Se Pvaria lungo I’asse z allora non avviene la compensazione di cariche e le cariche di pola-
rizzazioni appaiono anche all’interno del dielettrico.

In generale, dentro ad un volumetto dV = dxdydz c’e una carica di polarizzazione pari a

B ( oP, oP, 0P,

Ex 7Y —)dxdydz = —V.-PdV
o ay oz

distribuita con densita volumica

dq o =
pp = d_é) =V.-P (6.16)

Anche in questo caso la carica totale di polarizzazione deve essere nulla...

J ppdV + J 0pdZ =0 (6.17)
\%4 vV

... ma tale relazione ci riporta al teorema della divergenza:

f‘ﬁ PdV = LVI) ,dS (6.18)

ATTENZIONE! Le distribuzioni di cariche superficiali e spaziali si compensano globalmente,
non localmente!

3Ricordiamo che dz & un infinitesimo e per sua definizione & una quantita tendente a zero: ai nostri fini
pratici la derivata cosi scritta e la stessa che si incontra nei corsi di Matematica... sebbene sia ovviamente una
formulazione poco rigorosa.
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6.3 LEEQUAZIONI DI MAXWELL PER L'ELETTROSTATICA NEI MATE-
RIALI DIELETTRICI

Siamo ora in grado di formulare le equazioni dell’elettrostatica nei materiali dielettrici:
dovremo modificare quelle leggi che presentano al loro interno informazioni riguardo le
sorgenti di campo.

Consideriamo un campo elettrostatico E. Mentre il rotore del campo elettrico rimane nullo...
VxE=0 (6.19)

.. la sua divergenza risulta pari alla densita di carica complessiva p;,; nel materiale, diviso
per £ - ma tale densita e pari alla somma della densita p gia presente e della carica da
polarizzazione p,,:

L o p+p 7-P Lo o =
g Pt _ PP _ P =>V-(60E+P):
€0 €0 €0 €0

Definito il campo elettrostatico di induzione dielettrica

[ D= goE + P (6.20)

otteniamo la legge

V-D=p (6.21)

Cisembrerebbe di aver fatto “sparire” le cariche di polarizzazioni riscrivendo la legge di Gauss
in questa maniera, ma in realta le abbiamo soltanto nascoste sotto il tappeto!4 I campi EeD
sono legati ancora dalla densita di polarizzazione P - chei incorpora in essa le informazioni
della carica di polarizzazione. Per poter risolvere deﬁnztzvamente EeDciun’ equaz1one di

stato del mezzo dielettrico che leghi esplicitamente EeP 0, equivalentemente, DeP.
Nel caso dei dielettrici lineari, tale legge I’abbiamo gia incontrata:

f’zeO(K—l)Ezeo)(E

Da essa ricaviamo

D= KSOE =¢E ] (6.22)

e la (6.21) si puo riscrivere come

OssSERVAZIONE. Come abbiamo osservato in altri casi lavorando con i dielettrici lineari,
I'ultima legge ¢ pari all’analoga equazione dell’elettrostatica nel vuoto a cui abbiamo
sostituito a () la costante assoluta ¢.

Ricapitolando, si hanno le seguenti leggi nel caso di un dielettrico qualunque...

4Con grande gioia di chi dovra lavarlo.
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. Forma
Nome Forma integrale differenziale
Legge di Gauss per = =N > 2
O,/(D) = D -0,d~ =q;,; = dV ‘D=
Pelettricita ov(D) faV n int pr v-D=p
Legge dell'indu- I(E)=¢p E-ds=0 .
zione di Faraday ! E> VxE=0
dove eofﬂ =D-P

... e le seguenti per un dielettrico lineare con costante dielettrica assoluta € = k€.

. Forma
Nome Forma integrale differenziale
Legge di Gauss per &.AR) = E.ads = int _ dV T_P
I'elettricita ov(E) IaV . I pr v-E= €
Legge dell'indu- ry(fg) - 4; E-dS=0 S o
zione di Faraday B> VxE=0
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CAPITOLO :

ILCAMPO MAGNETICO

“Il magnetismo e la forza che fa si che certi oggetti siano attratti ai frigoriferi.”

DAVE BARRY, poco prima di essere bocciato al secondo appello.

ICORDATE IL problema fondamentale dell'elettrodinamica classica? Date delle sorgen-

tidi carica, vogliamo sapere la forza esercitata su una carica di prova. Nella prima parte
di questo Manualozzo™ ci siamo dedicati quasi esclusivamente a cariche statiche, ossia
all’elettrostatica - certo, il Capitolo 5 riguardava cariche in moto, ma li ci siamo limitati di
fatto allo studio dell’elettrotecnica, senza aver visto come tale moto di cariche influenzi altre
cariche. Tuttavia, per capire cio, dobbiamo parlare di magnetismo.

In questo Capitolo inizieremo il nostro viaggio nella magnetostatica, ossia nei fenomeni
magnetici non dipendenti dal tempo, con un excursus storico dello studio del magnetismi;
utilizzando il formalismo dei campi vettoriali, parleremo di come cambia la legge di Gauss
per il campo magnetico. Successivamente, vedremo due esperimenti fondamentali di inizio
'800 svolti da Oersted e da Ampere, che ci faranno capire alcune stranezze del campo
magnetico.

Nella seconda parte inizieremo a collegare formalmente tutte queste informazioni in-
troducendo la forza di Lorentz; da questa legge empirica dimostreremo poi la seconda
legge di Laplace e ne vedremo un’applicazione meccanica parlando di una spira libera di
ruotare immersa in un campo magnetico.

7.1 I PRIMISTUDI SUL MAGNETISMO

Come gia detto nel Capitolo 1, il termine magnetismo deriva da magnetis lithos, “pietra di
Magnesia” in greco: sull’isola egea di Magnesia erano diffuse rocce di magnetite, un mine-
rale ferroso che in certi casi & capace di attrarre piccoli pezzetti di ferro - che a loro volta
diventavano magnetici. Il fatto che la magnetite puo attrarre il ferro fu osservato non solo
in Grecia, ma in diverse aree geografiche: in India, ad esempio, la magnetite veniva usata
per rimuovere le frecce infilzate nel corpo di una persona.
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Labussola Un altro luogo fondamentale per la storia del magnetismo fu la Cina. Durante
la dinastia Han (202 a.C - 220 d.C.) furono inventate le prime (rudimentali) bussole: esse
consistevano in un ago di magnetite naturalmente magnetica che, se lasciato libero di ruotare,
indicava sempre verso una particolare direzione terrestre: il nord o il sud.

Tuttavia, i primi utilizzi della bussola erano di natura divinatoria: le proprieta “indiriz-
zanti” di tale strumenti furono usate per trovare il luogo dove costruire case, piantare le
coltivazioni e cercare gemme rare.” Per 1'utilizzo nella navigazione bisogna aspettare diversi
secoli: la prima fonte certa a riguardo e di Zhu Yu, datata tra il 1111 e il 1117. Qualche decennio
piu tardi la bussola da navigazione si era diffusa anche in Europa e nel mondo arabo.

L'invenzione della bussola permise di osservare ulteriori proprieta dei magneti. Ad
esempio, si noto che avvicinando una bussola ad un oggetto magnetico essa non indicava piu
la direzione nord della terra, bensi puntava verso l'oggetto.

In particolare, il “polo nord della bussola” - ossia il capo dell’ago che normalmente punta
verso il nord terrestre - puntava verso una parte specifica dell'oggetto, mentre era respinto

dal resto.
D’altro canto, il “polo sud della bussola” - ossia il capo dell’ago che normal- m a

mente punta verso il sud terrestre - funzionava al contrario: era attratto

dalla parte che respingeva il polo nord della bussola e, viceversa, era re- N
spinto dalla parte che attraeva il polo nord della bussola. In altre parole,

si dedusse che come i poli terrestri attraevano la bussola nella direzione )
nord-sud, anche i magneti dovevano avere sempre due poli magnetici, ﬂ a

a cui la bussola punta se vicina al magnete.
I poli dei magneti sono quindi tradizionalmente indicati come nord e sud, in analogia con

quelli terrestri.

DIGRESSIONE - Una montagna da Watussi. UNA BREVE STORIA SULLA BUSSOLA E
I POLI MAGNETICI TERRESTRI NELL'ETA DELLE GRANDI SCOPERTE.

Sebbene i marinai utilizzassero le bussole da diversi secoli, molti studiosi tra la fine del
Medioevo e I'inizio dell’Eta Moderna si chiesero come mai le bussole, in condizioni normali,
puntavano verso una direzione cardinale come il nord o il sud.

Con gli occhi del fisico moderno sappiamo perché e lo approfondiremo in questi capitoli:
I’ago magnetico della bussola si allinea parallelamente alle linee di forza del campo magnetico
terrestre - anche se non necessariamente punta ad uno dei due poli.

Tuttavia, per molti secoli il funzionamento di tale strumento rimase particolarmente
oscuro - come del resto gran parte del magnetismo. Per un filosofo naturale il concetto
di campo vettoriale era semplicemente ignoto, e la miglior ipotesi dell’epoca era che la
fonte dell’attrazione magnetica notata dalle bussole dovesse essere sempre e comunque
localizzata in un particolare punto.

Inizialmente, si suppose che la sorgente attrattiva fosse in cielo, ad esempio la Stella
Polare o i poli celesti. Tale ipotesi fu presto sostituita da un’alternativa “terrena’, come
una roccia o una montagna. Nelle cartine europee del XVI secolo si possono spesso no-
tare tali montagne magnetiche, come nelle mappe di Gerardo Mercatore (1512 - 1594). I1
cartografo fiammingo era solito piazzarla in posizione arbitraria, ma nel 1546 penso bene
di diventare un cartografo rigoroso e di trovare il luogo in cui era situata sulla base di

'Shen Kuo, scienziato della dinastia Song (960 — 1279) descrisse dettagliatamente come gli esperti di feng
shui, un arte divinatoria geomantica, magnetizzavano la punta di ago con magnetite magnetica e lo appendevano
con un singolo filo di seta per mezzo di un pochino di cera al centro dell’ago. Shen Kuo riporto inoltre che I'ago
preparato in questo modo ogni tanto puntava verso sud, ogni tanto verso nord.
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precisi osservazioni della bussola in varie zone europee: chiaramente, se tracciassimo
una linea immaginaria diretta come 1’ago della bussola, si dovrebbe trovare un unico
punto di incontro corrispondente al luogo della montagna magnetica'

Eppure, tale tentativo ando male: non c’era un unico punto di incontro di queste linee.
Amareggiato ma non scoraggiato, fece ulteriori misurazioni per oltre due decenni, senza
successo: ogni volta otteneva due stime completamente contraddittorie per il potenziale
polo. Solo poco prima della sua morte Mercatore decise di tagliare la testa al toro e di
piazzare due montagne e due poli... ma tali poli non coincidevano con le fantomatiche
montagne!

Nella cartina “Septentrionalium Terrarum descriptio. Per Gerardum Mercatorem Cum Privile-
gio”, pubblicata postuma, possiamo notare due montagne: una “rupes nigra et altissima”
(montagna nera e altissima) posta nei pressi del Polo Nord geografico, non era magnetica, men-
trel'altra si e corrispondeva al “Polus magnetis respectu insularum capitis Viridis” (polo magnetico
rispetto allarcipelago di Capo Verde).

I1 secondo polo magnetico, “Polus magnetis respectu Corui insule” (polo magnetico rispetto alle
isole del Corvo®) 1o pose invece in mezzo al mar Artico, tra la Siberia e 1a California.




128 CAPITOLO 7. ILCAMPO MAGNETICO

Sebbene noto per 'omononima proiezione cartografica, Mercatore fu anche il primo cartografo a creare una mappa
dell’Artico, di cui riportiamo un particolare di una versione a colori del 1623. Oltre alle due montagne e ai due poli, si notano
il Polo Nord quadripartito in isole separate da fiumi, di cui una abitata da pigmei, e la California spagnola, erroneamente posta

alle stesse latitudini della Kamchatka.

Fu solo nel 1600 che William Gilbert (1544 - 1603) popolarizzo, nel suo “De Magnete”,
un approccio sperimentale per dedurre che la Terra stessa fosse un magnete. Con questo
sperimento, Gilbert provo che il motivo per cui le bussole erano attratte dai poli terrestri
e perché in loro prossimita c’erano dei poli magnetici da cui, per dirla in termini moderni,
uscivano e entravano le linee di flusso a cui le bussole si allineano. Successivamente, si
noto anche che il campo magnetico terrestre non é costante nel tempo, ma varia e con esso
variano anche le posizioni dei poli magnetici, da cui spiegato il perché il polo sembrava
non essere univoco.

La scelta di Mercatore di porre un polo magnetico senza una montagna ad esso associato -
probabilmente dettata dalla disperazione dopo anni e anni di misurazioni fallimentari -
in fondo non fu cosi peregrina: dopotutto, non c’era alcun bisogno di una montagna alta
e di colore per far funzionare la bussola.

“Probabilmente da intendersi come le isole del gruppo occidentali dell’arcipelago delle Azzorre, tra cui
I'omonima isola del Corvo.

La forza magnetica e I’assenza dei monopoli Per avere degli studi quantitativi dei
fenomeni magnetici bisognera aspettare il francese Charles Coulomb (1736-1806), il quale
osservo che tra due magneti si presentava un forza, di diversa natura a seconda di come
erano orientatii magneti:

m  Siaveva una attrattiva se si avvicinavano tra di loro i poli opposti (nord - sud).

m  Siaveva invece una forza repulsiva se si avvicinavano tra di loro due poli uguali (nord

-nord o sud - sud).
Tale forza era direttamente proporzionale al prodotto delle “intensita” dei magneti e inver-
samente proporzionale al quadrato della distanza r tra i due magneti, mentre sembrava - in
modo analogo alla forza elettrica di Coulomb che era diretta da una carica all’altra - diretta da
un polo all’altro.

La situazione potrebbe sembrare simile al caso della forza elettrica - ed in parte & cosi, dato
che entrambe sono proporzionali a 1/72 - ma i due casi sono notevolmente distinti dal fatto
che non si sono mai osservati (ne allora, né oggi) dei monopoli magnetici. Ricordiamo che
nel caso elettrico, un dipolo elettrico puo essere separato in due monopoli elettrici.

L2 2 2L 20 B B0 L 0

Y
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++++++ s

Un dipolo magnetico, invece, si separa sempre in altri dipoli! Ad esempio, se un magnete a
barra viene tagliato a meta, non si avra una meta con il polo nord e I'altra con il polo sud, ma
ciascun pezzo avra un suo polo nord e polo sud.
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OssERVAZIONE. Per analogia con il dipolo elettrico, si usa indicare il polo nord di un
magnete con il segno + e il polo sud con il segno —.

Le linee di forza Se ad oggi parliamo di campi vettoriali nell’elettromagnetismo, pro-
babilmente parte del merito lo dobbiamo allo scienziato inglese Michael Faraday (1791 -
1867). Durante i suoi esperimenti sul magnetismo, circa intorno al 1831, egli noto la maniera
peculiare con cui della limatura di ferro si disponeva su un cartoncino o una lastra di vetro in
presenza di un magnete: essa sembrava disporsi naturalmente lungo delle linee che si esten-
devano da un polo all’altro del magnete. Faraday ipotizzo quindi che i magneti esercitava

delle forze lungo queste “linee di forza”, che secondo Faraday dovevano esistere in qualche
modo fisicamente.
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Le osservazioni di Faraday anticipano la descrizione moderna dei fenomeni magnetici: come
e stato per quelli elettrici, la descrizione del magnetismo passa per il formalismo dei campi
vettoriali: in questo caso, le forze sono I'applicazione in un punto del campo magnetico B
generato, ad esempio, da magneti; le linee di forza sono, ovviamente, le curve tali per cui in
ogni loro punto il vettore tangente alla curva e il vettore dato da B.

7.2 LEGGE DIGAUSS PER LA MAGNETOSTATICA

Le linee di campo svolgono un ruolo fondamentale per capire la prima, grossa differenza tra
il campo magnetico e quello elettrico: il flusso attraverso una superficie chiusa.
Analizziamo la questione dal punto di vista matematico, confrontandola con una situazione
a noi famigliare. Ricordiamo che, nel dipolo elettrico, le linee di campo si sviluppano come in
figura.
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Prese due superfici X e 29, la prima contenente la carica positiva e la seconda entrambe, si ha
s q 2 q9—q
5, (G) = 5, () =

Con un dipolo magnetico ci ritroviamo una situazione simile.

Come osservo Faraday con la limatura di ferro, le linee di forza che visualizziamo attorno
al magnete sono uguali a quelle esterne del dipolo elettrico. Ci possiamo pero chiedere cosa
succedere all’interno del magnete. Se proviamo a spezzare a meta il magnete, si creano delle
linee di forze “interne” tra i due magnetini ma, a differenza del dipolo elettrico, sono rivolte
verso I'alto e non verso il basso - di fatto, sembra che le linee di forza delle curve orientate

chiuse!

Se continuiamo a dividere i magneti, le linee di forza che si vengono a formare tra di essi
continuano ad essere in tale maniera. Pertanto, dobbiamo aspettarci che le linee di forza
all’esterno proseguano all'interno e formino delle curve orientate chiuse.
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Osserviamo che la forza di interazione magnetostatica di Coulomb & inversamente propor-
zionale a 72, pertanto potremmo applicare una versione “magnetica” della legge di Gauss?.
Tuttavia, per quanto osservato sperimentalmente, non sappiamo costruire o produrre dei
monopoli magnetici, pertanto dobbiamo sempre considerare un dipolo magnetico. Sinoti che,
se applichiamo la legge di Gauss ad una superficie contenente un dipolo elettrico, il flusso sara
nullo. La situazione e analoga per il caso magnetico: non possiamo individuare dei mono-
poli, certo, ma dal polo nord esce un numero di linee di flusso pari a quelle che entrano dal
polo sud - non puo esistere una “carica magnetica” totale differente da zero. Di conseguenza,
abbiamo mostrato empiricamente la

TEOREMA 7.2.1. - LEGGE DI GAUSS PER LA MAGNETOSTATICA.
Il flusso del campo magnetostatico B attraverso un superficie chiusa é nullo.
m  Forma integrale:

o5 (B) = jzfa 1,d% =0 (7.1)
m  Forma differenziale:
V-B=0 (7.2)

DimMosTRAZIONE. Deriviamo la forma differenziale. Per il teorema della divergenza si
ha - —> -
0= ds(B) = sz-undZ = fvv-B

dove V ¢ il volume racchiuso da ¥, ossia 0V = X. Poiche tale relazione e vera per ogni
volume V, si ha I'uguaglianza delle integrande:

V-B=0 O

Tale legge e una delle due equazioni di Maxwell per la magnetostatica.

Una conseguenza immediata della legge di Gauss per il magnetismo e che il campo
magnetostatico & un campo solenoidale3, a differenza del campo elettrostatico che e
conservativo.

*In modo analogo a come abbiamo fatto nell’osservazione a pag. 30, Capitolo 2.
3Nella “Raccolta Differenziata”, a pag. A.9 & possibile trovare la definizione di campo solenoidale e altre
proprieta.
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DIGRESSIONE. Se, in futuro, si dovessero scoprire i monopoli magnetici, la legge di
Gauss per il magnetismo sarebbe del tutto analoga a quella per l'elettricita: il flusso del
campo magnetico B attraverso una superficie chiusa e proporzionale alla carica magnetica
in essa racchiusa o, in forma differenziale, la divergenza di Be proporzionale ad un’ap-

posita densita di carica magnetica p,,. La forma originale della legge di Gauss si avrebbe
soltanto in presenza di una densita di carica magnetica nulla.

7.3 INTERAZIONICON LE CARICHEIN MOTO

Come si & potuto notare, gli studi dei fenomeni magnetici erano inizialmente separati da
quell sull’elettricita, dato che i due fenomeni risultavano scorrelati. Ed effettivamente
con le nostre conoscenze moderne sappiamo perché: le leggi che descrivono i fenomeni
magnetostatici sono indipendenti da aspetti di natura elettrica. Purtuttavia, per diversi secoli
aleggio il sospetto che ci fosse un legame tra elettricita e magnetismo, ma per avere dei
risultati concreti si dovette aspettare gli studi con la corrente elettrica.

7.3.1 Llesperimento di Oersted

Il primo ad identificare un legame tra I'elettricita e il magnetismo fu il fisico danese Hans
Christian Oersted (1777-1851), che il 21 Luglio 1820 pubblico le sue scoperte in un libricino
di quattro pagine scritto in latino.

Qualche mese prima, il 21 Aprile 1820, nel preparare una lezione serale all’'Universita di
Copenhagen, Oersted noto che la corrente in un filo spostava (seppur molto debolmente)
I'ago di una bussola ad posta li vicino. Per studiare meglio tale effetto, Oestred costrui un ap-
parato apposito: preso un filo nella direzione nord-sud, fisso sotto di esso un ago di bussola,
parallelo ad esso. Facendo passare un’intensito di corrente elevata, noto che ’ago tendeva a
deviare la propria direzione allontanandosi dal nord magnetico, a cui normalmente puntava,
per porsi perpendicolarmente al filo. Inoltre, noto che:

distanza dell’ago dal filo.

m Seilfiloveniva postosottol’ago, invece che sopra,l’ago si

BN muoveva nella direzione opposta; la stessa cosa accadeva
invertendo la direzione della corrente, ma mantenendo
fissa la posizione della bussola.

m Ladeflessione non dipendeva dal materiale del filo.

m  Una deflessione avveniva anche in presenza di materiali
come legno, vetro, resina, metalli e acqua tra I'ago e il

7=0 l b filo.

Pur non avendo alcun idea del perché4, il fisico danese concluse che la “forza magnetica”, che in
termini moderni interpretiamo come campo magnetico, doveva soddisfare le seguenti pro-
prieta:

m La deflessione era inversamente proporzionale alla

4Qestred cerco dispiegarlo come la conseguenza di un “conflictus electricus” (conflitto elettrico), il cui significato e
da ritrovarsi nella filosofia di Oerstred e di conseguenza tralasceremo bellamente in quanto del tutto irrilevante
ai nostri scopi.
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m Lelinee di campo magnetico circondando il filo in cui
passa la corrente, formando delle circonferenze.
m  Le linee di campo magnetico sono situate su un piano

perpendicolare al filo. In altre parole, il campo magneti- B

co non ha componenti lungo il filo ed & tangente alle ---. A

circonferenze. T ey =
m Seladirezione della corrente ¢ invertita, il verso della I

forza e invertita.
m [l campo magnetico generato dal filo non dipende dal
suo materiale.

DIGRESSIONE. Ancor piu discoprire che la corrente agisse su un ago magnetico, fu una
sorpresa considerevole per gli scienziati dell’epoca il fatto che la direzione della “forza
magnetica” (in termini moderni, del campo magnetico) fosse perpendicolare ad un piano
passante per il filo e 'ago.

Infatti, dato che la legge di Coulomb delle interazioni dei corpi carichi e dei corpi magnetiz-
zati alla fine non era altro che una variante della legge di gravitazione universale di Newton, la
quale afferma che l'attrazione gravitazionale agisce lungo le linee che collegano i corpi
massivi, ci si aspettava che valesse una legge simile anche per le interazioni tra un corpo
percorso da corrente e un corpo magnetico.

7.3.2  Lesperimento di Ampere

Anche il francese Andre Marie Ampeére (1775-1836), che abbiamo incontrato in precedenza
nel trattare la corrente elettrica, propose un esperimento analogo nel 1823.

Ampeére osservo che due fili paralleli nei quali le corrente scorre nella stessa direzione sono
attratti tra diloro, mentre se la corrente e percorsa in senso opposto i fili tendono ad allontanarsi.
In entrambi i casi, la forza su un filo & uguale e contraria a quella esercitata sull’altro.

B B
S S -
A Il + Il
9 B :’" * B |
S, T

Sperimentalmente, si trovo che la densita lineare di forza era descritta dalla legge (della
forza) di Ampere

oo

= ﬁ (73)

Sy
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dove 7 ¢ la lunghezza dei fili, r la distanza tra i due e I, I, le correnti che scorrono in essi e
k un’opportuna costante; nel sistema SI si pone pari a

N
=2 —107 = (7.4)

dove 4 € detta permeabilita magnetica del vuoto ed ¢ definita esattamente come

- N
po = 4z - 1077 = (7:5)

E facile immaginare che nell’esperimento di Ampere le correnti fungono da “cariche ma-
gnetiche”. La legge che descrive tale fenomeno e quindi I'equivalente per la magnetostatica
della legge di Coulomb per lelettrostatica.

Una (obsoleta) definizione dell’ampere Nel Capitolo 5 abbiamo parlato dell’ampere,
I'unica unita fondamentale che introdurremo in questo testo. Dato che € una delle unita
base da cui poter derivare tutte le altre, dobbiamo chiaramente definirlo.

La prima definizione dell’ampere pre-SI - detto “Ampere Internazionale” - era definito elettro-
chimicamente come la corrente necessaria per depositare 1,118 mg di argento al secondo
da una soluzione di nitrato d’argento. Nel 1939 si propose una definizione migliore - ma
tecnicamente diversa, dato che frale due unita c’era una differenza del 0.015% - che utilizzava
proprio I'esperimento di Ampere:

DEFINIZIONE 7.3.I. - AMPERE (1960).

L'ampere e quella corrente costante che, se mantenuta in due conduttori paralleli rettili-
nei, di lunghezza infinita e sezione circolare trascurabile, posti a un metro I'uno dall’altro
nel vuoto, produce tra questi una forza paria 2 x 10~7 N per ogni metro di lunghezza.

La conseguenza di tale definizione fu che la permeabilita magnetica del vuoto era una costante
ben precisa, paria
7 N
o = 4r-10 2
...0 almeno, questo era vero fino al 2019. Dalla sua introduzione nel 1960 fino a tale anno,
il SI era basato su sette unita base, su cui le altre derivano. Per quanto coerente ed efficace,
erano evidenti alcuni problemi:

m il chilogrammo era ancora pari al peso del campione fisico del 1889 depositato al
Ufficio internazionale dei pesi e delle misure, il quale era pero prono a piccoli ma rilevanti
variazioni nell’arco degli anni - considerati inaccettabili per la crescente precisione
richiesta negli esperimenti.

m  Altreunita, comeil kelvin e]'ampere, erano basati su misure difficilmente realizzabili
con precisione in un laboratorio.

Si decise quindi di cambiare il focus: il sistema non partiva direttamente dalle sette unita in
se, bensi avrebbe fissato con estrema precisione il valore di sette costanti fondamentali, da cui
poterricavare la misura delle unita dibase e poi delle derivate in modo consistente e ripetibile
in laboratorio. Per tale motivo, quattro delle sette unita fondamentali - il chilogrammo, il
kelvin, la mole e, ultimo ma non per importanza, 'ampere - vennero ridefinite. L'ampere,
nello specifico, venne definito fissando il valore in ampere per secondo (ossia in coulomb)
della carica elementare:
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DEFINIZIONE 7.3.2. - AMPERE (2019).

L'ampere, simbolo A, & I'unita del SI della corrente elettrica. E definito considerando
il valore numerico costante della carica elementare pari a 1.602176634 - 10~19 quando
espresso nell’'unita C, che equivale a A s, dove il secondo é definito in termini di Avg.*

“Dove Av, € il valore fissato della frequenza della radiazione emessa dall’atomo di Cesio 133 nella tran-
sizione tra due livelli iperfini (F=4, M=0) e (F=3, M=0) dello stato fondamentale 2(1/2).” Parole complesse
per dire sostanzialmente che anche il secondo s € basato su una costante fisica definita.

Una conseguenza di cio € che la permeabilita magnetica del vuoto non & piu fissata esatta-
mente, ma deve essere ricavata sperimentalmente - anche se il valore di 47 - 10~ AE eéuna
buona approssimazione per i calcoli piu teorici. In questo testo considereremo la situazione

pre-2019, anche solo per una mera questione di semplificazione dei calcoli.

7.4 LA FORZA DILORENTZ

Dagli esperimenti di Oersted e Ampere sappiamo che si devono necessariamente considerare
gli effetti della corrente elettrica nello studio del magnetismo; tuttavia, ci manca ancora una
descrizione qualitativa delle leggi che descrivono cio.

All'inizio, siipotizzo0 che la forza che agiva in questi fenomeni dovesse essere dipendente

dalla distanza tra gli oggetti, ma tale approccio si rivelo inconclusivo. Fu solo dopo la teoria
delle linee di forza di Faraday e la loro descrizione matematica da parte di Lord Kelvin (1850-
1925) e James Clark Maxwell (1831-1879) che si parlo di tale forza in termini di campo
elettrico e magnetico.
Nonostante con gli occhi moderni una formulazione differenziale di tale forza é gia visibile
nelle famose equazioni di Maxwell, al tempo di Maxwell non era evidente come tali leggi
fossero collegate con le forze che muovono gli oggetti carichi. La legge che vediamo fu
prima formulata da J. J. Thomson (1824-1907), sebbene con un fattore errato a causa di
qualche errore di calcolo, derivandola dalle leggi di Maxwell; fu poi nel 1895 I'olandese
Hendrik Lorentz (1853-1928) a derivare - tramite il formalismo vettoriale introdotto da
Oliver Heaviside (1850-1925) - la legge che tuttora porta il suo nome>.

DEFINIZIONE 7.4.1. - FORZA DI LORENTZ.
La forza di Lorentz F esercitata su una carica elettrica q 1n movimento con veloc1ta v, in
un certo punto e ad un certo istante, dal campo elettrico E edal campo magnetico Be

F, =q(E+VxB) (7.6)

Spesso si parla di forza di Lorentz anche per indicare la sola componente della forza elettro-
magnetica che e legata al campo magnetico, ossia

[ F; =qvxB ] (7.7)

>Nulla da togliere a Lorentz, ma J. ]. Thomson fece buona parte del lavoro. Almeno un ringraziamento
poteva concederglielo, suvvia.
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Da quiin poi ciriferiremo, se non specificato diversamente, a questa seconda interpretazione
della legge di Lorentz.

Il lavoro della forza di Lorentz Il lavoro della forza di Lorentz é nullo. Infatti,
W=[Fy ds=[qvxB-ds=0 (7.8)

dato che lo spostamento infinitesimo e parallelo alla velocita della particella e quindi il
prodotto scalare risulta nullo. Di conseguenza, la variazione di energia cinetica é nulla.

1 1
W:AEkzimv}%—ﬁmv?:O = v12:vf2

La forza di Lorentz non modifica il modulo della velocita della particella.

7.4.1 Laforza di Lorentz con campo magnetico uniforme: il caso perpendicolare alla velocita

Essendo un prodotto vettoriale, nel caso di un campo magnetico uniforme B si ha la forza
massima se v & perpendicolare al campo - in tal caso il modulo della forza &

F =quB

La direzione e data dalla regola della mano destra, mentre il verso dipende dal segno di q.

OsseRvVAZIONE. Un campo magnetico uniforme non produce un’accelerazione tangen-
ziale, ma solo una centripeta per I'ortogonalita di F rispetto alla velocita v. Il moto ¢ quindi
circolare uniforme.

Raggio di curvatura Da
F; =ma = qvxB =ma,

noto che a & solo quella centripeta, si ha

V2

q¥B =mac = m—

da cui segue l'espressione del raggio di curvatura:

muv

r:q—B

(7.9)




7.4. LAFORZA DILORENTZ 137

Il raggio di curvatura e inversamente proporzionale all'intensita del campo e alla carica,
mentre e direttamente proporzionale alla quantita di moto.

Velocita angolare Lavelocita angolare ¢, in modulo,

v B
w=2=L (7.10)
r m
mentre vettorialmente &
®=—— (7.11)
datoche Vv = r x &.
Periodo del moto Il periodo del moto e
2r  2mm
T=—=— .
w qgB (7.12)

7.4.2  La forza di Lorentz con campo magnetico uniforme: il caso generale

In generale, il modulo della forza di Lorentz risulta
F; =quBsin6 = qu, B

dove 0 & I'angolo compresa tra la velocita v e il campo B. Se consideriamo I'asse z allineato
con il campo ﬁ, la velocita della particella puo essere scissa in due: la velocita normale v,, e
la velocita v, parallela all’asse z.

La forza di Lorentz influenza la velocita normale e non quella parallela. Perpendicolarmente
al campo ]§, la particella é nella stessa situazione studiata nella sezione precedente: in
particolare, la particella subisce un’accelerazione centripeta con moto circolare uniforme, il
cui raggio di curvatura &

mv, muvsin6

r= B = B (7.13)

Lungo l'asse z, la velocita v, risulta costante. Il moto descritto dalla particella e complessi-
vamente un moto elicoidale, 1a cui accelerazione costante ¢ perpendicolare sia alla velocita v,

sia al campo magnetico B.

Passo dell’elica

DEFINIZIONE 7.4.2. - PASSO DELL’ELICA.
Il passo di un moto elicoidale ¢ lo spazio percorso dalla particella lungo I’asse dell’elica
dopo un avvolgimento completo, ossia dopo un periodo:

p=v,T (7.14)

Nel caso dell’elica dovuta alla forza di Lorentz:

2 2

q_BvZ = —vcosf (7.15)
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7.4.3 Applicazioni della forza di Lorentz

Bottiglia magnetica

DEFINIZIONE 7.4.3. - BOTTIGLIA MAGNETICA.

Una bottiglia magnetica e una configurazione particolare del campo magnetico in cui
I'intensita del campo cambia muovendosi parallelamente: ai lati e negli estremi della
bottiglia c’¢ un campo magnetico molto piu intenso della parte centrale.

Se una particella entra nel campo magnetico della bottiglia, puo succedere che la particella
venga intrappolata all'interno della bottiglia. Infatti, la particella subisce ai lati una forza di
Lorentz cosi intensa da far cambiare direzione alla velocita.

EseEmpI1o. Nel campo magnetico terrestre - piti di preciso nella magnetosfera che circonda
la Terra - ci sono due zone toroidali, dette fasce di Van Allen?, che fungono da bottiglie
magnetiche per le particelle cariche che si spostano nello spazio.

Asse terrestre

Asse magnetico

Fascia di
Van Allen
esterna

I
I
L

Fascia di
Van Allen
interna

Nella fascia di Van Allen interna, il campo magnetico e particolarmente elevato e contiene
alte concentrazioni di elettroni e protoni, con energia rispettivamente nell’'ordine delle
centinaia di keV e maggiori di 100 MeV.

Nella fascia di Van Allen esterna, il campo magnetico e piu debole e contiene principal-
mente elettroni ad alta energia (tra 0, 1 e 100 MeV).

“Da non confondere con le fasce di van Halen, accessori del chitarrista olandese Eddie van Halen.

Spettrometro di massa
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DEFINIZIONE 7.4.4. - SPETTROMETRO DI MASSA.
Uno spettrometro di massa e uno strumento che, avvalendosi di campi elettrici e ma-
gnetici, permette di misurare la massa di particelle atomiche.

Nel tipico spettrometro di massa una sorgente, ad esempio di ioni, emette delle particelle
in un campo elettrico dovuto a delle armature. Esse vengono quindi accelerate dal campo
elettrico li presente, per poi entrare in un campo magnetico uniforme uscente dal piano in
cui le particelle si muovono: esse vengono deflesse dal campo e, curvando la loro traiettoria,
colpiscono un rilevatore di velocita.

ki
= =
= =

I Rilevatore di posizione |

® A, ABA,, AsA>A 3¢
\ /I /1 l,
x *\\\\\ /” /8’ /Il x
AR - ,
x \\\\\ \x‘ So -x > ’ /x/ x
x \*\ w 8/ - // x
®* X X X X X x

Tra la fine delle armature e I'inizio del campo magnetico, I’energia cinetica della particella e
dovuta esclusivamente dall’energia potenziale fornita dal campo:

1 2qV
Ec=Ep — va2:qV = p= /%

Qui V e il potenziale del campo elettrico. Il raggio di curvatura del campo magnetico diventa

allora
_mv 2mV 1
r= qB q B

ed e evidente che particelle con egual carica ma massa diversa avranno raggi di curvatura
diversa.

In particolare, lo spettrometro e utilizzato per distinguere la massa degli isotopi di uno
stesso elemento chimico, ossia atomi che presentano lo stesso numero atomico (ugual numero
di protoni e di elettroni rispetto I'atomo standard), ma diversa massa atomica a causa di un
numero differente di neutroni. Se A; e A5 sono le masse atomiche di tali isotopi, allora

2
AN
T2
misurando la posizione sul rilevatore ci permette quindi di distinguere la massa e di rappor-
tarle tra di loro.

Effetto Hall Consideriamo un conduttore, ad esempio a forma di parallelepipedo, messo
in un campo magnetico diretto verso x.
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In esso, le cariche si muovono con una certa velocita di deriva v, dove

j=nevy

m  Se a muoversi sono le cariche positive, si ponee > 0.

m  Se a muoversi sono le cariche negative, si ponee < 0.
Il campo magnetico esercita su ciascuna delle particelle in moto nel conduttore una forza di

Lorentz R R
FL = e\7d xB
che, per la regola della mano destra, ha direzione I'asse z e verso dipendente dal segno della

carica: N
m see > 0,F; vaversolalto.

m see<0, i‘L vaverso il basso.

Siverifica quindi una separazione di cariche positive e negative, creando una differenza di
potenziale e di conseguenza un campo elettrico all'interno del conduttore, che chiameremo

campo di Hall in onore del suo scopritore Edwin Hall (1855-1938).
(7.16)

— FL N — J —
Eg=—== B=—xB
H o VdX ne)(

Quando le cariche siseparano siviene a formare una nuova situazione di equilibrio: il campo
elettrico Ez7 causato dal campo magnetico deve essere compensato da un campo uguale ed

opposto, che per separazione di cariche e dato da
(7.17)

E=-Ey=AVbz

dove b e I'altezza del parallelepipedo. La presenza di un campo magnetico creauna d.d.p. tra

le due pareti del conduttore.
AV = [ Eg-di = +vBb
3), ma dalla sua velocita.

I1 valore di EH non dipende quindi dalla carica in sé (e quindi da
Invece, cio che dipende dai portatori di carica e il segno, dato che dipende dalla direzione

verso della corrente e quindi dalla carica:
m  Sele cariche sono positive, il segno e positivo.

m  Se le cariche sono negative, il segno e negativo.
E dunque possibile distinguere, in due conduttori con stessa corrente j, se i portatori di carica

sono positivi e negativi misurando il segno del potenziale, il quale dipende esclusivamente

dal segno delle cariche.
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EseEmpI1o. Grazie all’effetto Hall si e potuto osservare che nei conduttori metallici la carica
che si muove e negativa.

DiGRESSIONE. Perla natura stessa dell’atomo, &€ molto piu facile avere elettroni liberi -
e quindi cariche negative che si spostano - rispetto ad avere nuclei liberi da elettroni (o
addirittura protoni!) e quindi carica positiva che si sposta.

Cio non significa che non capita mai di avere corrente portata da cariche positive: capita
in certi tipi di semiconduttori, ma la spiegazione di tali moti si riconduce ai moti di lacune, la
cui spiegazione rientra in quei meandri della meccanica quantistica che - per nostra fortuna
- non approfondiremo.

Selettore di velocita Consideriamo la situazione in figura: due piastre cariche creano un
campo elettrico E tra di esse; al contempo e presente tra le armature un campo magnetico
uniforme B perpendicolare al campo elettrico.

[+ + + 4|
B
o i
. o o _
|----| Ll

Prendiamo un fascio di particelle di carica g che entrano dentro le piastre con velocita v
perpendicolare sia al campo elettrico, sia al campo magnetico: esse sono soggette sia alla

forza di Lorentz f‘“L in quanto particelle in movimento, ma sono soggette anche ad un forza di
Coulomb F  data dal campo magnetico delle piastre.

F; =quB Fo=qE

Alla fine del conduttore prendiamo una parete con una sottilissima apertura che fa passare
solo le particelle non deviate, cioe tali per cui la loro velocita sia tale da equilibrare le due
forze.

Fy =Fc = quB=gE

Cambiando l'intensita del campo elettrico Eedel campo magnetico Be possibile selezionare
solo le particelle che hanno velocita data dal rapporto dei due campi.

7.4.4  Unita di misura del campo magnetico

Dalla forza di Lorentz si definisce I'unita di misura del campo magnetico, il tesla.

_[Fl N kg kg
Bl Vi~ cm = ¢s = ae?
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UNITA DI MISURA.
CAMPO MAGNETICO: tesla (T).

> F
Dimensioni: [B] = L =MT 21

[q][V]

ESEMPI.
m [l campo magnetico terrestre & dell'ordine di 1072 T.
Il campo magnetico di un tipico magnete da frigo e di 5 - 1073 T.
Il campo magnetico sulla superficie di un magnete al neodimio e di 1,25 T.
Il campo magnetico all'interno del Large Hadron Collider al CERN e 8 T.
Il campo magnetico pit forte mai realizzato da un magnete fu di 97,4 T.

Come molte altre unita che abbiamo incontrato, i tesla sono ordini di grandezza molto pitt
elevati rispetto ai campi magnetici che si usano sperimentalmente; per questo si fa spesso
uso dei sottomultipli del tesla, come ad esempio il gauss (G), pari a

1G=10"4T (7.19)

7.5 SECONDA LEGGE DI LAPLACE

La forza di Lorentz ci permette di quantificare I'interazione tra una particella in movimento
e il campo magnetico. Per quanto sia un importantissimo risultato teorico e abbia anche
delle immediate applicazioni pratiche - ad esempio per spiegare il funzionamento dei tubi a
raggi catodici - ha un problema: generalmente non studiamo singole cariche in movimento,
bensi un numero estremamente elevato sotto forma di corrente elettrica. La seconda legge di
Laplace, che descrive 'interazione magnetica dovuta ad una corrente elettrica costante, fu
inizialmente scoperta ancor prima della forza di Lorentz con metodi sperimentali; noi invece
la deriveremo in via teorica con la suddetta forza di Lorentz.

TEOREMA 7.5.1. - SECONDA LEGGE DI LAPLACE.
La forza di Laplace ¢ la forza magnetica esercitata da un campo magnetico B su un filo y di parame-
trizzazione ¥ percorso da corrente. Essa é paria

dr(®)
dt

F= fyld§ xB  dove dS=-——dt (7.20)

dove ds seque la direzione della corrente nel filo.

DimosTRrRAZIONE. Ricordiamo che la corrente elettrica che attraversa una porzione di
filoe

= - g

j=nevy=jds
dove n ¢ il numero di cariche per unita di volume e v la velocita di deriva; I'ultima
eguaglianza & dovuta al fatto ch per un conduttore filiforme come quello in esame ds si
puo orientare come j. Su ogni singola carica e la forza di Lorentz media sarebbe

FLzedeB
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Un tratto infinitesimo di conduttore avente lunghezza ds e sezione 3 ha volume Xds e
contiene n elettroni; segue che la forza agente per unita di volume infinitesimo e

aF . .
W:nevdXB:ij

Complessivamente, su un filo di volume V (che possiamo considerare di sezione costante
Y)siha
F= | jxBdV= jy]dSXB [dz= fy]ZdSXBE (7.21)
=3
Ricordando che l'intensita di corrente nel filo & definita come il flusso di corrente

>

I =95 (J) =JjZ
siha

Efyla@xﬁ 0

EseEmpIO0. Supponiamo di avere un campo magnetico uniforme in cui € immerso un filo
con corrente stazionaria. Dato che si puo portar fuori dall'integrale sia la corrente sia il
campo magnetico, allora si ha

F=I[dS§xB=I(f,-7;)xB (7.22)

In particolare, se il circuito e chiuso, vale

ﬁ:1§d§xf3:0 (7.23)

ESEMPIO - BILANCIA MAGNETICA.
Consideriamo un lungo circuito percorso da corrente I posto su un piano verticale. Una
sua parte a forma di ferro di cavallo come in figura, di larghezza ¢, ¢ immersa in un campo

magnetico uniforme B uscente dal piano.

([ ] .@
. . A\
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Se il valore della corrente I e della larghezza d € noto, posso misurare la forza di Laplace
utilizzando una bilancia: all’equilibrio, la forza di Laplace ha lo stesso valore della forza
peso.

Inoltre, e possibile calcolare il modulo del campo magnetico: se le forze all’equilibrio sono

F; =1¢B
Fp=mg
allora, imponendo l'uguaglianza tra di esse, si ha

mg

B=17

7.6 ILMOMENTO MECCANICO DIUN CIRCUITO PIANOINUNCAMPO
MAGNETICO

Consideriamo una spira - un circuito chiuso, in sostanza - rettangolare di latia e b percorsa
da una corrente (in modulo) I, immersa in un campo magnetico B uniforme. Chiamiamo 6
I'angolo compreso tra B e il versore normale u,, alla superficie racchiusa dalla spira; il verso
diw,, e dettato da una variante della regola della mano destra.

Data una curva orientata, il verso del versore normale 0, alla superficie delimitata da tale
curva e definito nella seguente maniera: curvando le dita della mano in modo che le dita
della mano seguano 'orientazione della curva - nel nostro caso, seguendo la corrente che
percorre la spira - il pollice retto punta nel verso di ,, .

Le forze magnetiche f”3 e fF4 sui lati orizzontali sono uguali e contrarie e hanno la stessa retta
di azione, dato che sono applicate nel centro del lato./

VA < l!’

[ | Ty_> b sind

L N R R R )
A~

Vista di 3/4. Vista dall’alto.

Una situazione simile si verifica con le forze F e F5 sui lati verticali: le forze sono uguali e
contrarie, di valore massimo IaB. Infatti,

=1 as

J ‘B| =IaB
lato verticale
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in quanto Ulato verticale ds| = aeBe ortogonale ai lati. Di conseguenza, sulla spira la
risultante delle forze & nulla e non si ha un movimento traslatorio.

Tuttavia, c’'e una differenza sostanziale dal primo caso: la coppia di forze laterali non hanno
la stessa retta di azione! Come si puo facilmente vedere guardando la spira dall’alto, tale
coppia di forze generano sulla spira un momento di coppia attorno all’asse verticale del centro
di massa e dunque una rotazione.

ATTENZIONE! Il momento di una forza e il momento di una coppia di forze sono strettamente
correlati ma hanno differenze fondamentali.
= I momento M di una forza F rispetto ad un punto O é definito come il prodotto

vettoriale tra la forza F e il vettore distanza tra O eil punto di applicazione di F.

[ M=r£xF (7.24)

Esso dipende dal punto O, cambia se cambiamo il punto O ed & I'equivalente rota-
zionale di una forza lineare nel caso in cui I'oggetto a cui la forza e applicata sia
libero di ruotare attorno ad un perno.

= IImomentoMdiuna coppia diforze” F e —F & definito comeil prodottovettoriale
tra il vettore distanza d tra i punti di applicazione delle forze e F

-

M=dxF (7.25)

Esso non dipende da alcun punto di riferimento, a differenza del momento di una
forza, ed e pertanto un vettore “libero”. Il momento di una coppia di forze ¢ la
somma vettoriale dei momenti di ciascuna forza rispetto ad un punto scelto O; di
conseguenza, € un caso particolare del momento di una forza.

Si puo generalizzare il momento di coppia se abbiamo un sistema di piu forze la
cui risultante e nulla.

“In alcuni testi lo si distingue dal momento di una forza M usando la nomenclatura 7; noi, ahime, per
adeguarci ad una convenzione malsana non faremo cio.

Calcoliamo tale momento di coppia. Possiamo calcolarlo in due modi: come somma dei
momenti delle singole forze o come momento di una coppia. Sebbene sia nettamente piu
rapido procedere con il secondo metodo, per completezza® presentiamo anche il primo.

= Somma dei momenti. Consideriamo come punto di applicazione il centro della

spira: le distanze r; dal centro ai punti di applicazione delle forze Fi sono uguali ed
opposte, con modulo g Segue quindi che il momento di coppia ha modulo pari a due

volte il momento di una delle forze (ad esempio, a 1\7[1 =ry{xF{ =rx i‘) Notiamo
che tra F e r c’¢, per ragioni geometriche, un angolo pari a 6; denotata la direzione

del momento con il versore Wy, si ha
M = ¥ x Fy + %o x Fy = 2 x F = 2[F|F| sin 0ty =
b o o
= 2-IaBsin 0y, = IabB sin 00y, =

2
= I¥Bsin GﬁM

®Ma soprattutto perché ¢ il metodo presentato per qualche motivo non ben specificato durante il corso.
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dove X = ab e l'area della spira.

m  Momento di coppia. La distanza vettoriale dtrai punti di applicazione ha modulo
pari a b e si noti che, per ragioni geometriche, I'angolo tra d e una delle forze F & 6.
Siha

M=dxF= ‘(in"B sin Oty = IabB sin 6y, = IXB sin Oy,

Sinoti che il versore 1), € ottenibile anche come prodotto vettoriale (normalizzato!) di B
conu,,:
R u,xB u,xB

Uyr =

> = R (7.26)
i, x B’ Bsin6

Riscriviamo M con questo prodotto vettoriale:

— f]. XE
M = IBSsinf———
Bsimt

=Izu, «B

Introduciamo ora la seguente definizione.

DEFINIZIONE 7.6.1. - MOMENTO MAGNETICO DELLA SPIRA.
Data una spira di area X percorsa da una corrente /, chiamiamo il momento magnetico
della spira la quantita vettoriale

[ m = [3u, ] (7.27)

Otteniamo che il momento meccanico della spira rettangolare e

M=mxB ] (7.28)

7.6.1 Il caso generale

Nel caso di una spira generica immersa in un campo magnetico uniforme sappiamo gia che
la risultante delle forze é nulla’, quindi non abbiamo alcun moto traslatorio. Tuttavia, a
meno di casi specifici, c’¢ un momento meccanico - il cui punto di applicazione € arbitrario,
che porta ad una rotazione della spira.

TEOREMA 7.6.1. - MOMENTO MECCANICO DI UNA SPIRA.
Una spira generica, da intendersi come un circuito piano chiuso di area X, percorsa da corrente costante
I e immersa in un campo magnetico uniforme B subisce un momento meccanico pari a

[ M-=mxB ] (7.29)

dove

[ m = I3a, (7-30)

e il momento magnetico associato ad essa.

7Siveda l'esempio a pag. 143.
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DimosTrAZIONE. Dato che in questo contesto abbiamo a che fare con un corpo con-
tinuo, il momento deve essere formulato per mezzo di un integrale. Fissato un punto di
riferimento arbitrario da cui misurare il vettore posizione I, se

dF = 1d§ xB
e la forza per unita di lunghezza, il momento meccanico per unita di lunghezza e
dM = I¥ x dF
Il momento meccanico complessivo si ottiene integrando lungo y:
M- § dM = § #xdF ~1§ £ (dsxB)
Y Y Y
Poniamo come parametrizzazione della curva y la funzione ¥ = ¥(¢) nell'intervallo [¢1,¢5],

¥(t1) = ¥(t9). Ricordiamo che lo spostamento infinitesimo &

ds = Edt = vdt
dt

Segue che ,
- R L o 2., /3 =
M:Iﬁ;},rx(dst) :IL1 rX(rXB)th
Ricordiamo l'identita di Jacobi del prodotto vettoriale
Fx(?xﬁ)+f3x(ﬁx?)+§x(]§xf‘) =0
All'ultimo termine applichiamo la regola di Leibniz al contrario:

Fx (BE) = T (Fx (BxE)) - Fx & (BxF) =
)=

= S (#x (BE)) - £ x (B
= (#x (Bx#)) + £ x (#B)
Sostituendo nell'identita di Jacobi, otteniamo
26 x (i B) 4 B () + T (£ (Bx¥)) =0
da cui

I cta]d /, /= > S5
E—§ft [&(rx(er))_,_Bx(rxr)]dt

31
:é Fx(ﬁx?)[2+g :2 (fx?)xﬁdtz é(f:zfxf"dt>><f35
1 1 1

—
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dove si hal'uguaglianza @ in quanto la spira e chiusa e il valore di tale quantita e la
stessasiaintq, siain¢o.
Possiamo dimostrare® che
& 1 t2 = &
Xu, = 3 Ll r x rdt

pertanto,
(=[50, xB=mxB O

“Nelle “Note aggiuntive”, a pag. 285, € possibile trovare tale dimostrazione.

Condizione di equilibrio Dato che il momento risultante e ottenibile come un prodotto
vettoriale tra il momento magnetico m e il campo magnetico f3, la spira risulta essere in
equilibrio se m ¢ parallelo a B.Segé I'angolo tra il campo e la normale alla spira, allora

m 0 = 0: equilibrio stabile.

m 0 = requilibrio instabile.
Consideriamo un asse di rotazione parallelo a M e sia I il momento d'inerzia della spi-

ra attorno a tale asse. Ricordiamo che il momento angolare si puo esprimere in funzione
dell’accelerazione angolare:

2

d2¢
M=Ia=1— 31
T (7:31)

Per piccole oscillazioni, si ha che sin 6 ~ 0 e quindi

d2e
~-IZBO =1—
dt2
d2e I>DB mB
2 + 0“0 =0 dove w I I (7.32)

I1 comportamento delle piccole oscillazioni ricorda quello di un oscillatore armonico.

Energia potenziale Lenergia potenziale del moto angolare e

Up=-m- B = —I5Bcos0 (7:33)
Allora
‘M‘ = d_eP =I>Bsin 6 (7:34)
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A UP(Q)

IXB

-I~B

Il principio di equivalenza di Ampere Si puo osservare come un ago magneticoimmerso
in un campo magnetico si comporta, per piccole oscillazioni, in modo analogo a quanto
visto con la spira percorsa da corrente - ma un ago magnetico non e altro che un dipolo
magnetico! Cio ci porta ad affermare quello che chiamiamo principio di equivalenza di
Ampere.

PRINCIPIO 7.6.1. - PRINCIPIO DI EQUIVALENZA DI AMPERE.

Un circuito elettrico piano di area d3 percorso da una corrente I € equivalente ad un dipolo
elementare in termini di campo magnetico generato e degli effetti meccanici causati da
un campo magnetico esterno. 11 dipolo equivalente ha momento magnetico

dm = Id>1,, (7.35)

perpendicolare al piano della spira e orientata rispetto al verso della corrente secondo la
regola della vite.

Chiaramente, parlando di un’equivalenza il ragionamento e bilaterale: ogni qual volta
incontreremo un dipolo magnetico possiamo immaginarlo come se fosse una spira percorsa
corrente.






CAPITOLO 8

ILFLUSSODEL CAMPO
MAGNETICOELA LEGGE DI
BIOT-SAVART

“ “Lelettricita e il magnetismo sono quelle forze della natura grazie alle quali le persone che non sanno
nulla di elettricita e magnetismo possono spiegare tutto.”

EGON FRIEDELL, cercando di spiegare nulla.

ARICHE STAZIONARIE producono campi elettrici costanti nel tempo, da cui il termi-
C ne elettrostatica. Da quanto visto (e intuito) nel Capitolo precedente, correnti stazionarie
producono campi magnetici costanti nel tempo.

In questo Capitolo ci occuperemo proprio di cio, studiando la prima legge di Laplace
o legge di Biot-Savart, la formula matematica che descrive il campo magnetico di un filo
percorso da corrente stazionaria.
Prima di vederla con alcune applicazioni (dal filo rettilineo al solenoide, passando ovvia-
mente per la spira circolare), parleremo pero del flusso del campo magnetico attraverso
una superficie aperta.

8.1 ILFLUSSODELCAMPO MAGNETICO PER SUPERFICI APERTE
Come gia detto, il campo magnetico e solenoidale, ossia che la divergenza di esso e nulla:
V-B=0

Ne consegue che, almeno localmente, esiste un vettore A detto potenziale vettore Atale per
cui il campo magnetico ¢ il gradiente di A.

B=VxA (8.1)

Questo ci viene in aiuto se vogliamo calcolare il flusso di B attraverso una superficie aperta
3 - per quelle chiuse sappiamo gia che é nullo. Supponiamo che il bordo 9X sia una curva

151
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chiusa; allora

o5(B) = fzﬁ A,dS =

= fz <§ x ;&) ‘,d> = (ﬁ solenoidale)
= s A.ds= (teorema di Stokes)
=T5(A)
05(B) = Ix(A) (8.2)

Quanto trovato e valido in generale per un qualunque campo solenoidale: il flusso tramite una
superficie aperta dipende esclusivamente dal bordo e non dalla superficie in sé. Se prendessi
due superfici aperte differenti, ma con lo stesso bordo, avremmo lo stesso flusso.

Noto cio, vorremmo ora generalizzare ancora di pill quanto visto nelle sezioni precedenti:
dato un circuito qualunque percorso da corrente e immerso in un campo magnetico, vor-
remo esprimere la forza che agisce, I'energia potenziale, il lavoro del campo magnetico
e quant’altro in termini di flusso, in modo da utilizzare poi la dipendenza del flusso nei
confronti del bordo.

Dato un circuito chiuso y, scegliamo una superficie X arbitraria con bordo 9% = y.
Vorremmo calcolare il gradiente del flusso:

Vo5 (B) = VI;5(A)
Invece che calcolare il gradiente della circuitazione vera e propria di ;&, ossia

Vyn(A) = V faz A .ds, (8.3)

ci conviene prima calcolare il gradiente della circuitazione infinitesima A -ds per poi integrare
lungo 9%. Si osservi che per il gradiente di un prodotto scalare tra vettori vale la formula per
nulla immediata

611]_)3:(;&6)]_)34-(]_)3§)A+Ax(§xf3)+ﬁx(§xf3) (8.4)

Se consideriamo nel nostro caso come vettori A e lo spostamento infinitesimo ds della curva
d%, otteniamo

§A-d§=(A-%)dg—i-(dg-ﬁ)g+gx(§xd§)+d§><(§><d§)

Posta ¥ la parametrizzazione di 93, si ha

(%dé’ - %dg - §d§ =0
Noto che lo spostamento infinitesimo della curva 0% e
. dr
ds = Edt’
vale R R
g 2o L gy

ogt  agidt  dtagl
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doveql =x,q%2 =y,¢3 =2. Di conseguenza,

( v) = A, 5dS+A,ZdS+A, 2£dS =0
i

Ciinteressano solo le derivate applicate al vettore potenziale A
V(A-d§)=(ds-V)A+dsSx(VxA)

Calcoliamo la circuitazione di A facendo l'integrale curvilineo lungo il circuito 9%: +

35%(;&.&):3@(d§ﬁ)&+3€d§x(§x§) (8.5)
Y Y v
Osserviamo che, data una funzione scalare arbitraria ¢, vale
> =2 a aq) ay _ d —
(dS-V) o = &—dt > 4 az —dt=5 (p(F(t)))
e dunque
S = dr .
ds-V = (E ~V)dt (8.6)

. -> =2 . . e . .
Di conseguenza, ds - V agisce su ciascuna componente di A come derivata totale e di conse-
guenza, integrando su una curva chiusa, I'integrale risulta nullo; segue che il primo termine
e nullo. Ricaviamo quindi

Ua5(B) = Tps(A) = § dsx (7 A) = § dsx B
4 4

Ma quella che abbiamo ottenuta e la forza di Laplace divisa per I'intensita di corrente /
stazionaria. Nella condizione in cui [ sia stazionaria, allora

F- Iﬂg 5 x B = IV05(B) (8.7)
Y

Energia potenziale Poiché la forza e espressa come gradiente di una quantita scalare,
I'energia potenziale e 'opposto di tale quantita:

Up = —Idy(B) (8.8)

In sintesi:
F=-VUp (8.9)
Up = — 105(B) (8.10)

In particolare, se il campo magnetico Be uniforme, allora
o5(B) = jzﬁ 4,d2 =B @,
— Up=1I3u,-B=-mB.

che, effettivamente, coincide con quanto abbiamo visto a pag. 148.
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Lavoro per spostare il circuito Il circuito percorso da corrente, essendo soggetto alla
forze di Laplace, si muove e si deforma. Ci si aspetterebbe di incontrare degli attriti, ma cosi
non €, come mai? .

Supponiamo che il campo magnetico B sposti un circuito lungo un percorso s dallo stato A
allo stato B, deformandolo al contempo. Allo stato A il circuito corrisponde alla curva y 4,
mentre allo stato B alla curva yg. Il lavoro compiuto dal campo magnetico per spostare il
circuito e

W= [F-ds=
n
=— f VUp -ds = (teorema del gradiente)
n

= —AUp =
= Up(A) - Up(B)

W = —AUp = Up(A) — Up(B) (8.11)

dove Up(A) e il potenziale allo stato iniziale A e Up(B) quello allo stato finale B. Oltre
a non avere alcun attrito, dato che il lavoro & una differenza di energia potenziale senza
dispersione, si ha anche che

W = I(,,(B) - @5, (B)) =1(T,,(A) - T, (A)) (8.12)

dove X4, ¥p sono superficie arbitrarie con bordo i circuiti y4, yg, rispettivamente.

Di fatto, il circuito elettrico € 'equivalente per il lavoro magnetostatico al ruolo della particel-
la elettrica nel lavoro elettrostatico: alla carica corrisponde 'intensita di corrente, mentre alla
differenza di potenziale corrisponde la differenza di circuitazione del potenziale vettore.

Per un campo magnetico uniforme sappiamo che la forza di Laplace su un circuito chiuso
e nulla, quindi anche il lavoro compiuto & nullo.

8.1.1 Unesempio: la spira circolare vicino al magnete cilindrico

Consideriamo un magnete cilindrico con asse lungo I'asse z; poniamo nello spazio una spira
circolare y, percorsa da corrente, in modo da essere parallela alla faccia orizzontale del
magnete e tale per cui il centro della spira stia sull’asse z.
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Per ovvi motivi, poniamoci nelle coordinate cilindriche:

x=Rsinf
y =Rcosé
z=2z

Possiamo parametrizzare la spira di raggio R = Ry e quota z = z(y (inizialmente) fissati con
£(@) = (x(0).y(0).2(9)) = (Rg cos ¢, Ry sin p,zq) =
Uno spostamento infinitesimo in coordinate cilindriche sarebbe’
ds = dRup, + Rdouy + dzu,

Nel nostro caso, poiché R = R, e z = z( sono inizialmente fissi, si ha solo la variazione
infinitesima d6 e quindi
ds = Rdbuy

Il campo magnetico B ha simmetria assiale rispetto all’asse z e si puo scomporre come

.

B = Bcos pu, + Bsin ¢pu,

dove @ € 'angolo traI'asse z e il campo. Calcoliamoci la forza: per la seconda legge di Laplace
essa e

f‘=1jd§><]§

e, per la regola della mano destra, sara ortogonale sia a ds che a B e diretta verso il basso. In
particolare, ci si aspetta che le componenti radiali di tali forze si compensino, in modo che
la spira venga quindi “risucchiata” verso il basso senza deformarsi.

Facendo i dovuti calcoli,
F zzfdgxf; :IRfﬁgx(BCOS(pﬁZ + Bsin ou,) df =
Poiché
ﬁgXﬁZZﬁR ﬁgXﬁRIﬁz
siha
=IR f (B cos pug — Bsin i, ) df =
Osserviamo che per simmetria cilindrica lungo la spira B e ¢ devono essere costanti, dunque
anche cos ¢ e sin @ lo sono:

[=IRBcos ¢ J. Urd6 — Bsin g f u,do

Si osservi che

'Nella “Raccolta Differenziata”, a pag. 283 e possibile trovare come si calcola.
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(] f urd0 = 0. Cisono due modi per convincersi che sia cosi: o per ragioni di simmetria,
dato che ogni versore ha un versore opposto e quindi integrando su un giro completo
dell’angolo 6 si annullano tutti, oppure integrando il versore rispetto a 6, noto che
Up = (cosf,sinb).

] fﬁzdﬁ =, fd@ = 270, dato che i, & costante.

Segue quindi che la forza subita dalla spira e diretta verso il basso, come previsto:

[ F = —27RIBsin ¢t1, (8.13)

La forza della spira come variazione di flusso Vorremmo ora esprimere questa forza
come
F = Ivos(B)

Per farlo, usiamo un trucco: consideriamo, in aggiunta alla spira circolare, un’altra spira
immaginaria posta ad altezza Az; sfrutteremo che il flusso tramite questa superficie cilindrica
individuata dalle spire e nullo. Indichiamo con
m X lasuperficie individuata dalla spira originale (base inferiore del cilindro).
m Y’ lasuperficie individuata dalla spira immaginaria (la base superiore del cilindro).
m o la superficie laterale del cilindro.
Scegliamo un’orientazione di @,, in modo che sia uscente dal cilindro.

In questo caso, poniamo il versore normale di X’ nella direzione positiva dell’asse z e quello
di ¥ uguale e contrario. Allora

Byy3/40(B) = 05, (B) — 05(B) + ,(B) = 0
I1 flusso relativo alle basi si puo vedere una funzione della quota z:

P R— > R
2 ——> q)(Z) = (DZ(Z)(B)

dove 3(z) e I'area contenuta in una spira circolare di raggio R a quota z. Allora:
o5(B) = 0(2) Oy, (B) = Oz + A2)

Calcoliamo la derivata di tale funzione:

Wy _ iy BB 0B)
oz Az—0 Az Az—0 Az
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Si osservi che

o,(B) = f B ,do =
(o
= f B-ugdo = (versore della sup. laterale)
o

= f (B cos @z + Bsin (pﬁR) -Updo =
(o2

= f B sin pdo =
o
=Bsing f do = (B sin @ costante su ¢ per Az — 0)
o
= 27RAzB sin ¢
Si ottiene infine oxRAZB s
EAlziglo il r% S _ —27RB sin ¢
ossia
o oo
F = —27IRB sin pt1, = Iﬁﬁz (8.14)

OssSERVAZIONE. Laforza dipende della variazione del flusso tramite 1'area della spira;
tuttavia, abbiamo appena mostrato che tale variazione si esprime in termini di flusso
traverso, cioe quello della superficie laterale.

8.1.2  Unita di misura del flusso del campo magnetico

L'unita di misura del flusso del campo magnetico si puo derivare in diversi modi. Dalla
definizione di flusso stesso, si ha

[(I)E(ﬁ)] = [E] [5] = Tm?2

Alternativamente, poiché il flusso e legato all'energia potenziale dalla legge

U, = -195(B)
si ha anche [U ]
=1 _Up| ]
[2=®] =" =%

UNITA DI MISURA.
FLUSSO MAGNETICO: weber (WD).

Dimensioni: [cpz(fs)] = [ﬁ] [5] = ML2T-2-1

8.2 PRIMALEGGE DI LAPLACE OLEGGE DI BIOT-SAVART

L'esperimento di Ampeére? ci mostro che due fili percorsi da corrente venivano attratti - o
respinti - da forze di natura magnetica. Grazie alla forza di Lorentz ora sappiamo come questi
fili potevano muoversi: la corrente che percorre ciascun filo genera un campo magnetico
che agisce sulle cariche in movimento dell’altro filo, le quali subiscono delle forze che, di
conseguenza, permettono di spostarlo. Ci rimane un tassello di questo puzzle: qual ¢ il
campo magnetico generato dal filo?

2Siveda la sezione 7.3.2, pag. 133.
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8.2.1 Campo magnetico generato da cariche puntiformi in moto

Procediamo con calma. Innanzitutto, sebbene sia difficilmente osservabile, anche una
singola carica in movimento con velocita v & in grado generare un campo magnetico. Tale
campo B soddisfa, nel suo piccolo, alcune proprieta incontrate nell’esperimento di Ampere:

m  Selacarica non é in movimento, non si ha alcun campo; dobbiamo supporre che B
debba dipendere dalla velocita.

m  Seil campo agisce su un’altra carica in movimento, la cui velocita ha direzione paral-
lela a v, la forza di Lorentz che ne consegue deve essere tale da risultare attrattiva se
iversi delle velocita sono concordi e repulsiva se sono discordi.

Fu Oliver Heaviside nel 1888 a derivare, dalle leggi di Maxwell, la legge matematica che
descrive il campo magnetico generato da una singola carica in movimento:

% Ho qv xt

La prima cosa che notiamo e che, a tutti gli effetti, tale legge soddisfa quanto supposto ed
osservato: il campo magnetico dipende dalla velocita, mentre il prodotto vettoriale garantisce
la seconda osservazione.

EseEmMPI0. Per capire meglio la presenza del prodotto vettoriale consideriamo la seguen-
te situazione: due particelle 1 e 2 in moto, entrambe con velocita v concorde e parallele,
sono attratte I'un I'altra da forze di Lorentz uguali e contrarie. La forza che subisce la
particella 2 e dovuta all’azione del campo magnetico f31 generato dalla prima.

Fo1=q9vexB;

Supponendo che le cariche siano negative, per avere

A

che Fg 1 sia attrattiva (cioe diretta verso la particella a,=0,,

1), per la regola della mano destra ﬁl deve essere en- °_> °
trante il piano dove viaggiano le particelle. Allora,il  f 9

prodotto vettoriale di v per il versore 1, diretto dalla X X X X K=
prima alla seconda carica permette a vbaB; di avere B,
verso entrante.

OSSERVAZIONE.

Una carica in movimento genera sia un campo elettrico, sia un

campo magnetico. In particolare, il campo elettrico si distribuisce %
radialmente con centro la carica, mentre quello magnetico e tangen- [ { }"3

ziale a circonferenze perpendicolari alla velocita e con centro sulla
retta su cui essa giace.

Sinoti che I'espressione del campo magnetico

nH _ Ho qv x 0,
B=——7%—
dr 2
e quella del campo elettrico
= 1
E-— 21§

—
4dreg r2 r
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generati della particella sono cosi simili da essere collegati tra di loro dalla relazione

[ B = jpeov xE ] (8.16)

Poiché, dimensionalmente parlando, si ha

3 1
[eo] = Z[FI 2 m2N

[ B N s2
MO] - Fa
il loro prodotto ha dimensioni
82
[50/40] = Q

pari a quelle di un inverso di un quadrato di una velocita. Ma non stiamo parlando di una
velocita qualunque, bensi della velocita della luce! Infatti,

c-3x108 2 - 1 (8.17)
s~ Jeoko

La relazione di cui sopra tra campo elettrico E e campo magnetico B di una particella carica
in moto a velocita v si riscrive quindi come

— 1 N —
B-= c—2V x E (8.18)

Perché pero compare la velocita della luce? Facendo un piccolissimo spoiler, i fenomeni
elettromagnetici sono legati a fenomeni di natura ondulatoria con velocita di propagazione
pari a quelli della luce.

8.2.2  Campo magnetico generato da un filo: legge di Biot-Savart

Sebbene abbiamo visto cosa succede per una particella, una singola carica in movimento
non fa una corrente stazionaria - ma tante si. Supponiamo di avere un elemento di filo
infinitesimo percorso da corrente stazionaria diintensita I; le cariche sispostano con velocita
di deriva v ;. Per ciascuna singola carica il campo magnetico generato &

2 Ho e\7d X flr
B =——7"—F—
47‘5 r2
Se nel volumetto ci sono N cariche, si ha una densita di cariche paria

_dN
—av

Se sommiamo - con continuita - rispetto a tutte le cariche nel volumetto, il campo magnetico
complessivo sara dato da

n

> ev, xu nev; x
B=20( Zd By Ko B gy

A Jv = p2 Az Jv r2
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Ricordando chej = nev,, allora

- j x ﬁ
B="0( 1= Frav
dr Jv 2
Consideriamo il caso di un filo rettilineo #: un suo volumetto infinitesimo ha spessore
costante dX e lunghezza ds. Se poniamo il filo lungo I'asse x senza perdita di generalita, la
densita di corrente € anch’essa parallela all’asse x, ossia

J=Jjuy
Il campo magnetico sara

Ho Uy xu,
d>ds = — f >
4z fJ

E:/"O jxﬁr
r2

A4z Jv 2

u w, xu
=20 f =" g

Az Jr r2
Osserviamo che in questo caso ds = dst,.. Generalizziamo quanto trovato.

DEFINIZIONE 8.2.1. - SECONDA LEGGE DI LAPLACE.

La legge di Biot-Savart, detta anche prima legge di Laplace, afferma che il campo
magnetico indotto da una corrente stazionaria I che percorre un filo descritto dalla curva
yeparia

= MO d§ x U
B = E ’ r—2r (8.19)

dove ds ¢ lo spostamento infinitesimo lungo la curva y e ,. il versore dal tratto di filo al
punto in cui viene valutato il campo magnetico.

OSSERVAZIONE. Per sapere il verso di B si puo applicare la regola della vite destra:
indicando con il pollice destro il verso della corrente, le dita della mano curvano seguendo

le linee di campo del campo magnetico B.

In magnetostatica, la legge di Biot-Savart svolge un ruolo analogo alla legge di Coulomb in
elettrostatica: oltre a descrivere un campo vettoriale, anche questa formula presenta la
dipendenza da 1/r2. Vediamo alcuni casi in cui calcolare il campo magnetico usando tale

legge.
8.2.3 Campo magnetico generato da un filo rettilineo (in)finito

Consideriamo un filo rettilineo di lunghezza 2a, posto lungo I'asse z in modo che il suo
punto medio coincida con l'origine. La parametrizzazione di tale filo e data da

r’ =(0,0,2")
da cui segue lo spostamento infinitesimo
ds =dz'a,
Il versore 01, da un generico punto sul filo verso un punto generico ¥ = (x,y,2) &

—> =,

R r-r (x,y,2—-2")

| \/x2 +y2 4 (2 —2’)2
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Calcoliamo
0 0 d7
O 1 xa, —ya
dsxu, = x y z-2 :q—i,,xdz’
\/x2 +y2+(z—2) [0y w, U, ¥ - ]
Il campo magnetico, per la legge di Biot-Savart, sara
> I xu u
B = X% j — Yt dz’
Ar a

a (x2 +y2+(z-2") )3/2

Osserviamo pero che il problema presentava un’evidente simmetria cilindrica. Passando
alle coordinate cilindriche

x=Rsinf
y =Rcosb
z=2z

siha
xu, —yu, = R(sinf,cos0) = Ruy

e noto che x2 + y2 = R2 riscriviamo

//loI dz’

a
]_)3 = RU.QJ‘
4 3
g a (R2 +(z —z’)Z) /2

Per semplicita, consideriamo un punto ¥ con quota prossima a 0 (cioé z — 0). Allora

B MoIR f M—()IRﬁg a dz’
a (R2 +(z,)2) o . o on3/2  4Arx (1 (2')2)

’

Imponendo la sostituzione b = %, il differenziale risulta db = Il{dz’ e gli estremi diventano
:l:%; quindi
,Llol a/R ,R(db _
=l RF(1+62)"7%
MOI b 7" pol @/R . pol  a

:——u0
Ry, R e 2R g

Se facessimo tendere il valore di @ a +oo, e cioe nel caso in cui filo fosse di lunghezza infinita,
il campo magnetico sarebbe descritta da quella che ¢ la legge di Biot-Savart per un filo infinito.

COROLLARIO 8.2.1. - LEGGE DI BIOT-SAVART PER UN FILO INFINITO.
Lalegge di Biot-Savart per un filo infinito afferma che il campo magnetico indotto da una corrente
stazionaria I che percorre un filo rettilineo infinito € pari a

- M I
B= 2£R 0 (8.20)
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dove 1y é il versore relativo allangolo azimutale delle coordinate cilindriche.

Grazie a cio siamo in grado di derivare per via teorica (e non piu soltanto empirica) la legge
di Ampere. Prendiamo i nostri due fili paralleli di lunghezza infinita. Il campo generato dal
filo 1 in un punto sul secondo filo, posto a distanza d, &

H MoI 1

B, = ond
La forza che agisce sul filo 2 su un tratto y9 di lunghezza L ¢, per la seconda legge di Laplace,
data da

- - > L - -
Fy =1, L d§ B, :I2<L d§>><B1 _1, (fo dz)ﬁszl — I,La, x By
2 2

Da ci6 concludiamo che

Fy o Holilp Ho 1119

= =Iu,xBy = u, xly=-——-1

L 2727717 Togq 2T 0T 2p g T

Per simmetria, lo stesso risultato si ottiene considerando la forza che agisce sul filo I con il

campo magnetico generato da 2, quindi

=223 (8.21)

8.2.4 Campo magnetico generato da una spira circolare

Consideriamo un circuito circolare in cui circola corrente. Per la legge di Biot-Savart, &
presente un campo magnetico tangenziale a circonferenze perpendicolari alla corrente e
centrate lungo il circuito, il cui verso e dato dalla legge della mano destra. Di conseguenza,
ci aspettiamo un campo a simmetria cilindrica come in figura.

I B

Geometricamente parlando, la spira di raggio Ry e posta nel piano xy € una curva parame-
trizzabile da un angolo ¢:

r () = (RO cos @, R sin ¢, O)
Lo spostamento infinitesimo lungo il circuito & quindi

dr’ (¢)

ds = o

de = (—Rgsing,R cos ¢,0)

[l versore 1, da un generico punto sul filo verso un punto ¥ = (R cos 6, R sin 6, z) nello spazio
e
r-1'(p) (Rcosd—Rgycosp,Rsind—Rgcosb,z)

rT iz 3, -
¥ ¥ () \/R2 +22+RZ — 2RR cos (0 — )
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Calcoliamo
1 —Rgsing Rcos @ 0
dsxu, = Rcosf —Rgcosgp Rsind—Rgcosd z|=
\/Rz +22 ¢+ R% —2RRcos (60— @) u, u, u,

2R cos pu, +zR( sin pu,, + (R(z) —RRcos (6 — (p)) u,

\/R2 +22 4 R% —2RRcos (0 — @)

Il campo di induzione magnetica descritto dalla legge di Biot-Savart e

ol dEx ol (L
B= ), = = ax ) Fr@l-

4z r2
pol IZﬂd zR cos pu, + 2Ry sin (pfly + (R% —RR(cos (60— (p)) u,
4z Jo

3/2
(R2 +22 +R2 - 2RR cos (6 — (p)) /
Operando un cambio di variabile ¢’ = ¢ — 6, osserviamo che
cos pu, + sin g, = cos (¢’ +0)u, +sin (¢’ + 0w, =
= (cos 6 cos ¢’ — sin Osin ') U, + (cos O sin ¢’ +sinf cos p’) w,, =
= cos ¢’ (cos 0, + sin Hﬁy) + sin ¢’ (— sin fu,, + cos Hﬁy) =]
Ricordando che
up = cosfu, +sinbu,
Uy = —sinfu, + cos fu,
siha
[=|cos@’tip +sin@'ly

Allora il campo si puo riscrivere come

5 pol J‘Z” 2R (cos p"ap + sin "i1y) + (R% —RR cos go’) a,

4r de 3/2
0 (R2 +22 + RZ — 2RR cos ¢’)
Poniamo per compattezza di scrittura A := R2 + 22 + R%. Spezziamo il campo rispetto alle
direzioni dell coordinate cilindriche:
m  Rispettoatiy:

B, 0

uol J‘zﬂd , zR(sin ¢’
= —_— (p =
4z Jo (A —2RR cos (,0’)3/2

Questo vale perché I'integranda e dispari e stiamo integrando su un suo periodo; si
puo vedere anche piu approfonditamente per sostituzione.
m  Rispettoa Gp:

0

_ kol 2ﬂd / 2Ro¢’ _
L ¢ 32
0 (A-2RRcos ¢’)
Questo invece e un'integrale ellittico e non ¢ elementarmente integrabile.
m  Rispettoa t,: segue una situazione analoga a tip.

Data l'evidente difficolta della situazione in cui siamo incappati, vediamo solamente dei casi
specifici di cio.
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m Asse della spira. In questo caso R = 0.

B Hol J‘2”d ,zRgcosp'up +R(2)f12 _
3
4z 0 (22 +R(2)) /2
27
I 2
= Ho = | UR f ”dqo’ zR( cos ¢’ +u, J do’ R%dqo’ =
2 2\%/2 0
4r (22 + R2) \ 0
=0
Hol Ry
2 (z +RO)
> uolRy .
B= —03/2uz (8.22)
2 (22 +R2)

Il campo magnetico e verticale. In particolare, ha il suo massimo nel centro della
spira (z = 0), dove e pari a

= ol .,
B-= ﬁuz (8.23)

OSSERVAZIONE. Per capire il verso del campo magnetico lungo I’asse della spira vale
un’altra versione legge della vite destra: curvando le dita della mano lungo la direzione
della corrente, il pollice indichera il verso del campo magnetico.

Ad esempio, se la spira e percorsa in senso antiorario dalla corrente, allora il campo sara
diretto verso I'alto; viceversa se il circuito e percorso in senso orario.

m R, <« r.Icasisono due: olaspira € molto molto piccola, oppure stiamo osservando
il campo a debita distanza da essa. In ogni caso la spira e assimilabile ad un punto;
per questo, passiamo dalle coordinate cilindriche alle coordinate sferiche. Seréla
distanza dalla spira e 6 'angolo polare3, allora

R =rsin@
zZ=rcosf

Possiamo anche esprimere i versori ti; e @1, delle coordinate cilindriche in funzio-
ne di quelli sferici @1 e &1, tramite una rotazione di essi (in senso orario) rispetto
all’angolo polare:

Up = cos Oty + sin i,
u, = —sin Ay, + cos fu,

Allora, facendo le opportune sostituzioni - e raccogliendo un fattore 2 - otteniamo

B=

pol j%d , Rorcos 6 cos p'ag + (R% — Ryrsinf cos go') u,
4

3
0 (r2 +R2 - 2Ryrsin 6 cos qo’) &

3Piccola ripetizione (qualcheduno direbbe abuso) di notazione: abbiamo gia usato 6 in precedenza per
I'angolo azimutale delle cilindriche, ma dato che in precedenza abbiamo fatto una sostituzione con ¢’ tale
angolo non si ripresenta qui.
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R . R N A
,UOI JZE TO cos (p’ue + r_20 (cos 911,. — sin 9119)
_ dq’l

 4gar 2\ 3/2
R
0 (1—2RTO sin 0 cos @’ + —r2°>

_ .. . T . Ry . .
Poiché R < r, approssimiamo in serie di Taylor rispetto a =2 il denominatore fino
all'ordine quadratrico.

2
> Mol (27 . Ry . Ry T 2 s e )
B—4—W J.O d(p’T cos¢’u9+7(cos9ur—sm9u9+3cos 1) s1n9u9)—
=0
_ 10l (o cos0t, - 2sindig +3 [ dot cos? ! sinding) =
= 13 cosfu, — 2sinfuy + @’ cos“ @’ sinfuy | =
r 0
uoIR3 ) o o
= 3 (27 cos bu,. — 27 sin Buy + 37 sin fuy) =
nr
MoIR(z)ﬂ'

———— (2 cos w1, + sin Otny)
4713
Ricordiamo che il momento di dipolo magnetico e
m = I>u,,
dove X e I'area della spira e 0, il versore normale ad essa. Nel nostro caso
m =[R20,

Allora il campo magnetico, a debita distanza, € approssimabile da

= m
B- X0
47r3

(2 cos O, + sin Huy)

EseEmMpIo. Sul piano della spira, il campo magnetico lontano dalla spira punta
verso il basso.

Si puo anche scrivere come

= l,[ = n n =
B= 47[23 (3(m-10,) 0, —m)

(8.25)




166 CAPITOLO 8. ILFLUSSO DEL CAMPO MAGNETICO ELALEGGE DIBIOT-SAVART

Confronto con il dipolo elettrico

Dipolo elettrico Spira circolare

Momento

P-da ™=,

A grandi distanze non si distingue la distanza | A grandi distanze non si distingue la superficie
dalla carica, ma si puo sapere solo il loro pro- | dall’intensita di corrente, ma si puo sapere solo
dotto. il loro prodotto.

Campo generato

= 1 — A A — = M — A A —
E=——(3(p %,)0,-p) B=-—""_(3(m-4,)a,-m
4ﬂ'£07‘
Decade di un fattore 1/r3. Decade di un fattore 1/r3.

Momento subito torcente

M-=pxE | M=mxB

Energia potenziale

=4

U=—p- | U=-m B

Posso separare le “cariche”?

Si. \ No.

OsserRVAZIONE. Cipotrebbe capitare di dover studiare un campo elettrico senza sapere
di preciso cosa lo ha generato - se fosse una carica singola, oppure un dipolo, o un tripolo...
Per capire meglio, si puo sviluppare in serie di Taylor rispetto a % il campo elettrico, in
modo da ottenere una scrittura del genere

o 3(p-u,)a,—p 1
E-= g flr-i- (p 7‘) - p+...+0<—n>
dregr? dregrd r

A grandi distanze (r — +c0), prevale sempre il campo di monopolo - che altro non e che
quello di Coulomb. Tuttavia, se non abbiamo una carica - ad esempio nel caso del dipolo
in cui le cariche si compensano tra di loro - allora prevale il secondo termine, il campo di
dipolo; se non abbiamo neanche un momento di dipolo prevarra quello di tripolo e cosi via.
Si puo fare una cosa analoga nel caso del campo magnetico. La differenza sostanziale,
tuttavia, € che per quanto abbiamo visto non c’e il termine di monopolo perché non esiste
la carica magnetica.

8.2.5 Solenoide

DEFINIZIONE 8.2.2. - SOLENOIDE.
Un solenoide ¢ una bobina elicoidale di filo, la cui lunghezza ¢ nettamente maggiore del
suo diametro.

Di solito, i solenoidi che andremo a studiare si possono considerare come una serie di spire
circolari molto, molto vicine tra di loro ma realizzate tutte con un unico filo di materiale
conduttore. In sezione, la corrente percorre il solenoide come nella figura a destra.
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£ LY
. B
Nel caso qui raffigurato la corrente gira in senso antiorario. Per la regola della mano destra
il campo prodotto da ciascuna spira del solenoide lungo I'asse € ortogonale e diretto verso
I'alto; ci aspettiamo una sovrapposizione di tutti i campi vettoriali, intensificando il campo
magnetico interno complessivo.
Il campo magnetico generato da una spira a quota z; in un punto lungo I'asse verticale a

quota z €, in modulo,

. IR2
B, - Hollry

2 (R% +(z - zi)2)3/2

Il campo magnetico di un solenoide con N spire & quindi
> N -
B=) B,
i=1

In molti casi, pero, il numero di spire e talmente elevato che € molto pit maneggevole passare
al continuo. Introducendo una densita lineare n di spire, ossia il numero di spire per unita di
lunghezza, su un solenoide di lunghezza 2a si hanno

spire. Il campo magnetico infinitesimo ad altezza z’ si ottiene tenendo conto di quante
spire ci sono nell’elemento di lunghezza dz’, ossia moltiplicando per la densita n il campo
magnetico infinitesimo che si avrebbe con una sola spira:

ﬂoIR(z)n

dB = dz't,
2 NG
2 (RO +(z—-2") )
Il campo magnetico complessivo si ottiene integrando lungo la lunghezza del solenoide.
Supponendo che la densita di spire sia costante,

B-

ja uoIR2n ~ MOIn.fa dz’

w, dz’'a, =
3/2 4 4 2R _
"2 (R + e -2)?) V)
0

3/2 ﬁZE
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Operando il campo di variabile y = Zf}—*z, il differenziale diventa dn = 92" mentre gli estremi
(0]
- . +ta—z
diintegrazione Ry - Allora
Holn (& n upln — n  |Fo
E| —a(—)z 3 u; = u; =
2R0 J‘RO (1+I12) /2 2 \/1+1’]27§_72
0
a—=z a+z
uoln Ry Ry . uoln a—=z a+z .
\/H(ﬁf \/1+(w)2 JR2+@-2? RZ+(@+2)?
Rg Ry
m  In mezzo al solenoide (z = 0):
- I
B= £ 4 (8.26)
2 2
JRG +a
m  Ad un estremo del solenoide (z = +a):
= I
B= 20" 4 (8.27)

JR% + 4a2 :

m  Solenoide infinito (@ — +0): il campo magnetico e omogeneo all'interno, pari a

[ ﬁ = MoInﬁz

e nullo all’esterno.

(8.28)

OsseRvAzIONE. Un solenoide infinito - nella pratica, un solenoide molto lungo - € un
modo concreto per produrre un campo magnetico uniforme, costante e diretto verso

I’alto.



CAPITOLO 9

LA LEGGE DI AMPERE E LE
EQUAZIONI DI MAXWELL NEL
CASO STATICO

“Sulletto di morte, Maxwell tiro fuori una strana specie di confessione, dichiarando che ‘qualcosa dentro di
lui’ aveva scoperto le sue famose equazioni, non lui. Ammise di non avere idea di come gli venissero le idee:
semplicemente gli venivano.”

DAvIiD EAGLEMAN, cercando di motivare al professore come aveva ottenuto il risultato corretto con il
procedimento errato.

BBIAMO VISTO nel Capitolo 7 e nel Capitolo 8 il flusso del campo magnetico, rispettiva-
mente per superfici chiuse e aperte. Per concludere la trattazione della magnetostatica
ci rimane da descrivere la circuitazione del campo magnetico.

Senza troppi indugi, in questo Capitolo faremo proprio cio: studieremo la legge di Am-
pere, che descrive la circuitazione del campo magnetico, dimostrandola prima in diversi
casi piit 0o meno generali per poi applicarla in alcune situazioni fisiche gia viste nel Capitolo ;
vedremo inoltre che limiti ha tale legge.

Concludiamo questa sezione ricapitolando le equazioni di Maxwell per I'’elettromagne-
tostatica, soffermandoci in particolare sul ruolo dei campi potenziali e di come compiere
una scelta di gauge di tali potenziali per facilitarci i calcoli con le equazioni di Maxwell.

9.1 LACIRCUITAZIONEDELCAMPOMAGNETICOELEGGEDIAMPERE

9.1.1 Il caso con un filo infinito

Per capire meglio come si calcola, partiamo da un caso particolare: consideriamo un filo
infinito percorso da corrente I e una curva y che gira attorno al filo.

169
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Tale curva e parametrizzabile in coordinate cilindriche da

¥ (¢) = (R(p) cos ¢, R(¢) sin ¢, 2(¢))
con spostamento infinitesimo lungo la curva pari a

dr’(p)

do
= [(R’(@) cos ¢ — R(@) sin @) 1, + (R’(@) sin ¢ + R(¢) cos p) @, + 2’ (@), | do =
= (R'(@)ag + R(p)ay +2'(@)a,) do

ds =

do =

Per la legge di Biot-Savart, in un punto a distanza R(¢) dal filo il campo magnetico &

wol

B:mug

Osserviamo che nel prodotto scalare B dssiha

By 0, =0

La circuitazione del campo magnetico, in questo caso, e

- - N /,[0[
Ir(B)=| B-ds=| —do=ul
,(B) fy fy% 0=

r,(B) = 35% -dS§ = pol (9.1)

9.1.2 Il caso con due fili infiniti

Supponiamo ora di avere, all'interno della stessa curva di prima, due fili rettilinei infiniti
invece che uno. Per descrivere la circuitazione in questo caso introduciamo un segmento
immaginario orientato # tra i due fili che colleghi due punti del circuito, in modo da dividere
la curva y in due sotto-curve &1 e &s.
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Allora, possiamo definire due curve chiuse
r1=2&1u(=n) Y2 =&a2un
dove —7 e il segmento 5 percorso nel verso opposto. Si osservi che
riurg=8&u(-nulaun=3_1uéy =y

dato che i segmenti orientati si elidono a vicenda. Allora, dato nell'interno dell’area delimi-
tata dalle curve y; passa un solo filo, vale il caso precedente e quindi

ry(B) = ryl (B) + ryz(B) = MOII + ﬂ012 (92‘)

dove I; sono presi con segno: se si fissa un segno di percorrenza, il verso di percorrenza ha
segno opposto - ad esempio, se la corrente e antioraria il segno e positivo, negativo se oraria.

9.1.3 Il caso generale: legge (della circuitazione) di Ampere

TEOREMA 9.1.1I. - LEGGE (DELLA CIRCUITAZIONE) DI AMPERE.
Dato un campo magnetico B generato da della corrente I, la circuitazione do B lungo una curva chiusa
y e proporzionale alla porzione di corrente I;,,; che attraversa una qualunque superficie 3 con bordo la
curva (cioeé tale per cui y = 9%).

m  Forma integrale:

r)’(ﬁ) = + ﬁ -ds = Ho f 3 u,d> = Holint (9'3)
s 2

m  Forma differenziale:

[ VxB = uoj ] (9-4)

DiMOSTRAZIONE. Deriviamo la forma differenziale. Per il teorema del rotore vale

r,(B) = azfs-d§:fzﬁxﬁ-ﬁndz=q>2(%xﬁ)
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Ma allora, valendo 'uguaglianza
J.ZVxB-undE = U jz.]-un
per una qualunque superficie ¥ arbitraria, si ha I'identita delle integrande:
VxB= yoj O

Questa non ¢ altro che l'ultima equazione di Maxwell (su quattro) che ci mancava per i fenomeni
elettromagnetici non dipendenti dal tempo, sebbene nella meno elegante forma integrale.

Un cavillo della legge di Ampere Siosservi che la legge appena trovata e valida soltanto
se la corrente e stazionaria, ossia se e costante nel tempo. Per capire perché, ricordiamo che la
divergenza di un rotore € sempre nulla:

9. (7xB) =0

Se la nostra legge fosse corretta, si avrebbe

Di conseguenza, si avrebbe

ma cio e vero soltanto per una corrente stazionaria!

Da cio capiamo la legge di Ampeére per la circuitazione non € sempre corretta nella forma di
cui sopra; sara necessario integrarla con un altro termine che tiene conto della variazione
temporale della corrente - ma questa e una storia per un altro capitolo.

* Tra astratto e concreto: teoria dei nodi nella legge di Ampére Cisono aspetti della
Matematica che per un fisico risultano spesso astrusi, astratti e lontani dalla realta; eppure,
in alcuni casi il passo tra il mondo concreto e la Matematica teorica e piu breve di quel che
sembra. Possiamo vedere un esempio di cio nella dimostrazione della legge di Ampere nella sua
forma generale.

DIMOSTRAZIONE (PARTE PRIMA).
Vogliamo calcolare la circuitazione del campo magnetico B generato da un circuito chiuso
qualunque yq
r,B)=¢ B-ds
r1
Parametrizziamo le due curve y; con angoli ¢;:

y1: ¥1 =71(@q) Yo : T = ro(pg)
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Lo spostamento infinitesimo lungo la curva y; &

dr;(¢;)
do;

ds; = do;

Per la prima legge di Laplace il campo generato dal circuito y5 e

- I N _)——>
Botolf e . Fore(@2)

r2 - f‘2((i)2)|3

La circuitazione B lungo la curva y4 si calcola tenendo conto che B deve essere valutato
sull’altra curva, ossia prendendo B(r(¢1)):

N I ri(p1) — T
- 1ol 3@ 4; (d§2x ¥1(01) r2<(p2)3)_ i, =
T Jy1 ¥1(g1) — Falp2)|

- M_Olﬂg 1; flo) - Eolen) (dsy x dsg)
= - 3
ar I, Iy, [¥1(p1) — Fa(@2)|

dove abbiamo applicato la proprieta del prodotto misto
a-(bxg)=b-(¢xa)=¢ (axb)

La cosa peculiare e il doppio integrale curvilineo che abbiamo trovato, diviso per 4, € pari
al linking number di Gauss (in italiano numero di concatenamento), un invariante numerico
rilevante con teoria dei nodi.

Matematicamente parlando, una curva chiusa nello spazio tridimensionale & quello che
definiamo come nodo.

DEFINIZIONE 9.1.1. - Nopo.

Un nodo & un'inclusione topologica f : S1 — R3 della circonferenza S1 in R3, cioé

sef : ST —— AS1)eé un omeomorfismo.

I nodi possono essere proiettati su un piano R?; tale proiezione & quasi sempre regolare,
ossia che ¢ iniettiva sempre tolto al pilt un numero finito di incroci, proiezione di soli due
punti del nodo.

DEFINIZIONE 9.1.2. - MAPPA DI GAUSS.
Dati due nodi differenziabili f : S —— R3, la mappa di Gauss ¢ la funzione

G(p1,02) : ST xSt ——— 82
L File)-Talew)
(1, 92) | "1 (@1)-Ta(@o)l

(9:5)

Dato che la mappa non é biunivoca, la mappa puo ricoprire la sfera piu volte.
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DEFINIZIONE 9.1.3. - LINKING NUMBER DI GAUSS.

Il linking number di Gauss e un numero intero che conta quante volte due nodi si
avvolgono tra di loro - senza intersecarsi direttamente. Il segno di tale numero dipende
dall'orientazione scelta delle due curve.

Formalmente, corrisponde a quante volte con segno I'immagine di G ricopre la sfera S:

s D

11 r1(p1) o) oo o

ko1 g 5, Faon ot ) oo
_if det (¥1(p1). T2(02), F1(01) — To(92))

4 Js1xS1 IF1(01) — Fo@o)|

. 4

do1deg (9.7)

Il doppio integrale curvilineo qui scritto e I'area totale con segno dell'immagine di G, che
va diviso per I'area della sfera unitaria.

EsEmPIO.
m Ik(yq,79) =1

m 1k(yy,79) = +2

X

Possiamo adesso concludere la dimostrazione iniziata precedentemente.

DIMOSTRAZIONE (PARTE SECONDA).
La circuitazione del campo magnetico lungo una curva si puo quindi scrivere in funzione
del linking number della curva lungo cui si calcola e del circuito che genera il campo:

T, (B) = uol k(r1.72)

A seconda di quante volte il circuito e la curva si avvolgono, la corrente interna alla curva
I;,,; non e necessariamente I: essa puo essere pari a multipli interi (con segno) della
corrente I. Tale valore, per I'appunto, lo otteniamo con il linking number, ottenendo cosi
la legge di Ampeére nel caso generale. O
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Applicazioni della legge di Ampere Come la legge di Biot-Savart & analoga alla legge di Cou-
lomb in elettrostatica, la legge di Ampére puo essere usata in maniera elegante e indolore - si fa
per dire, eh - per ricavare il campo magnetico in casi di particolari simmetrie, in modo analogo
a come si puo ricavare il campo elettrico con la legge di Gauss in situazioni analoghe.

ESEMPIO - LEGGE DI BIOT-SAVART PER UN FILO RETTILINEO INFINITO.
Consideriamo un filo rettilineo infinito. Per simmetria il campo magnetico ¢ dipendente
solo dalla distanza assiale dal filo d e diretto lungo 1y, tangenziale a delle circonferenze
centrate lungo il filo. Poste le coordinate cilindriche

x=Rcos0

y=Rsinéd
si ha N

B =BR)uy

Poniamoci lungo una curva immaginaria su cui Be costante, ad esempio una circonfe-
renza y di raggio R centrata nel filo. In questo caso lo spostamento infinitesimo lungo
tale curva &

ds = Ruydo

Allora, usando la legge di Ampere, si ha
= = 2
uol =T,(B) = #B -ds = éB(R)Rﬁg -uyd6 = B(R)R -[0 " de = 27RB(R)

da cui otteniamo, come avevamo gia visto direttamente,

uol
BR)= 5 =

ESEMPIO - SOLENOIDE INFINITO.
Consideriamo un solenoide di lunghezza infinita, posto lungo I’asse verticale z. Per
calcolare il campo magnetico all'interno (all’esterno e nullo), prendiamo una curva y =

ABCD rettangolare e calcolo la circuitazione lungo essa. Tale curva é costituita da quattro
tratti:
m  AB éunsegmento verticale interno al solenoide, diretto verso I'alto.

m  BC ¢ unsegmento orizzontale, intersecante il solenoide e diretto verso I'esterno.
m (D e un segmento verticale esterno al solenoide, diretto verso il basso.
m DA e unsegmento orizzontale, intersecante il solenoide e diretto verso 'interno.
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° 3
° 3
I

° 3

.AAA' C
Z=22-—B >

) 8 y
o etls
e lA » D

B

La circuitazione lungo la curva y sara

@) == §B-ds = ([ 4[4 [+ ) Brds= [ Bs-
- ffﬁ.dgz LZZB(R)dz - BR)(z5 —21)

dove z; e la quota di A e zy quella di B. Infatti, tutti gli altri contributi sono nulli:

m [ contributi della circuitazione lungo BC e DA sono nulli perché perpendicolari al
campo.

m ]l contributo della circuitazione lungo CD & nullo perché all’esterno del solenoide
non c’e campo.
Per la legge di Ampere

ry(B) = )uOI]/

dove I, € corrente che attraversa la curva y, che dipende dal numero di spire N contenute
all'interno di y:

22
N:J‘ ndz =n(zg —21)

21

dove n ¢ la densita lineare di spire, che supponiamo costante. Allora
I,=NI=n(zg—-21)I
dove I ¢ la corrente in una singola spira. Concludiamo che
B(R)zs—1) = T,B) = uol, = nzz—=171

B(R) = ugnl

Come gia osservato, il campo del solenoide non dipende dalla distanza assiale, ma e
uniforme in tutto il solenoide.
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9.2 EQUAZIONI DI MAXWELL PER L'ELETTROSTATICA E LA MAGNE-

TOSTATICA
. Forma
Nome Forma integrale differenziale
Legge di Gauss = o Qint 1 > =P
= . — — V- -E=—
per l'elettricita Pov(E) aVE U, 3 £ €0 VpdV €0
Legge di Gauss R R
per il magneti- O 5(B) = LVB 1,d2 =0 7.B=0
smo
Legge dell’indu- 2 > o
IsE)Y=¢ E-ds=0 -
zione di Faraday ox(E) 95 S vxE=0
Legge della . . .
circuitazione IsB)=¢ B-ds=pug J' 30, = poling VxB = pgj
. A o5 2
di Ampere

OsSERVAZIONE. Sebbene le leggi di Gauss per lelettricita e per il magnetismo siano valide
anche se i campi elettrici e magnetici sono variabili nel tempo, lo stesso non si puo dire
per le leggi di Faraday e di Ampere: dovremo aggiungere a ciascuna un opportuno termine
dipendente dal tempo.

Una conseguenza di cio che esploreremo meglio successivamente e che il campo elettrico
dipendente dal tempo non e piu conservativo; il campo magnetico, invece, resta sempre
solenoidale.

9.2.1 Invarianza di gauge nellelettromagnetostatica

Nel Capitolo 3, sezione 3.5, pag. 55, abbiamo parlato delle equazioni di Poisson e di Laplace:
m  Equazione di Poisson (caso non omogeneo, p # 0):

v2v=_2 (9.8)

€0
m  Equazione di Laplace (caso omogeneo, p = 0):

V2V =0 (9.9)

Qui V e il potenziale scalare del campo elettrostatico E tale per cui E = —VV, mentre p & la
densita di carica.

Un’equazione differenziale simile si puo scrivere per il campo magnetico. Siccome la
dlvergenza del campo magnetlco e nulla per la legge di Gauss, allora esiste un potenziale

vettore A tale che B = V x A. Sostituendo questa equazione nella legge di Ampére otteniamo

che, sviluppando, risulta
9(7-A) - V24 = poj

Ci e oramai ben noto che il potenziale scalare V e sempre definito a meno di costante. Infatti,
quello che conta - anche dal punto di vista fisico - & la differenza di potenziale. In termini piu
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rigorosi, quando parliamo del potenziale quello che stiamo facendo € prendere un opportuno
rappresentante dalla classe di equivalenza [V'], ottenuta dalla relazione

V~V+a dove aeR

Nel caso del vettore potenziale si verifica una situazione analoga. Data una funzione scalare ¢,
A ¢ definito a meno di gradiente. In termini di classi di equivalenza, A & il rappresentante della

-

classe [A] data dalla relazione
A~A)+§(p dove (p:R3—>R
Infatti, si vede che il campo magnetico resta invariato:
B :§><A:§x(;&+§q,’)) :§XA+Wz§xA

In particolare cio succede perché il rotore del gradiente e nullo.
In sostanza, abbiamo descritto un caso di invarianza di gauge.

DEFINIZIONE 9.2.1. - INVARIANZA DI GAUGE. .

Consideriamo una configurazione elettromagnetica (E B) e supponiamo che essa sia
descritta dai campi potenziali (V,A . Allora esiste una trasformazione arbitraria A =,
detta trasformazione (locale) di gauge, tale da ottenere una nuova coppia di campi
potenziali (V’,A’)...

14
A

<
I

"=V
A=A

c (9.10)
Vo (9.11)

A
«—
A
«—>

... che descrive la stessa configurazione (E’, ’) = (E B). i campi elettrici e magnetici
sono invarianti di Gauge.

Questo distingue profondamente cio che e effettivamente osservabile da cio che non lo e,
almeno direttamente. I campi elettrici e magnetici sono osservabili direttamente e hanno un
particolare valore. I campi potenziali elettrici e magnetici sono meglio descrivibili come classi
di equivalenza; dato che non possiamo parlare di un rappresentante preferito, a priori non &
possibile osservarli direttamente senza fare una scelta particolare del rappresentante. Tale
scelta e detta scelta di gauge

INTUITIVAMENTE... Guardando un asta perfettamente cilindrica e possibile dire se
e attorcigliata o no? A priori no: ciascuna sezione ortogonale del cilindro e uguale - o
per meglio dire invariante - rispetto ad ogni potenziale simmetria circolare del cilindro.
Tuttavia, se lungo I'asta disegnassimo una linea dritta, allora potremmo determinare se il
cilindro e contorto o no, dato che basta guardare com’e la linea.

In modo analogo, I'asta corrisponde al campo elettromagnetico e lo status di “essere
attorcigliata” ai campo potenziali: la linea dritta corrisponde ad una scelta di gauge, dato
che le sezioni ortogonali non sono invarianti per le simmetrie circolari.

Fare una scelta certamente rovina I'invarianza di gauge, ma ci permette spesso di ricondurci
ad una situazione molto piu facile da studiare.

Ad esempio, supponiamo di avere un campo potenziale magnetico Atale per cui V-A%0.
Possiamo effettuare una scelta di gauge imponendo che la trasformazione descritta dal campo
scalare ¢, ossia

- -

A A=A +Vp,
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sia tale per cui V-A’=0. Questa condizione si scrive come
V-A+V-Vp=0 — V2p=-V-A

In questo modo ¢ sara determinato da un’equazione differenziale del secondo ordine.
Preso allora A con la scelta di gauge qui sopra, dato che V-A = 0 siha V (§ -A) =0,da
cui segue
9(7-A) - VA = uoj — V2R = —pf

Previa una scelta di gauge opportuna, I'intera elettromagnetostatica puo essere descritta
da quattro equazioni di Laplace - una con il potenziale scalare per 'elettrostatica, e tre con il
potenziale vettoriale per la magnetostatica:

vax = Holx (9.12)

V2A,, = ugj, (9.13)

V2A, = uoz (9.14)

vy =-L (9.15)
€0

La soluzione piu generale di queste equazioni differenziali, date le condizioni al contorno di
natura fisica

V, 11 - 0
r—00
édatada ) .
< g [ IE)
AX¥)==—" | —dV’ .16
@ 47:_[|f’—f"| (9.1
, 1 p(x)
V(r) = 1 J‘ ———dV’ (9.17)
meg ) ¥ — 1|

dove dV’ = dx’dy’dz’ e 'elemento di volume infinitesimo. Noti dunque p ej siamo in grado
descrivere completamente una configurazione (statica) di natura elettromagnetica - modulo
saper calcolare I'integrale, che non e per nulla scontato.

ESEMPIO - SFERA CARICA UNIFORMEMENTE.
Ricalcoliamo® il campo elettrico interno ed esterno ad una sfera di raggio r( carica
uniformemente con densita di carica

r<ro

Y
p(r) = = PE[0,r]

0 r>rog

Prese le coordinate sferiche
X =rcos@sinf

y =rsin@sin @
z=rcosf

I'’elemento di volume risulta
dV = r? sin 0drd6d ¢
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mentre la differenza di coordinate tra un punto generico ¥ e il vettore posizione d’inte-
grazione r’ &

[F — | = Jr2 + ()2 — 2r7 cos 0

Il dominio di integrazione della variabile r sarebbe definito fra 0 e +co, ma siccome p € non
nullo solo all'interno della sfera ci limitiamo , come indicato dalla funzione indicatrice
&0,r,)» tra 0 e . Inoltre, supponendo p si puo portar fuori dall'integrale ottenendo

(r)2 sin 6’

V(r) = % fOrO ar’ ["dor jozﬂdgo’ = =]

+ ()2 — 2rr’ cos 0’

Operiamo il cambio di variabile u = cos ’: il differenziale diventa du = —sin §’d6’ e gli
estremi di integrazione rispetto a u sono +1.

E|280f dr’ j_ du\/r2

’ [
Z rod — ) \/r2 + ()2 - 2rr'u

_260 v r

f dr’ —r’ <\/r2 + ()2 =2rr —r2 + (r)2 + 2rr’) =

—(7")2

+ ()2 - 2rr'u
1

2607
__ P o ., "2 _ a2 _
_2£r o drr(\/(r+r) \/(r r’) )—

f dr' v (r+ 1| = |r = 1)) =

2£r

= 2607‘f dr'r’ (r+r’ +|r—r’|)

Adesso distinguiamo il caso esterno ed interno alla sfera.
m  Fuori dalla sfera (r > r(). Dato che 0 < r’ < r( per gli estremi di integrazione,
consideriamo r > r’; segue che |r —r’| = r —r’ e dunque

3
V() = j 2)2dr = 20 Seor]

Siccome p € la densita di carica della sfera, cioe

q q

" Ve 4_2
S 37rr0

dove g ¢ la carica distribuita sul volume della sfera Vg, sostituendo troviamo il
solito potenziale di Coulomb:

43h/3 4ﬂ£0r

o o_ g

V(r) - 3807‘ - 47‘[507’
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Il campo elettrico associato e

=2 - (9‘/A q
Er)=-VW=—u,=—=1u
@) O L

A

m Dentro la sfera (r < r(). Dobbiamo spezzare I'integrale in due a seconda del
segno del modulo: in [0,7] ein [r,rg].

V() = é (J dr'(2r)? + f ’ dr’2rr’) - %0/ (grm’ FHO2 - r2)>
0 r

P (2_ r?
260 0 3

Il campo elettrico associato e

=> - 8V ~ r ~
E=-VW=-——u,= p—ur
or 360
Notiamo che il potenziale € continuo perr = r( ed € continua anche la sua derivata prima;
graficamente non ci sono cuspidi.

L2 - ﬁ) r<r
0
V() = 258 0 3
4reqr r>Tro

Invece, il campo elettrico e continuo, ma la derivata prima no: infatti, esso e lineare fino
ad R e poi decade come 1//72.

= _3/)87‘ r<ro
— (0]
EW=1"% _ r>r
4dregr? 0

“Avevamo calcolato il potenziale elettrostatico in presenza di simmetria radiale direttamente a partire
dalle equazioni di Poisson e Laplace nel Capitolo 3, sezione 3.5, pag. 55; per ottenere nello specifico il caso
della sfera carica avevamo imposto le condizioni al contorno solo successivamente. Il procedimento qui scelto,
pur essendo differente, ha origine nelle equazioni di Laplace e Poisson.







CAPITOLO 1 O

CAMPI ELETTROMAGNETICI
VARIABILI NEL TEMPO E LE
EQUAZIONI DI MAXWELL

“Sono un esperto di Elettricita. Mio padre ha occupato la cattedra di Elettricita Applicata nella prigione di
stato.”

W.C. FIELDS, perito (R.LP.) elettrotecnico e famoso esperto nel Campo.

EL capitolo precedente abbiamo finalmente raggiunto un primo, grande risultato: ab-
biamo enunciato il caso statico - ossia costante nel tempo - delle quattro equazioni di Maxwell,
le leggi fondamentali che descrivono i fenomeni elettrici e magnetici:

ﬁﬁ:ﬁ VxE=0
€0
V-B=0 %xﬁ:yoj

Possiamo suddividere le equazioni in due coppie: due di queste leggl riguardando il campo
elettrico E mentre le altre due il campo magnetico di induzione B. All apparenza queste
due coppie sono completamente separate e potrebbero essere risolte senza che una soluzione
influenziI'altra.

Tuttavia, gia in questa situazione statica non sono completamente indipendenti: le cariche
elettriche (nelle equazioni di Maxwell rappresentante dalla densita di carica p) sono le sor-
genti di E, ma quando sono in movimento danno luogo ad una densita di corrente e quindi

diventano anche sorgente di B... ma essere 0 meno in moto & un fatto relativo che dipende
dal sistema di riferimento! Un campo elettrico per un sistema di riferimento puo apparire
come campo magnetico in un altro sistema (o viceversa). E intuibile che E e B devono essere
la manifestazione di un unico ente fisico, il campo elettromagnetico. Oltremodo, non possiamo
escludere che tale ente dipenda anche dal tempo.

Inizieremo a raccogliere prove di questa nostra intuizione studiando i fenomeni elettrici
e magnetici non stazionari. In questo capitolo partiremo da osservazioni sperimentali per

183
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formulare la legge di induzione di Faraday e le sue applicazioni - autoflusso, induttanza,
induttori e circuiti RL. Successivamente, parleremo delle correzioni da apporre alla legge
della circuitazione di Ampeére e la loro interpretazione fisica come corrente di sposta-
mento, concludendo finalmente il principale obiettivo intrapreso all'inizio di questo testo:
formulare le equazioni di Maxwell nel vuoto.

10.1 LEGGE DI FARADAY-NEUMANN-LENZ

Le osservazioni sperimentali sul fenomeno dell'induzione elettromagnetica di Michael
Faraday (1791-1867)in Inghilterra e, separatamente, diJoseph Henry (1887 - 1915) in America
misero in evidenza che un campo magnetico variabile nel tempo genera un campo elettrico
non conservativo. Rivediamo assieme alcuni di questi esperimenti.
m  Esperimento #1. Consideriamo una spira collegata ad un circuito - che non presenta
alcun generatore - dotato di un amperometro, cioe di un misuratore di corrente. Avvicinando
un magnete all'interno della spira si produce una corrente elettrica.

Se allontaniamo lo stesso magnete alla stessa velocita con cui I’abbiamo avvinato,
notiamo ch la corrente che circola ha cambiato verso di percorrenza.

m  Esperimento #2. Consideriamo unaspiraa cui colleghiamoun generatoredif.e.m.In
quanto percorsa da corrente, la spira produce un campo magnetico. Se avviciniamo
tale apparato ad un altra spira scarica e collegata ad un amperometro, lo strumento
della seconda spira inizia a misurare una corrente. Se la allontaniamo, la corrente
nella seconda spira girera in senso opposto.

Imd I Imd I

m  Esperimento #3 (esperimento di Faraday). Consideriamo un solenoide con al suo
interno un’anima di ferro - un cilindretto metallico; il solenoide & collegato ad un
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circuito dotato di interruttore e generatore di f.e.m. Quando l'interruttore € aperto
non circola corrente e dunque non si ha alcun campo.

o

Poniamo ora la solita spira scarica collegata ad un amperometro. Alla chiusura del-
I'interruttore il solenoide, essendo percorso da corrente, genera un campo magnetico
crescente fino a stabilizzarsi. Al contempo, nella spira inizialmente scarica lo stru-
mento segna per qualche istante un passaggio di corrente in una certa direzione, per
poi sparire.

II—% Lid I o

Appena riapriamo l'interruttore la corrente nel solenoide diminuisce e con esso il
campo magnetico; allo stesso tempo, osserviamo una corrente nella seconda spira
diretta nella direzione opposta a quella precedente. Quando il campo magnetico si
spegne del tutto, non osserviamo piu la corrente indotta.

Da questi esperimenti’ possiamo ricavare diverse informazioni importanti:

a)
b)

Spostare una sorgente di un campo magnetico nei pressi di una spira genera una f.e.m.
Il moto della sorgente rispetto alla spira influenza il verso di percorrenza della corrente
lungo di essa.

Spostare una spira nei pressi di un campo magnetico stazionario genera una f.e.m. in
quel circuito.

Deformare una spira nei pressi di un campo magnetico stazionario genera una f.e.m. in
quel circuito.

Come viene mossa o deformata la spira influenza il verso di percorrenza della corrente
lungo di essa.

E sufficiente che ci sia una variazione temporale di un campo magnetico fisso per causare
una f.e.m. in una spira anch’essa fissa.

Come varia temporalmente il campo magnetico fisso influenza il verso di percorrenza
della corrente lungo di essa.

Se il campo magnetico non varia piu nel tempo - perché si e stabilizzato oppure
perché non c’e piu la sorgente del campo - non circola piu corrente nella spira.

'E tante altre varianti di essi che non vedremo perché questo & un Manualozzo™ di Fisica, non un testo
monografico su Faraday e i suoi passatempi perversi.
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La forza elettromotrice dipende dunque da diversi fattori: la posizione e l'intensita del campo
magnetico, la posizione e la forma della spira, ma soprattutto la variazione nel tempo di tutti questi
elementi qui citati.

I1 concetto matematico che permette di descrivere contemporaneamente un campo
vettoriale e come si relaziona con una superficie e quello del flusso; per tenere conto degli
effetti temporali si deduce che la forza elettromotrice deve dipendere dalla derivata temporale

dal flusso del B. Abbiamo descritto quella che € nota come legge di Faraday.

TEOREMA IO.I.1I. - LEGGE DELL'INDUZIONE DI FARADAY O LEGGE DI FARADAY-NEUMANN
LEGGE DI FARADAY-NEUMANN-LENZ.

Dato un campo magnetico B e un circuito chiuso y, dove y é il bordo di una superficie ¥ arbitraria, la
forza elettromotrice indotta da Bin yeparia

__doy(B)

== (10.1)

i

Grazie alla legge di Ohm ¢ immediato ricavare la corrente elettrica prodotta dalla f.e.m. indotta
per un circuito con resistenza R:

1 doy(B)

I= R A (10.2)

OsseERrvVAzIONE. Nel Capitolo 5, sezione 5.4, abbiamo descritto come la forza elettro-
motrice e prodotta da un campo elettrico non conservativo. Nel caso particolare dell’indu-
zione magnetica, il campo magnetico causa lungo circuito un campo elettromotore indotto
ﬁi, non necessariamente localizzato in alcun tratto specifico; I'espressione della forza
elettromotrice sara dunque

%i :§ELd§

E immediato poter riscrivere la legge di Faraday come

.. doy(B)
(JEEL- -ds = — (10.3)

LeggediLenz Nellalegge diinduzione troviamo, curiosamente, un meno. Non e un refuso
tipografico, né un errore del signor Faraday, ma € una considerazione di natura qualitativa
che va sotto il nome dilegge di Lenz.

COROLLARIO I0.1.I. - LEGGE DI LENZ.
La forza elettromotrice indotta - e di consequenza la corrente indotta - é tale da opporsi alla causa che
'ha generata e da esercitare una forza meccanica che si oppone al moto. O

OsseERVAZIONE. Torniamo all’esperimento # 2 visto precedentemente. La spira per-
corsa da corrente [ viene avvicinata alla spira scarica, crea una variazione nel flusso del
campo magnetico B generato da I. Nella spira scarica inizia a circolare una corrente I;,, 4,
ma nella direzione opposta a I, in modo da generare a sua volta un campo magnetico
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opposto ﬁind per opporsi a B.

Per citare il fisico-divulgatore americano D.]J. Griffiths (1942), la legge di Lenz si puo
sintetizzare come “la Natura aberra un cambio di flusso”.

Com’é bello variar un flusso da Faraday in giu Abbiamo capito che la f.e.m. indotta &
¢ data da una variazione temporale di flusso. Ma come possiamo farlo? Noto che il flusso &
dato da . .
o5(B)=| B-u,d>
»B)=[ B-a,

e ricordando le osservazioni di pag. 185, possiamo cambiarlo in diversi modi.

m  Spostando rigidamente il circuito in un campo magnetico, purché non sia soltanto

traslatorio in un campo uniforme; infatti, in tal caso non varia mai I’angolo tra la
normale del circuito e il campo magnetico, il cui coseno e B- U, e dunque non varia
neanche il flusso.
Invece, se il campo magnetico non € uniforme o se il moto e rotatorio, allora il flusso
varia: nel primo caso varia al variare della posizione del circuito nello spazio, mentre
nel secondo caso cambia perché cambia l'orientazione del circuito rispetto al campo
magnetico.

m  Deformando la forma del circuito nel tempo. Per il teorema di Stokes, il flusso del campo
magnetico (uniforme o no)dipende solo dal bordo e non da quale superficie ¥ si sceglie
per calcolarlo, dunque cambiare la forma del circuito cambia la necessariamente le
potenziali superfici X e dunque anche il flusso. Se consideriamo un circuito piano di
area interna X, questo metodo corrisponde a far variare il valore di X nel tempo.

m  Spostando la sorgente del campo magnetico, mantenedo allo stesso tempo il circuito fisso.

m  Muovendo un mezzo ferromagnetico magnetizzato nel campo magnetico (uniforme o no),
mantenendo allo stesso tempo il circuito fisso e le sorgenti fisse. Senza andare nei
dettagli ora?, il movimento di tale mezzo ridistribuisce le linee del campo B..

m In assenza di qualsiasi moto relativo tra circuito e campo, il varia se varia B (uniforme o
no) nel tempo.

In realta la forza elettromotrice prodotta per mezzo di tutti i modi eccetto I'ultima € causata
dalla sola forza di Lorentz - e quindi gia prevista in realta dalle leggi della magnetostatica.
Quello che non era previsto e la produzione di corrente da parte di una variazione del campo
magnetico B nel tempo.

*Nel Capitolo 12, a pag. 255 € possibile trovare maggiori informazioni sui materiali ferromagnetici e le loro
proprieta.
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Dimostrazione della legge di Faraday-Neumann-Lenz: i casi stazionari Dimostriamo
di seguito la legge di induzione di Faraday nel caso particolare di uno spostamento rigido in
un campo magnetico non necessariamente uniforme, ma costante nel tempo: vogliamo provare
che la f.e.m. indotta e soltanto una conseguenza alla forza di Lorentz.

DiMosTRAZIONE. Immaginiamo di spostare un circuito in un campo magnetico B non
uniforme, ma costante nel tempo.

\w‘ NS _
& F:\\\J[%
‘;]S__ N\
ZANN

Lo spostamento infinitesimo della spira &

d—)
—:dt = vdt

dr

o

dove v ¢ la velocita di spostamento rigido. Ciascuna carica libera presente nella spira
subisce una forza di Lorentz pari a

F=evxB

Il campo elettrico indotto non conservativo su ogni carica e

=vxB

o | =

Ei:

e tende a far girare le cariche. La forza elettromotrice nella spira e il lavoro prodotto lungo
la spira y per spostare le cariche:

— — . - =2 . . i - . d_) —
&, :ry(Ei):GFEi-ds:é (v-B)'ds: ‘jg (dsxv)-Bzii; (dsx—r)-B:
Y Y Y Y ds
d = = -
- _45 (d8 x dF) - B[=]

dt J,
Lo spostamento infinitesimo del circuito individua un cilindro sbilenco: il lato e individuato
da dr, mentre i bordi delle basi sono il circuito y e y stesso, preso dopo lo spostamento

infinitesimo. Osserviamo che il prodotto vettoriale ds x dr ¢ ortogonale alla superficie
laterale 3, ed € in modulo I'elemento di area:

d§ x d¥ = d3 /i,
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Allora : : ;
=g § @) B G B, = o ®)

Abbiamo trovato che la forza elettromotrice € la variazione temporale del flusso tagliato,
ossia del flusso tramite la superficie laterale di questo cilindro. Se definiamo

dos q’ZQ(ﬁ) - qul(ﬁ)
—=:= lim
d¢ At—0 At

dove
m X e una superficie con bordo il circuito y prima dello spostamento.
m 3, e una superficie con bordo il circuito y dopo lo spostamento.
Poiché il cilindro e una superficie chiusa, per la legge di Gauss per il magnetismo

0 = ¢5(B) = @5, (B) - @5 (B) + 05, (B)

Esplicitiamo rispetto al flusso tagliato e dividiamo per I'intervallo di tempo At:

1 o 0B -0 B)
— o5, (B) = = L
At~ At
Passando al limite, si ha
d —>
& = —3;2=(B)
dove X & una superficie arbitraria che finisce sul circuito. O

In modi analoghi possiamo provare che la f.e.m. indotta dalla variazione di forma e di angolo
sono conseguenze soltanto della forza di Lorentz.

10.2 LEGGE DIINDUZIONE DI FARADAY

Abbiamo capito che il fatto che la forza elettromotrice prodotta da un campo magnetico
variabile nel tempo non e prevedibile dalle leggi di Maxwell gia note. Per poter descrivere i
fenomeni dipendenti dal tempo dobbiamo necessariamente correggerle; fra le equazione di
Mazxwell che possiamo correggere, la prima e proprio quella che avevamo chiamato senza
un ben preciso motivo legge di induzione di Faraday:

UxE=0
Se il nome vi & familiare, e proprio perché ¢ la stessa legge di cui abbiamo parlato fino ad

ora! La formulazione corretta di questa legge la possiamo dunque ricavare dalla legge
(sperimentale) di Faraday.

TEOREMA 10.2.1. - LEGGE DI INDUZIONE DI FARADAY.
Dato il campo elettrico E e quello magnetico B, presa una superficie 3. con bordo y = 93 si hanno le
sequenti relazioni:

m  Forma integrale:

Fy(ﬁ) -¢ E-ds= 4 fz (10.4)

o
=>
S
ISy
™M
Il
|
™M
=>
S
Q
™M
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m  Forma differenziale:

(10.5)

In altri termini, un campo magnetico variabile nel tempo é accompagnato da un campo elettrico non
conservativo variante nello spazio e potenzialmente anche nel tempo, e viceversa.

DiMmosTrAZIONE. Partiamo dalla legge di Faraday nota supponendo che B sia dipen-
dente anche dal tempo

d
€ =— @2(13) — ¢ E-dS§=—— B, ds

Qui abbiamo considerato il campo elettrico totale lungo il circuito, cioe la somma del
campo elettrostatico E e di quello elettromotore non conservativo E - ricordiamo che il
contributo lungo il circuito chiuso di ES e nullo. Ora, portando dentro all'integrale super-
ficiale la derivata temporale e applicando il teorema del rotore all’integrale curvilineo
otteniamo la forma integrale della legge di induzione magnetica di Faraday:

-

fz(ﬁxf})-ﬁndzz—fzg-ﬁndz

Poiché la relazione rimane invariata qualunque siano i campi EeBe qualunque sia la
superficie 3, vale I'identita tra le integrande. Abbiamo ottenuto cosi la forma differenziale
della legge di induzione magnetica di Faraday:

-

- = 3B
VxE=—-— O
ot

Requiem per il potenziale elettrostatico La conseguenza piu grande di questa equa-
zione di Maxwell corretta e che il campo elettrico non é piu conservativo - almeno in generale.
Ci chiediamo pero se sia comunque possibile esprimerlo in termini di opportuni campi
potenziali.

Dalla legge di Gauss per il magnetismo sappiamo che il campo magnetico e solenoidale e quindi
esiste localmente un campo potenziale vettoriale Atale per cui

-

ﬁ:VxA

Per la legge di induzione di Maxwell si ha

- -

- =, a - - - = aA
VXEI——:——(VXA) :VX(E—i——):O
at 1/4 at

Osserviamo che quest’ultima quantita, essendo irrotazionale e quindi conservativa, ammet-
te un campo potenziale scalare V tale che
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I1 campo elettrico e esprimibile quindi come

E=-2"_VV (10.6)

Come si puo notare, se siamo nel caso stazionario e il campo magnetico B non varia nel tempo,

allora anche A ¢ costante temporalmente e quindi si ritorna al caso del campo elettrico
conservativo - il fu campo elettrostatico.

10.3 AUTOFLUSSO, AUTOINDUZIONE EINDUTTANZA

Sappiamo che una spira y percorsa da una corrente di intensita / genera un campo magnetico
dato dalle legge di Biot-Savart:
= I [dsxu
B 'uO r
Ar r2

Tale campo produce un flusso non nullo attraverso la superficie stessa, detto autoflusso:

,uOIf ﬂg (dsxur) un

oB)= [ B-u (10.7)

Dalla legge di Faraday-Neumann-Lenz sappiamo inoltre che nella spira si generera una
f.e.m. &; e dunque un’altra corrente I”, il cui verso per la legge di Lenz é tale da opporsi al
cambio di corrente; in particolare, la corrente I” percorre la corrente nel verso opposto a I.
Questo fenomeno prende il nome di autoinduttanza:

- d_) A . o
d pol i 3g (dsx@,) @, (10.8)

d -
& =—7=B =g

Osserviamo che il doppio integrale superficiale-curvilineo dipende esclusivamente dalla
geometria della spira e rimane costante nel tempo. Come abbiamo fatto per il condensatore,
possiamo definire una quantita caratteristica dei circuiti chiusi che quantifica sia I'informa-
zione geometrica della spira sia, dal punto di vista della legge di Faraday, quella relativa
all'opposizione al cambiamento di corrente.

DEFINIZIONE 10.3.I. - INDUTTANZA.

L'induttanza di una spira y € la tendenza della spira ad opporsi ad un cambiamento nella
corrente che scorre in esso. Matematicamente, dipende solo dalla natura geometrica del
circuito ed é definita da

(10.9)

o [ [ (dSx@,) -1,
L= fz i;y—ﬂ ds.
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DEFINIZIONE 10.3.2. - AUTOFLUSSO.
L'autoflusso di una spira y percorsa da corrente I e di induttanza L ¢ il flusso del campo
magnetico generato dalla corrente tramite la superficie delimitata dalla spira stessa:

Oy(B) = LI (10.10)

La f.e.m. autoindotta si pud dunque esprimere come

d > d dl
gi = —d—tq)z(B) = _d_t (LI) = _Ld_t
dI
& = _LE (10.11)

ESEMPIO - SOLENOIDE INFINITO.

Supponiamo di avere un solenoide infinito, che nella pratica e un solenoide di lunghezza
d molto maggiore del suo raggio R in modo da escludere qualunque effetto di bordo. Il
campo magnetico € in modulo B = yyIn con n la densita lineare di spire. Se nel solenoide
cisono N spire, I'autoflusso e dato dalla somma degli autoflussi delle singole spire:

®y(B) = BN = zR2 - ygIn - nd = upIn2sd

L'induttanza e quindi

[ L = pugn?3d ] (10.12)

dove X é 'area di una spira del solenoide.

Unita di misura

UNITA DI MISURA.

INDUTTANZA: henry (H) o weber su ampere (Wb

Vs
T) o volt per secondo su ampere (T) 0

ohm per secondo (Qs).
@]

— 21-2|-2
T = ML*T =17~

Dimensioni: [L]

10.4 CIRCUITIRL

Torniamo in ambito elettrotecnico. Per poter aggiungere dell'induttanza ad un circuito si
puo far uso di un componente elettrico detto induttore.

DEFINIZIONE 10.4.1. - INDUTTORE.
Un induttore e un componente elettrico che implementa gli effetti di un induttanza
all'interno di un circuito, in modo da aumentare il flusso magnetico.

L
T —
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EsemMprI1o. Un classico esempio di induttore e che e 'origine del simbolo elettrico asso-
ciato agli induttore e il solenoide.

DEFINIZIONE 10.4.2. - CircuiTo RL.
Un circuito RL ¢ un circuito che presenta solo resistori e induttori.

R R
VR aF A VR aF
%t—__— &; %L %i_—__— &; %L
—.L P
t<0 t>0

Consideriamo il caso semplice di un circuito RL, dotato di un interruttore inizialmente
aperto, con un resistore e un induttore. Al tempo ¢ = 0 viene chiuso I'interruttore: poiché si
verifica la separazione di cariche da parte del generatore di f.e.m. , la corrente puo circolare
nel circuito e attraversa I'induttore, generando una forza elettromotrice autoindotta

dI

- L—

&i dt

che si oppone a quella & del generatore.

OssSERVAZIONE. Inizialmente, la corrente passa lentamente attraverso I'induttore:
come per la resistenza, I'induttanza funge da ostacolo alla corrente.

Dalla seconda legge di Kirchhoff, fissato come verso di percorrenza quello della corrente I,
la somma delled.d.p. e

g-l—%i—VR:O

& —Ld—I -RI=0
dt

Risolviamo questa equazione differenziale per descrivere la corrente I = I(¢) che attraversa
I'induttore.

dl &-RI
d L
Jl(t) a1 rdt
o &—-RI L),
1 I(2) t
——=log&—-RI| =-=t
R 0 L,
_11 &—-RIt) ¢t
R® & L
_Re
&—-RIt)=%e L
& _Rt &
I(t):ﬁ<1—e L):E<1—e_é) (10.13)
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AI(t)

| 37 Br 1

(10.14)

Essa & una costante dimensionalmente pari ad una quantita temporale e quindi nel SI si
misura in secondi:
L
[7] = —{R% =ML2T- 2172 M 121312 =T

La corrente dopo un tempo di carica infinito e

I, = % (10.15)

ossia a regime 'induttanza smette di fatto di opporsi al generatore e il circuito & equivalente
ad un circuito resistore classico.

Per un matematico questa situazione non si potrebbe mai realizzare; invece, per un fisico
questo si realizza - approssimando, neh! - per un tempo tra 37 = 3RC e 37 = 3RC. Infatti,
siha

1(37) = % (1 - e-3f/f) = 0,950 -

x| %} | K

1(57) = % (1- e’3f/f) - 0,993 -

i quali sono valori molto vicini al valore asintotico I, e che nella pratica possiamo assimilare
ad esso.
Per ottenere la f.e.m. autoindotta ci basta derivare I(¢) rispetto al tempo:

& =-L——=-&e L (10.16)
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el

€]

H ‘S.n-’-
3t 5¢ ¢

All'inizio &; si oppone fortemente al cambio di corrente e quindi al passaggio della stessa dato
che e pari alla f.e.m. del generatore &; in seguito diminuisce fino a tendere asintoticamente
a zero.

Potenze ed energia nel circuito RL Come il condensatore immagazzinava energia nel
campo elettrico, I'induttore lo immagazzina nel campo magnetico generato da esso.

Prima di determinare tale energia, parliamo delle potenze in gioco nel circuito. La potenza
erogata dal generatore e

2 t
Pe(®) = €I(t) = % (1 - e_%) (10.17)

mentre quella dissipata dalla resistenza e quella associata all'induttore sono

&2 _Re\2 i) &% _me il
PR() = RI?(H) = — <1—e L) PL() = &I) = ~LIH) 2 () = et (1—e L
(10.18)
Sinoti che essendo la d.d.p. ai capi del generatore e
dI
& =RI+ LE (10.19)
siha
gWI(t) = RI?(t) + LIL = Pg(t) = Pr(t) + Pr(t)
Sul lungo termine, I'energia prodotta dall 1nduttore complessivamente e
+00 +00 I(+00) I(+00)
It 1 1
Up = J‘ Pydt = I LI(t)#dt = j LIdI = =L1I = §LI°%
0 0 t 10) 10)
1 1 &2
_ 772 _-1%_
U = 2LI°<, 2LR2 (10.20)
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ESEMPIO - SOLENOIDE.
Se I'induttore é un solenoide, I'induttanza e

L= ,uOand
L'energia immagazzinata nel campo magnetico del solenoide e

1 1 B2
U = §y02n2d12 = §%Zd (10.21)

Osserviamo come 2d corrisponde al volume V occupato dal campo magnetico all'interno
del solenoide. Se definiamo la densita di energia magnetica per unita di volume

1 B2

—— 10.22
2 ug ( )

HB =

I'energiaimmagazzinata nell'induttore € questa densita moltiplicata per il volume V occupato
dal campo magnetico.

10.5 ENERGIA DEL CAMPO MAGNETICO

In generale, il campo magnetico immagazzina sempre dell’energia nel campo stesso. Tale
energia, in un certo volume V, e pari a

1 = 2
U:J updV = — J B[ dv (10.23)
\% 2uo Jy

dove ug ¢ la densita di energia magnetica, definita come nell’'equazione (10.22).

Confronto tra energia elettrica e magnetica

Caso elettrico ‘ Caso magnetico
Energia in un
conduttore induttore
. 9> qV _CV? LI?
cZoc=9 -5 | Y=y
Densita di energia
€ 1
HE = §OE2 HE = %BZ
Energia in un volume del campo
elettrico magnetico

_fo( go _ 1 ope
UE_2jVE dv UB_2MOJVB dv

Nel casoin cuiin un certo volume siano presentisia il campo elettrico, sia il campo magnetico,
le densita di energia si sommano punto per punto:

1 B2
= [enE2 + — 10.2
H 2(0 Mo) (10.24)
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L'energia complessiva sara quindi

1 5 B?
U= £0E + —dV = UE + UB (IO.ZS)
2 \Va Ho

10.6 LEGGE DELLA CIRCUITAZIONE DI MAXWELL-AMPERE

Nel Capitolo 9, sezione 9.1.3 a pag. 172, abbiamo osservato la non validita della legge di Ampere
in condizioni non stazionarie:

ry(ﬁ) = - B.ds= Ho fzj 0,d> = pol;n: (forma integrale)

UxB= IJOJ? (forma differenziale)

Infatti, applicando la divergenza ad entrambi i membri della forma differenziale di tale
legge ottenevamo che essa era consistente soltanto se la densita di corrente fosse stata solenoidale:

V-j=0

Tuttavia, se la densita di carica varia nel tempo tale condizione non e piu vera sulla base

dell’equazione di continuita

= a
75+2 -0
ot

La correzione della legge di Ampeére deve garantire la validita dell’equazione di continuita. Dalla
legge di Gauss per lelettricita sappiamo che

Derivando entrambi i membri temporalmente otteniamo

ap > ai}
— =gV — 10.26
o~ oV (10.26)
Ora, sostituendo (10.26) nell’equazione di continuita, vediamo che

> 2 - aﬁ - g aﬁ

V-J+egV- =V- J+SOE =0

Nel caso non stazionario, quello che &€ sempre un vettore solenoidale &

Introduciamo le seguenti definizioni.

DEFINIZIONE 10.6.I. - CORRENTE DI SPOSTAMENTO E DENSITA DI CORRENTE DI
SPOSTAMENTO.
La densita di corrente di spostamento ¢ la quantita vettoriale

R oE
Js =0 (10.27)
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L'intensita di corrente di spostamento e il suo flusso attraverso una superficie X:

-

oE a05(E)

Iszfzjs'ﬁnd2=£0 fzeog-ﬁndZ:eo o

(10.28)

Dimensionalmente parlando, queste due quantita hanno rispettivamente le stesse dimen-
sioni di una densita di corrente elettrica e un’intensita di corrente elettrica, come i nomi
giustamente suggeriscono. Non approfondiamo adesso la spiegazione fisica di cosa effettiva-
mente rappresentano - ma lo faremo tra poco; per ora torniamo alla legge di Ampere.
Posta questa nomenclatura, I'idea e di modificare la legge di Ampere sostituendo alla densita
di corrente.]?la densita di corrente totale

oE

Jiot =3 +tis =1+ ey (10.29)

Otteniamo quindi la

TEOREMA I10.6.1. - LEGGE DELLA CIRCUITAZIONE DI MAXWELL-AMPERE.
Dato il campo elettrico E e quello magnetico B, presa una superficie X con bordo y = 9% si hanno le
sequenti relazioni:

m  Forma integrale:

= = s = A d = .
r(®)=¢ B- ds = ug ( jz J-8,d3 +eo g jz E. undz) = (10.30)
1 005 (E)
= polint + = zt =puo +1I5)s (10.31)

m  Forma differenziale:

S 2 oE 2 2 2
VxB =g (J + 50—) = o (3 +3s) = Hodtot (10.32)

DimosTrAZIONE. Verifichiamo rapidamente che la riformulazione della legge di Am-
pere e consistente con I'equazione di continuita.
Applicando la divergenza ad entrambi i membri della (10.32), si ha

= - = = T - aﬁ
0=V-(V><B)=%V-J+%50V-E (10.33)

Sostituendo la (10.26), trovata precedentemente, dentro la (10.33) otteniamo I'equazione
di continuita come richiesto:

- >
.

V-j+—=0 O

[
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10.6.1 Interpretazione fisica della corrente di spostamento

Oltre ai motivi di natura matematica che abbiamo affrontato, la non validita della legge di
Ampere e la necessita di introdurre una “corrente di spostamento” si puo constatare anche
dal punto di vista fisico in diversi esperimenti, in cui notiamo una discrepanza tra i risultati
teorici previsti e quelli osservati.

Uno dei piu esemplificativi e quello del processo di carica di un condensatore per mezzo di un
circuito RC, di cui abbiamo parlato nel Capitolo 5, sezione 5.5.4, pag. 101.
Ricordiamo che, come detto nell’osservazione di pag. 102, all’interno del condensatore non
ci sono cariche e dunque neanche una corrente di conduzione, ma ai capi del condensatore
si ha virtualmente la stessa corrente per repulsione delle cariche. Consideriamo ora un
cilindro immaginario X coassiale al filo e calcoliamo l'intensita di corrente tramite esso in
due situazioni differenti:

m  Seil cilindro ¥ racchiude al suo interno entrambe le armature del condensatore, il

flusso netto € nullo.

z

Infatti, a patto di non avere variazioni troppo brusche della carica sulle piastre la
densita di carica j ¢ la stessa ad entrambi i capi e quindi “tutto cio che entra esce’.

dg R _
I—d—t—fz,]-undE—O

m  Seil cilindro X contiene soltanto una delle due armature - non e fondamentale quale -
il flusso di.]7 non € nullo perché c’¢ una carica entrante o uscente la superficie, ma essa
non e controbilanciata da altre cariche uscenti o entranti dal resto della superficie,
in quanto nello spazio tra le armature non passano particelle libere!

)y

Nel secondo caso, suddividiamo la superficie ¥ in due sottosuperfici ¥; di bordo comune 9X:
m X, elabasedel cilindro, che interseca il filo ma non lo spazio in mezzo alle armature.
m X, eilresto del cilindro, che interseca lo spazio in mezzo alle armature ma non il filo.
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Per la prima superﬁcie.]7 li esiste e quindi I'integrale non e nullo...
St =T=22
5, J-u,

... d’altro canto la seconda superficie, non incontrando il filo, non presenta alcuna corrente
e quindi
joa, =0
5 J-u,
Sappiamo inoltre che il filo percorso da corrente genera un campo magnetico B e il valore
della circuitazione di di esso lungo 9% non e nullo; per la legge di Ampere nella formulazione
elettrostatica ci porterebbe a dire che

szzl.]‘un: aEB'und:f&J'un:O

il che e decisamente assurdo. Inoltre, nel caso Considerato.]? non sarebbe solenoidale come
previsto invece dalla legge di Ampere.

Sembrerebbe dunque che oltre al campo magnetico dato dal filo percorso da corrente
ci sia un altro campo magnetico generato da qualcosa interno alle piastre; per la legge di
Biot-Savart, quel qualcosa dovrebbe essere una corrente... ma che sappiamo non esistere!
-+* Maxwell propone come ipotesi per risolvere questo impasse proprio quella di supporre
I'esistenza di una corrente fittizia

e di intensita

che scorre tra le piastre nella stessa direzione della corrente di conduzione j - come se spostasse
virtualmente le cariche da una piastra all’altra. Lungo 'intero circuito (spazio tra le armature
comprese) possiamo quindi considerare una densita di carica totale

jtot =J +js

dove j esiste solo lungo i fili e j esiste solo tra le armature del condensatore. Le considerazioni
matematiche precedenti ci hanno confermato che, almeno in linea teorica, sostituire nella

legge di Ampere a j il vettore j;,; garantisce I'’equazione di continuita e di avere una densita
di carica (totale) solenoidale.
Ripercorriamo il ragionamento precedente con la densita di carica totale, osservando che

per la prima superficie j;o; = j..-

lejtot U, = lej‘ﬁn =I= ar

... e per la seconda superficie j;,; = js, 0sservando che il campo elettrico generato dalle
cariche che stanno sulle armature e diverso da zero:

j e . ,[ i ,[ IE . 7
a, = 0, =€ — -0, =
ZthOt n ZZJ n 0 5, O n S
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Dato che j;,; € solenoidale, i due flussi ottenuti devono essere uguali.

I:f j'un:f Jtot "0y = B'und:f jtot'un:f Jsu, =1
2 2 o %o So

I=1I (10.34)

La corrente totale ha lo stesso valore lungo l'intero circuito: coincide con I nei cavi di collega-
mento e I all'interno del condensatore.

ATTENZIONE! Nonostante il nome suggestivo, con la corrente di spostamento non
avviene alcun moto fisico di cariche!

DiGRESSIONE. Frale equazionidi Maxwell, questa e 'ultima ad essere stata scoperta.
I1 contributo al campo magnetico fornito dalla variazione del campo elettrico e molto
piccolo a causa del fattore 1/c2; per questo motivo, fu ipotizzata prima dal punto di vista
teorico e solo successivamente comprovata empiricamente, quando lo sviluppo di strumenti
sufficientemente precisi permisero di misurare con certezza tale contributo.

10.7 EQUAZIONI DI MAXWELL DELL'ELETTROMAGNETISMO CLAS-

SICO
Nome Forma integrale Forma
8 differenziale
Legge di Gauss o > Qint 1 SRoL
per 'elettricita Cav(E) = LV E-u,d> = €9 €0 VpdV €9
Legge di Gauss . .
per il magneti- D5/(B) = LVB 1,dZ =0 7.B=0
smo
Legge dell'in- r,(E)= § E.ds= N
duzione di 0% 2 5> o B
Farad -3 (Bayds- faB i, d5 VxE=—
araday =g B WmdE=— ) — e,
r,(B)=¢ B-ds=
Legge della ax d a o > oE
circuitazione _ R . _ | VxB=ypgliteo—
=u j-u,dX+eg— | E-u d2>_ ot
di Ampeére- 0 (JZ " . 0ds jz " (_) \ ) 5
Maxwell 1 095(E) = Ho |\J +1s) = HOdtot
= Holins + 0—2%7 = o (L + 1)

In assenza di sorgenti3 di campi elettrici, rappresentate dalla densita di carica p, e di campi
magnetici, rappresentate dalla densita di corrente j, allora

3In diversi testi tale condizione viene detta “nel vuoto” e le relative equazioni di Maxwell “equazioni di
Mazxwell nel vuoto”. Tale nomenclatura non deve trarre in inganno: sebbene tali equazioni siano valide nel vuoto
inteso come assenza di materia, non sono corrette se sono presenti sorgenti. Per evitare ulteriori confusioni, in
questo testo non utilizzeremo tale nomenclatura fuorviante.
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Nome Forma integrale diﬂ‘i(::::iale
mor SRR SRS S
Legge di Gauss
per il magneti- q)aV(E) = faVﬁ ,dx =0 V-B= 0
smo

Legge dell'in- ry(E)=3€ E.ds=

duzione di d az_) A 9B ) IxE = _E
Faraday =% 2B ‘U, dY = - — -, dX ot
Legge della | ) § B.g5- L9 (B a,d- .
circuitazione o5 c2dtJs W o 1 oE -
di  Ampére-|  1305(E) VB =55 = Hols
Maxwell 2 a ofs

Maxwell... é tutto quello che c’e Abbiamo finalmente ottenuto le equazioni di Maxwell.
In realta, non dobbiamo pensare che le equazioni di Maxwell siano una conseguenza di tutti
irisultati e gli esperimenti visti fin'ora, ma semmai il contrario: sono le equazioni di Maxwell
ad essere quelle fondamentali!
Da esse possiamo quindi ricavare tutte le leggi viste in precedenza, come ad esempio:

m  Equazione di continuita.

- 7 ap
V-i+—=0 .
i+~ (10.35)
m Forza di Lorentz.
F=gq (E +V X B) (10.36)
m Densita di energia nei campi.
1 B?
2
u=—=\egE*+— 10.37
5 ( 0 Mo) (10.37)

Volendo, si poteva trattare I'elettromagnetismo enunciando le equazioni di Maxwell e solo
successivamente declinare i risultati particolari da quelle; in questo testo si & deciso di fare
'esatto opposto per seguire grossomodo I'approccio storico alla faccenda.

10.7.1 Invarianza di gauge nell’elettromagnetismo

Sappiamo, dalla legge di Gauss del magnetismo che B e solenoidale, dunque esiste un campo
potenziale vettoriale A tale che

B=VxA
Abbiamo inoltre visto come E & conservativo nel caso stazionario, mentre in generale non lo
€; in ogni caso, esiste un campo potenziale scalare V tale che
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In particolare, se B dipende dal tempo, allora anche il vettore potenziale Ae sempre definito
a meno di gradiente. in termini di classi di equivalenza, A ¢ il rappresentante della classe [A]
data dalla relazione

A~A+§(p dovep : R* —3 R

Tuttavia, ¢ puo dipendere anche dal tempo. Una conseguenza di cio € che la formulazione
del campo elettrico in termini dei campi potenziali non sarebbe consistente con quella del
campo elettrostatico, dato che

. A L -
B2 5% gy
a ot

Per ovviare a cio ricordiamo che il potenziale & definito a meno di costante. Pertanto, ci basta
ridefinire la relazione di equivalenza che definisce la classe di equivalenza [V], in modo che

0
V~V—§ dove ¢ : RY — 3 R

Quindi, i campi potenziali dei campi elettrici e magnetici sono rappresentanti delle classi di
equivalenza [V]e [A] dati dalle relazioni

o - e
v-v-2 A-~A+7gp
ot
dovep : R* — R & una funzione delle tre coordinate spaziali (x,y,2) e del tempo £. In
questo modo abbiamo generalizzato al caso non stazionario I'invarianza di gauge osservata
per i campi elettromagnetostatica nel ??, sezione 9.2.1.

Consideriamo dei campi potenziali AeVtali per cui

- > 19
D::V-A+—X¢0
c2 ot

Possiamo operare una operare una scelta di gauge: imponiamo che la trasformazione di
gauge descritta dal campo scalare ¢, ossia

a
A A =A+7¢ VHVf:V_%’

sia tale che

G 1oV’
V-A +c—2? =0 (1038)

La condizione per la scelta di ¢ si ottiene sostituendo le trasformazioni dei campi potenziali
all'interno della (10.38):

oo 1oV 1%
VA - V2 + —— + —— =
¢+c2 ot +c2 o2
1 02¢ 9
C_Zﬁ -V d):D (1039)

Se utilizziamo l'operatore di D’alambert4, 'equazione che descrive ¢ in modo da garantire

la scelta di gauge precedente e
‘ O¢ =D (10.40)

4Nelle “XXX”, a pag. 274 € possibile trovare maggiori informazioni su tale operatore.
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Equazioni del moto delladinamicaclassica Fattalasceltadigauge,vogliamo oratrovare
delle relazioni tra i campi potenziali e le sorgenti dei campi elettromagnetici. Ricordiamo
che
2. aA -
E=—-—-VV

ot

>l

B =Vx
Per proprieta delle derivate seconde degli operatori differenziali, vale la relazione
ﬁxﬁzﬁx(ﬁxg):§(§-g)—v2g (10.41)
Sostituendo la (10.41) nella legge di circuitazione di Ampere:

. 10E .

> [ - - 1 a aA - >
2 s

-> [ > > ]_ 1 2 - -
v(v.A+—ﬂ/> + (—a——v2)A=M0j

c2 ot c2 a2
—
=0 per la scelta di gauge =0
OA = upj (10.42)

Per trovare la relazione del campo potenziale V, partiamo calcolando la divergenza del
campo elettrico con la legge di Gauss:

i:g.ﬁzg.(_"é_w):_i(ﬁ.ﬁ)—vzv
ot

otteniamo

(10.43)

(10.44)




CAPITOLO 1 1

OSCILLAZIONI ELETTRICHE E
CORRENTI ALTERNATE

“Fantasticare con la corrente alternata é solo una perdita di tempo. Nessuno la usera, mai.”

THoMAS ALVA EDISON, lievemente passivo-aggressivo nei confronti del rivale George Westinghouse.

TORICAMENTE PARLANDO, la prima forma di elettricita utilizzata era la corrente conti-
S nua (DC); ad esempio, la batteria di Volta, come quasi tutte le batterie odierne d’altronde,
producono una corrente costante nel tempo. Tuttavia, la parte dell’energia elettrica utilizzata
nel mondo odierno viene prodotta da generatori a corrente alternata (AC), ossia corrente la cui
intensita varia nel tempo.

In questo Capitolo non ci addentreremo nelle applicazioni ingegneristiche di questa
formidabile forma di corrente, ma daremo uno sguardo piu fisico ed elettrotecnico ad essa.
Partiremo dal classico modello fisico di produzione della corrente alternata, nella forma
dei circuiti RLC. Successivamente, parleremo di come convertire I'energia meccanica in
energia elettrica usando gli elettrogeneratori e come poter fare il viceversa per mezzo di
motori. Infine, analizzeremo attraverso il metodo simbolico tanti tipi diversi di circuiti
dotati di un generatore di corrente alternata.

11.1 CIRCUITI RLC

OssERVAZIONE. Sia peril circuito RC, sia per il circuito RL, I'equazione che descrive la
corrente nel processo di scarica € un'equazione differenziale lineare a coefficienti costanti

della forma
dI

d_t =
dove % dipende dalla componente del circuito:

—kI

m Seil circuito e RC, allora k =

m Seil circuito e RL, allora k =

&~ :ua i

205
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La soluzione generale e
I(t) = Ae %t (1L.1)

dove A é determinata dalla condizione iniziale. Si osservi che, in entrambi i casi, la
costante k e I'inverso del tempo caratteristico del circuito

T= (11.2)

1
3

e quindi € dimensionalmente una frequenza.

DEFINIZIONE II.ILI. - CircuiTO RLC.
Un circuito RLC e un circuito che presenta resistori, induttori e condensatori.
R R
- VR 12— VR
C__—_ Ve & %L C__—_ Ve & %L
+ - + —
L o z ; &
t<0 £>0

La peculiarita di un circuito RLC é che puo funzionare da solo senza la presenza di un generatore!

Consideriamo il caso semplice di un circuito RLC in serie, dotato di un interruttore inizialmen-
te aperto, un resistore, un induttore e un condensatore carico. Al tempo ¢ = 0 viene chiuso
I'interruttore: la differenza di potenziale ai capi del conduttore permette a della corren-
te di percorrere il circuito e attraversare I'induttore, generando una forza elettromotrice

autoindotta

dI
& =-L—
' dt
che si opposte a quella V> del condensatore. Inoltre la corrente, attraversando il resistore,
genera un calo di potenziale. Dalla seconda legge di Kirchhoff, fissato come verso di percorrenza

quello della corrente I,1a somma delle d.d.p. e

VC+VL_VR:0

q ,d _
c _LQ -RI=0
Derivando rispetto a ¢, noto chel = —i—z, si ha
I d%1 _dI
C Ta2? Tdt
d2I JRA T
d2 Ldt C

Se nei processi di scarica dei circuiti RC e RL la corrente si otteneva come soluzione di un
equazione differenziale del prim'ordine, la corrente che scorre nel circuito RLC in serie
e invece la soluzione di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine. Se denotiamo i
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coefficienti costanti dell’equazione differenziali

r=op wq = (11.3)

3~
Q

detti rispettivamente coefficiente di smorzamento e pulsazione propria, la legge (11.1) si
scrive come

d2I
@ r Zyd—t ar G)OI =0 (II.4)

Si tratta della stessa equazione dell’oscillatore armonico smorzato.

La soluzione generale Lasoluzione generale della (11.4) e
I(t) = Ae %1t 4 Be~ A2t (11.5)

conA, B costanti determinate dalle condizioniiniziali, mentre A1 5 le soluzionidell’equazione
caratteristica

A2 4+ 2A+ a)% =0 (11.6)
ossia
A12 = —Yi\/yz —CO% (11.7)

A seconda del valore del discriminante A = y2 — a)g ci riconduciamo a tre andamenti

temporali differenti per la corrente.

L
m Smorzamento forte. A > 0, ossia y2 > a)g e quindiR2 > 46'

La corrente ha un andamento esponenziale decrescente:

1) = et (Ae”‘Wz“"g ; Be_t\/yz_wg) (11.8)

con A, B costanti determinate dalle condizioni iniziali.

L
m Smorzamento critico. A = 0, ossia y2 = a)g e quindiR2 = 46.
La corrente ha un andamento esponenziale decrescente:
[ I(t) =e 7 (A + Bt) (11.9)
con A, B costanti determinate dalle condizioni iniziali.
L
m  Smorzamento debole. A < 0, ossia y2 < a)% e quindiR2 < 46.
La corrente ha un andamento oscillante smorzato:
It) =De " sin(wt +¢)  dove =03 —y2 (11.10)

con D, ¢ costanti determinate dalle condizioni iniziali.
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DEFINIZIONE II.I.2. - RESISTENZA CRITICA.

La resistenza critica ¢ la resistenza massima sopra la quale un circuito RLC sarebbe
criticamente smorzato.

L

(11.11)

A\I(t)‘\

o

'
g
e
d
P -
-~ -e
4

In tuttiitreicasiil passaggio di corrente & dunque soltanto temporaneo, dato che il fattore di
smorzamento e~"* & prevalente.
1L Circuiti LC

DEFINIZIONE II1.1.3. - CircuiToO LC.

Un circuito LC ¢ un circuito che presenta solo induttori e condensatori.

— + IA_ I
C—— Vo & %L C—— Vo & %L
e A —
t<0 t>0

Sebbene sia una situazione praticamente soltanto teorica (é sostanzialmente impossibile

realizzare un circuito di resistenza R nulla!), anche un circuito LC puo funzionare senza la
presenza di un generatore. Dalla seconda legge di Kirchhoff avremmo che

VC+VL:O



11.1. CIRCUITI RLC 209

q al
E—Ld—t—o

L'equazione differenziale che descrive la corrente e

21
e +wol =0 (1r.12)

dove @ ¢ la frequenza caratteristica definita precedentemente. In questo caso particolare
ci siamo ricondotti all'equazione di un oscillatore armonico non smorzato, la cui soluzione &

I(t) = Asin(wgt + @) (11.13)

La differenza di potenziale ai capi del condensatore ¢ la stessa di quella ai capit della indut-
tanza; si ricava facilmente dalla legge di Kirchhoff che essa & L volte la derivata temporale
della corrente:

Vc(t) = VL(t) = ALCOO COS(a)()t + ¢)

Determiniamo le costanti di contesto. Sappiamo che la corrente inizia a scorrere soltanto
alla chiusura dell’interruttore al tempo ¢ = 0, mentre la d.d.p. ai capi del condensatore

denotiamola come Vj = %. Allora

0 =1(0) = Asin(wg0 + ¢) =Asin(¢p) = ¢ =0

V
Vo = V(0) = ALwg cos(wg0 + ¢) = ALwg cos(¢p) =ALwy — A = I%
0
Le equazioni diventano dunque
Vo .
It) = Tog sin(wqt) (11.14)
Vc(t) = VL(t) = VO COS(CU()t) (II.IS)

Corrente continua e alternata Fino ad ora avevamo incontrato circuiti dotati di gene-
ratori che chiamiamo a corrente continua: come le batterie o altri di natura elettrochimica,
essi producono una corrente potenzialmente variabile nel tempo, ma che non cambia mai
direzione nel conduttore.

DEFINIZIONE ILI.4. - CORRENTE CONTINUA.
La corrente elettrica € detta continua (DC) se la sua direzione e costante; la sua intensita
puo essere anch’essa costante oppure puo variare d’intensita nel tempo.

Con il circuito LC siamo di fronte ad una situazione nuova: la d.d.p. del circuito e la corrente
non solo variano nel tempo, ma hanno un comportamento sinusoidale. Chiamiamo tale tipo
di corrente alternata.

In Fisica, parliamo di grandezze alternate se sono periodiche e hanno un valor medio nullo
in un periodo; nell'uso comune il termine e riservato soltanto alle variazioni sinusoida-
li.
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DEFINIZIONE ILIS. - CORRENTE ALTERNATA.
La corrente elettrica e detta alternata (AC) se € una grandezza alternata: il valor medio
della corrente € nullo e varia intensita e direzione periodicamente.

L'andamento periodico Sia 7'il periodo dell'oscillazione; cosa succede nel circuito in tale
periodo?
m La corrente parte nulla, mentre la d.d.p. ai capi del condensatore ¢ massima

It=0)=0
Vot =0) =V,

m  Man mano che il condensatore si scarica, 1a corrente aumenta fino a raggiungere il
valore massimo e la d.d.p. ad annullarsi. Allo stesso tempo la variazione di corrente
induce sial'induttore a produrre una corrente diverso opposto, siaad immagazzinare
energia magnetica. Ad un quarto del periodo il condensatore & scarico, mentre
I'induttore € completamente carico.

T
I(t = Z) =Imax

T
VC<t:Z):O

m  Superatot = 7/4,il condensatore inizia a ricaricarsi e la d.d.p. ai capi del condensato-
re si inverte di segno. Dopo mezzo periodo, il condensatore € tornato carico mentre
I'induttore non ha piu energia; in particolare, la corrente e di nuovonullaelad.d.p. e

massima, ma di segno opposto.
T
I(t = 5) = 0

T
VC (t = E) = —VO

m  Superatot = T/2, riparte il processo di scarica del condensatore e di carica dell'in-
duttore; questa volta, la corrente percorre il verso opposto di quello di partenza e
incrementa la sua intensita fino a raggiungere il massimo negativo a tre quarti del
periodo. La d.d.p. decresce fino ad annullarsi.

3
I(t = ZT) = Tun

3
VC<t:ZT>:O

m  Nell'ultimo quarto di periodo il condensatore si carica, I'induttore si scarica e la
situazione torna quella di partenza.

Da quanto osservato, possiamo affermare che I e V> sono in quadratura di fase: quando la
corrente € massima V- & nulla e viceversa.
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A
Ve(?) VO\
i |
0 ' !
T t

N

Energia del circuito RLC Si puo notare che I'andamento della corrente e della differenza
di potenziale comporta un’oscillazione tra I'energia del campo elettrico,immagazzinata nel
condensatore...

CVE@®)

Uc®) = 5

... e I'energia del campo magnetico, immagazzinata nell’induttore.

LI%(t)

Ur®) = 3

Sono anch’esse in quadratura di fase! Quando la corrente € massima (e la d.d.p. nulla) I'ener-
gia del circuito e soltanto magnetica (perché quella elettrica e zero) e viceversa. In ogni
caso, per conservazione dellenergia, I'energia totale e quella del condensatore alla chiusura
dell'interrutore a ¢ = 0 o a quella dell'induttore a meta periodo:

CVZ(@#) LI®? 1 1
= 2C = ZQCV(%ZELI(% (11.16)

11.2 ELETTROGENERATORI

DEFINIZIONE II.2.I. - ELETTROGENERATORE.
Un elettrogeneratore ¢ un dispositivo elettrotecnico che converte energia meccanica in
energia elettrica.

11.2.1  Spira mobile

Un esempio facile - ma di scarsa rilevanza pratica - di elettrogeneratore € quello di una spira
mobile. Consideriamo un circuito a forma di U aperto e di altezza i, come in figura.
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(1) B ___g
h R o i °
0 i A=x(t) @,

Esso ¢ fisso e immerso in un campo magnetico B uniforme e perpendicolare ad esso. Sui
rami laterali, nel punto x e posto una sbarra conduttrice rigida di lunghezza h; essa ¢ libera di
muoversi lungo i rami - la posizione e x = x(¢). Il circuito assieme alla sbarra formano una
spira chiusa 3.

Inizialmente nel circuito non e presente una corrente, ma appena muoviamo la sbarra con
velocita v, dovuta ad un’azione esterna, I'area 3. della spira cambia e di conseguenza cambia
il flusso del campo magnetico attraverso di essa. Dalla legge di Faraday-Neumann-Lenz la
f.e.m. indotta e

dos(B)
T
Poiché I'area della spira &
() = ha(t)

il flusso e, data la perpendicolarita del campo magnetico alla spira, pari a
®5(B) = B3(t) = Bhx(t)

La variazione della posizione x(¢) nel tempo & la velocita v con cui viene sposta la spira,
pertanto
dx@) dx(?)

_ des(B) _
i=— g - Bq = Bh—g =Bw

[ & = —Bhy ] (1.17)

OsseRVAZIONE. Come abbiamo affermato nel Capitolo 10, sezione 10.1, pag. 187, la
creazione di una f.e.m. indotta in questo caso (deformazione di una spira) si poteva anche
ricavare nota la sola forza di Lorentz.

Muovendo la filo, le cariche libere in esso si muovono solidali alla sbarra e quindi subisco-

no una forza di Lorentz
FL = e\7 X B

e di conseguenza generano un campo elettrico indotto
La f.e.m. indotta si ricava dalla definizione di forza elettromotrice come circuitazione:

L Ao B
%i=§l;Ei~ds=fBEi-ds=—viAds=—Bhv
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Supponendo che la parte fissa abbia una resistenza R, dalla legge di Ohm la corrente che
circola nel circuito e

=24 _ 27 (11.18)

OsSSERVAZIONE. La corrente indotta, per la legge di Lenz, deve opporsi al cambio di
flusso. Per determinare il verso, possiamo operare diversi metodi, tra cui:
m  Dato che la corrente indotta percorrendo la sbarra genera una forza di Laplace
FB’ il verso della corrente deve essere tale che F ' si oppone al moto.
n Dato che la corrente indotta percorrendo la spira chiusa genera un | cCampo magne-
tico BL, il verso della corrente deve essere tale che B sioppone a B.

Applicandoli entrambi al caso in questione, la corrente dovra percorrere la spira in senso
orario.

Attrito elettromagnetico Purtroppo, il moto della spira mobile non & privo di attriti.
Infatti, il filo percorso dalla corrente autoindotta e soggetto, per la seconda legge di Laplace, ad
una forza di attrito elettromagnetico

S A h2B2
Fp :IfB d§ B = ~IBhiy, = ———v
5 h2B2
Fp=- 7 v (11.19)

che, naturalmente, si oppone al moto.

OssSERVAZIONE. La forza di attrito assume la forma di un attrito viscoso, in quanto e
proporzionale alla velocita.

Per mantenere una velocita costante v dobbiamo applicare alla sbarra una forza esterna uguale
e contraria a quella dell’attrito elettromagnetico.

Fext = _FB

E necessario compiere un lavoro per mantenere tale equilibrio o, in altri termini, devo produr-
re un'opportuna potenza meccanica da sopperire alla potenza elettrica dissipata dalla resistenza
per avere la corrente elettrica nel circuito. Nel caso della spira mobile, essa e

= _ h2B%
VTR

=I°R (11.20)

11.2.2  Disco di Barlow

Come generatore, la spira mobile non e particolarmente funzionale: per continuare a pro-
durre corrente dovrei avere delle rotaie infinite su cui far scorrere la sbarra. Per produrre una
corrente € nettamente piu efficace ricorrere a sistemi che utilizzano energia meccanica di
natura rotazionale; 1a ruota di Barlow o disco di Barlow € uno dei primi. Esso consiste in
un disco di materiale conduttore che ruota attorno al suo asse con velocita angolare costante
w, dovuta ad un’azione esterna.



214 CAPITOLO 11. OSCILLAZIONIELETTRICHE E CORRENTI ALTERNATE

PICR
e« Mz o o
[ J er [
§R ° B ° .B

NA

OsSSERVAZIONE. Ilvettore velocita angolare @ € perpendicolare al disco e il verso ¢ dato
da una variante della regola della mano destra: curvando le dita della mano in modo che le
dita della mano seguano la direzione di rotazione - oraria o antioraria - il pollice retto
punta nel verso di @.

I1 disco e perpendicolare ad un campo magnetico B uniforme uscente dal piano a cui ap-
partiene. Sia I'asse (punto A), sia la superficie del disco (punto B) sono a contatto di due
elementi striscianti collegati ad un elemento di resistenza R - di fatto rendendo il sistema
complessivo funzionalmente una spira. La variazione della velocita del disco va a creare una
variazione del flusso del campo magnetico e dunque una d.d.p. indotta ai capi A e B del cir-
cuito. Ricordiamo che possiamo descrivere la posizione di un punto sul disco in coordinate
polari
r = (r cos @, r sin @)

dove r ¢ la distanza dall’asse e ¢ I'angolo di rotazione rispetto all’asse x di un sistema di
riferimento cartesiano opportunamente scelto. La velocita di tale punto e data da

L dr
V=—=

d
= (Fcos@ — @rsine,7sin @ + @rcos @) =
=7 (cos @,sin @) + ¢r (—sin @, cos @) =
=i, + gru,,
Se consideriamo una carica libera nel disco a distanza r dall’asse, essa ruota solidale con il

disco alla stessa velocita angolare @ e si muove dunque su traiettorie circolari; poiché non
varia il raggior, si ha 7 = 0 e la velocita subita e soltanto una tangenziale e non radiale.

A do . .
V—(pru(p—aru(p—wru(p

Il campo elettrico indotto a distanza r dall’asse € quindi

— N — d n - R — n
Ei:va:d—?ru(pr:a)ru(pr:—a)rBur

Allora la forza elettromotrice ¢, dalla definizione come circuitazione,

B L A . . a 1
&; = fA E; -ds = jB wr’Bu,. -ds = wB fo r'dr’ = Ea)Boz2
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1
& = §coBa2 (11.21)
dove a e il raggio del disco; la corrente e
%  wBa?
==L = I1.22
R 2R ( )
Attrito elettromagnetico torcente Sull’elemento radiale infinitesimo! ds = —dst,. a

distanza ¥ = s01,- dal centro, percorso da corrente I, agisce una forza (infinitesima) di Laplace

wBa? . - wB%a? | wB2a?2 |
oR ds xB = Tdsur X, = —Tdsu(p

che, rispetto all’asse, ha momento (infinitesimo)

dFp =Id$xB =

- L = wB2a2 | | wB2q? . wB2q?2 . B2q2 .
dMpg =rxdFp = —Tdsrxu(p = —Tsdsurxuq, =-—p S dsu, = —Wsdsw
Il disco & soggetto dunque ad un momento magnetico ortogonale e opposto a @:

N A A L= B2a42 ra B2g4
MB=deMB=IjBrx(dst):—2; Osdsa=—4gcs
- IBa?,  BZ%a*
B = Tuz = W(J) (11.23)

Questo momento risulta essere un attrito torcente che si oppone alla velocita angolare. Per
mantenere @ costante bisogna applicare al disco un momento esterno uguale e contrario a
questo attrito elettromagnetico torcente.

—

Mext = _MB

La potenza meccanica per mantenere 1'equilibrio e sopperire alla potenza elettrica dissipata dalla
resistenza e

. . B2q%0?
P= Mext W = T = I2R (11.24)

11.2.3  Generatori di corrente alternata

Consideriamo una spira piana immersa in un campo magnetico B uniforme. La spira ruota
con velocita angolare w uniforme attorno al suo asse verticale in senso orario; pertanto, il
flusso del campo magnetico tramite essa varia e, per la legge di Faraday-Neumann-Lenz,
varia anche la f.e.m. indotta: R

doy(B)

AT

111 segno & scelto positivo in quanto l'orientazione di ds segue quello della corrente I, ossia concorde al
versore radiale dal centro del disco.
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La variazione di flusso dipende dall’angolo a tra B e la normale alla spira:

-

cosa=B-u,
Poiché la spira ruota con velocita angolare uniforme, significa che
at) = wt + ¢
dove ¢ dipende dalle condizioni iniziali. Si ha
®5(B) = B-1,,3 = =B cos(wt + ¢)

da cui segue

dos(B)
dt

&) = = YBw sin(wt + ¢) (11.25)

Notiamo che la f.e.m. varia sinusoidalmente nel tempo, con valore massimo assunto

Emax = 2Bw ] (11.26)
Ag(t)
Epp=2Bw}t------
|
]
]
0 ! -
T T t
4 2
La corrente elettrica che scorre nel circuito &
>B
I(t) = Ra) sin(wt + ¢) (11.27)

e, come la f.e.m. che la genera, varia sinusoidalmente nel tempo, con valore massimo

>Bow

Lyox = = (11.28)
M(2)
_2Bow|_______
Imax— R :
0 :

N

S

o
N

N
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La corrente elettrica risulta cambiare verso periodicamente ed & quindi una corrente alternata.
Anche la potenza elettrica varia periodicamente nel tempo, rimanendo pero per ovvi motivi
sempre una quantita positiva:

&2 B252,2 )
Pi)=&,1= fl = T(o sin®(wt) =M - & = Mw (11.29)

dove M(t) e il momento magnetico della spira. Il valore massimo e

82, B%5%u?

Pmax = gmaxlmax = R R (11'30)
A&(t)
p 2B** |
max R 1 \
P _Pmaxr___ ____:___ e ___:____
m— 2 : : ,l
0 ! ! N
T T 3 t
4 2 4T

Potenza e f.e.m. efficace Nella pratica, tuttavia, il periodo dell’elettrogeneratore e tal-
mente breve che i valori della potenza e della f.e.m. oscillano cosi furiosamente da rendere
impraticabile uno studio dei loro valori al variare del tempo. Ci interessa quindi approssi-
mare un generatore AC ad uno a corrente continua sostanzialmente equivalente. Dato che
lo scopo principale dei generatori € quello di convertire un energia meccanica in energia
elettrica, possiamo cercare un elettrogeneratore DC che produca una potenza uguale a quella
che, mediamente, il generatore AC produce. Tale potenza elettrica deve valere

Py = | PO)dt=—% sin? wtdt = = = (11.31)

1(f B25202 (! B2520% P, €24
T ), 2R 2 2R

0

Il generatore DC sostitutivo deve quindi produrre una f.e.m. &,¢f, detta forza elettromotri-
ce efficace, tale per cui

%2
Py, = ;ff (11.32)
ossia 5
%max — geff
2R R
&
Eopf = 7%” (11.33)
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11.3 MOTORI

DEFINIZIONE IL3.I. - MOTORE.
Un motore e un dispositivo elettrotecnico che converte energia elettrica in energia meccanica.

11.3.1 Spira mobile

Consideriamo una spira simile a quella di pag. 211, ma invece di immergerla in un campo
magnetico supponiamo di porre nel circuito un generatore di f.e.m. &, dotato di una resi-
stenza non trascurabile R: esso genera una corrente che circola nella spira e, in particolare,
sulla sbarra scorrevole.

X B
L] ° L] B
h =i 80 L] L4 I
U A=(t) &,

Per la seconda legge di Laplace, su di essa agisce una forza
, B\ - .
Fg = I(fA ds) x B = IBhi,

che fa spostare la barra con una velocita v(¢). Poiché essa si muove, il flusso del campo
magnetico tramite la superficie varia e produce per la legge di Faraday-Neumann-Lenz una
f.e.m. indotta nella spira che, come gia visto, € paria

gi = —UhB

e si contrappone a &;. Siamo dunque in presenza di un fenomeno di autoinduzione: nella
spira circola complessivamente una corrente

_ %O—Cgi _ gO—UhB

1= 20 - (1134)

Supponiamo inoltre che sia presente una forza F,,,,;, opposta al moto v, rappresentante ad
esempio un corpo da trainare attaccato all’asta. La forza complessiva sulla sbarra e

IR o A &o — vhB .
F=Fg-F,,, = (IhB-F,,,)0, = <°Th3 - Opp>ux

OsseRVAZIONE. Nella forza indotta f*‘i e presente una componente resistiva simile
all’attrito elettrostatico:

AR

- h2B2
F,=- v

Dalla legge di Newton abbiamo che

> R dv
F—ma—ma
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(gO_vhBhB—F

) dv
R opp) U, =m—uy

dt

Da cui, riordinando i termini, otteniamo un’equazione differenziale ordinaria

a mRv+< m _mR)_O

la cui soluzione e

@ RF _n2B2
v(t) = (% - hQZgj) (1 —e mR t) (11.35)
“v(t)
_ ﬁ_RFOPP ______________________________________
Y~ hB h’B? 7 g
0 l L
| 3t 5c ¢

L'andamento temporale della velocita e dettato dal tempo caratteristico:

3 mR
T B2p2

(11.36)

Essa € una costante dimensionalmente pari ad una quantita temporale e quindi nel SI si
misura in secondi:

R
7] = —[mZ] [ ]2 =M-ML2T-3172. M 212T4. L2 =T
[B]” [A]
La velocita della sbarra dopo un tempo infinito (ossia a regime) e costante e la forza applicata &
nulla in quanto Fg = F,,,,; tale velocita ¢ paria
&, RF
Vo = 2 — PP (11.37)
hB h2B2
da cui segue che la f.e.m., la corrente e la potenza di regime sono
RFopp
& =-8p+ 7B (11.38)
FOPP
I, = W B (11.39)
Py =RIZ + F o000 (11.40)

Il primo termine della potenza di regime & la potenza dissipata dalla resistenza, mentre il

secondo ¢ la potenza meccanica necessaria a vincere la forza resistente F,,, .
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11.3.2  #*Disco di Barlow

In modo analogo a quanto visto con la spira mobile, consideriamo un disco di Barlow di
raggio r in cui al posto del resistore € posto un generatore di f.e.m. & che deve vincere un

momento meccanico esterno M che puo rappresentare ad esempio una fune che sostiene

opp>
una massa.
(00
e
[ [ [ [
[ J [
o NLM,,e
— %
[ J A [ J
[ I' [
B
1 ° —

I

Sull’elemento radiale infinitesimo? ds = —ds1,- a distanza ¥ = s11,- dal centro, percorso da
corrente I, agisce una forza (infinitesima) di Laplace

dFp = 1d§ x B = —IBdsu, x &, = IBdsa,
che, rispetto all’asse, ha momento (infinitesimo)
dMp, = ¥ xdFp = If x (d§ x B) = IBds¥ x 0, = IBsdsi, x &, = IBsdst,

I1disco e soggetto dunque ad un momento magnetico ortogonale

. A A o IBa?
MszB dMB:IjBrx(dst)zzBf:sdsﬁzz 2“ i,
. IBa?2
Mg = 2a u, (11.41)

che fa ruotare il disco con velocita angolare (vettoriale) @ parallela e concorde a lVIB. Sipuo
mostrare in modo assolutamente analogo a quanto fatto a pag. 214 che tale rotazione, per la
legge di Faraday-Neumann-Lenz produce una f.e.m. indotta

1
gi = EC()BG/2

tale per cui nel sistema circola una corrente complessiva

. € - Eo- %coBa2

R R

2]l segno & scelto negativo in quanto l'orientazione di ds segue quello della corrente I, ossia concor al versore
radiale dal centro del disco.
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Dal teorema del momento angolare otteniamo ’equazione differenziale ordinaria che descrive il

moto: 9
dw IBr
ar =Mp~Morp—5—
con I il momento di inerzia del disco rispetto all’asse di rotazione.
L'andamento temporale della velocita e dettato dal tempo caratteristico:

-M opp

(11.42)

che, come tutti i tempi caratteristici visti finora, si vede essere dimensionalmente (poco)
sorprendentemente pari ad una quantita temporale - quindi nel SI si misura in secondi.
Lavelocita angolare della sbarra dopo un tempo infinito (ossia a regime) e costante e il momento
complessivo e nullo in quanto Mg = M,,,,,,; essa e pari a

opp
2 ZRMopp
o = —= - II.
@ Br2 ( 0 Br2 ) (11.43)

da cui segue che la f.e.m., la corrente e la potenza di regime sono

2RM,,,,,

gi = —go ar W (1144)
2M,

I, = ﬁ (11.45)

P, =RIZ +M,,,0. (11.46)

11.4 IL METODO SIMBOLICO

Finché ci limitiamo a circuiti semplici, costituiti solo da un generatore AC e un componente
elettrico, determinare tutte le grandezze in gioco non e particolarmente difficile. Tuttavia, in
presenza di molte componenti risulta particolarmente complicato - dato che stiamo operando
con grandezze sinusoidali!

In aiuto civiene il metodo simbolico, un approccio di analisi dei circuiti che consente di
risolvere le reti in corrente alternata sinusoidale in modo formalmente analogo alle reti in
corrente continua grazie ai fasori3. L'idea di fondo é di associare all'intensita di corrente

I(t) = I cos(wt + ¢r) (11.47)

un’intensita di corrente complessa, ossia il fasore

I(t) = Iy cos(wt + py) + il sin(wt + ¢y) = [e @O0 = [el@teldr (11.48)

in modo che la parte reale della corrente complessa sia la corrente vera e propria

Rel(t) = I(t) (11.49)

3Nelle “Note aggiuntive”, a pag. 286, & possibile trovare maggiori dettagli e risultati sui fasori.
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In modo analogo, alla differenza di potenziale ai capi di una componente elettrica (resistore,
induttore, condensatore)
V(@) = Vg cos(wt + dy) (11.50)

si puo definire il fasore associato

[ V(t) = Vi cos(wt + ¢py) + iV sin(wt + ¢py) = Vel @Hov) = [ eloteidy (11.51)

Impedenza e ammettenza Ilrapporto tra due fasori qui definiti € una quantita complessa
(ma non un fasore!) detta impedenza elettrica.

DEFINIZIONE II.4.I. - IMPEDENZA E AMMETTENZA.

L'impedenza elettrica ¢ una quantita complessa indipendente dal tempo che rappresenta
un ostacolo al passaggio della corrente alternata in un circuito, causando una differenza di
potenziale al passaggio di corrente. Essa combina assieme gli effetti di eventuali resistori,
induttori e condensatori. La legge che lega l'intensita di corrente e la d.d.p. ¢ lalegge di Ohm
generalizzata:

[ V@) = ZI@t) ] (11.52)

Un’espressione dell'impedenza e quindi

Vo . Vo
= _0,i(pv—op) — 20,0 (11.53)

z Iy Iy

Il reciproco dell'impedenza e detta ammettenza elettrica.

(11.54)

ATTENZIONE! Alcunitesti ambiguamente usano il termine “impedenza” per indicare il
valore reale dato dal modulo dell'impedenza (complessa) qui definita. Per evitare inutili
confusioni in questo testo ci riferiremo soltanto all'impedenza complessa

Dato un componente elettrico attraversato da una corrente complessa
1(t) = Ijel@tel®
e dotato di un impendenza
Z = Zye'? = |Z|e*? (11.55)

dalla legge di Ohm generalizzata e dalla regola di moltiplicazione di un fasore per uno
scalare complesso segue che il voltaggio complesso applicato ai capi dell'impendenza e

[ V() = Zolyel@tel@+®) ] (11.56)

Prendendo la parte reale si ottiene la seguente versione della legge di Ohm:

V() = Zoly cos(wt + (0 + ¢)) ] (11.57)
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I1valore massimo V|, e legato al valore massimo Iy dalla relazione lineare

[ VO = Z()IO (II.58)

I valori massimi non sono (generalmente) raggiunti nello stesso istante, in quanto Vel
possono essere sfasate.

OSSERVAZIONE. L'impedenza non € una costante caratteristica del circuito in quanto
dipende dalla pulsazione w.

Unita di misura Lunita di misura dell'impedenza ¢ la stessa della resistenza, I'ohm;
segue chiaramente che 'ammettenza si misura in siemens.

UNITA DI MISURA.
IMPEDENZA ELETTRICA: ohm (Q) o volt su ampere (%)

Dimensioni: [Z] = W1 _ ML2T-3|-2

1]

UNITA DI MISURA.

AMMETTENZA ELETTRICA: siemens (S), mho (U) o ampere su volt (%)
I

Dimensioni: [o/] = u = 12T3M-1L-2

[V]

* Resistenza e reattanza Informa cartesiana, I'impedenza prende la forma

[ Z=R+iX ] (11.59)

Mentre la parte reale coincide la resistenza del componente...

R =ReZ (11.60)

... la parte immaginaria e una quantita detta reattanza.

DEFINIZIONE II1.4.2. - REATTANZA.

La reattanza elettrica € una quantita che rappresenta un ostacolo al passaggio della cor-
rente alternata in un circuito da parte di induttori o condensatori, causando una differenza
di potenziale al passaggio di corrente. Essa e la parte immaginaria dell'impedenza.

X=mZ (11.61)

Il reciproco della reattanza e detta suscettanza elettrica.

(11.62)

L'unita di misura della reattanza € ovviamente la stessa della resistenza, 'ohm e quella della
suscettanza si misura in siemens.
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UNITA DI MISURA.
REATTANZA ELETTRICA: ohm (Q) o volt su ampere (%)

Dimensioni: [X] = ML2T-3|-2

UNITA DI MISURA.
AMMETTENZA ELETTRICA: siemens (S), mho (U) o ampere su volt (

Dimensioni: [B] = I2T3M-1L—2

<I»>

).

La resistenza e la reattanza all’apparenza sembrano simili: entrambe sono grandezze con
le stesse dimensioni e per entrambe si ha che maggiore e la resistenza/reattanza, minore
e la corrente che passa a parita di voltaggio. Inoltre, un circuito dotato di elementi che
hanno soltanto una reattanza (induttori, condensatori) si possono studiare come se tutte le
componenti fossero dei resistori.

Ci sono pero delle differenze fondamentali tra le due. In primis, la reattanza cambia la
fase della corrente di un quarto di periodo relativamente alla fase della d.d.p. applicata dai capi
della resistenza. Inoltre, per le componenti dotate di reattanza la potenza elettrica non viene
dissipata come succede con i resistori, bensi viene immagazzinata sotto forma di energia del
campo magnetico (induttore) o del campo elettrico (condensatori). Infine, ma non meno
importanze, la reattanza dipende dalla pulsazione e quindi dalla frequenza della corrente
elettromagnetica.

Induttanze in serie e in parallelo Il principale vantaggio e che le induttanze equivalenti
dei circuiti in serie e dei in parallelo seguono la stessa legge per calcolare la resistenza
equivalente di resistori in serie e in parallelo:

m Impedenze in serie:

n
Zog =Y. 2 (11.63)
i=1
m Impedenze in parallelo:
1 21
— =) = 11.64
Zeq {HZi ( )

11.5 ESEMPIDICIRCUITIIN CORRENTE ALTERNATA

Nella trattazione che faremo supponiamo senza perdita di generalita che se & nota inizial-
mente la corrente I, la sua fase sia ¢; = 0 - in modo che per ¢ = 0 si abbia subito il valore
massimo della corrente; in modo analogo, se e nota la d.d.p. V, la sua fase sia ¢y, = 0.

11.5.1 Resistore R

N
@; gt Vi §R
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Applicando ai capi del resistore R una f.e.m.
&(t) = & cos(wt)

per la legge di Ohm si ha un passaggio di corrente alternata

I(t) = % cos(wt) = I cos(wt) (11.65)

La f.e.m. e la corrente sono in fase (yg = 0), con relazione tra i valori massimi dati da

Iy = — (11.66)

&(t) &

N
DN

Invece, se un resistore R é attraversato da corrente alternata
I(t) = Iy cos(wt)
lad.d.p.aicapie

Vgr(@) = RI(t) = Rl cos(wt) = Vg ¢ cos(wt) ] (11.67)
La d.d.p. ela corrente sono in fase (¢ = 0), con relazione tra i valori massimi dati da
VR,O = RIO ] (II.68)
A
Vi(?) Vo
r I S T 't
4 2| 4T
_Vh’,()
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OSSERVAZIONE. Il comportamento di un resistore in regime alternato non dipende dal
valore della pulsazione w.

Metodo simbolico

PROPOSIZIONE II.5.I. - IMPEDENZA DEL RESISTORE.
L’impedenza di un resistore R percorso da corrente alternata I(¢) = I cos(wt) e

Zr=R (11.69)

*DiMmosTrRAZIONE Definiamo il fasore della corrente elettrica
1) = Ine'® = Iy cos(wt) + il sin(wt)
e quello della d.d.p. ai capi del resistore R
Vr(t) = Vg e @+9R) = Vi  cos(wt + pp) + iVg o sin(wt + op)

Dalla legge di Ohm ricaviamo @ e Vg :

=0
Vr(t) = Vg o cos(wt + @) = Rl cos(wt) = YR
’ VR,O == R
Di conseguenza, dalla definizione di impedenza segue
V. . \%
ZR:ﬂe“f’R:ﬂ:R OJ
Iy Iy
11.5.2 Induttore L
+

@; &) Vy %L

Applicando ai capi dell'induttore R una f.e.m.
&(t) = & cos(wt)

la corrente che attraversa I'induttore e la soluzione all'equazione differenziale ordinaria

d/
%(t) —La = 0
a 8@ &
&~ L - L s

da cui otteniamo la legge

_ %0 . _ go T
I(t) = oL sin(wt) = oL cos(a)t - §) (11.70)
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La f.e.m. e la corrente non sono in fase, bensi sono sfasate di un fattore y;, = —7/2.

A

N

Invece, se un resistore R ¢ attraversato da corrente alternata
I(t) = Iy cos(wt)

lad.d.p.aicapie

_ L dI@) . B b4
VL) = L=~ = —Llysin(@t) = VLo cos(a)t + 5)

La d.d.p. e la corrente non sono in fase, bensi sono sfasate di un fattore ¢, = 7/2.

A

ol V:(?)

N

o
|eo|
N
N

g

- VL, 0

Metodo simbolico

PROPOSIZIONE I1.5.2. - IMPEDENZA DELL'INDUTTORE.
L’impedenza di un induttore L percorso da corrente alternata I(t) = Iy cos wt é

[ Z; = iol ]

227

(11.71)

(11.72)
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*DiMmosTRAZIONE Definiamo il fasore della corrente elettrica
I(t) = Iye'®* = I cos(wt) + il sin(wt)
e quello della d.d.p. ai capi dell'induttore L
V() = VL’Oei(“’”"’L) = VL0 cos(wt + @p) +iVy, o sin(wt + ¢r)

Dalla relazione d
VL®) = L (0)

ricaviamo ¢y, e V7 -

V() =V g cos(wt + @) = —wLI sin(wt) = wLI cos(a)t + g) = {

Di conseguenza, dalla definizione di impedenza segue

Vv ) oz
Z; = 200161 = pLe'? = iwL O
Iy
11.5.3 Condensatore C
+ +

@ EtVe —_—C

Applicando ai capi del condensatore C una f.e.m.
&(t) = & cos(wt)

la carica che si deposita sulle armature del condensatore ¢ data da

£ = Vo) = 22
qt) = C&(t) = C&( cos(wt) (11.73)

La corrente che attraversa I'induttore si ottiene derivando la precedente relazione

_dq(®) ,d&@)
=" =4
da cui otteniamo la legge
. T
I(t) = &ywC sin(wt) = EoC cos(wt + §) (11.74)

Laf.e.m. e la corrente non sono in fase, bensi sono sfasate di un fattore y~ = 7/2.
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&(¢)

N

-8,

Invece, se un resistore R & attraversato da corrente alternata
I(t) = Iy cos(wt)

la d.d.p. ai capi e data dalla legge

_q@®)
Ve =5
o0, equivalentemente, integrando la seguente:
dVe(@) 1 I I
dz = EdUQ(t)t = T = E COS(COt)
Vo) = To sin(wt) = To cos(a)t - f) =V cos(a)t - E) (11.75)
e oC oC 2 €0 2 )

La d.d.p. e la corrente non sono in fase, bensi sono sfasate di un fattore ¢ = —7/2.

A

Metodo simbolico

PROPOSIZIONE I1.5.3. - IMPEDENZA DEL CONDENSATORE.
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L’impedenza di un condensatore L percorso da corrente alternata I(t) = Iy cos wt é

1
T = — d
=50 (11.76)

*DiMmosTRAZIONE Definiamo il fasore della corrente elettrica
I(t) = Iye'®* = I cos(wt) + il sin(wt)
e quello della d.d.p. ai capi del condensatore C
Vo(t) = VC’Oei(th’"’C) =V cos(wt + @¢) +iVe o sin(wt + @)

Integrando
dVe(@) 1 I1t) I

T Edvq(t)t = -T cos(wt)

ricaviamo ¢ e Ve o

I I =-3
V() = Vg g cos(wt + @¢) = a)_%’ sin(wt) = % cos(a)t - g) = ;’;20 _ 2]_%
» [
Di conseguenza, dalla definizione di impedenza segue
VCO . 1 _;= 1
T = —2plbc = _— 57ty = 0
C™ I, ¢ wC* ioC
11.5.4 Circuito RL in serie
R
e

+ VR

+
@ £(t) V, %L

Se nel circuito circola una corrente alternata di intensita
I(t) = Iy cos(wt)
le differenze ai capi del resistore e dell'induttore sono
Vr(@®) = Vg o cos(wt + pg) = |Zg|ly cos(wt + pg) = RI cos(wt)

V@) = Vg cos(wt + ¢p ) = |Zp Iy cos(wt + ¢r,) = wLl cos(cot + g)

Limpedenza complessiva e la somma delle impedenze dei singoli componenti:

ZRL :ZR +ZL =R +iwL (1177)

Zr1| = VR2 + w?L2 (11.78)
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La d.d.p. complessiva e data dalla somma di V(%) e V7 (%), che possiamo ottenere sia come
somma di fasori, sia tramite la rappresentazione vettoriale.

V(t) = VR(@®) + VL,(t) = Vg, o cos(wt + prr)

dove

VRLo = \/ Vio+VEio+VroVLocos(dr —¢r) =

_ \/(310)2 + (@LTp)? + 2(RIg)LIgycos(0- 2) =

= \/R2 +602L2I0 = «'le% +Z%IO = |ZRL|IO

VR,O sin ¢R + VL,O sin ¢L RIO sin0 + O)LIO sin % (UL}O/ |ZL|

t = = = =
an ¢RL VRocos¢gp+VLgcosdr,  RlgcosO+wLlgcoss RIg  |Zg]

Vrr

@

11.5.5 Circuito RC in serie

R
A=
+ VR +

@ B(tVe ——C

Se nel circuito circola una corrente alternata di intensita
I(t) = Iy cos(wt)
le differenze ai capi del resistore e del condensatore sono
Vr(@®) = Vg o cos(wt + pg) = |Zg|lo cos(wt + pg) = RI cos(wt)

V() = Ve gcos(ot + ¢¢) = |Zellp cos(ot + ) = C(I)—% cos(a)t - g)

Limpedenza complessiva e la somma delle impedenze dei singoli componenti:

1 o1
ZRL :ZR+ZC:R+@:R_I’E (1179)

1
Zrcl =, /Rz t = (11.80)
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La d.d.p. complessiva e data dalla somma di Vi(t) e V((2), che possiamo ottenere sia come
somma di fasori, sia tramite la rappresentazione vettoriale.

V(t) = VR(t) + Vc(t) = VRC,O cos(a)t + d)RC)

dove

Vrco = \/ Vio+VEo+VroVeocos(¢r —dc) =

I I
= \/(RI0)2 + (.—0)2 + 2(RI()) 0 cos(0 + g) —
\/IT = 2% +Z2Io = |Zrcllo

tan VRosingg + Ve osingc RIOSln0+_cSIn( 5) _ % 1z
RC ~ VROCOS¢R+VCOCOS¢C RI()COSO+—CCOS( %) R% oRC |ZR|

11.5.6  Circuito LC in serie

Se nel circuito circola una corrente alternata di intensita
I(t) = Iy cos(wt)
le differenze ai capi dell'induttore e del condensatore sono

Vi (t) =V g cos(wt + ¢r,) = |Z1 [Io cos(wt + ¢y,) = wLI cos(a)t + g)

Ve(®) = Vg cos(wt + ¢c) = |Z |l cos(wt + ¢¢) = % cos(wt - g)

Limpedenza complessiva e la somma delle impedenze dei singoli componenti:

1 1
ZLC ZL +ZC ioL + E _Z<C()L a)C) (11.81)

Zrcl = ‘a)L - —‘ (11.82)
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La d.d.p. complessiva e data dalla somma di V,(¢) e Vo(2), che possiamo ottenere sia come
somma di fasori, sia tramite la rappresentazione vettoriale.

V(t) = VL&) + V() = Vo cos(wt + ¢r¢)

dove

Vico = \/ VZo+VEo+VioVeocos(dr - ¢c) =

= \/(OULIo)2 + (aI)—%,)2 + Z(a)LIO)(aI)—%)cos<g + g) =

§ § I
= \/(a)LIO)z + (w—(’c)2 - 2(wLIO)(%)IO = ’a)LIO -9, =

oC

=121, ~Zc|lo = |Zcllo

T .o Iy . o\ &
¢rc =sgn(Vygcosdr, + Vg cos de) 5 = sgn (a)LIO sin 5 + —5 sin <—§>> ok
In\ = 1\=x T
= sgn (CI)LIO - E) § = sgn (COL - E) § = sgn (ZL —Zc) § =

:X% ZL>ZC

—% ZL<ZC

1 1

11.5.7 Circuito RLC in serie
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Se nel circuito circola una corrente alternata di intensita
I(t) = Iy cos(wt)
le differenze ai capi dei componenti elettrici sono

Vr(@®) = Vg o cos(wt + pg) = |Zg|lo cos(wt + pg) = RI cos(wt)

V() =V g cos(wt + ¢r,) = |Z1 |[Ig cos(wt + ¢p,) = wLI cos(a)t + g)

I
Ve@®) =Veo Cos(a)t + ‘f’C) = |ZC|IO cos(a)t + qu) = % cos(a)t - g)

L'impedenza complessiva ¢ la somma delle impedenze dei singoli componenti:

1 1
ZRLC:ZR+ZL+ZC:R+iwL+%:R+i<wL—R) (11.83)

1 2
= 2 -
|ZRLC| \/R r (COL a)C) (II.84)

In forma esponenziale, essa e

Zprc = |Zrrcle?rre
dove )
mZgrc L6
tan¢pro = =
RLC ™ ReZprc R

Presa la corrente complessa R
I(¢) = Iye't

la d.d.p. complessa totale risulta

; i ot i 1\2
V(t) = ZRLCI(t) = |ZRLC|IOelwteL9 — \/R2 + (C()L _ w) IOela)tele

In termini non complessi il voltaggio € pari a

2 1 ?
V(t) =+ |R2 + (a)L - E) Ty cos(wt + 0)

0 VL:'VC VL“ VRLC

(1)
I VR:YRLC\

Vev
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11.5.7.1 Selezionatore di frequenze

La relazione tra la corrente massima Iy e la d.d.p. massima V| c’e la relazione

Iy = Yo = Vo (11.85)

\/R2 + (a)L = %)2

Fissata la differenza di potenziale V|, ai capi delle componentieilorovaloriL,Ced R, la
corrente /) risulta dipendere esclusivamente dalla pulsazione - a cui corrisponde una

particolare frequenza v tale per cui
w=2rnv I (11.86)

Fra tutte le frequenze ammissibili, ce n’¢ una di particolare rilevanza.

DEFINIZIONE IL5.1. - FREQUENZA DI RISONANZA.
La frequenza di risonanza di un circuito AC in serie € la frequenza tale per cuil'impe-
denza del circuito € minima e la fase € nulla.

Dalla (11.85) € evidente che minore e I'impedenza, maggiore sara la corrente che scorre nel
circuito.

AI(O))

>
2

b

w

£

Nel caso del circuito RLC in serie, osserviamo come dal punto di vista fasoriale le impedenze
Z e Zchannolastessa direzione, ma versi opposti e moduli che dipendono dalla frequenza,
mentre I'impedenza del resistore Zp non dipende dalla frequenza ed é ortogonale alle altre.
Di conseguenza, € immediato realizzare che la condizione di risonanza si ha quando la reattanza

é nulla. 1
0=X =ImZ =wol - —
RLC = Miprc = ®o woC

da cui segue che

g =

1
VLC
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I circuiti risonanti sono utilizzati per rispondere selettivamente a segnali di una certa frequen-
za, trascurando segnali di frequenze diverse: scelta la frequenza di risonanza w, I'intensita
di corrente che scorre nel circuito presenta un picco in sua corrispondenza.

Se consideriamo la larghezza Aw della curva di risonanza - ossia del grafico w — I - a meta
del massimo, possiamo introdurre un fattore di qualita

(11.87)

Maggiore e @, piu evidente sara il massimo assunto dalla corrente e minore la corrente che
scorre nel circuito a frequenze differenti. Si puo osservare che

A R 88
®~ = (11.88)

Facendo tendere B/L a zero segue che anche Aw tende a zero e quindi il fattore @ diventa
molto elevato: la curva di risonanza risulta essere praticamente nulla per tutte le frequenze
eccetto quella di risonanza. Di conseguenza, di fatto non scorre corrente nel circuito a meno di
essere in presenza della frequenza di risonanza.

Quello che abbiamo descritto & sostanzialmente il funzionamento dei radioricevitori
per le radio AM: 1a selettivita della sintonizzazione deve essere tale da escludere le stazioni
radio sopra e sotto la frequenza portante - quella che vogliamo ascoltare - ma non cosi elevata
da escludere le bande laterali, causate dalla modulazione d’ampiezza del segnale.

11.5.8  * Circuito RL in parallelo

C) &) Vg §R vy %L

Se ai capi dei rami i paralleli c’¢ una d.d.p. alternata
V(t) = Vi cos(wt)

le correnti che attraversano il resistore e I'induttore sono

Ig(@) =Ip o cos(wt + pg) = ’Z—O’ cos(wt + pp) = % cos(wt)
R

V \% T
I (t) = Iy, cos(wt + ¢ ) = |Z_O] cos(wt + ¢r)) = ﬁ cos(a)t - Q)
L

L'ammettenza complessiva e la somma delle ammettenze dei singoli componenti:

1_1+1_1+1_1 1
Zp;, Zr Z; R ioL R YoL
1 oLR w?L?R ~ oLR?

1_,1 " wL-iR R2+w2l2 R2+w2L2
R wL

Zpr =
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w*LAR2 + 02L2R*  |(02L2R2)(R%+w?L?) wLR
VR2 + 02L2

N\ (R2+e2L2)?

ZgL| =
(R2 + w2L2)°

®?L?R ~ wLR2
(11.89)

Zpr = +
RL = g2 212 " 'R2 1 22
oLR

ZRL| = ——
VR2 + @2L2

In forma esponenziale, essa e
— .6
Zgr = |ZRLle’

(11.90)

dove 17 R
tan 6 = M2ARL = —
ReZRL C()L

Presala d.d.p. complessa R '
V(t) = Vel

la corrente complessa totale risulta
JR2 272
R+ o°L Voeiwte—w

A 1 .- 1 . .
1) = 5—V(t) = ——Vel@le 0 =
© ZRrL ® Z Ry e LR

In termini non complessi il voltaggio € pari a
\ /RZ + w22
@ V¢ cos(wt — 0)

VO =—1r

11.5.9 *Circuito RC in parallelo

C_r) &) Vg &R Vo ——

Se ai capi dei rami i paralleli c’e¢ una d.d.p. alternata

V(t) = Vi cos(wt)

le correnti che attraversano il resistore e I'induttore sono

V, V,
—0 cos(wt + pg) = FO cos(wt)

IR(t) = IR,O COS(COt + ¢R) = |Z |
R

\%
Ic(@t) =1¢ g cos(wt + ¢¢) = ﬁ cos(wt + ¢p¢) = wCV cos(
C

t+”)
Ty

L'ammettenza complessiva ¢ la somma delle ammettenze dei singoli componenti
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g oL R R . oCR?
RC™ 1 iwc 1+ioCR ~ 1+ w2C2R2? "1+ w2C2R2

R

ol \/R2+w202R4 R%(1+w2€2R7) R
RL| = = =

1+ c02C2R2)2 (1+ a)2C2R2)Z J1 + 02C2R2

\

p R . oCR? (t1.91)
= -1 .
RC ™ 11 w2C2R2 1+ w2C2R2 9
R

(11.92)

|ZRC| s T
V1 + w2C2R2

In forma esponenziale, essa e

Zgc =Zrcle”
dove
IIIlZRC _

RZpc -wCR

tan0 =

Presala d.d.p. complessa )
V(t) = Vyel®t

la corrente complessa totale risulta

. 1. 1 .. o J1+02C?RZ_ .
i(t) = —V(t) = ——Vgeiote 10 = LT C 2Ty gioteit
Zrc Zrcl E

In termini non complessi il voltaggio e pari a

J1 + w2C2R2

V(t) = =

V cos(wt — 0)

11.5.10  * Circuito LC in parallelo

C) #(t) V, %L Ve ——C

Se ai capi dei rami i paralleli c’¢ una d.d.p. alternata
V(t) = Vi cos(wt)
le correnti che attraversano il resistore e I'induttore sono

Vo

IL(t) = IL,O cos(a)t + d)L) = |Z |
L

cos(wt + ¢r) = Z—z cos(a)t - g)

Ic@) =1¢gcos(wt + p¢) = |;7—O| cos(wt + ¢p¢) = wCVy cos(a)t + g)
C
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L'ammettenza complessiva e la somma delle ammettenze dei singoli componenti:

11 11 ]
Zic Zr  Zg iwL ' “(‘” wL>
1 L
Zpc = T = 1 2w
i(wC_E> w“LC -1
7] ‘ oL ‘_ oL
e w2ne -1 w2Le -1
. oL
Zre=" a1 (123
wL
II.

In forma esponenziale, essa e

dove

8

T 1 1 1 \~n
9:sgn(1—w2LC)§:sgn<a—w0>§:sgn(@—@)§:
={% ZC>ZL

—% ZC <ZL

OSSERVAZIONE. Per Z» = Zj, ossia se w coincide con la frequenza di risonanza,
I'impedenza € nulla e la corrente si annulla, essendo I, = —I .

Presala d.d.p. complessa
V() = Vel

la corrente complessa totale risulta

i) = V) = Voel®te 10 = j*LC-1] Voel®te
ZLe ZLcl oL

In termini non complessi il voltaggio e pari a

@?LC - 1|

Vo) = | oL

Vi cos(wt — 6)

11.5.11 % Circuito RLC in parallelo

N
C) &) Vg §R Vi %L Ve ——C
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Se ai capi dei rami i paralleli c’¢ una d.d.p. alternata
V(t) = V cos(wt)

le correnti che attraversano il resistore e I'induttore sono

V V
Ir@) =Ig o cos(wt + ¢pg) = ﬁ cos(wt + pR) = FO cos(wt)
R
Vo

Ip(t) = Iy, cos(wt + ¢ ) = cos(wt + ¢r) = Z—g cos(a)t — g)

Z1]

Io(t) =Ig g cos(wt + dp¢) = |§—O| cos(wt + ¢p¢) = wCV cos(wt + g)
C

L'ammettenza complessiva ¢ la somma delle ammettenze dei singoli componenti; di conse-
guenza, il modulo della impedenza complessiva e I'inverso del modulo dell'ammettenza:

1 _1+1+1_1+1+_C_1+_<C 1)
T 75t 7. V75 "B i T 0= vieCop
1 1
|ZRLC|:’ 1 ’_ 2
1 1
ZrLC \/}?+(a) _E)
1
ZrLcl = (11.95)

2
1 1
Jﬁ*(“’ _E)

In forma esponenziale, I'impedenza

Zgrc = Zrrcle’

dove4

Im( 1 ) R
tan @ = tan __\Zric) ztan<——Ra)C>
Re( 1 ) wL
Z
RLC

V(@) = Voelt

Presala d.d.p. complessa

4Lammettanza in forma esponenziale si scrive come

1 1

[ —1 1
Zrrc Zricl
dove
m (e
z
tang = RiLc
Re (ZRLC’ )
Se prendiamo il reciproco di Z ¢ ¢ = |Zg1cle? in forma esponenziale abbiamo
1 £i-0

ZRLC |ZRLC‘

da cui segue che
0= —@ + 2k7r, keZ — tanf = tan(_w)
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la corrente complessa totale risulta

2
Vogiote—io — | L (wc_ i) Vopi®lo—if
0 72 ) Vo

) 1 .
It)= —V@©) =
2 ZrLc ® ZrLcl

In termini non complessi il voltaggio € pari a

1 1\2
V() = \/}? + <a)C — E) Vi cos(wt — 0)






CAPITOLO 1 2

PROPRIETA MAGNETICHE DELLA
MATERIA

“Water, fire, air and dirt

Fucking magnets, how do they work?

And I don’t wanna talk to a scientist

Yall motherfuckers lying, and getting me pissed”

INSANE CLOWN POSSE, vincitori del premio Nobel per la fisica del 2009.

E CHIEDETE alla prima persona per strada che cos’e il “magnetismo”, probabilmente

la sua risposta riguardera bussole, Poli e magneti a ferro di cavallo - hey, proprio come
quello in copertina! Insomma, tutto quello che abbiamo raccontato da un punto di vista
storico all'inizio del Capitolo 7, ma difficilmente sentirete parlare di cariche in movimento
o, sia mai, fili percorsi da corrente.
Eppure, tutti i fenomeni magnetici sono dovuti a cariche elettriche in moto e, infatti, se esami-
nassimo su scalato atomica un pezzettino di materiale magnetico troveremmo delle correnti
piccole piccole: gli elettroni che orbitano attorno al nucleo’ e gli elettroni che roteano at-
torno ai loro assi. Queste correnti formano, con buona ma forse troppa approssimazione,
delle minuscole spire che generano un dipolo magnetico. Normalmente, gli atomi sono
orientati casualmente e questi piccoli campi si cancellano a vicenda... ma quando un campo
magnetico esterno viene applicato, questi dipoli si allineano e il materiale si magnetizza. Pero,
come tutto in Fisica, non é cosi facile come sembra.

In questo Capitolo ci dedicheremo a tutto che riguarda la magnetizzazione dei materia-
li: facendo dei confronti con la polarizzazione dei dielettrici parleremo della permeabilita
magnetica e dei processi di magnetizzazione. Riprenderemo poi le leggi di Maxwell
per l'elettromagnetismo adattandole al caso dei materiali isolanti e paramagnetici/diama-
gnetici. In conclusione accenneremo leggermente il complicato ma curioso funzionamento
dei ferromagneti.

10 meglio, gli elettroni non girano intorno all’atomo esattamente come nela bandiera di Zeleznogorsk,
in Russia, ma si dispongono sui livelli energetici degli orbitali. Se non conoscete quella bandiera cercatela, e
spettacolare.
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12.1 PERMEABILITA MAGNETICA E SUSCETTIVITA MAGNETICA

RiCORDIAMO... Prendiamo un condensatore che genera tra le armature cariche un campo
elettrico costante E(y. Se poniamo all'interno una lastra di materiale dielettrico, il campo
elettrico effettivo misurato tra le piastre diventa

EO (o3

E, -

o
K K&y €

dove con k > 1 e la costante dielettrica relativa, dipendente dal materiale, e

£ =Kgg

la costante dielettrica assoluta.

Consideriamo un apparato per generare un campo magnetico costante B, come ad esempio
un solenoide cilindrico di 7 spire percorso da una corrente I, e lo riempiamo di un certo
mezzo omogeneo.

S —
%2 8 8 &8 & & & =

Ul campo B che misuriamo ora in presenza del materiale e parallelo e concorde a B(; inoltre,
il rapporto tra i moduli del campo magnetico nel vuoto e di quello misurato nel mezzo e

B,
Ky = Bo

Sperimentalmente, sitrova che tale rapporto e caratteristico del tipo di materiale e non dipende
dalla geometria o dalla corrente del solenoide.

DEFINIZIONE I2.I.I. - COSTANTE DI PERMEABILITA MAGNETICA RELATIVA E SUSCET-
TIBILITA ELETTRICA DEL DIELETTRICO.
La costante di permeabilita magnetica relativa ¢ il rapporto adimensionale

BKm
K = B,

(12.1)

La grandezza

[ Im =kKm—1>0 (12.2)
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viene detta suscettibilita magnetica, mentre la grandezza

[ U= Ky Ho ] (12.3)

e definita permeabilita magnetica assoluta

Lasituazione e all'apparenza analoga a quella dei dielettrici: il rapporto tra campo magnetico
misurato nel mezzo e quello nel vuoto dipende solo dal materiale e risulta esserci una
relazione lineare tra di essi. La grossa differenza rispetto al caso elettrico e che «;,,, non &
sempre maggiore di 1! Infatti, possiamo classificare i materiali in base alla loro permeabilita
magnetica:
m Sek, < 1(y, < 0)ilmateriale ¢ detto diamagnetico: il campo magnetico nel
mezzo € meno intenso di quello nel vuoto.

B, < By (12.4)

m Sex,, > 1(y, > 0)il materiale ¢ detto paramagnetico: il campo magnetico nel
mezzo € meno intenso di quello nel vuoto.

BK >BO (IZ.S)

B

m  Sex,, » 1(circanell'ordine di 10°) il materiale & detto ferromagnetico. Questo caso
esula da quelli precedenti: k,,, non € pil un valore costante (anzi, varia sensibilmente
valore!), ma dipende da come viene magnetizzato® il materiale.

ESEMPIO - VALORI DELLA SUSCETTIBILITA MAGNETICA.
Diamagneti ‘ XYm ‘ Paramagneti ‘ ¥Ym
Argento 2,39x 1072 | Alluminio 2,08x107°
Oro —3,46 x 1075 | Platino 2,791 x 1075
Rame —-0,98 x 1072 | Uranio 40,92 x107°

12.2 MAGNETIZZAZIONE

RicorpIAMoO... Il campo elettrostatico nei materiali dielettrici & dovuto a fenomeni
di polarizzazione, in cui le particelle del materiale acquistano un momento di dipolo pro-
porzionale ad un campo elettrico esterno in modo da verificare i fenomeni osservati. Ci
eravamo concentrati su due tipi di polarizzazioni:

m Polarizzazione elettronica. Il campo elettrico esterno causa una separazione
atomica in cui il centro di carica della nube di elettroni e del nucleo non coincidono
piu, producendo un microscopico momento di dipolo concorde al campo elettrico.
Gli effetti complessivi dei dipoli causano un campo elettrico di polarizzazione parallelo
ma opposto al campo elettrico esterno.

m Polarizzazione per orientamento. In un materiale le cui particelle sono gia
dotate di un momento di dipolo nativo - di norma con orientazione puramente casuale a
causa dell’agitazione termica - il campo elettrico esterno causa I'allineamento di
queste con esso. Come prima, gli effetti complessivi dei dipoli causano un campo
elettrico di polarizzazione parallelo ma opposto al campo elettrico esterno.

2Nella sezione 12.4, pag. 255 approfondiremo i materiali ferromagnetici e come si magnetizzano.



246 CAPITOLO 12. PROPRIETA MAGNETICHE DELLA MATERIA

In entrambi i casi, il momento di dipolo complessivo e concorde con il campo esterno,
mentre il campo elettrico di polarizzazione ad esso associato risulta essere opposto al
campo esterno

Il processo che nei materiali para/diamagnetici causa il campo magnetico all'interno del

mezzo prende il nome di magnetizzazione: esso consiste nel far acquisire alle particelle del
materiale un momento (di dipolo) magnetico in modo da ottenere il comportamento osservato
in precedenza. Ci sono diversi metodi di magnetizzazione, ma i piu importanti sono la
magnetizzazione atomica e 1a magnetizzazione per orientamento.
Nell'introduzione abbiamo accennato il punto di collegamento tra quanto visto con i fili
percorsi da corrente e il mondo microscopico. Cio nonostante, quella interpretazione
un poco euristica: la trattazione di questi fenomeni & particolarmente complessa e non
possiamo addurre loro una spiegazione quantitativa e precisa nel modello classico - sara possibile
farlo correttamente nell’ambito della Fisica Quantistica. Saremo quindi sintetici sul loro
funzionamento.

m  Magnetizzazione atomica. Il moto degli elettroni attorno al nucleo puo essere assi-
milato a correnti microscopiche, a cui e associato un momento magnetico. Sebbene
normalmente questi momenti si compensino, in presenza di un campo magnetico
esterno il moto degli elettroni e perturbato e si produce un microscopico momento
magnetico non nullo. Nel materiale, gli effetti complessivi di questi momenti causano
un campo magnetico parallelo ma opposto al campo magnetico esterno. La magne-
tizzazione atomica ha un effetto smagnetizzante ed & la causa dei fenomeni diamagnetici.

m
<
© o © o
(-] © (-] (-]
(-] (-] ) ° ° (-]
e ge d (-] °°
o © o ©
° e°°ee o g o,Oco o
© o © o
o (-}
e (- 4 e (-} 4
© o o © o o
- e
B=0 B=0

m  Magnetizzazione per orientamento. In un materiale le cui particelle sono gia dota-
te di momenti magnetici nativi m; - di norma con orientazione puramente casuale a causa
dell’agitazione termica - il campo magnetico esterno causa l'allineamento di queste
con esso. Gli effetti complessivi dei momenti causano un campo magnetico parallelo e
concorde al campo di magnetico esterno. La magnetizzazione per orientamento ¢ la
causa dei fenomeni paramagnetici.

(S . o
o
’ 4 > — .

B=0 B=0

_—
Ecco “spiegato” qualitativamente il perché del valore cosivario di k,,,: a seconda di quale effetto

dei due prevale in un dato materiale, esso saro diamagnetico o parametrico.
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Magnetizzazione dei materiali In qualunque caso di magnetizzazione ci troviamo, gli
atomi o le molecole in un volumetto AV del materiale acquistano, sotto I’azione del campo

magnetico esterno B, un momento magnetico medio (m) orientato parallelamente a B:

N
(m) = ]% l; m, (12.6)

Qui N é il numero di particelle nel volume AV. La densita di magnetizzazione risulta

Y m; _ dN(m)

M==—0v—="av

=n (m) (12.7)

dove

n=-—-—.

AV

e la densita di particelle nell'intorno di Q.
Normalmente, in assenza di campo magnetico la causalita dei momenti fa si che

(M)=0 — M=0

ma se siamo in presenza di un campo magnetico esterno B il momento magnetico per unita
di volume non & nullo ed ¢ allineato con B:

(m) =0 — M=0

12.2.1 Campo magnetico generato dalla magnetizzazione

RicorDIAMO... Neimaterialidielettrici attraversati da un campo elettrico esterno - generato
da un condensatore - si poteva addurre il campo di polarizzazione opposto a delle cariche
“fittizie” (che poi cosi fittizie non sono) depositate nel dielettrico con segno opposto a
quello della carica libera sul conduttore.

Dalla (12.1) scriviamo
B = KmBO =1+ Xm)BO ZBO + /YmBO = ﬂonl-i- M())(mnl

Dato che il termine pgnl € il campo magnetico prodotto nel solenoide dalla corrente I che
circola nelle spire, il secondo termine rappresenta I'effetto sul campo magnetico misurato
da parte del mezzo magnetizzato - effetto identico a quello prodotto da un secondo solenoide
uguale al primo, ma percorso da una corrente “fittizie”, detta corrente amperiana, di
intensita

[ Iy = ] ] (12.8)

Se la corrente amperiana e discorde rispetto a quella del solenoide il campo misurato e minore
di quello nel vuoto e si e in presenza di fenomeni diamagnetici; viceversa, se la corrente
amperiana e concorde allora gli effetti si somma e si e verificano fenomeni paramagnetici.
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Y
Y

% 8 8 8 & & &= 2 8 8 % & & &=
Vedremo che questa corrente non é “fittizia”: anche se non € una corrente di conduzione,
essa ¢ il risultato macroscopico di correnti di origini atomiche.

Modellizzazione delle correnti amperiane - il caso uniforme Consideriamo la situa-
zione del solenoide “pieno”. Il cilindro interno di materiale magnetizzato uniformemente ha

una densita magnetica M = const parallela all’asse z. Supponiamo di suddividerlo in dischi
di altezza dz e, a loro volta, li suddividiamo in prismi infinitesimi di base d3, altezza dz e
volume dV = d3dh. Ciascuno dei prismi ha un momento magnetico orientato come Me
paria

dm = MdV = |M|d>dh = M|dsdzi,
Per il principio di equivalenza di Ampere3 al prisma magnetizzato possiamo sostituire una spira

infinitesima di area d3. e altezza dh, attraversata da una corrente dI,,,, il cui momento di
dipolo magnetico ¢ pari a dm ed ¢ tale per cui

dm = dI,,dsi,

Uguagliando la (12.2.1) e la (12.2.1) otteniamo

dI,, = |Mldz (12.9)

Siccome supponiamo M uniforme su tutto il dielettrico, il vettore di magnetizzazione € lo
stesso per due prismi contigui, di conseguenza 'intensita della corrente amperiana infinite-
sima e costante in tutta I'oggetto. Sulle superfici di contatto tra prismi tali corrente sono uguali
e contrarie, quindi si elidono a due a due. Le uniche correnti non bilanciate sono quelle sulla
superficie esterna del disco: il disco di materiale magnetizzato uniformemente e equivalente
ad un circuito percorso dalla corrente (12.9).

3Si veda Capitolo 7, sezione 7.6.1, pag. 149.
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T T W
L,=0___ "

Ripetendo il ragionamento con i dischi, il cilindro € equivalente ad un circuito di altezza i
percorso dalla corrente amperiana

I, = JJL ‘ﬁ[|dz = |1\7I‘h (12.10)
0

li' <j2,m

RicorDIAMO... Ladensita superficiale delle cariche di polarizzazione &

=

c,=P-u 12.11
)2l n

La situazione magnetica e duale a quella del dielettrico. Infatti, possiamo definire una
grandezza vettoriale associata alla corrente amperiana detta densita lineare di corrente:

[ J?z,m =M x u, (12.12)

il cui verso e regolato dalla regola della mano destra.

ATTENZIONE! La densita di corrente amperiana nel caso uniforme, sebbene circoli
soltanto sulla superficie, e di natura lineare! Infatti, la corrente amperiana circola soltanto
su anelli lineari (tutti paralleli tra di loro) del cilindro e quindi anche la densita e lineare
per questo motivo.
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Modellizzazione delle correnti amperiane - il caso non uniforme

RicorDIAMO... Seil vettore di polarizzazione non e uniforme, le cariche di polarizza-
zione sono presenti anche all’interno del dielettrico.

Se il vettore di magnetizzazione non & uniforme, la carica amperiana non scorre solo sulla
superficie. Consideriamo sempre la suddivisione in prismi infinitesimi in modo che in ogni
prisma il vettore di magnetizzazione ha un valore costante. Vogliamo studiare il valore della
corrente amperiana lungo la direzione y; essendo M non uniforme, i contributi alla corrente
amperiana provengono da molteplici direzioni.

Prendiamo la base comune a due prismi contigui lungo 'asse x e con area di base d¥ = dxdz.
In ciascun prisma, alla componente M, (x) di M ¢ associata una corrente Iy) opportuna
secondo l'equivalenza di Ampere. La corrente complessiva sulla superficie di contatto dati
questi due elementi e

oM
IV = 1P — 1P = (M, (x) - M (x + dx)) dz = (MEP - M{D) dz = ~—Cdxdz

M(U M(H) MU) M(H)
M(x)| M(x+dx) M(x)| M(x+dx)
\

o \ \H\\\:>

I L

In realta non e I'unico contributo lungo I'asse y. Infatti, consideriamo un’altra coppia di
prismi, questa volta contlgul lungo I'asse z e con area di base d¥ = dxdz. In ciascun prisma,

la componente M,.(2) di Me prodotta da un’opportuna corrente amperiana I( ) lungo y:

oM
1P =10 - 1§D = M) - My(e + d2))dz = (M - MID) de = ~—Edxdz

(%]

) )
\\ ‘\ VA \ N£ N£
0 s (I : A M(z+dz) M(z+dz)
\
N | 1 e = M
N = =
L | e M(z)

Si osserva invece che la componente M,,(y) ¢ uniforme in entrambi i casi affrontati e, d’altro
canto, non ha rilevanza per le correnti amperiane perché tale situazione e riconducibile a
quella gia vista in cui le correnti interne si semplificano.

In totale, lungo I’asse y la corrente &

_ @ _ (M M, 7% M
I, =1V + 1§ _< %~ —= | dxdz = (V> M) _dxdz (12.13)

y
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Sinota inoltre che I'elemento di area e ortogonale all’asse y, quindi la componente lungo y
della densita di corrente &

dl, (oM, oM. Lo
- Yy x z\_ M
Ty = dxdz( oz o ) (Vx )y

Riapplicando il ragionamento anche nelle altre direzioni otteniamo

[ _;m =VxM (12.14)

Dalle leggi (12.12) e (12.14) si deduce che gli effetti magnetici di un mezzo magnetizzato si
possono calcolare a partire da una distribuzione superﬁczale di corrente con densita lineare
Js.m e diuna distribuzione spaziale di corrente con densita j im-

12.3 LE EQUAZIONI DI MAXWELL NEI MATERIALI

Siamo ora in grado di formulare le equazioni della magnetostatica nei materiali: dovremo
modificare quelle leggi che presentano al loro interno informazioni riguardo le sorgenti di
campo.

Consideriamo un campo magnetostatico B. Mentre la divergenza del campo magnetico
rimane nulla...

V-B=0 (12.15)

.. il suo rotore risulta pari alla densita di corrente complessiva jtot nel materiale, moltipli-
cata per y( - ma tale densita e pari alla somma di quella di conduzione j gia presente e di
quella corrente amperiana j,,, :

> 2 ra B
vxB:,‘/‘O.]tot:,‘/‘0(.]"'3m)_ OJ+/40v><M = VX(M_O_M>:

Definito il campo magnetizzante

—> ﬁ —
H=—-M (12.16)
Ho
otteniamo la legge
VxH =j (12.17)

OssERVAZIONE. Quando consideriamo un materiale diamagnetico o paramagneticoim-
merso in un campo magnetico B cio che andiamo a modificare € il campo magnetizzante
HenonB.

ATTENZIONE! Il campo magnetizzante H e soltanto un campo ausiliario: non ha un
vero e proprio significato fisico.
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Cisembrerebbe di aver fatto “sparire” le correnti amperiane riscrivendo la legge di Ampere per
la circuitazione in questa maniera, ma in realta ’abbiamo soltanto nascosta sotto il tappeto!4

I campi B e H sono legati ancora dalla densita di magnetizzazione M - che incorpora in
essa le informazioni della corrente amperiana. Per poter risolvere deﬁmtlvamente BeHci
un’ equazmne di stato del mezzo magnetico che leghi esplicitamente BeM 0, equivalen-

temente, H e B. Per molti materiali diamagnetici e paramagnetici vale la seguente relazione
lineare:

M-=,,H (12.18)

ATTENZIONE! Talelegge non e valida per i materiali ferromagnetici.

DIGRESSIONE. Per molti materiali paramagnetici la magnetizzazione Be dunque pro-
porzionale al campo magnetizzante Hsele temperature sono sufficientemente alte e i campi
sufficientemente piccoli. A valori dei campi fissi, la suscettibilita magnetica € inversamente
proporzionale alla temperatura secondo la prima legge di Curie:

Xm =

Nl Q
l
N>

Qui C e una costante detta costante di Curie specifica del materiale; per una formula espli-
cita di tale costante sono richieste conoscenze troppo approfondite di Fisica Quantistica,
ma ci basta sapere che & proporzionale alla densita del materiale p (o, piil precisamente,
al numero di atomi/molecole magnetizzate per unita di volume).

Da essa ricaviamo

=

EZMO(MJrﬁ)ZMO(Xm+1)ﬁ=MoKmﬁ=Mﬁ

=

B-= Km,uoﬁ = uH (12.19)

e la (12.17) si puo riscrivere come

VxB = 4j (12.20)

OssERVAZIONE. L'ultima legge ¢ pari all’analoga equazione della magnetostatica nel
vuoto a cui abbiamo sostituito a 4 la costante assoluta p.

Leggi di Maxwell per l'elettromagnetostatica nei materiali Ricapitolando, si hanno le
seguenti leggi nel caso di un materiale qualunque...

4Come gia detto, non invidio chi dovra lavare tale tappeto.
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. Forma
Nome Forma integrale differenziale
Legge di Gauss per = =N > 2
O,/(D) = D -0,d~ =q;,; = dV ‘D=
Pelettricita ov(D) faV n int pr v-D=p
Legge di Gauss R R
per il magneti- Q,v(B) = fVB -0,d~ =0 V-B=0
smo ¢
Legge dell'indu- Fy(ﬁ) -d E-dS=0 L o
zione di Faraday B> VxE=0

Legge  della
circuitazione
di Ampeére-
Maxwell

dove

r,(H) =
%

H'dngzj’ﬁndzzlint §Xﬁ=j

E —> —
—=H+M
Ho

... e le seguenti per un materiale al contempo dielettrico e diamagnetico/paramagnetico

lineare (con costante dielettrica assoluta € =

1 = K Ho)-

Nome

Forma integrale

k&) e costante di permeabilita magnetica assoluta

Forma
differenziale

Legge di Gauss per
Ielettricita

O (E) = LVE ,ds = qégt = fvpdV V.E="?

-

3

Legge di Gauss
per il magneti-
smo

o,y (B) = Lvﬁ ,ds =0

<!
(o]’
Il
o

Legge dell'indu-
zione di Faraday

<V
X
=
Il
o

Legge della
circuitazione
di Ampeére-
Maxwell

Leggi di Maxwell per l'elettromagnetismo nei materiali

=
~
S
~
<V
X
[oel}
Il
x

Non é difficile ricavare le

equazioni di Maxwell anche per campi dipendenti dal tempo. Si hanno le seguenti leggi nel
caso di un materiale qualunque...
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. Forma
Nome Forma integrale differenziale
Legge di Gauss 2 =N 5 o
O,(D) = D -0,d~ =q;,; = dV D=
per lelettricita ov(D) faV Yin int IV'O v-D=p
Legge di Gauss R R
per il magneti- Q,v(B) = IVB ‘,dE2 =0 V-B=0
smo ?
Legge dell'in- I,(E) = fig E-ds= N
duzione di > R - /B
d R B R VxE =——
Faraday =% jz B-u,d>=- ~ ‘0,dE ot
Legge della | [ fHy_¢ D.ds= [RR B,
circuitazione P . N f) > oD
di Ampeére- d 2 . B 205(D) VxD=j+ e
Maxwell +a fz D-0,d% = Iip; + ot
— - —> E — —
dove egE=D-P M_:H+M
0

... e le seguenti per un materiale al contempo dielettrico e diamagnetico/paramagnetico
lineare (con costante dielettrica assoluta € = ke() e costante di permeabilita magnetica assoluta

= KHg)-
Nom Forma integral Forma
ome ormainfegrate differenziale
Legge di Gauss o > Qi 1 L= p
per lelettricita | Lov(E) = f B ndY = T = fV pdV VD=2
Legge di Gauss . _
per il magneti- Q,/(B) = jaVB ‘u,dE =0 V-B=0
smo
Legge dellin-| Ly/(E)= i ) E.ds= )
duzione di d - B S B _§
Faraday =% fz B-a,d>=- — 0,d> ot
r,(B) :(JE B.ds—
Legge della P . .
circuitazione R 0o - > OJE
= ‘,di+e— | E-u,dy)= —uljre—
di  Ampére- H (»fz'] n fdt fz Y ) VxB =y (J teo )
Maxwell 295 (E)
= ilins +ep

ot
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12.4 FENOMENOLOGIA DEI FERROMAGNETI

Le sostanze ferromagnetiche risultano essere particolarmente differenti rispetto ai materiali
diamagnetici e paramagnetici che abbiamo studiato nelle precedenti sezioni.

Avevamo definito un materiale ferromagnetico come una sostanza avente una costante di
permeabilita magnetica relativa k,,, molto piu grande di 1. Tale definizione e si corretta, ma
problematica: come gia detto, parlare di “costante” di permeabilita magnetica in questo con-
testo & improprio, in quanto il suo valore puo variare sensibilmente da come viene magnetizzato.
Inoltre si puo inoltre osservare come le relazioni che legano B, H e M non siano lineari o
tanto meno univoche! Infatti, si € osservato sperimentalmente come in presenza di campi
magnetici non particolarmente elevati la magnetizzazione risultasse invece elevata.

Inoltre, la cosa piu peculiare di tutte che si puo notare con i materiali ferromagnetici e la loro
capacita di rimanere magnetizzati permanentemente anche senza un campo magnetico
esterno. Diamo quindi una definizione di ferromagnetismo piu qualitativa che quantitativa
sulla base di queste osservazioni.

DEFINIZIONE 12.4.1. - FERROMAGNETISMO.

Il ferromagnetismo ¢ il meccanismo per cui certi materiali diventano magneti permanenti,
ossia rimangono magnetizzati anche dopo essere stati soggetti ad un campo magnetico
esterno. La loro tendenza a “ricordarsi la loro storia magnetica” e detta isteresi.

Ciclo di isteresi Consideriamo un solenoide a forma di toro> riempito di un materiale
ferromagnetico. Al variare della corrente nelle spire varia il valore del campo magnetico H:

misurando quello e il campo magnetico B interno al toroide possiamo calcolare direttamente
la funzione B(H) e, indirettamente dalla legge

M= B -H,
Ho
la funzione M(H). _

All'inizio il materiale ¢ allo stato vergine, ossia non € magnetizzato (M = 0) e non c’e
alcun campo presente (ﬁ =0, H= 0). Al crescere della corrente (e quindi di H) i valori di B
e di M si dispongono lunga la curva di prima magnetizzazione a. Poiché essa non € una retta, le
grandezze

=g Km = —— Am = Km —1

non sono costanti, bensi funzioni di H.

Passato il valore H,,, si raggiunge il livello di saturazione, in cui la magnetizzazione rag-
giunge la magnetizzazione di saturazione costante My, e il campo magnetico invece cresce
linearmente - con pendenza i, - secondo la relazione

B = Ho (H+Mgy,) = P‘OH+ MOMsat

Per H > H,, il materiale e saturo e il campo B incrementa soltanto per effetto della corrente
- non c’e alcun contributo ulteriore da parte della sostanza.

Se dopo aver raggiunto H,,, si fa decrescere H ivalore di B e M non si dispongono lungo
a, bensi su una nuova curva f che e sempre maggiore della curva di prima magnetizzazione

5Qui s’intende quello matematico, non quello animale.
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e tale per cui, al valore H = 0, si ha

B, = uoM, (12.21)

dove B,. € il campo magnetico residuo e M,. € 1a magnetizzazione residua: il materiale rimane quindi
magnetizzato anche in assenza di corrente nel solenoide toroidale.

Per annullare (temporaneamente) la magnetizzazione € necessario invertire il senso della
corrente fino a raggiunge il valore di H detto campo coercitivo H ., in cuinon c’¢ magnetizzazione
M = 0 e il campo magnetico & tale per cui

[ B, = uoH, (12.22)

Diminuendo ulteriormente H si raggiunge il valore —H,,, oltre il quale si raggiunge la ma-
gnetizzazione di saturazione, con verso opposto.

Ora, facendo riportare H al valore H,,, si percorre una nuova curva y fino al ricongiungi-
mento della curva @, completando il ciclo di isteresi.

M(H) B(H)

M,

sat
M"
7l

H, 0 H, g

I
I
i
!
I
a !
I
I
I
I

-M sat

poter smagnetizzare completamente il materiale, ossia riportarlo ad uno stato vergine, bi-
sogna interrompere la magnetizzazione prima di raggiungere il livello di saturazione: in
questo modo, si ottengono dei cicli sempre piu stretti con i vertici sulla curva di prima
magnetizzazione, fino a far convergere il ciclo allo stato vergine.
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In questo modo in realta e possibile raggiungere un qualunque punto compreso tra le
curve f e y: non essendo univoco il valore che B(H) (o M(H)) assume, la magnetizzazio-
ne di una sostanza ferromagnetica dipende dalla storia della sostanza, oltre che dal valore di

H.

OsseRVAZIONE. Ilciclo dipende dal materiale. Ci sono materiali detti duri in cui il ciclo
di isteresi e largo e sono adatti a diventare materiali permanenti in quanto il valore della
magnetizzazione residua M,. € vicino a quella di saturazione M,;. D’altro canto, i ma-
teriali dolci hanno un ciclo di isteresi stretto ed e facile smagnetizzarli - per questo sono
utili per costruire degli elettromagneti, cioe magneti il cui campo puo essere facilmente
controllato dalla quantita di corrente che scorre nelle bobine che lo costituiscono.

Seconda legge di Curie Una proprieta dei materiali ferromagnetici e 'esistenza di una
temperatura critica, detta temperatura di Curie T tale per cui una materiale ferromagnetico
che la supera diventa paramagnetico (e viceversa), con la suscettivita alla temperatura 7" che
segue la seconda legge di Curie:

dove C ¢ la costante di Curie specifica del materiale e p la densita.
Questa transizione di fase & spiegabile solo a livello quantistico-statistico tramite il modello
di Ising.
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APPENDICE

RACCOLTA DIFFERENZIATA:
RICHIAMI DI GEOMETRIA E
CALCOLO DIFFERENZIALE

“Dicono che il novanta per cento della TV é spazzatura. Ma il novanta per cento di tutto é spazzatura.”

GENE RODDENBERRY, riferendosi a questo Manualozzo™.

ER comprendere a fondo gli argomenti trattati in questo Manualozzo™ é estremamente
P importante avere una buona padronanza dei concetti di Geometria Differenziale e Calcolo
Differenziale. In questo capitolo troverete dei cenni, brevi ma-non-troppo, per colmare ogni
potenziale lacuna a riguardo.

A.1 * VARIETA DIFFERENZIABILE

DEFINIZIONE A.I.I. - CARTA, COORDINATE LAGRANGIANE, PARAMETRIZZAZIONE
LOCALE.
Dato un insieme di punti M non vuoto, una carta ¢ una coppia (U, @) dove

m U e uninsieme® contenuto in M detto dominio della carta.

m ¢ : U—— ¢(U)C R”eéuna funzione iniettiva®, con p(U) aperto di R™.

La funzione ¢ associa ad ogni puntop € U C M un m-upla (q’l) (conA =1, ..., m)dette
coordinate di p rispetto alla carta (U, ¢).

e®=(q'®,....q" @) (A1)

La funzione @ e suriettiva e quindi invertibile: I'inversa ¢~ 1 detta parametrizzazione
locale, associa alle coordinate g# il punto p € U C M con quelle coordinate.

“?A seconda delle definizioni, U siimpone per definizione essere aperto per una topologia innata su M

261
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oppure risulta aperto per una topologia indotta dall’atlante e nella definizione non é richiesto specificarlo.
Le due definizioni sono equivalenti.

bA seconda delle definizioni, ¢ si impone per definizione essere un omeomorfismo - i.e. mappa continua
con inversa continua - oppure risulta un omeomorfismo in seguito alla topologia indotta dall’atlante stesso.
Le due definizioni sono equivalenti.

DEFINIZIONE A.I.2. - FUNZIONE DI TRANSIZIONE.
Date due carte (U1, ¢1), (Usg, pg) suM con Uy n Uy # &, la funzione di transizione
dalla carta (U, @7) alla carta (Ug, @9) € la funzione

w=0g°03" : 91(U1) SR® — ¢o(Up) C R” (A.2)

Essendo definita tra aperti di R si possono definire le sue derivate.
Se due carte hanno una funzione di transizione differenziabile, di solito € o pil raramente
@*  le carte sono dette compatibili.

DEFINIZIONE A.1.3. - ATLANTE.

Un atlante ¢ una collezione di carte {(U,, ¢,)},s che copre tutto I'insieme M, cioe per
qualunque punto p € M esiste almeno una carta (U, ¢,), per un certo @ € I, tale che
peU.

Se le funzioni di transizione dell’atlante sono €*, allora I'atlante si chiama atlante €*.

Sel’atlante e €, la funzione di transizione ¢ un diffeomorfismo, in quanto ¢ una funzione
€ con inversa €.

DEFINIZIONE A.I.4. - ATLANTE MASSIMALE.
Dato un atlante &/, 'atlante massimale ¢ I’atlante contenente tutte le carte compatibili
con 'atlante originale </.

DEFINIZIONE A.L.5. - TOPOLOGIA INDOTTA DALL'ATLANTE.
Un atlante definisce sempre una topologia sull'insieme M, detta topologia indotta
dall’atlante:

A C M apertoseV(U,, ¢,) (A nU,)eapertoin R” con la topologia Euclidea.

Secondo questa topologia:
1. U,eéapertoinM.
2. @, manda aperti in aperti, quindi e aperta ed, essendo biettiva, ¢ un omeomorfismo

traU,e @, (Uy).

DEFINIZIONE A.I.6. - VARIETA DIFFERENZIABILE.

Una varieta differenziabile (altresi detta varieta differenziale) di classe €* e dimen-
sione n € un insieme di punti M non vuoto che puo essere coperto da un atlante &k
{(Ug> o)} 41> che di solito supponiamo massimale, dove ¢, (U,) € R”, Va € I. Inoltre, lo
spazio topologico? M si suppone spesso essere Hausdorff e a base numerabile.

“Con la topologia su M con cui si sono definite le carte o con la topologia indotta dall’atlante.

In sintesi, una varieta differenziabile e una varieta topologica con una struttura differen-
ziabile globale: I'esistenza dell’atlante soddisfa le condizioni di varieta topologica, mentre la
struttura differenziabile e indotta dalle condizioni di compatibilita delle carte dell’atlante.
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Per semplicita considereremo, se non specificato, le varieta differenziabili di classe € e
quindi tralasciamo il termine “di classe €%”.

EsegmpI.
m  Gli spazi affini R” di dimensione n con coordinate cartesiane, polari, sferiche,
cilindriche...

m  Lesfere S" di dimensione n.
m  Le superfici regolari in R3 parametrizzate da

r: UcCR? s RS
(u,v) —— r(u,v) = (x(w,v),y(w,v),2(u,v))

A.2 * METRICA

DEFINIZIONE A.2.1. - METRICA.

Una metrica (o anche detto tensore metrico) su una varieta differenziabile M e una
mappa bilineare simmetrica - ossia un campo tensoriale simmetrico doppiamente con-
travariante - non degenere

g TM)xLM) —— F(M) (A3)
XY) — S X Y=(XY)=gX,Y)

che ad una coppia di campivettorialisopra M associa un campo scalare su M. Essa soddisfa
le proprieta di un prodotto interno:
m Bilinearita, ossia lineare separatamente in entrambi gli argomenti:

g(fX +hY,Z) = fe(X,Z) + he(Y,Z), vf.h € F(M), vX,Y,Z € X (M)

- o>

gX.fY +hZ) = feX,Y) + heX, Z), ¥f.h € F(M), vX,Y,Z € (M)

(A.4)
(A5)
m  Simmetria:
gX.Y) =g(Y.X), vX,Y € (M) (A.6)
m  Non degenere: per ogni campo vettoriale X #0
Y : gX,Y) =0 (A7)

La metrica generalizza molte delle proprieta del prodotto scalare di vettori negli spazio Eucli-
dei.
Scelte delle coordinate (g#) su M e datiicampi X = X%8,, Y=Y"é, € T(M)siha

gX.Y) =g (X%6,,Y*8,) = X'Y¥g (8,.8,) =X'Y¥g,,
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dove

[ =) ] (A5

sono le componenti di g nelle coordinate scelte.

DEFINIZIONE A.2.2. - COORDINATE ORTOGONALIL.
Data M varieta differenziabile e (q’l) coordinate su M, le coordinate sono ortogonali
rispetto ad una metrica g se

[ S =0,vYu=v ] (A.9)

DEFINIZIONE A.2.3. - VARIETA RIEMANNIANE.
Una varieta Riemanniana (M, g) € una varieta differenziabile M a cui é associata una
metrica g.

Metrica e 1-forme La metrica si puo descrivere da una matrice invertibile. Invertendola,
otteniamo la matrice associata ad un campo tensoriale simmetrico doppiamente covariante,
ossia una mappa bilineare che a due 1-forme sulla varieta differenziabile M associa un campo
scalare.

g: AM)xQM) ——— F(M)

1 (A.10)
(@) —— (a.B) = [¢7!] (. B)
Pertanto, g~ definisce un prodotto interno sulle 1-forme.

OssERVAZIONE. Vale anche il ragionamento contrario: da un campo tensoriale (2, 0)
simmetrico che definisce un prodotto interno sulla varieta si puo considerare il campo
tensoriale (0, 2) associato alla matrice inversa, il quale € una metrica sulla stessa varieta e
un prodotto interno per le 1-forme.

Scelte delle coordinate (¢#) su M e dati le 1-forme & = a £, B= pet € Ql(M)siha

sX.Y)=g (026" Big?) = ;38 (). &) = @, B8™

dove

g =g (e e") (A.11)

Isomorfismi musicali Scelte delle coordinate (qﬂ) su una varieta Riemanniana (M, g),

possiamo considerare due isomorfismi mutualmente inversi tra fibrati vettoriali:
m  Bemolle: dato un campo vettoriale X = X4é, su M, il bemolle X" & una 1-forma su
M ottenuta abbassando un indice:

i TM —— 3 T*M (Ar2)
A A .
XI—)Xb=gﬂﬁX#§ :Xﬁé

Utilizzando il prodotto interno definito da g, si ha per qualunque campo vettoriale

Y e (M)
X*(V) = g(X,Y) = (X.Y)
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m Diesis: dato una 1-forma ¢ = ¢A§A su M, il diesis ¢* & un campo vettoriale su M
ottenuto alzando un indice:

¢ : "M —— TM Al
-> - . 3
» —— o' =ghtp, €, = ¢é, (.53

dove g#* sono componenti della matrice inversa associata alla metrica g.
Utilizzando il prodotto interno definito da g, si ha per qualunque campo vettoriale
YeZ (M)

(".Y) =g(¢",Y) = (Y)

A.3 * ELEMENTO DILINEA

DEFINIZIONE A.3.I. - SPOSTAMENTO INFINITESIMO.
Il vettore spostamento infinitesimo ¢ la variazione infinitesima del vettore posizione r.
Scelte delle coordinate (%) su M,

=

, or or
ds = —dqg* = |—

aqlq_aq/l

or
ag* i or

q* = |—|dq*a,; (A.14)

o
aq/l

Lo spostamento infinitesimo si calcola ricavando, per ogni direzione 01, la variazione della
corrispondente coordinata tenendo costanti le altre.

DEFINIZIONE A.3.2. - ELEMENTO DI LINEA.
L'elemento di linea ¢ il quadrato della lunghezza di uno spostamento infinitesimo. Se g
¢ il tensore metrico della varieta n-dimensionale, allora

ds? = g(ds, ds) (A.15)

NoTtazioNE. Talvolta si indica lo spostamento infinitesimo e I'elemento di linea, in
maniera alternativa ads eds, come d? e d?.

ATTENZIONE! In diversi contesti lo spostamento infinitesimo e chiamato elemento
di linea, pur essendo concettualmente differente da quello che qui indichiamo come
elemento di linea.

Poiché lo spostamento infinitesimo & arbitrario, ds? definisce completamente la metrica; in
notazione suggestiva ma non corretta dal punto di vista tensoriale

ds? =g (A.16)
Scelte delle coordinate (¢*) su M, si ha
ds? = g,ndqtdq” (A.17)

Se la metrica e ortogonale, I’elemento di linea e della forma

2
ds? =gq1 (dql) + ..+ 8nn (dq”)2 (A.18)
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Applicazioni Preso un vettore ¥ parametrizzante una curva, il vettore spostamento ds
rappresenta unasua parte infinitesima tale da sembrare lineare. Per questo motivo il parente
stretto del vettore spostamente, I'’elemento di linea permette il calcolo dell’arcolunghezza e
degli integrali curvilinei, oltre che definire la metrica.

DEFINIZIONE A.3.3. - ARCOLUNGHEZZA.
L'arcolunghezza ¢ la distanza tra due punti lungo una sezione di una curva ¥(r)

v — [ gy
S = J dr |d82‘ = J dr gﬂvﬁﬁ ‘ (A.Ig)
Gl

71

DEFINIZIONE A.3.4. - INTEGRALE CURVILINEO DI PRIMA SPECIE.
Un integrale curvilineo di prima specie € un integrale dove un campo scalare

f:UCR®* — R

viene valutato lungo una curva y di parametrizzazione r : [a,b] — U:

b
J f(¥)ds = J fE@)|F (7)|d7 (A.20)
4 a

In particolare, la lunghezza della curva y e

b
J e j #(@lde (A.21)
14

DEFINIZIONE A.3.5. - INTEGRALE CURVILINEO DI SECONDA SPECIE.
Un integrale curvilineo di seconda specie e un particolare tipo di integrale dove un

campo vettoriale F : UCR" —5 R"vienevalutato lungo una curva y di parametriz-

zazione ¥ : [a,b] — Unella seguente maniera:

f F.ds= f b F(#(2) - [¥'(0)|dr (A.22)
y a

Gli integrali curvilineo di seconda specie sono indipendenti dalla parametrizzazione, ma
dipendono invece dall’orientazione: nella fattispecie, invertire I'orientazione della parame-
trizzazione cambia il segno dell’integrale curvilineo.
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A.4 x* ELEMENTO DI AREA

DEFINIZIONE A.4.1. -.

Data una superficie > a due dimensioni immersa in R3, 'elemento di superficie & una
sua porzione infinitesima. In termini matematici, scelte una parametrizzazione r(u,v)
diX e dunque una scelta di coordinate (u, v), allora 'elemento di superficie € una 2-forma
data da

= /detgdudv = ‘

dudv (A.23)

dove g € la metrica associata alla superficie con la parametrizzazione scelta.

Applicazioni Come sipuo facilmente immaginare, I'’elemento di superficie permette il
calcolo degli integrali superficiali.

DEFINIZIONE A.4.2. - INTEGRALE SUPERFICIALE PER CAMPI SCALARI.
Un integrale superficiali per campi scalari & un particolare tipo di integrale dove un

campo scalare f : UC R2 — R viene valutato su una superficie di parametrizzazio-

ne ¥ : T —— Unella seguente maniera:

f fds = j f(F (u, v))\/det gdudv = j A& dudv (A.24)
In particolare, I'area di X &
A=[1ds=] ‘a—rxa—rdudv (A.25)

Un integrale superficiale per campi vettoriali puo essere definito in due modi differenti:
m Integrando il campo componente per componente utilizzando I'integrale superficiale per
campi scalari; il risultato in tal caso e un vettore.
m Integrando la componente normale del campo tramite la superficie con I'integrale su-
perficiale per campi scalari; il risultato in tal caso € uno scalare ed ¢ il flusso del
campo vettoriale tramite la superficie considerata.

A.5 * ELEMENTO DI VOLUME

DEFINIZIONE A.5.1. - ELEMENTO DI VOLUME.
Fissate delle coordinate (x‘), un elemento di volume su una varieta Riemanniana orien-
tabile di dimensione n &€ una n-forma data da

dV = J[detgldx® A... ndx" (A.26)

dove g ¢ la metrica associata alla varieta.
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Nel caso specifico di R3, si puo fisicamente vedere come una porzione infinitesima di volume
- anche se in termini matematici rimane una 3-forma su R3. Date le coordinate («, v, s) su
R3 e la metrica g ad esse associata, si esprime per convenzione come

dV = \/detgduduvds (A.27)

Cambio di coordinate Nelle coordinate cartesiane (x,y,2) la forma di volume &
dV = dxdydz
Operando un cambio di coordinate

x =x(u,v,s)

y=y,v,s)
z =2z(u,v,s)

la forma di volume cambia con il determinante della Jacobiana del cambiamento:

a(x,y,2)

—a(u, 05 dudvds

dV:‘

Applicazioni Lelemento divolume permette di definire I'integrale (di Lebesgue) di una
funzione su unavarieta differenziabile. Nel caso specifico di R3, la forma di volume permette
il calcolo degli integrali tripli. In particolare, il volume di un dominio V e dato da

V= JV 1dV = JVdV (A.28)

A.6 * OPERATORE STAR DI HODGE

DEFINIZIONE A.6.1. - SIMBOLO DI LEVI-CIVITA.
Il simbolo di Levi-Civita é definito come

+1 se (iy,ig...,i,) €una permutazione paridi(1,2,...,n)
€ilig.i, =11 se (i1,ig...,i,) ¢ una permutazione disparidi(1,2,...,n) (A.29)
0  altrimenti

DEFINIZIONE A.6.2. - OPERATORE STAR DI HODGE.
Data una varieta Riemanniana orientata M di dimensione n, lo star di Hodge € una
funzione lineare

2 QR — QR

che associa alla k-forma f un unica (n — k)-forma =f, detta duale di Hodge definita
dall'identita

[ an=f=(ap)ydvV ] (A.30)

dovedV € ™ (X) é 1a forma di volume indotta da g.
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Fissate delle componenti (qﬂ), una k-forma ha una scrittura canonica data da

1 . .
a= Eail...ikéll A...NE® (A.31)

dove a;, ;, sono funzioni € sulla varieta. Allora, il duale di Hodge ¢ definito come

1 - - . .
Ry VB8 R i, €A N E =
1 o . .
= m\/ la* 1 ey, iy g i €A AET

doveg éla metricasuM e
10 — o, . ogl1l 32
a O‘J1~Jkg] g

PROPRIETA A.6.I. - PROPRIETA DELL'OPERATORE STAR DI HODGE.
Data una varieta Riemanniana (M, g) di dimensione n. e sia a € Qk(M). Allora valgono le sequenti:
m [l duale di Hodge della funzione (O-forma) identicamente unitaria 1 ¢

*1=dV (A.32)
m [l duale del duale di Hodge di una k-forma é

x(xa) = (=D g = (LR (A.33)
O

A.7 OPERATORIDIFFERENZIALI

In questa sezione ci limitiamo a considerare lo spazio affine R3 - dotato delle proprieta di
varieta differenziale - ove non specificato diversamente.

DEFINIZIONE A.7.1. - OPERATORE NABLA.

L'operatore nabla ¢ una notazione matematica che semplifica la scrittura di diverse equa-
zioni. In coordinate cartesiane su R3, si pud immaginare un vettore puramente formale
che contiene gli operatori delle derivate parziali nelle tre direzioni spaziali (cartesiane):

- R J . 9

ATTENZIONE! Loperatore nabla assume significato soltanto quando viene applicato,
come ad un campo scalare o ad un campo vettoriale. Ad esempio, una scrittura del tipo
V + v non ha alcun senso né fisico, né matematico.

L'operatore nabla ha tre possibili applicazioni, a seconda se viene moltiplicato per un campo
scalare, oppure se moltiplicato con un campo vettoriale per mezzo del prodotto scalare o
quello vettoriale.

Cambio di coordinate Anche se lo scriviamo come vettore formale, V si puo anche vedere
come covettore - un nome carino per dire le forme lineari. In particolare, le componenti di V
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cambiano come i covettori, cioé dobbiamo operare in modo covariante e utilizzare la matrice
del cambiamento di base:

o ol 9
—=—— (A.35)
99,  og”oxt
Gradiente
DEFINIZIONE A.7.2. - CAMPO SCALARE.
Un campo scalare ¢ ¢ una funzione
Q: RS —— %R (A.36)

(x,y,Z) H qO(x,y,Z)

dove (x,y,z) sono eventualmente funzioni del tempo.

Un campo scalare & quindi una mappa che a punti di R3 associa valori scalari.

DEFINIZIONE A.7.3. - GRADIENTE.

Dato un campo scalare ¢ : R3 —— R, il gradiente & il campo vettoriale dato dall’ap-
plicazione della nabla tramite moltiplicazione per uno scalare a ¢:

Vo = (8x(p, % @, 6Z(p) =—u, + @uy + —u, (A.37)

EsgmPI.
m  Se @ rappresenta l'altitudine, ﬁ(p ¢ la discesa.
m  Se@ rappresenta la pressione o la temperatura, Vg ¢ la direzione in cui essa varia piu
rapidamente.

OssSERVAZIONE. Datoun campo scalare, esistono delle superfici equipotenziali tali
per cui ¢ = costante sulla superficie. Il gradiente di ¢ €, punto per punto, ortogonale alla
superficie equipotenziale.

* Teorema del gradiente

TEOREMA A.7.1. - TEOREMA DEL GRADIENTE.

Per ogni campo scalare ¢ : R3 —— R e per ogni curva differenziabile y da P a @ si ha

| 7o ds= 0@ - o) (A38)

In altre parole, gli integrali curvilinei di campi definiti da gradienti sono indipendenti dal percorso scelto
e dipendono solo dal punto iniziale e dal punto finale. Ol
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* Spostamento infinitesimo e gradiente Diamo una definizione alternativa del
gradiente che ci tornera piu utile avanti. Sinotiche il modulo, direzione e verso del gradiente
e indipendente dal sistema di coordinate, in virtu della sua natura vettoriale. Fissati due
punti infinitamente vicini, possiamo considerare il gradiente del campo scalare ¢ come il
vettore tale che il prodotto scalare per il vettore spostamente infinitesimo ds da la variazione
di ¢ per tale spostamento.

de =Ve-ds (A.39)
dove d ¢ matematicamente una 1-forma e si calcola tramite la derivata esterna, in coordi-
nate:

do . .
d(p = @dx’ (A40)

Questa definizione ¢ intrinseca e non richiede alcun sistema di coordinate, e puo essere utiliz-
zato per ricavare anche I'espressione dell'operatore nabla in altre coordinate.

Per questioni operative conviene comunque servirsi di un sistema di coordinate e calcolare
le componenti del gradiente in tale sistema.

Divergenza

DEFINIZIONE A.7.4. - DIVERGENZA.

Dato un campo vettoriale G:R3 — R3, la divergenza ¢ il campo scalare dato

dall’applicazione della nabla tramite prodotto scalare ad G:

V-G = 3,Gy +3,G, +3,G, (A.41)

EsEmpIo. Se G rappresenta la velocita dell’aria in una certa regione di spazio, V - G
rappresenta quanta piu aria sta “uscendo” da quella regione rispetto a quanta ne sta
“entrando”. Se scaldiamo I'aria, essa si espande, i vettori puntano verso I'esterno della
regione e la divergenza e positiva; se raffreddiamo I'aria, I’aria si contrae e la divergenza
ha un valore negativo.

Rotore

DEFINIZIONE A.7.5. - ROTORE.

Dato un campo vettoriale G: R3 — R3, il rotore & il campo vettoriale dato dall’ap-

plicazione della nabla tramite prodotto vettoriale ad G:

V%G = (3,G, — 3Gy, 3,Gy — 3,G,, 3G, — 3,Gy) (A.42)

Si definisce anche come il determinante formale

Lol 9 4
vxG=|G, G, G, (A.43)

£
<<= ’
£
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Esempi1o. Supponiamo che G rappresenta la velocita di un flusso d’acqua in una certa
regione di spazio e di porre una pallina ruvida nel fluido, in modo che non si puo spostare
da tale punto. Anche se non si sposta da li, il fluido fa comunque ruotare la pallina: 'asse
di rotazione é nella direzione di V - G applicato al centro della palla, mentre la velocita
angolare dipende dal modulo del rotore in tale punto.

In altre parole, € una misura di come un fluido potrebbe ruotare (o meglio, far ruotare
qualcosa a livello microscopico)

Derivate seconde

Dato che dopo aver applicato 'operatore nabla otteniamo campi scalari o vettoriali, possiamo
riapplicare I'operatore nabla come in precedenza per ottenere delle derivate seconde; alcune
hanno particolare rilevanza perché sono importanti dal punto di vista matematico oppure
perché sono costantemente nulle.

i)

v- (%(p) =V2¢p, dove V2 ¢l laplaciano:

V2 =02 + 02 + 029 (A.44)
V x ﬁ(p =0
v (V- )
G (75G) =0
v x (§ x é) =V (5 : é) + V2é, dove V2G ¢ il laplaciano vettoriale:

V2G = (V2G,. V2G,, V2G,) (A.45)

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo ii) e iv).

i)

iv)

RQ
< )<<Q &
NQ
I

u,

= (0y0,0 — 3,0,0) Ty, + (3,050 — 9,0, 0) W, + (9xIy @ — 9y p) T, = 0

(94:9y.9) - (9 Gy, — 9xGyy, 0,Gy — 9,G,0,Gy — 3,Gy) =
= 90y G, — 9,0,Gyy +3,0,Gy — 3,0,G,, + 3,9,Gy — 3,9,G, =0 O

Definite le nostre derivate seconde, otteniamo una conseguenza quasi immediata.

PROPOSIZIONE A.7.1. - OGNI CAMPO CONSERVATIVO E IRROTAZIONALE.
Ogni campo conservativo G é irrotazionale.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché G = Vg per un opportuno potenziale ¢ definito a meno di
costanti, allora si ha che

@xéz@xﬁ(p:O O

Teoremi relativi alle derivate seconde Concludiamo la discussione con alcuni teo-
remi non banali (e forniti senza dimostrazione) che seguono dalle derivate seconde qui
definite.

TEOREMA A.7.2. - OGNI CAMPO IRROTAZIONALE E CONSERVATIVO.
Ogni campo irrotazionale Ge (localmente) conservativo, ossia ¢ il gradiente di un opportuno campo
scalare .

%xé:0=>3(p:é:V(p ]

TEOREMA A.7.3. - OGNI CAMPO CON DIVERGENZA NULLA E SOLENOIDALE.
Ogni campo G con divergenza nulla ¢ (localmente) soleinoidale, ossia ¢ il rotore di un opportuno campo
vettoriale A.

— -

§~é:O=>EIA:G=§><;& O

A.7.2  Operatori differenziali in dimensioni maggiori

Matematicamente, possiamo estendere parte delle definizioni precedenti dallo spazio affine
R3 a quello di un generico di R”.

DEFINIZIONE A.7.6. - OPERATORE NABLA IN R”.

L'operatore nabla e una notazione matematica che semplifica la scrittura di diverse
equazioni. Nelle coordinate (x1, ..., x,) della base standard (€7, ..., €, ) su R”, & il vettore
puramente formale che contiene gli operatori delle derivate parziali nelle direzioni della
base:

i= 2 e 28,3 23 (A.46)
=——F€e1+..+—€, = —€; .
ot e i=1 o'
Preso il campo scalare
¢: RI——— R (A.47)

(cl, .0 — (Y, ..., x")

e il campi vettoriale

G: R” > R” A
’ .48
@l ) — (G1@0,.x), ., Gy (20, ... x™)) (A-45)

possiamo definire i seguenti operatori differenziali:
m  Gradiente:

- op op o
V(O = (31§0, ,8n§0) = gel +...+ ﬁen = ; ﬁei (A49)
m  Divergenza:
- = 1 (3 3Gl -
V-G=0,G'+9,G, +9,G, = Xi —7 = 9,G* (A.50)
1=
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m  Laplaciano:

2, _ 52 2 _ %
Vép =07+ ...+ 95,¢p = - ALl
® =99 n® i:§1 P (A.51)
m  Laplaciano vettoriale:
V2G = (V2G;,...,V2G,,) (A.52)

Operatore d’Alembertiano Se consideriamo lo spaziotempo di Minkowski M = R, con
coordinate (x0 = ct,x! = x,x2 = y,x3 = 2) dotato della metrica di Minkowski

1 0 0 0
lo -1 0 o
1o 0o -1 o
0 0 0 -1

si puo definire un’estensione in tale spazio del laplaciano V2, 'operatore d’Alembertiano:

92 92 92 P
O =049, = ntvo,0, = = = = = A.
p = MOy 6(x0)2 a(x1)2 8(x2)2 8(x3)2 ( 53)
192 92 92 2 192 A
“EZE w2 o R Ear (A54)
dove c e la velocita della luce.
In questo modo possiamo definire il laplaciano di un campo scalare...
1 029
Op=—5— —V2 A.
=32 @ (A.55)
...e, dato un campo vettoriale é(xo, x1,x2,x3), I'estensione del laplaciano vettoriale
0G = (0G,0G1,0Gs, 0G3) (A.56)

In alcuni ambiti, ma specialmente nell’ambito dello studio delle onde non elettromagnetiche,
si puo adattare tale operatore sostituendo a ¢ un’opportuna velocita v.

A.8 TEOREMA DELLA DIVERGENZA EDEL ROTORE

Teorema della divergenza

TEOREMA A.8.1. - TEOREMA DELLA DIVERGENZA.
Si consideri un volume V C R3 compatto con bordo liscio dV. Dato un campo vettoriale differenziabile

G in un intorno di V, allora

[ fﬁ-é: Lvé-ﬁndz (A.57)

Utilizzando la notazione fisica, la A.57 si scrive come

f‘ﬁ -G = 05(G) (A.58)
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Teorema del rotore

TEOREMA A.8.2. - TEOREMA DEL ROTORE.

Si consideriuna curva y : [a,b] — R3 semplice - ossia senza intersezioni con sé stessa, chiusa
e liscia a tratti; si consideri inoltre una superficie 3. liscia tale che 9% = y. Dato un campo vettoriale
differenziabile G in un intorno di V, allora

[ 9G -a,d5 = 3@ G- ds (A.59)
> v 0

Utilizzando la notazione fisica, la A.59 si scrive come

Oy (ﬁé) =T,(G) (A.60)

OssiERrvAzIONE. Cisono infinite superfici con bordo y, ma il flusso del rotore rimane
sempre invariato.

A.9 CAMPICONSERVATIVI,IRROTAZIONALI E SOLENOIDALI

Campi conservativi

DEFINIZIONE A.9.I. - CAMPO CONSERVATIVO E POTENZIALE.
Dato un campo vettoriale G, se esiste un campo scalare ¢ tale che

-

G =g (A.61)

allora G viene detto conservativo e il campo scalare ¢ e detto potenziale.

Campi irrotazionali

DEFINIZIONE A.9.2. - CAMPO IRROTAZIONALE.
Un campo vettoriale G viene detto irrotazionale se

[ UxG=0 ] (A.62)

PROPOSIZIONE A.9.I. - x CAMPO IRROTAZIONALE E CAMPO CONSERVATIVO.
Un campo conservativo e sempre irrotazionale; il viceversa é vero se il dominio é semplicemente connesso.
O

TEOREMA A.9.1. - CARATTERIZZAZIONI EQUIVALENTI DEI CAMPI CONSERVATIVI IN
R3.
Sia G un campo vettoriale in R3. Le sequenti sono equivalenti:

i) G é conservativo, cioé esiste ¢ campo scalare tale che

G=Vgp (A.63)
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ii) G ¢ irrotazionale, cioé V x G = 0.
i) T,(G) =0, Vycurva chiusa.
iv) fyl G-ds = fy2 GdS, Vyq, 7o curve tra due estremi A e B fissi.

O
Campi solenoidali
DEFINIZIONE A.9.3. - CAMPO SOLENOIDALE E VETTORE POTENZIALE.
Un campo vettoriale G viene detto solenoidale se
V-G=0 (A.64)

In particolare, un campo e solenoidale se e solo se esiste un campo vettoriale A tale che
G =V x A. Il campo vettoriale A ¢ detto vettore potenziale.

TEOREMA A.9.1. - CARATTERIZZAZIONI EQUIVALENTI DEI CAMPI SOLENOIDALI IN R3.
Sia G un  campo vettoriale in R3. Le sequenti sono equivalenti:

i) G ¢ solenoidale, cio¢ V - G = 0.
ii) G ammette un vettore potenziale A tale per cui

G=UxA
iii) CDZ(G) =0,vx superﬁcze chiusa.
v) @5, (G) o5, (G) se 91 = 92o.
v) Tutte le linee di forze sono chiuse.

DIMOSTRAZIOI}I)E. .
I = I) SeG =VxA,allora

-

ﬁG:V(%K):O

IIT) = 1IV) Consideriamo la superficie %1 u Z9. X7 e X5 sono aperte se prese
singolarmente, ma unendole al bordo la loro unione diventa chiusa; pertanto, si ha

5,05,(G) = 0

Posto 11, il versore esterno alla superficie unita e &; il versore della superficie X; concorde
con il verso di G, si osserva che

g5, (G) = jZG-ﬁndz: leG-ﬁnd2+ G-u,ds = leG-ﬁldzl— f22G-ﬁ2d22

2

da cui segue

le G a,ds; - fzz G f1pdsy = 0

e quindi la tesi. O
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x Teorema fondamentale del calcolo vettoriale

TEOREMA A.9.2. - TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO VETTORIALE.
Ogni campo vettoriale puo essere espresso come la somma di un campo irrotazionale e di un campo
solenoidale. O

A.10 x* OPERATORI DIFFERENZIALI E FORME DIFFERENZIALI

Consideriamo R in coordinate cartesiane: questa € una varieta Riemanniana di dimensio-
ne n con metrica I'identita, ossiag = 1.

Gradiente Dato un campo scalare ¢ € #(R"), il gradiente di ¢ ¢ definito come il campo
vettoriale Vg associato tramite I'isomorfismo musicale del diesis alla 1-forma d,

Vo = (do)" € Q1 (M) ] (A.65)

dove dg ¢ il differenziale (o derivata esterna) della funzione ¢.

Rotore Il rotore diun campo vettoriale G su R” ¢ definito come la (n — 2)-forma rotG
seguente:

rmécn{mbr):*ug) (A.66)

Questa e una generalizzazione del concetto del rotore ad n dimensioni. Nel caso specifico di
R3, il rotore & una 1-forma; pertanto il rotore vettoriale a noi noto & semplicemente il campo

vettoriale che otteniamo applicando I'isomorfismo musicale del diesis a rotG.

7% G = (rotG)’ (A67)

S
Divergenza Ladivergenza di G e definito come il campo scalare

=

V-G =tr(dG) (A.68)

dove dG ¢ il differenziale della funzione.
Possiamo definire la divergenza in termini di operatore star di Hodge. Dato un campo vet-

toriale G = Ei(f')ﬁi su R3, I'isomorfismo musicale del bemolle definisce la sua 1-forma
associata

E=(G)" = Gy(¥)dx!

I1suo duale di Hodge ¢ la 2-forma

1 _
+E = ggijkEldx] ndxF
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dove Eijk ¢ un simbolo di Levi-Civita.
La derivata esterna di K ¢ la 3-forma

1 . .
d+E = EeijkalEldxl ndat nxk

I1suo duale di Hodge € un campo scalare e coincide con la divergenza di G

> >

V-G=+d+E=9,E" (A.69)

A.10.1 Teorema di Stokes per forme differenziali

TEOREMA A.10.1. - TEOREMA DI STOKES PER FORME DIFFERENZIALI.

Se w é una n-forma liscia con supporto compatto sulla varieta differenziabile e orientabile M di di-
mensione n + 1, dotata - sulla base dell'orientazione indotta da M - di un bordo pari ad una varieta
differenziabile oM di dimensione n, allora

J‘ da)zj 1)
M oM

dove nel secondo integrale si intende, con un abuso di notazione, la restrizione sul bordo oM di w

(o equivalentemente, é pari al pullback i*w dove u : dM <—— M e linclusione del bordo nella
varieta). O

Da questo importante teorema si possono ricavare diversi risultati gia noti, applicati tuttavia
al mondo delle forme differenziali.

Teorema del rotore per forme differenziali Sipuo osservare che V x G - @1,,dA e una
2-forma che e paria

L > L o\ b -
VxG-1,dA =« (VxG) =dG’

Allora, il teorema del rotore per le forme differenziali diventa

fz dE = LZE (A.70)

Teorema della divergenza per forme differenziali Si pud osservare che V- GdV & una
3-forma che e pari a

V.-GdV=d+E

Allora, il teorema del rotore per le forme differenziali diventa
jV «d+E = favastdg (A.71)

A.11 COORDINATE SFERICHE E CILINDRICHE

In molti casi dove sono presenti evidenti simmetrie, le coordinate cartesiane possono com-
plicare la trattazione del fenomeno fisico. A questo scopo introduciamo due sistemi di
coordinate di frequente utilizzo: le coordinate sferiche e le coordinate cilindriche.
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A.11.1  Coordinate sferiche

DEFINIZIONE A.IL.I. - COORDINATE SFERICHE.
Le coordinate sferiche sono un sistema di coordinate per R3 dove la posizione ¥ di un
punto e specificato da tre numeri:
m Ladistanza radiale r dall’origine.
m L'angolo polare (latitudine) @ trala direzione verticale dello zenith - 'asse z positivo
- eil vettore radiale.
m L'angolo azimutale (longitudine) ¢ - definito tra I'asse x positivo e la proiezione
del vettore radiale sul piano xy, in senso antiorario.
Utilizzando i radianti, si poner € (0,+), 8 € [0,7) e ¢ € [0, 27]

La legge di trasformazione dalle coordinate sferiche alle coordinate cartesiane e

x=rsinfcos g
y =rsinfsing (A.72)
zZ=rcosb

Viceversa, si ha

= Jx2 +y2 422

= arctan (@) (A.73)
(

y
= arctan D—C)

Basi e componenti vettoriali

RICORDIAMO... Dato un cambiamento di coordinate g* = g*(x?), la matrice del cam-
biamento di base € la matrice che ha sulle colonne i vettori della nuova base espressi in
funzione della seconda. In notazione di Einstein essa € della forma

dove i e I'indice di riga e 4 quello di colonna.
Per passare dalla base riferita alle x’ alla nuova base riferita alle g* la formula & quindi

Lol

e, = _aq/l Gi (A']S)
Invece, per cambiare le componenti dei vettori dobbiamo operare in modo controvariante
e utilizzare la matrice inversa del cambiamento di base:

A
vi= 2y, (A.76)

Poniamo quix1 = x, x2 = v, x3 = 2, q1 =r, q2 =0, q3 = @. Il vettore posizione in
cartesiane e
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Allora, il cambiamento dalla base cartesiana (ﬁx, ﬁy, ﬁz) alla base sferica (ér, €y, é(p) e

A L A r . A . . A A
é, = ‘%ui = g—f = sin § cos pu,. + sin 6 sin pu,, + cos ou,
A~ 4 A r A . A . A
€y = %x_a%“i = 3—5 = rcos f cos pu, +rcos 0 sin pu,, —rsinou, (A.77)
A oxla _ or _ e . ~ . A
€= 3W = 555 = rsin 0 sin pu, +rsin 6 cos pu,,
Poiché
. or 1 . or ;| or - (A78)
e.l=|—|= eyl =|—|=r e = |—|=rsindo, .
r or 0 a0 ¢ op !

il cambiamento dalla base cartesiana (ﬁx, ﬁy, ﬁz) alla base ortonormale sferica (ﬁr, Uy, flq,) é

N e . N . . N .
u, = == = sin @ cos gpu, + sin 6 sin pu,, + cos fu,
er
« é A N A
uy = é—(’ = cos ¢ cos gpu, + cos §sin pu,, — sin fu, (A.79)
0
« » . «
u, = — = —sinpu, + cos pu
= ia PUy puy

La matrice del cambiamento di base ortonormale M é una rotazione nelle tre dimensioni
attorno all’'origine, e la relazione di cui sopra si puo scrivere matricialmente come

u, u, sinfcos@p cosfcosp —sing\ [,
Uy |=M|u,|=|sinfsing cosfsing cose ||u, (A.80)
u, u, cos 6 sin 0 0 u,

Si osservi in particolare che M ¢& ortogonale, quindi M~1 = MT. Pertanto, il cambiamento
delle componenti di un campo vettoriale G dalle cartesiane alle sferiche &

(G, Gy G,)=(G, G, G)M'1=(G, G, G, )MT (A.81)

Elemento di linea Lo spostamento infinitesimoda¥ = (r, 6,¢p)a¥ +dr = (r +dr,0 +
do,p+dp)e

-

or
or

-

or
00

-

or
op

L o], .. R R R R R . .
ds = @ dq'u; = dru, + |—|dfuy + dopu, =dru, + rdfu,.0 + rsin0deu,,

(A.82)
Essendo la metrica associata alle coordinate sferiche ortogonale, I'elemento di linea diventa

ds? = dr? + r2d62 + r2 sin? 0d g2 ] (A.83)

Operatore nabla
RicorDpIAMO... Loperatore nabla, scritto in notazione versoriale cartesiana, e

- = 4 = 4 N a a a;\
Vv=V,u, +VvV,u, +V,u, = —u, + —u +£uz
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Le componenti dell'operatore dalle sferiche alle cartesiane sono:

7 =90 09 999 _ 9 _ sing o

Vx—gxaar ‘3’5"3+§“g’ sm0c03(pa +cosHCOS(p rsinG%(p

5 _ord 99 _ Kl Kl cosp 9

Vy =% T sm0s1n (par + cos @ sin (pae +  Sind 97 (A.84)
27T gzor  dzd0  dzop 7sin 0 90

Sostituendo in A.34 i versori e le componenti dell'operatore nabla in coordinate sferiche, si
ricava, dopo raccoglimenti e calcoli noiosi,

0 190 N 1 d . AS
r a0 rsinHaqou(” (A.85)

n modo alternativo, possiamo ricavare 'espressione A. alla definizione intrinseca di
I do alt tivo, I A.85 dalla defi t d
gradiente. Presa una funzione V arbitraria, inserendo lo spostamento infinitesimo A.82
nella A.39 siricava

d
dv = gdr + l/vdH + l/vd(p V Vdr + VerdQ + V VrsinOdo,

da cui
S v . 10V, 1 9V,
VV:—ur+——u9+,——u¢,
or r o0 rsin 6 op

e quindi I'espressione dell’operatore nabla € quanto scritto nella A.8s.

(A.86)

Divergenza Calcoliamo il divergenza in coordinate sferiche applicando I'operatore nabla
in coordinate sferiche al campo vettoriale come fosse un prodotto scalare, tenendo conto
che i versori stessi sono funzioni delle coordinate e che le derivate devono essere applicate
prima del prodotto:

= <9A 10. 1 9

V-G=(=0,+=-=t1p + ———11, |- (G, + Gguiy + G, ) =
o T rag ¢ rsmeaqo(p)(rr 0=0 ¢¢)

ur[i(Grﬁr)‘*‘%(Geﬁo)“‘ (G(p w)]

uy [ o . d .
+79 2 Grit) + 2 Goirg) + =5 (G| +

— (Grur) t 25 (Gaua) T 50 (Gwﬁ(p)]

rsm@

Sviluppando i prodotti con la regola di Leibniz otteniamo, in ogni parentesi, sei termini di cui
3 che sono derivate dei versori. Facendo solo calcoli noiosi ci calcoliamo queste derivate...

%ﬁ,. =0 (;;rﬁg 0 %f‘ =0
%ur =1y 5 ug u, 5% =0
35 Ur = Sin ba, uy = cosfu,, 5 35U, = sinfu,. — cos Ouy

...e sostituendo nell'espressione della divergenza otteniamo

{
{

1 o0 1 oG
2 i g 9
(r G,.) T rsin6 a0 (Gysin6) + rsin® ap (A-87)

xw|,_‘
g
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Laplaciano Essendo il laplaciano la divergenza del gradiente, per ottenerlo applichia-
mo con un prodotto scalare I'operatore nabla in coordinate sferiche alle componenti del
gradiente:

o la(,0 1 a9/, d 1 92
Ve = <o <r —) arF T (Sln 9—) ar o . 9. .39 (ASS)
r2or\' or) r2singad 0/  r2gin? g op

A.11.2  Coordinate cilindriche

DEFINIZIONE A.II.2. - COORDINATE CILINDRICHE.
Le coordinate cilindriche sono un sistema di coordinate per R3 dove la posizione r di
un punto é specificato da tre numeri:
m Ladistanza assiale R tra l'asse verticale - asse z - e il punto ¥
m  L'angolo azimutale (longitudine) 0 - definito tra 'asse x positivo e la linea sul
piano xy dall’origine alla proiezione del punto r, in senso antiorario.
m Laltezzaz in segno tra il piano xy e il punto r:
Utilizzando i radianti, si pone R € (0,+),0 € [0,27)ez € R

La legge di trasformazione dalle coordinate sferiche alle coordinate cartesiane &

x =Rsin6
y =Rcosf (A.89)
z=z
Viceversa, si ha
R = |x2 +y2
0 = arctan (gc—/) (A.90)
z=z
Basi e componentivettoriali Poniamo quix1 =x,x2=y,x3=2,¢q =R, q%2=0,¢% =z.

Il vettore posizione in cartesiane e
r =x'l; = 20, +ya, + 20,

Allora, il cambiamento dalla base cartesiana (ﬁx, u,, ﬁz) alla base cilindrica (ég, €4, €,) &

At oF _ - AR
ép = @ui =R — ¢os fu, + sinbu,,
é9= L4, = 2 = —Rsin 01, + R cos 0, (A91)
N act A or _
e, = Eui =% = u,
Poiché
. or . or X or
eR|:£:1 80:£:R ez—g‘zl, (A.92)

il cambiamento dalla base cartesiana (ﬁx, u,, ﬁz) alla ortonormale cilindrica (i, @1y, W, ) &

N _er ~ . N

up = lé_R = cos fu, +sin fu,,

A & o N A

Uy = ol sin fu,, + cos Quy (A.93)
é

L e, .

u, = & =u,
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La matrice del cambiamento di base ortonormale M e una rotazione assiale attorno all’asse
z in senso antiorario, e la relazione di cui sopra si puo scrivere matricialmente come

up w, cosf —sinf 0\ [a,
Uy |=M|u,|=|sind cosé O]fu, (A.94)
u, u, 0 0 1/ \a,

Si osservi in particolare che M & ortogonale, quindi M~1 = MT. Pertanto, il cambiamento
delle componenti di un campo vettoriale G dalle cartesiane alle cilindriche &

(G, Gy G,)=(G, G, G, )M~ = (G, G, G,)MT (A.95)

Elemento di linea Lo spostamento infinitesimodar = (r, 6,z)ar¥ + dr = (r +dr,0 +
do,z +dz)e

or

af’ R R . R
= dzu, = dRug + Rdbuy + dzu,

S or
ds =

aql rfaare - ‘

(A.96)
Essendo la metrica associata alle coordinate cilindriche ortogonale, I'’elemento di linea
diventa

[ ds? = dR? + R2d6? + dz? (A.97)

Operatore nabla Ricaviamo, per semplicita, I’espressione dell’operatore nabla dalla defi-
nizione intrinseca di gradiente. Presa una funzione V arbitraria, inserendo lo spostamento
infinitesimo A.96 nella A.39 siricava

vV A% oV > > >
dV = ﬁdR + %de + Edz =VRVdr+vVvyVRdo +V,Vdz,
da cui
SV = aVA LA LoV +8VA Aod
e quindi I'espressione dell'operatore nabla e
S 7] e+ = 19 + d . A
RORT RN 2% (A.99)

Divergenza Calcoliamo il divergenza in coordinate cilindriche applicando I'operatore
nabla in coordinate sferiche al campo vettoriale come fosse un prodotto scalare, tenendo
conto che i versori stessi sono funzioni delle coordinate e che le derivate devono essere
applicate prima del prodotto:

5> = aJ . 10 Jd .
V-G= (aRuR + Raeung ) (GR“R +G9u9+ quz) =

- A A a A
=up [@ (Grug) + @ (Goup) + R (G 0y) |+



APPENDICE A. RACCOLTA DIFFERENZIATA: RICHIAMI DI GEOMETRIA E CALCOLO

284 DIFFERENZIALE
uy [ 9 . 9 R 2 .
+ — | = (Grug) + = (Gouy) + = (G,,) | +
2|2 (Grig) + 5 Gt + = (G|
+1 [a(G ar) + = (Gitg) + = (G )]
u, | — u — (Gyu —(G,u
252 RYR 0z 0o oz 7FF
Sviluppando i prodotti con la regola di Leibniz otteniamo, in ogni parentesi, sei termini di cui
3 che sono derivate dei versori. Facendo solo calcoli noiosi ci calcoliamo queste derivate...

o . o . ad .

@HR_O ?UQZO ?uz O
%AR:{IQ @flg:—flr @ﬁ(sz
E,\R:O £ﬁ0:0 a—zﬁz:()

...e sostituendo nell’espressione della divergenza otteniamo

190Gy oG,
R 90 oz

- = 1 6
V-G = BE (GgrR) + (A.100)

R

Laplaciano Essendo illaplaciano la divergenza del gradiente, per ottenerlo applichiamo
con un prodotto scalare I'operatore nabla in coordinate cilindriche alle componenti del
gradiente:

10 d 1 92 52
2 _
V' =R®R (RaR> "RZo0? | %2 (Ato1)




APPENDICE

NOTE AGGIUNTIVE

“... and they don’t stop coming.”

SMASH MOUTH, sorpresi che ci siano anche delle note aggiuntive dopo quasi trecento pagine di appunti.

Riportiamo alcune note, precisazioni e dimostrazioni complementari agli argomenti dei
capitoli principali.

Quanto indicato con il simbolo x sono degli approfondimenti non necessari - ma possono essere
comungque utili ed interessanti per un lettore curioso.

B.1 CAPITOLO 7: MAGNETOSTATICA

B.1.1  Area di una superficie delimitata da una curva piana chiusa

LEMMA B.I.I. - AREA DI UNA SUPERFICIE DELIMITATA DA UNA CURVA PIANA CHIUSA.
Data una curva y piana, chiusa, liscia a tratti, semplice e orientata positivamente, con parametrizza-
zione ¥, si ha che il vettore area per la superficie piana racchiusa da y ¢

]_ = -
Si, = 5 Lr x ds§ (B.1)

DimosTrAZIONE. Dato che la nostra curva y € una curva di Jordan, ossia y divide il piano
in una componente connessa interna limitata e una esterna limitata, ha senso porre un
sistema di riferimento in coordinate polari, con origine un punto arbitrariamente scelto
nella componente del piano interna alla curva: se 6 € I'angolo azimutale e p la distanza
dall’origine, si ha

x =pcosf

y = psind

285
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La curva y puo essere quindi parametrizzata come
r(0) = p(0) cos O, + p(0) sin 61,

su [01,05] e tale per cui ¥(0;) = ¥(05); p(#) descrive la distanza dall’'origine. La velocita
risulta

= d . d A
r(0) = T (p(0) cosO)ur, + T (p(@)sinO)u, =
= (p(0) cos & — p(0) sin §) U, + (H(0) sin 6 + p(#) cos O) u,,
Poiché I'’elemento di area dalle coordinate cartesiane alle coordinate polari diventa
dA = dxdy = pdpd0,

I’area delimitata dalla curva y e

2pi p(0) 2pi 4
Zszxdy:J J J‘pdpdezJ R4
% 0 0 0

Ora, calcolando il prodotto vettoriale

p(6)

0

_ u, ﬁy u,
FXT = p(0) cos O p(0)sin 0=
p(0)cosO — p(0)sinh p(0)sinh + p(@)cosd 0O

= (p2 cosZ ¢ + ppsin ¢ cos ¢ — ppsin ¢ cos @ + p? sin? (p) u, = P2 (¢) u,

Poiche il versore normale ad una superficie nel piano xy quale X & i1, € immediato trovare

che
1 roe - &

]_ = = 1 P2 2 A~ A
§J;,r><dr_ rxrde = 5.[(/)1 p°(p)dou, =30, O

2Jg,

OsseRVAZIONE. Tale risultato e equivalente a calcolare I’area di una superficie bidi-
mensionale utilizzando il teorema di Gauss-Green e dunque € un’ulteriore corollario
del teorema di Stokes.

In quanto tale, si puo mostare che la relazione scritta vale per una qualunque superficie
che ha come bordo una determinata curva: il vettore area e determinato esclusivamente dal
bordo della superficie.

B.2 CAPITOLO 11: OSCILLAZIONI ELETTRICHE E CORRENTI ALTER-
NATE

B.2.1 Fasori

DEFINIZIONE B.2.1. - FASORE.
Data una grandezza sinusoidale

E(t) = A cos(wt + ¢)

dove I'ampiezza A, 1a pulsazione w e la fase ¢ sono costanti temporali, la sua rappresenta-
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zione analitica o fasore ¢

[ E@t) = A cos(wt + @) + iA sin(wt + ¢) = Ael@+P) = Agideiot ] (B.2)

I1 fasore puo essere rappresentato nel piano complesso di Argand-Gauss come un vettore di
lunghezza A e angolo ¢, che ruota con velocita angolare w. In realta, in molti contesti il
termine di rotazione e’ risulta essere comune ad altri fasori e pertanto le operazioni che
andremo a fare si possono eseguire direttamente sui termine Ae?? - sara poi facile reinserire
e alla fine dei calcoli. Di conseguenza, potra essere utile passare alla rappresentazione
vettoriale per le nostre operazioni tra fasori con la stessa pulsazione.

ATTENZIONE! Per il motivo sopracitato, in diversi contesti il termine “fasore” fa riferi-
mento esclusivamente a Ae?’.

Si osservi che, poiché la grandezza originale non & altro che la parte reale del fasore...

[ &) = Reé(t) ] (B.3)

... nella rappresentazione vettoriale dei fasori la grandezza originale ¢ la proiezione sulla
etta dei reali.
NoTAazIiONE. Tralasciando il termine di rotazione, un fasore di ampiezza A e angolo ¢
siindica come

§=Asr¢ (B.4)

Moltiplicazione per una costante (scalare) La moltiplicazione di un fasore
E@t) = Aetbeiot
per una costante scalare complessa
k = Be'?

e ancora un fasore, che modifica I'ampiezza e la fase del fasore originale.

ké(t) — Bel? . ApiPpi®t — ABei(P+0) int (B.5)
kE(t) = AB cos(wt + (¢ + 0)) (B.6)

In notazione fasoriale:
k-Azp=ABz($+0) ] (B.7)

Somma di fasori Lasomma di due fasori
él(t) — Alei¢1eiwt ng(t) — A2ei¢2eiwt

& ancora un fasore.

E1@) + Eo(2) = A1eiP1ei®t | Ageld2eiot — (Alei‘l’l +A2ei¢2) el@t = AgelPselet
fl(t) ar tf2(t) = A3 COS(COt ar ¢3)
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dove

2 2
A% = (A% cos 1 +A% cos qbl) + (A% sin ¢1 +A§ sin d)l)
=A% + A2 + 2A 1A cos(¢1 — ¢2)

sgn(A sin(¢q) + Ay sin(q’)z))% seAqcos¢py +Agcosppy =0
Al sin ¢1+A2 sin ¢2
¢3 = arctan <A1 cos ¢1+A2 cos ¢2 )
A]_ sin ¢1+A2 sin ¢2
Aqcospi+Agcos g

seAqcos¢py +Agcosgpy >0

7 + arctan ( seAqcosy +Agcospy <0

In notazione fasoriale:

[ Ay2¢y +Agsdg =Agidg ] (B.10)

Alternativamente, si puo fare la somma vettoriale dei vettori di coordinate

£1(t) = (A cos(wt + ¢1), Ay sin(wt + ¢1))  Eo(t) = (Ag cos(wt + pg), Ag sin(wt + ¢o))

per produrre il vettore risultante
L)+ Eo() = (A3 cos(wt + ¢3),Ag sin(wt + ¢3))

Derivataeintegrale Laderivatatemporaleolintegralerispettoatdiunfasore produce
un altro fasore.

d . d . . . Y (e EY

Eé(t) =% (Ae‘¢e‘“’t) = Aeibigei®t = pAeitelZeiot — A P D)pint (B.11)
4ty = A t+O+ B
&f = wA cos (a) §> (B.12)

In altre parole, derivare un fasore temporalmente & equivalente a moltiplicare per la costante
scalare iw.

d A A iZ A
750 = i0&(®) = €2 0k(0) (B.13)

In notazione fasoriale:

(%AAqb —iw-Aszdp = wAL (qb + g) (B.14)

In modo analogo, integrare un fasore temporalmente e equivalente a dividere per la costante
scalare iw.

. 1. 3
J &t = —&b) = ) (B.15)

In notazione fasoriale:

1 A V4
J‘AL(]ﬁdt = CAzg = 54 <¢ = §) (B.16)
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Rapporto tra fasori Il rapporto tra due fasori
él(t) — Alei¢1eiwt §A2(t) — Azei¢2eiwt

prende il nome di impendenza:

7200 MeNIT Ay,
Eo(t) Age'P2¢ Az

(B.17)

Tuttavia, non & un fasore, perché non corrisponde ad una grandezza sinusoidale variabile
nel tempo.
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APPENDICE

PENSIERI E RINGRAZIAMENTI

“Lafayette: Ehi, Napoleone! Direi che questa é la fine.

Napoleone: Un momento, il capo sonoio! Lo dico io quando é la fine!
[La parola FINE lo colpisce alla testa.|

Napoleone: E la fine.”

GLI ARISTOGATTI.

GENNAIO, QUANDO avevo concluso il Manualozzo™ di Analisi Matematica 3 mi ero

detto “Bene, ho scritto tre Manualozzi™. Tre & un bel numero per smettere”.
Eppure, all'inizio del nuovo semestre, mi fu gentilmente chiesto di farne uno nuovo - per di
piu per un corso come Fisica II, la bestia nera di ogni matematico. Chiaramente mi rifiutai:
I'esperienza dei Manualozzi™ eé stata bella, ma mo’ basta! Ma evidentemente la mia dipen-
denza da Manualozzi™ ha preso il sopravvento, perché alla fine ne state leggendo uno. Sigh.
Menomale che Elisa mi ha aiutato sbobinando le lezioni - anche se mi meraviglio ogni volta
che sia in grado di farlo gia in IXIgX mentre il prof spiega.

Il testo che avete di fronte e in realta una versione incompleta di quella che inizialmente
doveva essere: per questioni di tempo e di salute, non son riuscito a lavorare alla parte
dedicata alle onde, né quella di relativita e quantistica. Se trovero mai tempo di scrivere una
nuova edizione cerchero almeno di trattare le onde.

Cio nonostante, credo che questo sara davvero l'ultimo Manualozzo™. Un po’ poeticamente,
concludo questa esperienza come ho iniziato: con un argomento di ambito fisico. Anche se
so gia che ben presto mi rimangero queste parole.

Essendo anche oramai finita la Triennale, vorrei utilizzare questo spazio per ringrazia-
re e salutare le tante persone con cui sono venuto in contatto durante questi anni e che, chi
di piu, chi di meno, hanno influenzato la mia vita universitaria. Cio nonostante, non penso
di dilungarmi troppo: ho gia scritto quasi 300 pagine in KTEX e se proprio posso evitarne
altre non mi dispiacerebbe farlo.

A Elisa Antuca, a cui va il mio piu sentito ringraziamento per 'aiuto che mi ha dato non solo
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in questo Manualozzo™, ma anche per tutti quelli precedenti. Per essere un pinguino ci sa
fare con IATEX.

A Francesca Colombo, che da vera amica con il suo essere solare mi ha portato un po’ di
luce nei momenti piu bui. E apprezzo davvero il suo magico potere di convincermi a non
lavorare troppo, non so come faccia.

A Guido Buffa, che con la simpatia - e si, anche con il suo sarcasmo - sono sicuro che se si
desse alla stand up comedy diventerebbe famoso... e starei in prima fila a ridere di buon gusto.
Purtroppo alla fine non sono diventato un membro produttivo della societa a causa sua e di
Farming Simulator, purtuttavia non mi lamento.

AJulian Kerpaci, che con la sua vivacita e il suo sorriso in faccia mi rallegra spesso la giornata.
Forse mi rallegra anche il fatto di averlo battuto al Fantacalcio.

A Samuele Corsato, che fra poco potrebbe persino superarmi in ITEX. Forse. Ti tengo d'occhio.

A Marco Lugara, che non e assolutamente colui che mi spinse a scrivere questo Manualoz-
zo™. Ogni tanto dovrei dirgli di no, mannaggia a me.

A Matteo Cagnotti, Emiliano Colla, Lorenzo Ferrara, Andrea Scalenghe, Charif El Gataa,
Matteo Bracco, Chiara Comoglio, ma anche a Matilda Urani, Andrea Natale, Pietro Raviola,
Riccardo Ponte, Francesco Ruatta, Zoe Wynants, Eugenio del Nero, Orazio Nicolosi, He
Xiaohui, Davide Miolano, Lisa Galvagni - insomma, a tutto il Chen Fanpage & friends - e a tutta
la gente simpatica che ho conosciuto in tre anni di universita: avrei tante cose da dire, ma il
margine della pagina e troppo stretto per farlo.

A Elena Maserati, che devo ancora capire come fai preferire Fisica a Matematica, tsk. Prima
o poi ti faro piacere la Matematica, Diofa!

SEE YOU SPACE MANUALOZZO...

Una piccola curiosita: questa immagine e anche quella di copertina sono state create interamente dall’intelligenza
artificiale DALL-E 2 basandosi I'input “A surrealist painting of a magnet in the style of The Treachery of Images by René Magritte”.

Il tradimento delle immagini, huh... chissa se questa immagine mi tradira.


https://www.youtube.com/watch?v=CjUVTEExfBg
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ammetenza elettrica, 222 RLC, 206

ampere, 79, 134, 135 coefficiente

angolo solido, 27 di smorzamento, 207

arcolunghezza, 266 collegamento

armatura, 69 in parallelo, 91

atomo, 5 in serie, 91

autoflusso, 191, 192 componente elettrico, 9o

autoinduttanza, 191 condensatore, 69
cilindrico, 70

bem.oll.e, 264 . piano, 70

bottiglia magnetica, 138 sferico, 71

bussola, 126 conduttanza, 85

conduttivita, 83

campo
i conduttore, 5, 59
conservativo, 41, 275 e 8
di Hall, 140 c;) mico, 4
elettromotore, 89 conduzione
elettrostatico, 10 el.ettrlca, 76
coordinate

di induzione dielettrica, 121
irrotazionale, 275
magnetico, 129
magnetizzante, 251
scalare, 270
solenoidale, 276

cilindriche, 282
sferiche, 279
corrente elettrica, 76

alternata, 210
amperiana, 247

vettoriale, 9 continua, 209
capacita, 62, 70 stazionaria, 81
carica elettrica, 5 costante
di polarizzazione, 118 di Avogadro, 75
di prova, 9 di Coulomb, 7
elementare, 5 di Curie, 252, 257
negativa, 5 di gravitazione universale, 8
positiva, 5 di permeabilita magnetica
carta, 261 assoluta, 245
circuitazione di un campo vettoriale, 40 del vuoto, 134
circuito, 90 relativa, 244
LC, 208 dielettrica
RC, 101 assoluta, 113
RL, 193 del vuoto, 8
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relativa, 111
coulomb, 8

d’Alembertiano, 274
densita
di carica
lineare, 17
superficiale, 17
volumica, 16
di corrente, 78
di spostamento, 197
superficiale, 249
totale, 198
di energia
elettraic, 72
magnetica, 196
di magnetizzazione, 247
di polarizzazione, 116
diamagnetismo, 245
diesis, 265
differenza di potenziale, 45
dipolo
elettrico, 13
magnetico, 128
disco di Barlow, 213
distribuzione
continua
di carica, 16
divergenza, 271
duale di Hodge, 268

effetto Joule, 88
elemento
di volume, 267
elemento di linea, 265
elemento di superficie, 267
elettrizzazione per strofinio, 4
elettrogeneratore, 211
elettroscopio a foglie, 6
energia
elettrica, 72
potenziale, 40, 44
equazione
di continuita, 80
di Laplace, 55
di Poisson, 55
di stato
del mezzo dielettrico, 121
del mezzo magnetico, 252
equilibrio
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stabile, 36
esperimento

di Ampere, 133

di Oersted, 132

fasore, 287
fattore di qualita, 236
ferromagnetismo, 245, 255
flusso di un campo vettoriale, 26
forza
conservativa, 40
di attrito elettromagnetico, 213
di Coulomb, 7
di Laplace, 142
di Lorentz, 135
forza elettromotrice
effficace, 217
frequenza
dirisonanza, 235

gabbia di Faraday, 69
gauge
trasformazione di, 178
invarianti di, 178
invarianza di, 178
scelta di, 178
gauss (unita di misura), 142
generatore
di forza elettromotrice, 77, 88
gradiente, 270

impedenza
elettrica, 222
impendenza, 289
induttanza, 191
induttore, 192
induzione completa, 65
induzione elettrostatica, 6
integrale
curvilineo
di prima specie, 266
di seconda specie, 266
superficiali
per campi scalari, 267
intensita di corrente complessa, 221
intensita di corrente elettrica, 77
interruttore, 9o
isolante, 5
isotopo, 139
isteresi, 255



INDICE ANALITICO

laplaciano, 272
vettoriale, 272
lavoro, 40

legge

(della circuitazione) di Ampere, 171

della forza di Ampere, 133
dell'induzione di Faraday, 186
della circuitazione di Maxwell-
Ampere, 198
di Biot-Savart, 160
per un filo infinito, 161
di Coulomb, 7
di Curie, prima, 252
di Curie, seconda, 257
di Faraday-Neumann, 186
di Faraday-Neumann-Lenz, 186
di Gauss, 27
per la magnetostatica, 131
di induzione di Faraday, 189
di Kirchhoff, 98
dei nodi, 98, 99
di Laplace
prima, 160
seconda, 142
di Lenz, 186
di Ohm, 83, 84
lineari, 117
linee di campo, 10

maglia, 90
magnetizzazione, 246
mappa
di Gauss, 173
materiale
diamagnetico, 245
dielettrico, 116
ferromagnetico, 245, 255
isolante, 116
paramagnetico, 245
metodo simbolico, 221
molecola
polare, 115
momento
di dipolo elettrico, 13
magnetico di una spira, 146
motore, 218

nabla, 269, 273
nodo, 90, 173
nucleo, 5

ohm, 85

paramagnetismo, 245
passo diun’elica, 137
pila di Volta, 77
polarizzazione, 113
per elettrizzazione, 115
per orientamento, 116
polo
magnetico, 126
potenziale, 275
vettore, 151
pressione
elettrostatica, 73
principio
di equivalenza di Ampere, 149
principio di sovrapposizione, 9, 11
pulsazione propria, 207

quadratura di fase, 210

ramo, 90
rappresentazione analitica, 287
reattanza elettrica, 223
resistenza, 84
critica, 208
resistivita, 84
resistore, 91
rotore, 271
ruota di Barlow, 213

schermo elettrostatico, 69
siemens, 85
simbolo di Levi-Civita, 268
solenoide, 166
sorgenti, 9O
spettrometro di massa, 139
spira, 144
mobile, 211
spostamento infinitesimo, 265
star di Hodge, 268
superfici equipotenziali, 46
suscettanza elettrica, 223
suscettibilita
elettrica del dielettrico, 111
magnetica, 245

tempo caratteristico
del circuito RC, 103
del circuito RL, 194
teorema
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di Coulomb, 60
di Earnshaw, 37
tesla, 141

velocita
di deriva, 78
vettore
polarizzazione
del dielettrico, 116
potenziale, 276
volt, 45
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