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NOTE PER LA LETTURA

“Un matematico é una macchina per trasformare caffé in teoremi.”

ALFRED RENVYI, studioso del teorema di Van Moka-mpen.

ENZA troppe pretese di formalita, com’e intuibile dal termine dal termine tecnico ma-
S nualozzo e dalle citazioni a inizio capitolo, queste note sono nate come appunti a quattro
mani basati sul corso di Geometria 2 tenuto dai docenti Alberto Albano, Cinzia Casagrande ed
Elena Martinengo nell’Anno Accademico 2020-2021 presso il Dipartimento di Matematica
dell’Universita degli Studi di Torino.
I1 corso e diviso in cinque parti, pertanto abbiamo ritenuto opportuno dividere in altrettante
parti il testo, seguendo l'ordine delle lezioni: Topologia generale, Omotopia, Classificazione
delle superfici topologiche, Approfondimenti di Algebra Lineare e infine Geometria proiet-
tiva. I prerequisiti necessari sono gli argomenti trattati nei corsi di Geometria 1, Algebra 1 e
Analisi 1.
In aggiunta a cio, potete trovare a fine libro delle utili postille con alcune digressioni interes-
santi, nonché tabelle ed elenchi riepilogativi dei teoremi, delle definizioni e delle proprieta
affrontate.
Per quanto ci piacerebbe esserlo, non siamo esseri infallibili: ci saranno sicuramente sfuggiti
degli errori (o degli orrori, 1a cui causa e solamente degli autori che non hanno studiato
bene e non dei professori, chiaramente), per cui vi chiediamo gentilmente di segnalarceli su
https://maxmaci.github.io per correggerli e migliorare le future edizioni del manualoz-
20.
I disegni sono stati realizzati da Massimo Bertolotti, 'addetto alla grafica e ai capricci di
ETEX (ed & molto capriccioso, fidatevi). Chi volesse dilettarsi puo cercare di distinguere chi
fra i due autori ha scritto cosa, non dovrebbe essere troppo difficile.

Terza edizione, compilato il 28 agosto 2023.

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-ShareAlike 4.0 International License.


https://maxmaci.github.io
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
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CAPITOLO 1

SPAZI TOPOLOGICI

“La Topologia generale é una malattia da cui 'umanita guarira presto.”

HENRI POINCARE, dopo aver letto le prime pagine di un libro di Topologia.

MMAGINIAMO di avere un oggetto costituito di un magico materiale elastico che possiamo
allungare, piegare, torcere e rimpicciolire a piacere, ma che non possiamo né strappare
né incollarne parti. L'oggetto che otteniamo dopo queste deformazioni lo consideriamo
“equivalente” a quello iniziale. Che proprieta si mantengono invariate prima e dopo?
Il principale scopo della Topologia & studiare proprio le proprieta che rimangono invariate da
queste deformazioni continue. Per far cio, e necessario dotare un insieme di una struttura,
detta topologia, che permetta la definizione di continuita di una funzione e di omeomorfismo,
generalizzando cosi quelle che abbiamo chiamato “deformazioni”.
In questo capitolo ci occuperemo dunque di introdurre questi concetti fondamentali per
poi studiare alcuni risultati che ne conseguono. Inoltre, affronteremo alcuni degli assiomi di
separazione e la nozione di distanza.

1.1 SPAZIO TOPOLOGICO

DEFINIZIONE I.I.I. (SPAZIO TOPOLOGICO CON ASSIOMI DEGLI APERTI).
Uno spazio topologico (X, 7) € un insieme X con una famiglia di sottoinsiemi 7 € 2 (X)
detta topologia che soddisfano gli assiomi degli aperti:

I. Il vuoto e l'insieme stesso sono aperti della topologia: &, X € T .

2. L'unione arbitraria di aperti é un aperto: dati {A;},_ taliche A; € T, Vi€ [|I| < oo,
Jai=aeT.

i€l

3. Llintersezione finita di aperti é aperta: dati {A;},_ taliche A; € T, Vi€ [ |I| < oo,

(NAi=AeT.

i€l
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Gli elementi di 7 si dicono aperti della topologia.
Si puo definire equivalentemente su X una topologia usando gli assiomi dei chiusi:

DEFINIZIONE I.I.2. (SPAZIO TOPOLOGICO CON ASSIOMI DEI CHIUSI).
Uno spazio topologico (X, 7) € un insieme X con una famiglia di sottoinsiemi 7 C & (X)
detta topologia che soddisfano gli assiomi degli chiusi:

I. Il vuoto e l'insieme stesso sono chiusi della topologia: &, X € T.

2. L'unione finita di chiusi ¢ un chiuso: dati {C;}._ taliche C; € T, Yi € L|I| < oo,

Jca=ceT
i€l
3. Llintersezione arbitraria di chiusi ¢ un chiuso: dati {C;},_ taliche C; € T, ¥i € [|I| < oo,
(c=ceT.
i€l

Gli elementi di 7 si dicono chiusi della topologia.

OssSERVAZIONE. Per verificare il terzo assioma degli aperti (o, equivalentemente, il
secondo dei chiusi) e sufficiente verificare che sia vero per soli due sottoinsiemi qualunque,
in quanto poi e verificato per induzione.

ESEMPI.
m  Topologia discreta: 7 = 9 (X), tutti gli insiemi sono aperti.
m Topologiabanale: 7 = {@, X}, gli unici aperti sono banali.

—

1.1 Distanza e spazi metrici

DEFINIZIONE I.1.3. (DISTANZA).
Una distanza su un insieme X e una funzioned : XX X —— R che soddisfa le seguenti
proprieta:

I. Positivita: Vx, y€ X d(x,y)>0ed(x,y) =0 & x=1y.

2. Simmetria: Vx, y€ X d(x,y) =d(y, x).

3. Disuguaglianza triangolare: Vx, y, z€ X d(x,z) < d(x,y) +d(y, z).

DEFINIZIONE I.I.4. (SPAZIO METRICO).
Uno spazio metrico (X, d) € un insieme X su cui ¢ definita una distanza d.

DEFINIZIONE ILI5. (PALLA APERTA E TOPOLOGIA INDOTTA DALLA DISTANZA).
Definiamo la palla aperta di centro x come

B.(x):={yeX |dxy <e}cX

Ogni spazio metrico (X, d) ha una topologia 7; indotta dalla distanza d, i cui aperti sono
definiti come

A C Xaperto (A€ T)seVxe A de>0: B, (x) C A
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EsempI.
m  Suun qualunque insieme Xsi puo definire la distanza banale

0 sex=y

d(x,vy) = .
(.3) {1 sex#y

In questo modo, ogni punto € una palla aperta e dunque ogni sottoinsieme e un
aperto, dando allo spazio la topologia discreta. In particolare, ogni insieme puo
essere uno spazio metrico.

m  Su X = R si puo definire come distanza il valore assoluto d(x, y) = |x = y|. Le palle
aperte di raggio £ sono dunque

B, (x) = {ye R | |x—y| <£},
e danno luogo alla topologia Euclidea &«c/ nel seguente modo:
A C R aperto (A€ &ucl) seVxe A, de > 0: B, (x) C A.

m Su X = R" si puo definire come distanza la norma Euclidea d(x,y) = ||x = y” che
induce la topologia Euclidea &« in modo analogo al caso precedente.

B, (x) ::{yeR" | ||x—y||<5},
A C R"aperto (A€ &ucl) seVxe A, de >0 B, (x) C A

ATTENZIONE! Non tutte le topologie sono indotte da una distanza! Se esiste una palla
B, (x) che non e aperta per qualunque distanza d, allora la topologia non ¢ indotta da una
metrica. Ad esempio, definiamo la topologia dei complementari finiti o topologia
cofinita sull'insieme X nel modo seguente:

A C Xaperto (A € CF) se X\ Ae finito. C C Xchiuso (C € CF) se Ceé finito.
m  Unaperto A é tale se il suo complementare € A ¢ finito, quindi
A= (6A) =X\ (X\A) =X\ {un numero finito di punti}.

m  Se Xeé finito, la topologia CF coincide con la topologia discreta: ogni sottoinsieme di
X é finito e dunque un aperto.
m  Se X ¢ infinito, ad esempio R, la topologia non & quella discreta: [0, 1] per la
topologia discreta € un chiuso ma per quella CFnon lo & in quanto non e finito.
Sia Xinfinito con topologia cofinita e supponiamo per assurdo che essa sia indotta da una
metrica d. Consideriamo x, y € X distinti e definiamo ¢ := d(x, y) > 0. Prendiamo le palle
aperteU = B.g () eV = By (y): esse per disuguaglianza triangolare hanno intersezione
aperta e vuota. Tuttavia, essendo Ue V degli aperti devono essere della forma

U= X\ {un numero finito di punti} e V= X\ {un numero finito di punti},

dunque l'intersezione e sempre non vuota. Abbiamo un assurdo: U N Vrisulta essere
contemporaneamente vuoto e non vuoto. La cofinita pertanto non e dunque una topologia
indotta da una metrica.
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I.I.I.I Norme esotiche

Possiamo definire su R"” una famiglia di distanze dette norme; qui di seguito ne elenchiamo
alcune. Definitii puntix = (x4, ..., x,), ¥ = (1, .., ¥,,) € R" abbiamo:

® Norma infinito: = Norma due:
do(X,y) = max |x; - i do(x,y) =
=  Norma uno: = Norma p:
n n p
di(x,y) = Z |xi —}/i| dp(x/y) = Z |xi _yi|
i=1 i=1

Siha pl_i)rpoo d, = dy,. Valgono inoltre le seguenti disuguaglianze:

Vx, ye R" do(x,y) <ds(x,y) <di(x,y) <ndy(x,y)

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo senza perdere di generalita che d,(x,) = [x; — 1|

o) = \per =y + o+ 1 =yl 2 Nl -yt = [ - ] = day)

dy(x,y) = |x1 _y1| Tt |xn _ynl = |x1 _y1| Tt |x1 _y1| = ”lxl —y1| = ndeo (X, y)

Poichéitermini |xi = yi| sono sempre positivi, poniamo g; = |xi = yi|; segue che tz% +o.t+a2 <
(ay + .. +a,)? perchéa, ..., a, > 0. Allora:

B+ taZ<ap+..+a, = dg<d; O

Queste disuguaglianze danno le seguenti inclusioni’:

B1 (g) € By (€) € B, (€) € By (ne)

Questo ci porta a dire che le topologie indotte da queste distanze sono la stessa. Prendiamo
ora

X=%([0,1]) = {f: [0,1] — R, fcontinua}:

esso & uno spazio vettoriale infinito, con Og = Oy 1; la funzione identicamente nulla su [0, 1].
Possiamo comunque adattare le norme precedenti con delle “somme infinite”, ossia degli
integrali.

'Qui B, (r) indica la palla aperta di raggio r e centro fissato x rispetto alla norma i.
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m  Norma infinito: m  Norma due:
1a(f,8) = max [f 0 -5 (v) da(f,8) = \/ [ r@-s@)
= Norma uno: = Normap:
dy(f,8) = jol IF @ -g(v)| d,(f,8) = ”\lfol [f ) -5 (v)f

A differenza del caso su R", ogni norma genera in realta una topologia distinta!

1.1.2  Finezza: confronto di topologia

DEFINIZIONE I.1.6. (FINEZZA).
Sia Xun insieme e 77, 75 due topologie di X. Si dice che 7; ¢ meno fine di 7 se tutti gli
aperti della prima topologia sono aperti della seconda:

VAeTT = A€,

In modo analogo si dice anche che 75 € piu fine di 7;.

In altre parole, una topologia piil fine ha piii aperti rispetto a quella confrontata.

EsgmPI.
m La topologia banale & 1a meno fine di tutte, dato che ogni topologia contiene @, X.
m  La topologia discreta e 1a piu fine di tutte, dato che ogni topologia e contenuta in & (X).
m  Su R latopologia dei complementari finiti € meno fine di quella Euclidea. Infatti un
aperto A € CFsu R e definitocome A = R \ {xq, ..., x,,}, cioe

A = (=00, x1) U (x1, X2) U .. U(x,, +0).
Per n punti, glin+1intervalli ottenuti sono aperti della topologia Euclidea; essendo

unione di aperti, anche A e un aperto di &t

OssSERVAZIONE. Se definiamo due topologie 77 e 75 di un insieme X, I'intersezione
71 N 7o e anch’essa una topologia di X e, per costruzione, € meno fine di 77 e 7.

1.1.3  Base della topologia

DEFINIZIONE I.I.7. (BASE).

Sia (X, 7) uno spazio topologico. & € una base per 7 se:
I. Labaseé costituita da aperti della topologia T: VA€ B — A€ T,ossiaB CT.
2. Tutti gli aperti della topologia sono unioni degli aperti delle basi:

AeT = 3B eBicl: A=|JB.

i€l

ATTENZIONE! Non é detto che la base & sia una topologia! Ad esempio, le unioni sono
aperti della topologia, ma non e detto che siano interne alla base .
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ESEMPI.
m  Nella topologia Euclidea di R" una base &
B ={B,(x) | xeR", €>0}.

Infatti, per ognix € A aperto esiste un e, > O tale che B, (x) C A perla definizione
della topologia; segue che
A=|JB, (.

m Nella topologia Euclidea di R una base &
% ={(a,b)|abeR}.
Un’altra base per R nella &uct e
B ={(,b)|abeQ}.

Dato x € R, esiste sempre una successione {x,} € Q decrescente o crescente tale
che nl_l)I}_l X, = x, essendo Q denso in R“. Allora presia, \,aeb, / b,siha
(o9

(a,b) = | ] @, b,).
neN

Questa base con estremi razionali ha infiniti elementi, ma in misura minore rispetto a
quella ad estremi reali.

“Per una discussione piu approfondita a riguardo, si guardi sez. 6.2.3, pag. 77.

TEOREMA I.I.I. (TEOREMA DELLE BASI; MANETTI, 3.7).
Sia Xun insiemee B C P (X) una famiglia di sottoinsiemi di X. 5 ¢é la base di un’unica topologia se e
solo se:

1. L'insieme X si scrive come unione di elementi della famiglia:

x=|JsB

BeA

2. Per ogni punto nell’intersezione di elementi della famiglia deve esserci un altro elemento di essa
che contiene il punto e che é sottoinsieme dell’intersezione:

YA BEBYxe ANBACe B:xe CC ANB.

DiMmosTRAZIONE. Sia % la famiglia di sottoinsiemi che verifica i punti 1 e 2: devo
trovare una topologia di cui % € base. Definiamo 7 come

A €T & Aéunionedielementidi %

Verifichiamo gli assiomi degli apertisu 7.
I X e T perlipotesil, @ € T perché é 'unione sugli insiemi di indici vuoto (I = @).
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II SiaA; = U Bj;, con B;; € %. Allora
j

UAizu(UBﬁ]:UBﬁ — UaeT
i j i,j ij

i

III SiaA,BeT,cioe A= U AjeB= U B;con A;, B; € %. Allora
i j

AnB:[UAi)n(UBJ-): |J(ainB)eT.

i j ij

Infatti, per I'ipotesi 2 vale

AlnB]:U{C|C€@,CQAZQB]}ET,VZ,] O

Esemprio. SiaX=Re% = {[a, b) | a, b € R}. Verifichiamo che & soddisfa il teorema
appena enunciato.
L R=|J[nn.

N
2. Presge[a, b)Nn[c,d)sihacheessoe @oele, f), cone = max{a, c}, f = min{b, d};in

entrambi i casi l'intersezione e elemento di Z.
Esiste dunque una topologia su R che ha base %; questa non e base per la topologia
Euclidea, ad esempio, dato che gli intervalli semiaperti non sono inclusi in &uc?.

Notiamo inoltre che (a, b) = U

N
gli aperti della topologia Euclidea: uc & meno fine di questa topologia.

1
a+ o b), dunque la topologia definita % comprende

1.1.4  Altri concetti topologici: chiusura, interno, frontiera e densita

Ricordiamo che, dato uno spazio topologico (X, 7) e un sottoinsieme A C X si ha:
m  Aaperto della topologiase A € T.
m  Achiuso della topologiase A =X\AeT.

ATTENZIONE! Essere aperto oppure essere chiuso non si escludono a vicenda! Un insieme
puo essere aperto, chiuso, entrambi o nessuno dei due. Ad esempio, il vuoto e l'insie-
me stesso sono aperti e chiusi allo stesso tempo, dato che per ipotesi sono aperti i loro
complementari 62 = X\ @ = Xe X = X\ X = & sono anch’essi aperti.

DEFINIZIONE I.1.8. (CHIUSURA).
Sia X spazio topologico e A C X. La chiusura A di A & il piti piccolo chiuso contente A:

a= () ¢
AcC
Cchiuso
PROPRIETA:
m ACA.
m Aéun chiuso in quanto intersezione (arbitraria) di chiusi.
m Aéunchiuso & A=A
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DEFINIZIONE I.I.9. (PUNTO ADERENTE).
Un punto x ¢ aderente ad Ase x € A.

DEFINIZIONE I.I.I0. (INTERNO).
Sia X spazio topologico e A C X. L'interno A° di A ¢ il piu grande aperto contenuto in A:

A° = U B.

BCA
Baperto

Essa gode delle seguenti proprieta:
m A°CA
m  A° e un aperto in quanto unione (arbitraria) di aperti.
m  Aéunapertoseesolose A= A°.

DEFINIZIONE I.I.II. (PUNTO INTERNO).
Un punto x ¢ interno ad Ase x € A°.

DEFINIZIONE I.I.I2. (FRONTIERA).

Sia X spazio topologico e A C X. La frontiera JA di A sono i punti della chiusura di
A non contenuti nel suo interno o, in altri termini, i punti aderenti sia ad A sia al suo
complementare:

JA=A\A°=ANnX\A.

Essa gode delle seguenti proprieta:
m JACA.
®m  JAeun chiuso.

DEFINIZIONE I.I.I13. (INSIEME DENSO).
Sia X spazio topologicoe A C X. A ¢ denso in Xse A = Xo, in altri termini, tutti i punti di
Xsono aderenti ad A.

EseEmpiro. Il piu piccolo chiuso contenente @ € R, poiché ogni reale € aderente ai razio-
nali. Dunque @ e denso in R.

Nelle “Note aggiuntive”, a pag. 276, e descritto il comportamento di chiusure e interni
rispetto all'unione e all'intersezione insiemistica.

1.1.5 Intorni

DEFINIZIONE I.I.I4. (INTORNO).
Sia X'spazio topologico e x € X. Ve un intorno di x se esiste A aperto talechex € A C Vo,
in altri termini, se x & interno a V. Definiamo inoltre la famiglia degli intorni di x come

I(x) ={VC X | Veintornodi x} C & (X).

OssSERVAZIONE. Dato A C X, per ogni x € A tale che A ¢ intorno di x si puo definire un
aperto A, C A,conx € A,. L'unione arbitraria di questi A, risulta essere contenutain Ae
pari al suo interno. Dunque, si puo definire I'interno di A come A° = {x € A| A € I(x)};
segue che A e aperto se e solo se A € intorno di ogni punto in A.
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PROPRIETA I.I.I. (PROPRIETA DEGLI INTORNI; MANETTI, 3.20, 3.21).
1. Sipossono estendere gliintorni: U€ I(x), UCV — Ve I(x)
2. Leintersezioni di intorni sono ancora intorni: U, Ve I(x) = UnVe I(x)
3. Caratterizzazione della chiusura per intorni: se BC X,allorax € B < YU€I(x) Un
B+ @.

DIMOSTRAZIONE.
I L'aperto A chesoddisfala definizionediU € I(x) € per costruzione contenuto anche
in V, dunque A & un aperto che soddisfa la definizione di Vintorno di x.
II Definiti gli aperti A; € U, Ay C Vche soddisfano la definizione di intorni di x,
I'intersezione A = A;N Ay e un aperto contenente x. Datoche A = A;n A, CUNYV,
Un Vper definizione di intorno di x.
III  Per contronominale.

x¢B x¢BAXx¢dB

xe X\BAx¢BnX\B

xe€ X\ BAx ¢ d(X\B)

x € (X\B)°

Wel(X) :xeUC X\B

JUel(x) :UnB=g O

1

DEFINIZIONE I.I.I5. (SISTEMA FONDAMENTALE DI INTORNI).
Sia X spazio topologico, x € X e I(x) la famiglia degli intorni di x. Una sottofamiglia
J C I(x) e un sistema fondamentale di intorni di x se per ogniU € I(x) esiste V€ .J
taleche VC U.

1.2 FUNZIONICONTINUE

DEFINIZIONE I.2.1. (FUNZIONE CONTINUA).
Siano X, Yspazi topologici. Una funzione f : X —— Ysi dice continua se la controim-

magine di apertiin Y e un aperto in X:
VAapertoinY, f~1(A) &apertoin X.

Alternativamente, f € continua se la controimmagine di chiusi in Y& un chiusoin Y.
VYCchiusoinY, f ~1(C) e chiusoin X.

OSSERVAZIONI.

m  Sihaladefinizione di continuita equivalentemente con chiusi e aperti perché la
controimmagine si “comporta bene” con i complementari:

fHNA) =X\ f1(4)

m E sufficiente verificare la definizione per gli aperti di una base di Y dato che la
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controimmagine si “comporta bene” con le unioni di insiemi:

f1 (U Ai) = LZJf‘l (4)

i

LEMMA 1.2.1. (CONTINUITA PER CHIUSURA; MANETTI, 3.25).

Siano X, Y spazi topologicie f : X —— Y funzione. f e continua se e solo se per ogni A C X si ha

f(A) c FA.

DiMmoOsTRAZIONE. Ricordiamo che per ogni funzione si ha:

= f(frE)cc

n AcCf1(f(a)
—> ) Sia A C X. Dobbiamo dimostrare che f (Z) C f (A). Sappiamo che se un insieme
e contenuto in un altro, lo stesso vale per le immagini e le controimmagini. Allora:

f(A) Cf(A)
ACfHf)cf(F@)

i (f (A)) e un chiuso in X, in quanto controimmagine tramite una funzione continua di
un chiuso, e contiene A. Ma allora anche la chiusura, che ¢ il piu piccolo chiuso contenente
A, & contenuta in f~! (f (A)). Segue quindi:
AcfH(f@)
fA) < F(FHF@)) < FA).

&) SiaC C Ychiusoesia A = f~1(C). Dobbiamo dimostrare che A & chiuso in X.
Poiché A C A e vero per definizione, dimostriamo che A C A. Per ipotesi:

f(A) <A

fFFT@)cf(fro)cc=c

Applicando nuovamente la controimmagine:

f(F©O)cc
A=fTOcf(f(FrO)cfte=4a

Dunque la controimmagine A di un chiuso C ¢ un chiuso. O

TEOREMA I.2.I. (COMPOSIZIONE DI FUNZIONI CONTINUE; MANETT]I, 3.26).
La composizione di funzioni continue é continua, ossia

f:Y— Z g: X —> Ycontinue = fog:X —— Zcontinua.
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DIiMOSTRAZIONE. Lacontroimmagine della composizione di funzioni f o g & definita
-1
come (f og) = g1 o f71. Se A & aperto in Z, allora f~! (A) & aperto in Y, e dunque

gt (f‘l (A)) e apertoin X. O

DEFINIZIONE I1.2.2. (CONTINUITA PER PUNTI; MANETTI, 3.27).
Siano X, Yspazi topologicie f : X —— Yfunzione. Datox € X, f &€ continua in x se

VUEI(f(v) AVel(x) : f(V)CU.

Questa e la generalizzazione della definizione tradizionale della continuita affrontata in
ANALISI MATEMATICA 1.

TEOREMA 1.2.2. (CONTINUITA PER PUNTI E PER APERTI; MANETTI, 3.28).
Siano X, Y spazitopologicie f : X —— Yuna funzione. f écontinua per apertise e solose f é continua
inxperognix € X.

DIMOSTRAZIONE.

= ) Siax e XeUce€ I(f (x)). Per definizione di intorno esiste A aperto in Y tale che
f(x) € A CU. Basta porre V= f~1 (A): per continuita & aperto in Xe, dato che x € f~1 (A)
perché f (x) € A, allora Ve intorno di x. Segue che f (V) = f (f‘l (A)) CACU

&) Sia A C Yaperto. Dobbiamo dimostrare che f~! (A) sia aperto. Preso x € f~1 (A)si
ha che f (x) € A; dunque A ¢, in quanto aperto, intorno di f (x). Allora, poiché f & continua
in x, esiste un V € I(x) tale che f (V) C A.

Segue chex € VC f~1 (A), cioé ! (A) & intorno di x poiché contiene un intorno Vdello
stesso punto. Dunque f~! (A) aperto perché & intorno di ogni suo punto. O

DEFINIZIONE I.2.3. (FUNZIONE APERTE E FUNZIONE CHIUSA).
Siano X, Yspazi topologicie f : X —— Yfunzione.

m feapertase perogni A apertoin X f (A) e apertoinY.

m f echiusase per ogniCchiusoin X f (C) € chiusoin Y.

OssERVAZIONE. E sufficiente verificare la definizione di funzione aperta per gli aperti
di una base di X perché I'immagine si “comporta bene” con le unioni di insiemi:

f[UAi)= Jf@.

i i

1.3 OMEOMORFISMI

DEFINIZIONE I.3.1. (OMEOMORFISMO).
Siano X, Yspazi topologicie f : X —— Yfunzione. f € un omeomorfismo se e biunivoca,

continua e la sua inversa e continua; piu precisamente, esiste g: Y — X continua tale per cui

gof =lixefog =M.
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Due spazi topologici si dicono omeomorfi se esiste un omeomorfismo fra i due.

NOTAZIONE (SPAZI OMEOMOREFI).
La notazione dipende da testo a testo. In questo, indicheremo due spazi topologici Xe Y
omeomorfi con X =Y.

INTUITIVAMENTE... Possiamoimmaginare 'omeomorfismo come una deformazione
che piega e allunga uno spazio topologico senza formare strappi (f continua), creare nuo-
vi punti (f iniettiva), sovrapposizioni (f suriettiva) o incollamenti (f ! continua): in questo
modo si puo trasformare lo spazio in un altro che mantenga le stesse proprieta topologiche
dell'originale.

Sivede allora facilmente che un quadrato ed un cerchio sono omeomorfi, mentre una sfera
ed un toro (la versione “topologica” di una ciambella col buco, si veda sez. 8.14.1, pag. 131)
non lo sono, dato che non posso creare né far sparire quel buco; allo stesso modo una retta
non ¢ omeomorfa ad un punto, dato che non posso “accumulare” tutti i punti della retta in
uno solo!

Seppur questa “visualizzazione” € una buona intuizione del funzionamento degli omeo-
morfismi, non & completamente accurata. Ad esempio, un nastro di Mébius (per la
definizione si veda sez. 9.4.1, pag. 154) con un mezzo-giro ed uno con tre mezzi-giri sono
omeomorfi, ma con la nostra intuizione non si arriva a dire perché.

LEMMA I.4.1. (OMEOMORFISMO E BIEZIONE APERTA E CHIUSA; MANETTI, 3.31).
Siano X, Y spazi topologicie f : X —— Y funzione continua. Allora vale:

1. f omeomorfismo se e solo se f aperta e biettiva.
2. f omeomorfismo se e solo se f chiusa e biettiva.

DimosTrAZIONE. Dimostriamo la prima condizione, la seconda e analoga.

— ) Un omeomorfismo e biettivo per definizione. Definita g : Y —— Xl'inversa
continua dell'omeomorfismo f, cioé f~1 = g, si ha che per ogni A C Xaperto g~ (A) =
f(A) C Yeaperto, e quindi f & aperta. <= ) f e gia biettiva e continua per ipotesi.
Linversag : Y —— Xeé continua, perché per ogni A € Xaperto g~ (A) = f (A) & aperto
in quanto f e aperta. O

ATTENZIONE! Unafunzione f aperta che non sia omeomorfismo non é necessariamente
una funzione chiusa. Ad esempio, prendiamo la proiezione sulla prima coordinata:

f: R2 —> R
(xy) —— x

m  f e continua per ovvi motivi.
m  f éaperta. Infatti, presa una base su R? come {Bg(x, y)} R’ si hache f (Bg(x, y)) =
El

(x — €, x + €) che sono apertiin R.
m  f non e chiusa. Prendiamo C = {(x, y) € R2 | xy = 1} e definiamo la funzione conti-
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nua
¢g: RZ —— R
(oY) —— xy

Vediamo facilmente come C = ¢~ ({1}) e, essendo {1} chiuso in R, C& controim-
magine continua di un chiuso e dunque chiuso.

Siha dunque f (C) = R \ {0}, che tuttavia non e un chiuso della topologia Euclidea
in quanto la controimmagine non contiene infiniti punti (una base della &«c? e
formata da intervalli, che dunque contengono infiniti punti).

1.5 TOPOLOGIAINDOTTA

DEFINIZIONE I1.5.1. (TOPOLOGIA INDOTTA).
Dati uno spazio topologico Xun insieme Yeuna funzione f : Y —— X, suYsipuo definire

la topologia indotta da f come la topologia meno fine tra tutte quelle che rendono f
continua.

1.6 SOTTOSPAZIO TOPOLOGICO

DEFINIZIONE 1.6.I. (TOPOLOGIA DI SOTTOSPAZIO).
Sia Xuno spazio topologico (X, 7) eY C Xun suo sottoinsieme. Su Y'si puo definire la
seguente topologia di sottospazio:

UCVYapertoinY < JVC XapertoinX(VeT) :U=VnY.

Definita I'inclusione
1. Y —> X
yeY—>yeX

la topologia di sottospazio e la topologia indotta da 7, cioe la topologia meno fine fra tutte
quelle che rendono continua I'inclusione.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo la continuita dell'inclusione. Se A apertoin X,i ! (A) =
AnYel'insieme di tutti glielementidi A contenutiinY, che e apertoinYperdefinizione. [J

DEFINIZIONE 1.6.2. (APERTI, CHIUSI E BASI DEL SOTTOSPAZIO TOPOLOGICO).
Sia Xuno spazio topologico (X, 7) eY C Xun suo sottoinsieme. Allora:
m ACYapertoinYse A=UnNYconUapertoin X.
m CCYchiusoinYseC=VnYcon Vchiusoin X.
m Se & e una base della topologia di X, 8’ = {BNY | B€ %} e una base della
topologia di sottospazio.

OssERVAZIONE. Se A C Ye aperto della topologia di X, allora A & aperto in Y poiché
A=ANY.

Esempl. SiaY = [0, 1] € R = Xin topologia Euclidea.
m A= (%, 1) e aperto in Yin quanto e gia aperto in X.
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m A= e chiuso in Yin quanto e gia chiuso in X.
m B= e

7

1]
1]

N

)nY.

N

aperto in Yin quanto si ha, ad esempio, A = (

LEMMA 1.6.1. (CHIUSURA DI UN SOTTOINSIEME DI UN SOTTOSPAZIO; MANETT]I, 3.55).
Sia A CY C Xcon X spazio topologico e Y sottospazio topologico. Definiamo:

m ¢ly(A) =chiusuradi AinY.

B ¢¢x(A) =chiusuradi Ain X.
Allora ¢y (A) = ctx(A)NY.

DIMOSTRAZIONE. Preso % = {C C X | Cchiusoin Xe A C C}, per definizione di chiusu-
rasiha

oty (A) = ﬂ C.

Ce¥
Sia %€’ = {CNY | C e €}. Allora, usando i chiusi del sottospazio,

ety(A) = [ (CnY) = (ﬂ C]nY: ctx(A)NY.

Ce® Ce®

1.6.1 Immersione
DEFINIZIONE 1.6.3. (IMMERSIONE).

Sia f : X ——> Yfunzione tra X, Yspazi topologici. Se

f continua e f iniettiva, allora f € un'immersione se e solo se ogni aperto in X & contro-
immagine di un aperto di Y per f, cioe se e solo se si ha che

BC Xéapertoin X < B=f"1(A), AapertoinY.

OSSERVAZIONE.
m Per costruzione, f ¢ immersione se la topologia su X ¢ la topologia indotta, dunque
la meno fine che rende f continua.
m  Sesull'immagine f (X) C Ymettiamo la topologia di sottospazio di Y, si ha che

f X —— Yimmersione < f,: X —— f(X)e omeomorfismo

ESEMPIO (ESEMPIO DI NON IMMERSIONE.). Consideriamo la funzione

f:00,1) ———> R2
t —— (cos2xt, sin 2xt)

Notiamo innanzitutto che f ([0, 1)) = S’. Si ha:
m f,écontinua per ovvi motivi;
m f,iniettiva, dato che I'unico caso problematico poteva essere t = 1,% che non é nel
dominio.
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m f, suriettiva per costruzione.
Tuttavia, f, non & immersione, dato che ;! non & continua in P = (1, 0) € S'. Infatti,
gliintorni di 0 in [0, 1) sono del tipo U = [0, €), dunque si dovrebbero avere per ogni U
un intorno Vdi P € S tale che f;1 (V) C U. Tuttavia, solo la parte superiore di V € I(P)
ha la controimmagine interna ad U: la parte inferiore, poiché sono le immagini di punti
prossimi all’estremo 1 del dominio, non ha controimmagine in U. Pertanto, non abbiamo
I'omeomorfismo di f, e dunque neanche I'immersione di f.

“Si avrebbe avuto infatti f, (0) = f, (1).

DEFINIZIONE 1.6.4. (IMMERSIONE APERTA E CHIUSA).
Sia f : X —— Yfunzione tra X, Yspazi topologici.

m fsidiceimmersione apertase f € aperta.
m fsidiceimmersione chiusa se f & chiusa.

LEMMA 1.6.2. (FUNZIONE INIETTIVA APERTA/CHIUSA E IMMERSIONE APERTA/CHIUSA;
MANETTI, 3.59.).
Sia f : X —— Yfunzione continua tra X, Y spazi topologici.

I finiettivaeaperta = f e immersione (aperta).

2. finiettiva e chiusa = f é immersione (chiusa).

DimosTrRAZIONE. Dimostriamo il caso chiuso, il caso aperto e analogo. PresoC C X
chiuso, sappiamo che f (C) & chiusoinYe che f (C) = f (C) n f (X) in quanto f (C) C f (X).
Dunque f (C) € un chiuso del sottospazio f (X). Segue che ogni chiuso di C & un chiuso
dell'immagine di f, dunque f, : X —— f(X)e:

m continua perchéloe f;

m  biunivoca perché f, € iniettiva in quanto lo & f e suriettiva per definizione;

m chiusa per costruzione.
fo € dunque omeomorfismo ed f € immersione (chiusa). O

1.7 TOPOLOGIA PRODOTTO

DEFINIZIONE I.7.I. (TOPOLOGIA PRODOTTO E PROIEZIONI).
Siano P, Qspazi topologici e P X Qil loro prodotto cartesiano. Definite le proiezioni:

p:PxXQ —> P
(x,y) —— x
g:PXxQ —> Q
L y) ——y

La topologia prodotto & e la topologia meno fine fra quelli che rendono p e g continue. In
particolare, ricordando 'osservazione a pag. 7, la topologia prodotto & I'intersezione di
tutte le topologie che rendono continuep e g.
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PROPRIETA IL7.I. (PROPRIETA DELLA TOPOLOGIA PRODOTTO; MANETTI, 3.61.).
1. Una base della topologia 5 é data dagli insiemi della formaU X VdoveU C F,V C Qaperti.
2. p, qsono aperte, inoltre per ogni (x,y) € P X Qle restrizioni

p: Px{y} — P
Ly —— x

g, {x}xQ —— 0
(x,]/)l—>]/

sono omeomorfismi.
3. Dataf : X —— PXQ con Xspazio topologico, si ha che

feontinua < f1:=pof, fo :=qeo f continue.

DIMOSTRAZIONE.
I Dimostriamo che:
(A) Lafamiglia {UX V} e base per una topologia “‘a scatole” Ty,..
(B) & emeno finedi 7y,,.
(C)  Tpox € meno fine di 2.
In questo modo avremo che la topologia 7 e la topologia prodotto & e ne conosce-
remo una base.
a) Segue dal teorema delle basi (Teorema 1.1.1, Manetti, 3.7). Infatti:
i. P X Q appartiene alla famiglia {UX V}, dato che per definizione gli
insiemi stessi Pe Q sono aperti;
ii. lintersezione di due elementi della famiglia appartiene alla famiglia:

(U X V1) N Uy X Va) = (Up NU) X (V1 NVy)

b) Perdefinizione & ¢la meno fine fra tutte le topologie sul prodotto che rendono
p e g continue. Per dimostrare (B) basta vedere che p, g sono continue rispetto
alla topologia 7,,,,. Presa la proiezione p, sia U C Paperto. Si ha che p™! (U) =
U X Qe aperto in 7, in quanto e prodotto di aperti; in particolare sta nella
base! Dunque p € continua, e un ragionamento analogo vale per 4.

c) Dobbiamo dimostrare che ogni aperto di 7, € anche aperto di &. PresiU C P,
V C Qallora:

UxV=UNP)X(VNQ)=UXQ)NPxV)=ptU)ng (V)

Poiché p, g sono continue e U, Vsono aperti, anche p~! (U), 4! (V) sono aperti
in 2; segue che la loro intersezione € aperta e dunque U X V & aperto della
topologia 2.
II Dimostriamo il caso con p,, dato che il caso con g, ¢ analogo. Preso un aperto della
base U X V, studiamo gli aperti del sottospazio P X {y}.

1%} sey¢Vv

Ux¥)n (Px {y}) - {Ux lyl seyeV
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Gli aperti del sottospazio P X {y} sono tutte e sole le unioni di U X {y}, al variare di U
di aperti dello spazio P. Si ha dunque

P (Ux {y}) =U.

p e
| m continua perché restrizione della proiezione, che e continua per definizio-
ne;
m Dbiettiva per costruzione;
m aperta peririsultati appena ottenuti;
dunque p| ¢ omeomorfismo e P X {y} e Psono omeomorfi. Per dimostrare che p sia
aperta, preso A apertoin P X Q, si ha

U(Aan{y})]: Ur(anpxiy).

yeQ yeQ

p(A)=p

Per i ragionamenti della prima parte, AN P X {y} e aperto di P X {y} e sappiamo
dunque che p, (A NPx {y}) e aperto: ne segue che p (A NP X {y}) e aperto in Pal
variare di y. Allora anche p (A) & aperto in quanto e unione di aperti e dunque p e
aperta.

Il =) Poichéf:X — PXQp:PXQ —> Peq: PXxQ ——> Qsono con-

tinue, le composizioni f; :==pof : X —— P, fg :=qo f : X —— Qsono banal-
mente continue.

&) Dobbiamo dimostrare che f sia continua. Sia A = UXV C PX Qaperto della
base:

Froxvy= 1t ngt )=t O)nfr (gt m) =
-1 -1 -1 -1
=(pof) @n(gef) M= (f1) ©n(f) W)

Per ipotesi f1, f5 sono continue, quindi le loro controimmagini di aperti sono
ancora aperti; essendo la loro intersezione un aperto, segue I'implicazione.  []

OsseERVAZIONE. Dalla dimostrazione del primo punto del teorema precedente, date
due basi % e €, rispettivamente della topologia su X e della topologia su Y, allora

D ={UxXV|UeHB, Ve &}
e una base per la topologia prodotto su X X Y.

Nelle “Note aggiuntive”, a pag. 279, e descritto il comportamento di chiusure, interni,
frontiere e intorni rispetto al prodotto cartesiano.

OsseERVAZIONE. Il prodotto di un numero finito di spazi topologici e pari al prodotto
di due spazi:
XXYXZ=(XXY)XZ=XX(YXZ)

In particolare una base di aperti di X; X ... X X,, e data da:

B ={A1 X ..XA, | A; aperto in X;}
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DIGRESSIONE (TOPOLOGIE SUI PRODOTTI CARTESIANI INFINITI). Il prodotto cartesia-
no din insiemi Xj, ..., X, € definito come I'insieme

Xy X X X, = {(Xq, o) X)) | X, € X, Vi€ (.., n}}.

Possiamo definire il prodotto cartesiano di una famiglia arbitraria (anche infinita) di
insiemi {X;},;, indicizzati da I, come

[[X=3e:1—> X | aex, Vier

i€l i€l

Se esiste i tale che X; = &, allora [[,., X; = @ perché tutte le funzioni @ chiaramente
non hanno valori in X; e quindi non soddisfano la definizione data. Tuttavia, nel caso
|I| = oo, anche se ciascuno dei X; # &, non & garantito che HieIXi #+ O se non si assume
I'assioma della scelta. In una delle sue molteplici forme, esso afferma che, data una
famiglia arbitraria di insiemi non vuoti {X;};.;indicizzati da I, allora esiste un’applicazione

a: ] —— U, Xitalechea(i) € X;, Vi€ L

Ci sono alcune importanti differenze a livello topologico. Ad esempio, se |I| = oo, la
topologia “a scatole” Ty, che abbiamo visto essere indotta dalla base

%:{HUZ-

i€l

U; aperto in X,} ,

e la topologia prodotto &, che possiamo definire come indotta dalla base

9:{HUi

i€l

U; aperto in X; e U; = X; Vi eccetto un numero finito di indici} ,

non coincidono! Nel caso infinito, la topologia a scatole e piu fine di quella prodotto:

gj g 7;03{'

1.8 ASSIOMI DI SEPARAZIONE: T1 E HAUSDORFF

DEFINIZIONE I1.8.1. (Spazio T1).

Uno spazio topologico Xsi dice T1 se ogni sottoinsieme finito e chiuso, in particolare se e
solo se tutti i punti sono chiusi.

In termini di intorni, X e TI se, presi due punti distinti x e y, esiste un intorno per il punto
x che non contiene y e viceversa:

Vx,yeX x#y = FUel(x) y¢UedVel(y) xgV.

DiMOsTRAZIONE. Dimostriamo che la definizione di T1 per chiusi e per intorni sono
equivalenti.

= ) Sianox, y € Xconx # y. Peripotesi {x} & chiuso, dunque V = X\ {x} e aperto.
Poichéy # x, alloray ¢ {x} e quindi y € V; essendo Vaperto,V € I(y), dunque Ve intorno
diy e banalmente x ¢ V.

=) Dobbiamo dimostrare che per ogni x si ha {x} & chiuso, cioe A = X'\ {x} e aperto.
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Siay € A:y ¢ {x} implica y # x. Per ipotesi allora esiste un intorno Vdi y tale che x ¢ V.
Necessariamente si ha che V C A, dunque A e anch’esso intorno di y. Per 'arbitrarieta di
y, A e intorno di ogni suo punto, dunque A € aperto. O

OSSERVAZIONI.
I. XeTIseesolose per ogni puntox € Xsiha

W=[\u
Uel(x)

2. Ogni spazio metrico e TI.

DIMOSTRAZIONE.
I =) SeXeTi,alloraogni{y} C Xé chiuso. Fissato x, prendiamo

Allora per ogniU € I(x) si ha {y} NU # @. Da cio segue che x € {y} = {y}, cioe y = x.
Allora

Uel(x)

=) Perdimostrare che Xé T1 e sufficiente mostrare che {x} & chiuso, dato che
ogni insieme finito in X si puo vedere come unione finita di singoletti {x} e per
gli assiomi dei chiusi otteniamo un chiuso. In particolare, ci basta dimostrare

che {x} C {x}, essendo I'altra implicazione ovvia per definizione. Siay € {x}. Per
definizione di chiusura per ogni V € I(y) sihaVn{x] # @, quindi per ogniV € I(y)

vale VN {x} = {x}, cioe I'intersezione dei Vdeve incontrare {x}:

() v ixt =iz,
vel(y)
Per ipotesi,
M v=1tw,
vel(y)

dunque {y} N {x} = {x}, ma allora y € {x} e quindi {x} C {x}.
I Se Xemetrico e x € X, il sistema fondamentale di intorni di X sono gli intorni
centratiin X di raggio arbitrario, cioe B, (x). Allora

N u=(B.() =

Uel(x) e>0

e segue la tesi per la proposizione precedente.

DEFINIZIONE 1.8.2. (SPAZIO DI HAUSDORFF).
Uno spazio topologico X si dice di Hausdorff o T2 se per ogni coppia di punti distinti
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esistono due intorni disgiunti:

Vx,yeX x+#y = JUe I(x) eElVeI(y):UnV:Q.

OSSERVAZIONI.
I. XediHausdorff se e solo se per ogni punto x € Xsi ha

=)0
Uel(x)

2. [Essere Hausdorff implica essere T1, ma non il viceversa.
3. Ogni spazio metrico e di Hausdorff.

DIMOSTRAZIONE.
I =) SiaXdiHausdorff. Fissato x,siay € U, con U € I(x). Per definizione diU,

ogniV e I(y) soddisfa VN U # @. Sey # x, si avrebbe un assurdo, dato che non

esistealcun Ve I(y) conUNV = & e dunque X non sarebbe di Hausdorff.
&) Dobbiamo dimostrare che X é di Hausdorff. Sia x # y. Allora

yéix}= ﬂ U (1.1)

Uel(x)

Per definizione di chiusura si ha che per ogni U € I(x) esiste V € I(y) tale che
VNU= @. Segue dunque la tesi.

I Avendo per ogni coppia di punti distinti due intorni disgiunti in quanto Hausdorff,
banalmente i due intorni verificano la definizione di TI per intorni. Come contro-
esempio per il viceversa, prendiamo la topologia dei complementari finiti CF su
uno spazio X non finito: essa € Tt ma non Hausdorff.

III Presix # y,allorad :=d(x,y) > 0. Dunque, per disuguaglianza triangolare si ha
sempre che
By, (Y)N By, (Y) = @. O

PROPOSIZIONE I.8.1. (SOTTOSPAZI E PRODOTTI DI HAUSDORFF SONO HAUSDORFF;
MANETTI, 3.6.8).

DIMOSTRAZIONE.

m SiaY C Xcon Xspazio topologico, Y con la topologia di sottospazio. Prendiamo
x, y € Yconx # y. Poiché X e di Hausdorff esistono U, V C Xintorni rispettivamen-
tedixeyconUNV = &. Basta prendere alloraUNY, VNY: sono intorni sempre di
x e yinY che restano comunque disgiunti.

m  Sia XXYcon X, Yspazitopologici. Prendiamo (xl, yl) * (xz, yz). Questo significa
che x; # x, oppure y; # yo; scegliamo senza perdita di generalita x; # x,.
Essendo X di Hausdorff, esistono U;, Us intorni apertiin Xtalichex; € Uy, xo € Uy
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conU; NUy = @. Allora:

U; X Yintorno di Exl, Y1

— Uy XYNUy XY= (U;NU) X (YAY) =@ [
Uy X Yintorno di (xg, yz; 1 2 U1 nUg) X (YNY)

TEOREMA 1.8.1. (X DI HAUSDORFF SE E SOLO SE DIAGONALE DI X CHIUSA; MANETTI,
3.69).
Sia X spazio topologico. La diagonale A C XX Xe l'insieme delle coppie che hanno uguali componenti:

A={(xx)]|xeX}.

Siha

Xdi Hausdorff < Achiusoin X X X.

DIMOSTRAZIONE.

— ) Dobbiamo dimostrare che A e chiuso, cioe (XX X) \ A aperto, ossia (XX X) \ A
e intorno di ogni suo punto. Preso (x,y) € (XX X) \ A, x # y dato che non appartiene
alla diagonale. Poiché X e di Hausdorff, esistono U, Vintorni aperti disgiunti tali che
x €U, yeV.AlloraUX VN A = &: se cosi non fosse, ci potrebbero essere dei valori della

diagonale che appartengono ad U X V, cioe esisterebbe almeno una coppia (x’ Y ) tale che
x’” = y’, ma allora gli intorni non sarebbero disgiunti. Allora (x,y) e UXVC (XX X) \ A.

&) Sianox, y € X, x # y. Allora (x,y) € (XX X) \ A, che e aperto per ipotesi. Neces-
sariamente esiste un aperto della base della topologia prodotto che contiene la coppia:
(x,y) eUXVC (XX X)\ A. Per gli stessi ragionamenti della precedente implicazione, si
hachex € U, y € Vcon U, Vintorni aperti disgiunti. Segue che X é di Hausdorff. O

PROPOSIZIONE 1.8.2. (CONSEGUENZE DEGLI SPAZI DI HAUSDORFF).

1. Sianof, g : X —— Ycontinue, Ydi Hausdorff. Sia Cilluogo dei puntidove f e g coincidono,

detto anche equalizzatore:
eq(f 8)={xeXx | fx)=g@}.

Alloraeq ( f, g) é chiuso.
2. Siaf: X —— Xcontinua, X di Hausdorff. Sia F,, ( f ) il luogo dei punti fissidi f:

Fe(f) ={xex | f@=x}.

Allora F, ( f ) é chiuso.
3. Sianof, g: X ——> Ycontinue, Ydi Hausdorffe A C Xdensoin X. Allora

VxeA, f(x)=gkx) = VxeX f(x)=g().
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4. Siaf : X —— Ycontinua, Ydi Hausdorff. Sia[ ¢ il grafico di f, ossia l'insieme delle coppie

(x, f (x)) formate dai punti del dominio e le corrispettive immagini tramite f:

Ff::{(x,y)eXxY | y:f(x)}.

Allora Ff echiusoin X X Y.

DIMOSTRAZIONE.
I Definiamo la funzione
h: X —> YXY
x — (f®), g§W)

Essa e continua perché le componenti sono continue; considerata la diagonale Ay
diY xY,sihacheeg (f, g) = h~1(Ay) & la controimmagine tramite una funzione
continua di un chiuso e quindi e un chiuso.
IT Basta porreal punto1. g = Idy.
IIl Peripotesi A C h~!(Ay). In quanto A & densoin X, A = X. Dunque

X=AChI(A)=h1(y).

Questo e vero in quanto Ye di Hausdorff e la diagonale Ay e un chiuso: segue che
h~1 (Ay) & chiuso e dunque pari alla sua chiusura. Si ha la tesi.
IV Definiamo la funzione continua

[: XXY —3 YXY
) — (F0), )

Allorals = I"1 (Ay) & un chiuso.

1.9 PROPRIETA TOPOLOGICA

DEFINIZIONE 1.9.1. (PROPRIETA TOPOLOGICA).

Una proprieta topologica P e una caratteristica degli spazi topologici per cui se ogni
spazio X che possiede quella proprieta P& omeomorfo ad uno spazio Y, allora anche Yha
quella proprieta (e viceversa):

X=Y = [XhaP < YhaP]

In altre parole, una proprieta topologica e invariante rispetto agli omeomorfismi.

OSSERVAZIONE.
m  Dati due spazi omeomorfi X =Y, per verificare che P¢é una proprieta topologica e
sufficiente verificare una soltanto delle implicazioni.
m  Si puo verificare che due spazi non sono omeomorfi trovando una proprieta
topologica che non condividono.
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LEMMA I1.9.1. (SE LA FUNZIONE E INIETTIVA CODOMINIO HAUSDORFF IMPLICA DOMINIO
HAUSDORFF; MANETTI, ESERCIZIO 3.56).

Siano X, Y spazi topologici con Y di Hausdorff. Se esiste f : X ——> Ycontinua e iniettiva, allora X é
di Hausdorff.

DIMOSTRAZIONE. Sianox, y € Xconx # y. Essendo f iniettiva, f (x) # f(y) €Y
in quanto Y e di Hausdorff, esistono U, Vintorni aperti disgiunti in Y che contengono
rispettivamente f (x) e f (y) Per continuita di f le controimmagini di questi intorni aperti

sono aperte e per iniettivita sono ancora disgiunte: allora f~! (U), f~! (V) sono intorni
aperti disgiunti che contengono rispettivamente x e y. Segue che X e di Hausdorff. [

PROPOSIZIONE 1.9.1. (HAUSDORFF E PROPRIETA TOPOLOGICA).
Essere di Hausdorff ¢ una proprieta topologica, ossia

X=Y = [XédiHausdorff < YédiHausdorff]

DIMOSTRAZIONE. Siaf : Y —— Xun omeomorfismo traidue spazi. Allora f & per

definizione continua e iniettiva. Per il lemma 1.9.1 (Manetti, esercizio 3.56.) segue che se
X di Hausdorff, Y é di Hausdorff. O

TEOREMA 1.9.1. (PRODOTTO HAUSDORFF HA FATTORI HAUSDORFF).
Gli spazi X, Y sono di Hausdor{f'se e solo se X X Y é di Hausdorff.

DIMOSTRAZIONE.
=) Siveda la proposizione 1.8.1 (Manetti, 3.6.8.).
&) Fissiamoy, € Y. Definita la funzione

fiX—> XXY
X —— (x,yo)’

essa é continua ed iniettiva, dunque per il lemma 1.9.1 (Manetti, esercizio 3.56.) segue che
X e di Hausdorff. Preso xo € Xe

fiY — XxY
y — (x0, ¥)

allo stesso modo siverifica che Ye di Hausdorff. O






CAPITOLO 2

CONNESSIONE ECOMPATTEZZA

“Lisa: Allora, dov’é mio padre?

Professor Frink: Beh, sarebbe ovvio anche per Uindividuo piu scriteriato, laureato e con specializzazione
in Topologia iperbolica, che Homer Simpson é piombato... nella terza dimensione. [...] [disegna sulla
lavagna] Ecco un comunissimo quadrato—

Commissario Winchester: Ehi ehi, rallenta, capuepopolo!

Professor Frink: —ma supponiamo di estendere il quadrato oltre le due dimensioni del nostro universo,
lungo l'ipotetica asse z, qui. [tutti sussultano] Cosi si ottiene un oggetto tridimensionale noto come
“cubo’, 0 meglio “Frinkaedro’, in onore dello scopritore!

I SIMPSON, La paura fa novanta V1.

E due proprieta che danno il nome a questo capitolo sono estremamente importanti, in
Lquanto sono due dei principali invarianti studiati in topologia. Entrambe rappresentano
una generalizzazione di alcuni aspetti affrontati pit 0 meno esplicitamente durante lo studio
dell’Analisi:

m  Cisono sottoinsiemi del piano i cui punti possono essere connessi da una linea arzigo-

golata, una spezzata o un segmento, mente

m  Cisono sottoinsiemi limitati le cui successioni di punti convergono nel sottoinsieme.

Vedremo che la connessione e la compattezza sono definite in modo abbastanza ba-

silare, seppur non necessariamente siano intuitive a primo acchito. Tuttavia, proprio
in virtu di questa semplicita, sono applicabili in tanti contesti diversi; in particolare, la
compattezza come la definiremo ci permettera di prendere informazioni note localmente ed
estenderle in modo che valgano globalmente in tutto lo spazio.

2.1 CONNESSIONE

DEFINIZIONE 2.I.I. (SPAZIO CONNESSO E SPAZIO SCONNESSO).
Uno spazio topologico X'si dice connesso se gli unici sottoinsiemi aperti e chiusi sono
@, X. Uno spazio non connesso si dice sconnesso.

27



28 CAPITOLO 2. CONNESSIONE ECOMPATTEZZA

LEMMA 2.I.I. (CONDIZIONI EQUIVALENTI DELLA SCONNESSIONE; MANETT]I, 4.2).
Sono condizioni equivalenti:

1. Xésconnesso.

2. X = AU Bcon A, Baperti, non vuoti, disgiunti.

3. X = AU Bcon A, Bchiusi, non vuoti, disgiunti.

DIMOSTRAZIONE.

2 < 3)Se Aéaperto e disgiunto da Btale che X = AU Bsignificache B=6A =X\ A
e dunque B chiuso; analogamente per B aperto si ha che A e chiuso: allora A, Bchiusie
aperti propri.

1 = 2)Esiste A # &, Xcon A aperto e chiuso. Allora basta porre B := €A = X\ A: &
aperto e chiuso, & disgiunto da A e tale per cui B # @, X; A e Bsoddisfano la tesi.

2 = 1)Essendo A, Baperti, si ha che A & chiuso perché A = €X = X\ B. Inoltre, essendo
A, Bnon vuoti, allora A # X. Dunque A e aperto, chiuso e A # &, Xe pertanto soddisfa la
tesi: esiste un sottoinsieme aperto e chiuso che non e il vuoto o I'insieme stesso. O

Tips & TRicKks! Illemma 2.1.1 (Manetti, 4.2) ci dice che e sufficiente trovare solo due
aperti (o chiusi) che soddisfano la condizione di cui sopra per affermare la sconnessione.
Viceversa, per dimostrare la connessione, dobbiamo dimostrare che per ogni coppia di
aperti (o chiusi) non vuoti, la cui unione e X; essi non siano disgiunti.

ESEMPI (SPAZI TOPOLOGICI sconnessi IN TOPOLOGIA EUCLIDEA).
= X=R\{0} = (~c0, 0) U (0, +oo).
m X=[0,1]U(2, 3).

LEMMA 2.1.2. (CONNESSO E DISGIUNTO O SOTTOINSIEME DI UN APERTO/CHIUSO; MA-
NETTI, 4.4).

Sia X spazio topologicoe A C X con A aperto e chiuso. SiaY C X, Yconnesso. AlloraY N A = Q,cioe
YCY\ A oppureY C A

DimosTrAZIONE. Consideriamo YN A: esso e aperto e chiuso perché intersezione di
due aperti e chiusi per ipotesi, in quanto Y & aperto e chiuso per connessione. Essendo
Y connesso, un suo sottoinsieme aperto e chiuso o e I'insieme vuoto oppure e I'insieme
stesso, cioeYN A = &, cioeYC Y\ A, oppureYN A =Y, cioeY C A. O

TEOREMA 2.I.I. (CONNESSIONE DI [0, 1]; MANETTI, 4.6).
Con la topologia Euclidea, X = [0, 1] é connesso.

DiMOSTRAZIONE. Supponiamo che X =[0,1] = CU DconC, Dentrambi chiusi. Dob-
biamo dimostrare che C, D non sono disgiunti, ossia CN D # 0. Supponiamosia 0 € Ce
poniamo d = inf D. Essendo D un chiuso,d € D = D.
m Sed=0,deCnD#+@.
m Sed > 0Oallora [0, d) C Cperché nonsta in D. Il passaggio alla chiusura mantiene
I'inclusione, dunque [0, d] C C = C. Segue ched € Cedunque CN D # @. O
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TEOREMA 2.1.2. (IMMAGINE CONTINUA DI UN CONNESSO E UN CONNESSO; MANETTI,
4.7).
L’immagine continua di un connesso é un connesso, ossia

f : X —— Ycontinua, Xconnesso = f (X) connesso

DIMOSTRAZIONE. SiaZ C f(X), con Zaperto e chiuso non vuoto in f (X). Per dimo-
strare che f (X) sia connesso ci e sufficiente dimostrare che Z = f (X): in questo modo gli
unici aperti e chiusi sono i sottoinsiemi impropri. Siccome Z aperto e chiuso, esistono A
aperto in Y, Cchiuso in Ytali che

ANnf(X)=Z=Cn f(X).
Allora si ha

Fr@O=f@nf(Fe0) =14
Fra=frOnft(fx) =710,
ossia f~1 (Z) & contemporaneamente uguale alla controimmagine continua di un aperto e

di un chiuso in Y, ossia & aperto e chiuso in X. Notiamo inoltre che, essendo Z # &, allora
f~1(2) # @: essendo X connesso per ipotesi, necessariamente f~! (Z) = X. O

OssERVAZIONE. Dal teorema precedente segue che essere connesso € una proprieta
topologica! Infatti, se vale per una qualunque funzione continua f : X —— Y, allora

varra anche per omeomorfismitra XeY; in particolare, siavra per suriettivita che f (X) =Y
connesso.

2.1.1  Connessione per archi

DEFINIZIONE 2.1.2. (ARCO).
Un arco o cammino a da un punto x a un punto y in uno spazio topologico X e una
funzione continua che parametrizza un percorso finito fra gli estremi x e i:

a:[0,1] —— Xcontinua: a(0) =x, a(1) =y
DEFINIZIONE 2.1.3.
Connessione per archi] Uno spazio topologico X si dice connesso per archi o c.p.a. o

path-connected se per ogni coppia di punti in X esiste un arco che li collega:

Vx,y€ Xda:[0,1] —— Xcontinua: a(0) =x, a(1) =y

TEOREMA 2.1.3. (X C.P.A. IMPLICA X CONNESSO; MANETTI, 4.7).

DiMOSTRAZIONE. Sia X = AU B, con A, Baperti non vuoti. Vogliamo dimostrare
che An B # @. Essendo non vuoti, prendiamoa € A, b € B. In quanto Xe c.p.a.,
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esiste il cammino continuo « : [0,1] —— Xtale che «(0) = a, a (1) = b. Studiamo la
controimmagine di a:

[0,1]=al(X)=a 1 (AUuB)=a 1 (A)ua!(B)

Sinota che a™! (A), 1 (B) sono entrambi aperti e non vuoti in quanto controimmagini
continue di aperti non vuoti (0 € a™ (A), 1 € a~! (B)). Poiché [0, 1] & connesso, allora
le controimmagini trovate non sono disgiunte. Segue allora che At € a™! (A)n a1 (B) e
quindi:

a() ea(at(A)nat(B) Ca(a(A)na(et(B)=ANB O

TEOREMA 2.1.4. (IMMAGINE CONTINUA DI UNO SPAZIO C.P.A. E UN C.P.A.).
L’immagine continua di uno spazio c.p.a. é c.p.a.:

f : X —— Ycontinua, Xcpa. = f(X) cpa.

DimosTrAZIONE. Consideratiy, z € f(X), vogliamo trovare un cammino tra i due
punti. Poichéy, z € f (X), consideriamoa, b € Xtalichey = f(a)ez = f(b). Poicheéa, b € X
c.p.a., esiste un cammino « tale per cui « (0) = a e a(1) = b. Presa ora la composizione
f o aconlafunzione f,

foa:[0,1] =3 x L5,

la funzione ottenuta e continua perché composizione di funzioni continue e inoltre

(foa)0) = f@(0) = f@) =y
(foa)®) = fla(l)=f(b) =z

Dunque f o @ € un cammino fra due puntiy, z arbitrariin f (X) e pertanto f (X)ec.p.a. O
OssERVAZIONE. Essere c.p.a. e invariante topologico.

DEFINIZIONE 2.1.4. (GIUNZIONE DI CAMMINI).
Dati due cammini in uno spazio X:

a:[0,1] —> X a(0)=x,a(l)=y
p:101] —> X p0)=y, p(1) =z
Allora possiamo creare un cammino a * f con la giunzione di cammini:

a(2t) se0<

t
(@ f) ) = {ﬂ(2t— 1) se%

LEMMA 2.1.3. (UNIONE DI C.P.A. NON DISGIUNTA E C.P.A.).
Sia A, Bepa., AN B # @. Allora AU Bc.p.a.
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DIMOSTRAZIONE. Sex, iy € Aoppurex, i € B, esiste per ipotesi un arco che li collega:
dobbiamo allora trovare un arcoin AU Bda x ay per ognisceltadix € A,y € B. Preso
z € AN B, per ipotesi esistono due cammini ad esso:

a:[0,1] —> A a(0)=x, a(l)=z
p:10,1] — B p(0)=z B(1)=z

Usando la giunzione di cammini, si ha:

a (2t) se0<t<i2
(axp)(t) = 1 2
p(2t-1) se5<it<1
Il camminoa* f : [0,1] —— A U Be quello richiesto. O

OSSERVAZIONI.
m  Usando la giunzione di cammini, si ha che:

Xecpa & dzeX:VxeX Ja:[0,1] — X:a(0)=z, a(l) =x

In altre parole, uno spazio € c.p.a. se e solo se esiste un punto per cui ogni altro
punto e collegato tramite un arco.
m  Per ogni arco a esiste 'arco inverso, percorso al contrario: @ (f) = a (1 - ¢).

DEFINIZIONE 2.1.5. (SEGMENTO).
In R”, un segmento PQ e la combinazione lineare tra i punti Pe Q, parametrizzato come

PO={P+tQ | te[0,1]}.

DEFINIZIONE 2.1.6. (SOTTOINSIEME CONVESSO).
Un sottoinsieme Y C R" e convesso se per ogni coppia di punti esiste un segmento che li
collega contenuto interamente in Y:

VP, QeY PQCY (2.2)

DEFINIZIONE 2.1.7. (SOTTOINSIEME STELLATO).
Un sottoinsieme Y C R" e stellato per Pse esiste un P € Ytale che per ogni altro punto
esiste un segmento che li collega contenuto interamente in Y:

dPeY:V¥QeY PQCY (2.3)

ESEMPI.
m  Gli intervalli aperti e semiaperti sono c.p.a., dunque sono connessi: 'arco « e
banalmente il segmento pari all'intervallo aperto.
m  Preso X C R" convesso, qualunque segmento € anche per costruzione un arco: Xe
anche c.p.a. e dunque connesso.
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m X = R2\ {0} non & convesso, dato che per (0, 1) e (0, —1) non si hanno segmenti
interni ad X, ma e c.p.a. perché basta prendere un cammino che “giri attorno”
all’'origine; in quanto c.p.a. € anche connesso.

m  Preso X C R" stellato per P € X, qualunque segmento con Pé anche per costruzione
un arco: X e anche c.p.a. per 'osservazione a pag. 31 e dunque connesso.

m  Ogni insieme convesso € anche stellato per P, basta fissare un qualunque punto come
nostro P. In generale, un insieme € convesso se e solo se e stellato rispetto ad ogni
suo punto.

2.1.2  Connessione nella topologia euclidea
Vediamo ora che conseguenze hanno questiteoremiin R conla topologia Euclidea.

TEOREMA 2.1.5. (CARATTERIZZAZIONE DELLA CONNESSIONE sU R).
Sia I C R. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. Iéunintervallo, ossia I¢é convesso.

2. Ieécpa.

3. Ieéconnesso.

DIMOSTRAZIONE.

1) = 2) Siccome I & convesso, ] & stellato, quindi e Ic.p.a. e dunque I connesso.

2) = 3) Vale in generale che un insieme c.p.a. € anche connesso.

3) = 1) Per contronominale mostriamo che se Inon € un intervallo allora I & sconnesso. I
non intervallo significa che esistonoa < b <ccona, c € Imab ¢ I. Ma allora

b¢l = I=|In(-co,b) [U|IN (b, +c0)

€a €c

ossia I e unione di aperti, non vuoti e disgiunti, e quindi I &€ sconnesso. O

OSSERVAZIONE.

m  Come conseguenza immediata di questo teorema si ha il teorema di esistenza
degli zeri per funzioni continue da R in R; per tali funzioni vale che 'immagine
continua di un intervallo [a, b] & un intervallo [ f(a), f (b)], pertanto se gli estremi
dell'intervallo sono tali per cui f (a) < 0 < f (b) allora la funzione ammette uno
zero, in quanto 0 € [f (a), f(b)].

m Pern > 1lasfera
n+1
G = {(xl, e Xp) | Zx? = }
i=1

e c.p.a.: infatti, Vx,y € §" si trova sempre un arco dato dall'intersezione di S" e del
piano H passante per il centro della sfera, x e .

Mostriamo un risultato per funzioni continue da S” in R.

TEOREMA 2.1.6. (FUNZIONI CONTINUE DA CONTINUE DA S” IN R).
Siaf : " ——» Runafunzione continua. Alloraesiistex € S" taleche f(x) = f(—x). Inparticolare
f non é iniettiva.
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DimosTrAZIONE. Costruiamo una funzione g(x) = f(x) — f(—x): essa & continua perché
somma di funzioni continue. Siccome S” e connesso, allora g (5") € R € connesso, quindi
per il teorema precedente ¢ (S") e un intervallo. Preso un punto y € S" arbitrario, le sue
immagini g(y) e g(~y) appartengono all'intervallo dell'immagine g (5"), quindi se ne puo
considerare il loro punto medio:

1 1
5w +sn]=5[f - Fen + Fn - ] =0

Ma allora, poiché 0 € g (S5"), esiste un Jx € " tale che g(x) = 0, ossia f(x) = f(—x) O

Come conseguenza di questo teorema si ha che un aperto di R non sara mai omeomorfo ad
un aperto di R".

TEOREMA 2.1.7. (APERTI DI R NON OMEOMORFI AD APERTI DI R").
SiaIC ReUC R" conn > 2. Se I, Usono aperti allora Inon é omeomorfo a U.

DiMOSTRAZIONE. Siconsideriun omeomorfismog : U —— I SiccomeU C R" aperto
allora esiste una palla aperta diraggio € contenutain U. Presoilbordo S” C U, la restrizione
di fsudiessog|s : " —— Inon ¢ iniettiva per il teorema precedente, dunque g non ¢

un omeomorfismo. O

I1 teorema appena visto € un caso particolare del

TEOREMA 2.1.8. (TEOREMA DELL'INVARIANZA DELLA DIMENSIONE).
SianoU C R",V C R"™ aperti. SeU = V, alloran = m; equivalentemente, sen # malloraU% V. [J

A pag. 129 si puo trovare la dimostrazione di un altro caso particolare, quello per gli aperti
di R2.

2.1.3  Unioni e prodotti di spazi connessi

TEOREMA 2.1.9. (UNIONE ARBITRARIA DI SOTTOSPAZI CONNESSI E UN CONNESSO).
Sia { X;},., una famiglia di sottoinsiemi di uno spazio topologico X. Se ogni X; é connessoe ();.; X; # <,
allora | J;., X; e connesso.

DIMOSTRAZIONE. Sia
zey=Jx

un aperto e chiuso non vuoto. Vogliamo dimostrare che Z = Y, cosicché Y risulti connesso;
basta mostrare I'inclusione Y C Z. Se considera I'intersezione di Ze di un connesso fra gli
{X;}, essa sara triviale per il lemma 2.1.2:

1%}
xnz= {
i
Essendo Z # & e contenuto inY, esiste un indice iy tale per cui X; N Z # &, da cui segue

che X;; N Z = X; , da cui segue che X; C Z Siccome (), X; # &, esistera sicuramente
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X € (i Xi € Xi, € Z, percuix € Z Poiché x € X;, ¥iper definizione di intersezione,
segue che perognii € [, X; N Z # &. Quindi, se per ognii, X; C ZalloraY C Ze dunque
Y = Z, quindi Y € connesso perché I'unico aperto e chiuso non vuoto & se stesso. O

TEOREMA 2.1.10. (PRODOTTO DI CONNESSI SE E SOLO SE FATTORI CONNESSI).
X, Y sono spazi topologici connessi < X X Yé connesso.

DIMOSTRAZIONE.
=) Segue dalla continuita e suriettivita delle proiezioni e dal fatto che 'immagine
continua di un connesso e connessa:

p: XXY —— Xcontinua e suriettiva = p(XXY) = Xconnesso

g : XXY —— Ycontinua e suriettiva = (XX Y) = Yconnesso

= ) Essendo X X {y} = Xcon X connesso, al variare di y € Yabbiamo delle fibre tutte
connesse che spazzano lo spazio prodotto X X Y:

XXY= U Xx {y}
yeY

Tuttavia, le X X {y} sono tutte disgiunte le une dalle altre e non e sufficiente per affermare
la connessione di X X Y! L'idea & quindi quella di creare una sorta di “guida” connessa la
cui intersezione con le fibre X X {y} non sia vuota; posto X, = XX {y}, prendiamo x, € Xe
definiamoY,  := {xg} XY = Yconnesso. Poiche Z, := X, UY, ¢ connesso per ogniy perché

unione di connessi la cui intersezione e {(xo, y)}, dalle osservazioni precedenti segue che
xxv=|])z,=|J(xuY,) con()(3)=Y,*2.
yeY yey yeY

Dunque X X Y e unione di connessi la cui intersezione non e vuota, quindi per il teorema
precedente € connesso. O

ATTENZIONE! Lintersezione di connessinon é necessariamente un connesso! Prendia-
mo su R2 con topologia Euclidea la circonferenza unitaria

St={(x, y) eR2 | x2+y2 =1}

e il segmento sull’asse x dato da [-1, 1] X {0}: essi sono due c.p.a. (e quindi connessi), ma
la loro intersezione e {(—1, 0), (1, 0)} che e chiaramente sconnessa. Tuttavia, cio & vero
se lo spazio e R con la topologia Euclidea: poiché i connessi sono gli intervalli, la loro
intersezione rimane comunque un intervallo (o al piit un punto) che € connesso.

2.1.4 Spaziconnessinon c.p.a.

Approfondiamo ora la differenza fra essere spazio connesso o c.p.a., mostrando esempi di
un tipo ma non dell’altro. Prima, pero, dimostreremo un teorema sulla caratterizzazione di
un insieme denso che ci tornera utile.
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TEOREMA 2.I.I1. (CARATTERIZZAZIONE DI UN INSIEME DENSO).
Sia X uno spazio topologico e A C X un suo sottoinsieme, allora

Aédenso < YUC XapertoeU+ @, UN A + @.

DIMOSTRAZIONE.

=) Se Aédenso,allora A = X. Supponiamo che esista Vaperto taleche VN A = @.
Siccome Ve aperto, allora X'\ Ve chiuso, inoltre VN A = @, quindi A C X'\ V. Essendo A
contenuto in un chiuso allora lo sara anche la sua chiusura, siccome ¢ il piu piccolo chiuso
che lo contiene:

ACX\V = A=XCX\V=X\V = V=9

Ne segue che I'unico aperto che non interseca A e I'insieme vuoto.

=) Consideriamo un chiuso K 2 A. Siccome e chiuso, il suo complementare X\ K&
aperto. Per ipotesi dunque si ha che VN A # @ oppure V = &; passando al complementare
si ottiene che

ACK = X\KCX\A — VCX\A = VNA=o
— V=g — K=X — Z:X

L'ultima implicazione e dovuta al fatto che ogni chiuso che contiene A si & dimostrato
essere solo X, pertanto esso sara la sua chiusura. O

TEOREMA 2.1.12. (CHIUSURA E CONNESSIONE).
Sia X uno spazio topologico e Y C X connesso. Allora

YW:YCWCY = Wconnesso. (2.4)

In particolare la chiusura di un connesso é connessa.

DimosTrAZIONE. Consideriamo un sottoinsieme Z C Waperto, chiuso e non vuoto;
dimostriamo che Z deve coincidere con W, cioe W ammette come aperto e chiuso non
vuoto solo se stesso. Poiché Z e aperto e chiuso, esistono A C X aperto, C C X chiuso tali
che

WNA=Z=WwWnC

Poiché Y C W, I'intersezione di Z con Y soddisfa

cnY=CnWn=ZNnY=AnWnY=AnNY

Quindi ZN Y e aperto e chiuso in Y: se ZN Y & non vuoto segue cheY C Zin quantoYe
connesso. Per provare che tale intersezione non e vuota utilizziamo il teorema precedente.
Osserviamo che Y é denso in W, infatti

cty(Y) = el ()NW=YNW=W.
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Essendo Zapertoin WeYdensoin W, ZNY # &. Come gia detto, si hache ZnY =Y, da cui
Y C Z. Poiché Yeé denso in We Ze chiuso in W, il quale contiene Y, si ha

W=ctW\NCZ=7Z = WCZ = W=Z

E quindi W connesso O

Vediamo ora degli esempi di spazi connessi ma non c.p.a.

ESEMPIO (SENO DEL TOPOLOGO).
Sia Y € R2 con la topologia euclidea. Il
seno del topologo ¢ lo spazio descrittoda

1

Y:{(x, sin—)|x>0}. A A
x

Esso e c.p.a. perché per connettere due |

punti basta percorrere la curva stessa del
grafico. Quindi Y e connesso, dunque per

il teorema 2.1.12 (pag. 35) Y & connesso.
Tuttavia, Y non & c.p.a. in quantoY =
Yu {(O,y) | -1<y< 1} ed i punti sull’as- -
se delle y e sulla curva Y non si possono
connettere tramite un arco continuo.

ESEMPIO (LA PULCE ED IL PETTINE).
Si consideri il “pettine” come il seguente sottospazio di R2 con la topologia euclidea:

Y=1{(x,0)|0<x<1}uU U (yl1o<y<1}

re@
0<r<1

Presi due punti su Ysi possono collegare fra loro scen-
dendo alla base del pettine [0, 1] e risalendo sui “denti”
diascissarazionale. QuindiYeéc.p.a., alloraYe connesso
eY =[0,1] x [0, 1]. Si consideri ora la “pulce”, ossia un
punto Pdi ascissa irrazionale ed ordinata 1, ad esempio

P= (?2, 1). Sia Z = YU P, per il teorema precedente

segue che Z e connesso, infatti

YCZCcY=][0,1]x[0,1]. 0

Tuttavia, Znon éc.p.a.: presoun camminoa : [0,1] — Z C R2talechea(t) = (x(t),y(t))
con &(0) = (0,0) e a(1) = P, per continuita y(t) # 0 = x(t) € Q, ma non & vero per Pche
ha ascissa irrazionale, dunque non esiste un cammino continuo che colleghi l'origine e P.
Ne consegue che Znon e c.p.a..
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2.1.5  Componenti connesse

L'intuizione geometrica che ci ha portati alla definizione di connessione é stata “di quanti
pezzi e fatto uno spazio?”. Se uno spazio e connesso e fatto di un solo “pezzo”, cerchiamo
ora di definire cosa sono i “pezzi” e come sono fatti.

DEFINIZIONE 2.1.8. (COMPONENTE CONNESSA).

Sia Xuno spazio topologico e C C X. Sidice che C e una componente connessa se:
m  Ceconnesso.
m Ceémassimale, ovveroC C A, Aconnesso — C= A.

Scelto x € Xsi puo definire la componente connessa di un punto come

C(x) = U{C | Cconnesso, x € C}. (2.5)

La componente connessa di un punto e effettivamente una componente connessa: infatti, &
connessa perché unione di connessi con intersezione non vuota, avendo x stesso, e se C(x) C A,
allora x € Aequindi A C C(x), ossia A = C(x).

Vediamo ora qualche proprieta delle componenti connesse, in particolare che sono chiuse e
formano una partizione.

PROPRIETA 2.1.1. (PROPRIETA DELLE COMPONENTI CONNESSE).
Sia X uno spazio topologico. Allora:

1. lecomponenti connesse sono chiuse;

2. le componenti connesse formano una partizione di X.

DIMOSTRAZIONE.
I Sia Cuna componente connessa. Per ogni insieme vale che C C C, ma C & connesso,
quindi C & connesso. Siccome C & massimale allora C = C, ossia & chiuso.

II Perdimostrare che le componenti connesse formano una partizione di Xdobbiamo
mostrare che X € unione disgiunta delle componenti connesse. Prima di tutto,
notiamo come l'unione delle componenti connesse C(x) al variare dei puntix € X
coprono lo spazio:

VxeX xeClx) = X= UC(x)
xeX
Mostriamo ora che sono disgiunte. Prendiamo due componenti connesse C e
D e supponiamo per assurdo che non siano disgiunte; grazie alla proprieta di
massimalita delle componenti connesse segue che:

CND+ @ — CUDconnesso — C=CuD=D OJ

EsempPIO.

Sia @ C R con la topologia Euclidea. La componenti connesse di @ sono i punti, quindi
i punti sono chiusi in @, il che € una riconferma dato che sappiamo che @ e Hausdorff.
Tuttavia non possono essere aperti altrimenti avremmo la topologia discreta! Inoltre
siccome @ ha piu di una componente connessa significa che non e connesso! Invece R e
connesso grazie all’assioma di completezza.

OssERVAZIONE. Datidue spazi omeomorfi si ha che hanno lo stesso numero di compo-
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nenti connesse in quanto I'immagine continua di connessi € connessa. Quindi il numero
di componenti connesse ci fornisce un criterio per determinare quando due spazi non
sono omeomorfi!

2.2 COMPATTEZZA

DEFINIZIONE 2.2.I. (RICOPRIMENTO APERTO E SOTTORICOPRIMENTO).
Sia X uno spazio topologico. Un ricoprimento aperto di X ¢ una famiglia &/ = {A;};.;di
aperti di Xtali che

x=|Ja;

i€l
Un sottoricoprimento % di un ricoprimento aperto & e una famiglia di aperti di & la
cui unione € ancora tutto X.

ESEMPI (RICOPRIMENTI APERTI).
B R =(-00, 2)U (0, +00) e un ricoprimento aperto
m R= U (-n, n) € un ricoprimento aperto
neN
m R= U (=p,p) € un ricoprimento aperto

p primo

DEFINIZIONE 2.2.2. (SPAZIO COMPATTO).
Uno spazio topologico X'si dice compatto se dato un qualsiasi ricoprimento aperto < si
puo sempre estrarre un sottoricoprimento finito 9.

Limportanza della definizione risiede nel fatto che non si chiede che esista un ricoprimento
4 finito (basterebbe banalmente X stesso che & aperto) bensi che da & si possa sempre
estrarre un numero finito di aperti che ricopra ancora X.

ESEMPI (SPAZI non COMPATTI).
m R con la topologia euclidea: se si considera il ricoprimento aperto R = (-o0, 2) U
(0, +00), esso non ammette sottoricoprimento finito.
m  Gli intervalli aperti o semiaperti della forma [a, b) hanno come ricoprimento
aperto o/ = {[a, b- %)}HGN, che non ammette un sottoricoprimento finito.

TEOREMA 2.2.1. (IMMAGINE CONTINUA DI UN COMPATTO E COMPATTA).
Dati X, Y spazi topologici, f : X ——> Ycontinua, allora

Xcompatto = f(X) compatto

DiMOSTRAZIONE. Sia & = {A;} ricoprimento aperto di f(X). Per definizione di ricopri-
mento allora:

fxela

iel

Si considerino ora le controimmagini degli aperti A; tramite f, aperte in quanto f e
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continua.
xe (U] =Usa
i€l i€l
Da cio si evince che &/’ = {f‘l(Ai)} e un ricoprimento aperto di X; essendo X compatto, si
puo estrarre un sottoricoprimento finito di X. Riapplicando la funzione f troviamo un
sottoricoprimento finito del ricoprimento originale:

X=fYA)U..UfLA,) = f()CAU..UA, = f(X)compatto [

Da questo teorema segue che essere compatti € una proprieta topologica.

TEOREMA 2.2.2. ([0, 1] ECOMPATTO).
L’intervallo [0, 1] C R con la topologia euclidea é compatto.

DiMOSTRAZIONE. Sia & = {A;};c;un ricoprimento aperto di [0, 1] con A; apertiin R.
Sia X := {t € R | [0, t] & coperto da un numero finito di A;}. Questo insieme non € vuoto;
infatti, pert = 0:

[0,t]=[0,0]={0} = dAGed:{0}C Ay = 0eX = X+

Siccome X non e vuoto, per la completezza dei reali ne posso considerare 'estremo su-
periore b = sup X. Cisono due casi,b > 1eb < 1: dimostriamo che il primo & possibile
mentre il secondo e assurdo per definizione di estremo superiore:
m b> l:esisteunt € Xtalechel <t < b, maallora[0,1] € [0, f{]C A;U..UA,
m b <1:b€[0,1],dunque esiste Ay € o talecheb € Ay con A aperto; per defini-
zione della topologia Euclidea esistera una palla aperta centrata in b contenuta in
Ap:
36> 0: Bs(b) = (b -6, b+ 6) C Ap.

Sia 0 < h < 4. Consideriamo b + h e I'intervallo [0, b + h]:

[0, b+h]=[0, ]Ult, b+h] CA; U..UA,U Ay

tex Bs(b)CAq

Quindi b + h & coperto da un numero finito di aperti, pertanto b + h € X il che e
assurdo perché b = sup X.
Segue che soloil caso b > 1 e lecito, da cui si ha che [0, 1] & coperto da un numero finito di
aperti del ricoprimento iniziale e quindi € compatto. O

Notiamo che questo teorema implica che un intervallo [2, b)] € R e compatto, essendo
omeomorfo a [0, 1]. Vediamo ora un esempio di spazio compatto che non abbia la topologia
euclidea.

ESEMPIO (UNO SPAZIO X CON LA TOPOLOGIA COFINITA CFE COMPATTO).

Ricordiamo che gli aperti nella topologia CFsono i sottoinsiemi il cui complementare
e finito, quindi gli aperti sono pari a X privato di un numero finito di punti. Preso un
ricoprimento aperto & = {A;}, scegliamo un aperto Ay = X\ {xy, .., x,,}. Per ricavare
un sottoricoprimento finito di &/ é sufficiente considerare, per ogni punto x; che non
appartiene all’aperto A,, un aperto del ricoprimento che lo contenga. In questo modo
X=AyUA;UA, equindi Xe compatto.
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OsseERrRvVAZIONE. Notiamo che se X e finito allora X e compatto per qualsiasi topologia:
poiché la sua cardinalita e finita, la sara anche quella del suo insieme delle parti, da cui scelgo
gli aperti della topologia; un qualunque ricoprimento sara necessariamente finito. I casi
interessanti di spazi compatti sono quelli il cui insieme di sostegno non é finito.

Inoltre, se X ha la topologia discreta vale anche il viceversa:

Xtop. discreta = (Xcompatto < Xfinito)

— ) Consideriamo il ricoprimento aperto & = {A,} _,, con A, = {x} aperti in quanto
Xha la topologia discreta. Siccome X e compatto allora esiste un sottoricoprimento finito,
ovvero un numero finito di aperti di & che ricopre X, ossia

X={x}ul{x}u..{x,} = X={xq, x9, ..., x,} = Xfinito.

2.2.1 Relazioni fra compattezza e altre proprieta topologiche

TEOREMA 2.2.3. (CHIUSO IN UN COMPATTO E COMPATTO; MANETTI, 4.41.1).
Un chiuso in un compatto é un compatto, ovvero se X é uno spazio topologico compatto, C C X chiuso
allora C é compatto.

DiMOSTRAZIONE. Siad = {A;};,c;unricoprimento diC. Poiché C C Xeé chiuso, A := X\C
e aperto in X: si ha che &/’ = {A;, A} e un ricoprimento aperto di X, ma siccome X e
compatto esiste un suo sottoricoprimento finito tale che

X=A1U..UA,UAIA; ed.

Segue che
C=X\A=A;U..UA,

ossia C e compatto. O

LEMMA 2.2.1. (UNIONE FINITA DI COMPATTI E UN COMPATTO; MANETTI, 4.41.2).

DIMOSTRAZIONE. Preso un ricoprimento aperto &/ di K; U ... U K, estraiamo un sotto-
ricoprimento finito szi per ogni K; compatto: I'unione .szil u..u szi e un sottoricoprimento
finito di o che copre K; U ... UK,,. O

TEOREMA 2.2.4. (COMPATTO IN UN HAUSDORFF E CHIUSO; MANETTI, 4.48).
Se X e di Hausdorffe K C Xé compatto, allora K é chiuso.

DiMOSTRAZIONE. Per dimostrare che K é chiuso mostriamo che il suo complementare
e aperto, in particolare mostrando che sia intorno di ogni suo punto. Allora, fissato un x
arbitrario nel complementare, dovra esistere un aperto contenente x, che puo coincidere
omeno con X \ K, disgiunto da K.

Kchiuso < X\ Kaperto < JAC X\KconAaperto:xg €A & ANK=0

Per ipotesi X e di Hausdorff; fissato xy # yin X\ K, per ogniy € K chiaramente x # y,
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dunque esisteranno due intorni aperti U, € I(xo) eV, € I(y) dipendenti dalla scelta di y tali
cheU, NV, = &. Consideriamo allora, al variare di y, I'unione di tutti gli intorni aperti V,:

Vi= UVy — KCV
yeK

Gli aperti {V,} formano un ricoprimento di K, dunque, essendo K compatto, estraiamo
un sottoricoprimento V, U ... UV, . Prendiamo allora gli intorni aperti di x definiti in
precedenza e selezioniamo quellidatidayy, ..., y,. Sia

U=U, n..nY, €Ixo)

Gli aperti Ve U per costruzione non si intersecano, poiché VN U = o, e in particolare
UN K = @ perché K C V. Allora, per le osservazioni inizialiU C X\ K| cioe X'\ K e intorno
di xq. Per I'arbitrarieta di x(, segue che X'\ K e aperto e quindi K chiuso. O

TEOREMA 2.2.5. (TEOREMA DI HEINE-BOREL IN R; MANETTI, 4.42).
Un sottospazio K C R é compatto se e solo se K é chiuso e limitato.

DIMOSTRAZIONE.

=) Siccome R e di Hausdorff e K € compatto, per il teorema precedente K e chiuso.
Per vedere che ¢ limitato consideriamo un ricoprimento aperto & = {(-n, n) N K}, . di
K. Siccome e compatto allora esiste un sottoricoprimento finito

Kc (-nq, ny) V..U (-n,, n,)
dunque K C (-M, M), M = maxn;, quindi K e limitato.

&) Kelimitato, quindi K C [-n, 1] che e compatto; poiché K & chiuso per ipotesi e
contenuto in un compatto, per il teorema 2.2.3 e anch’esso compatto. O

ATTENZIONE! Ilteorema precedente non afferma che gli unici compatti di R sono gli
intervalli chiusi e limitati! Anche una loro unione finita (anche disgiunta) potrebbe esserlo.

TEOREMA 2.2.6. (FUNZIONE SU COMPATTO IN R HA MASSIMO/MINIMO; MANETTI, 4.43).

Sia f : X ——> R con X compatto e R con la topologia euclidea. Se f é continua allora ammette
massimo e minimo.

DimosTRrAZIONE. Data f continua e X compatto, si ha f(X) compatto; per il teorema
precedente cio equivale al fatto che f(X) e chiuso e limitato.

< 400

f(x) limitata = supif (x)
= max { f(x)

f (x) chiusa = supif(x)

Analoga ¢ la dimostrazione per il minimo. O

} } — f (x) ammette massimo.
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ATTENZIONE! Per poter parlare di massimo e minimo di una funzione c’é¢ bisogno di
un ordinamento sul codominio; il dominio X potrebbe anche non averne uno!

Vogliamo ora vedere come si comporta la compattezza rispetto al prodotto, prima pero va
dimostrato un lemma che ci tornera utile nella dimostrazione del teorema.

LEMMA 2.2.2. (TUBE LEMMA).
Siano X, Y spazi topologici con Y compatto, x, € Xe A C X X Yaperto tale che {xy} X Y C A. Allora
esiste un aperto apertoU C Xcon xq € Utaleche {xo} X YCUXYC A

DiMmosTRAZIONE. L'aperto A sipuo esprimere come unione di aperti della base della
topologia prodotto:

a=|Juxw
i€l
conU; C X,V; CY. % = {U; X V;};c; € un ricoprimento di {xy} X Y; poiché {xy} X Y & compatto
in quanto omeomorfo a Y, esiste un suo sottoricoprimento finito estratto da da %:

{XO} XYC (U]_ X Vl) U..uU (Un X Vn)
PoniamoU:=U; N ..NU;:
Xo} XYCUXYC (U3 XV7)U...U{U,XV,)C A

Uel'aperto che soddisfa la tesi. O

TEOREMA 2.2.7. (PRODOTTO DI COMPATTI SE E SOLO SE FATTORI COMPATTI; MANETTI,
4.49.2).
Due spazi X, Y sono compatti se e solo se X X Y é compatto.

DIMOSTRAZIONE.

&) Leproiezionip e g sono funzioni continue e suriettive. Poiché X X Y & compatto e
p(XXY)=Xeq(XXY)=Y,allora X, Ysono compatti.

— ) Siag/ = {A;} unricoprimento aperto di X X Y. Per ipotesiY &€ compatto, dunque per
ogni x € Xsi ha {x} X Ycompatto in quanto {x} X Y = Y. Estraiamo un sottoricoprimento
finito da ¢f che copra {x} X Y:

{X}XYC A, U..UA,, = A,

Gli A, dipendono dal punto x scelto. Poiché A, e aperto, per il Tube lemma allora esiste
U, C Xaperto tale che

X} XYCUXYCA =A,1U..UA,,

Alvariare dix € Xsi haun ricoprimento % = {U,},., di Xcompatto, dunque possiamo
estrarne un sottoricoprimento finito X = U, U .. UU, . Usando la proiezione sulla
componente X:

XxY=p(X) =pt (U, V.. UG, ) = (U, XN U ..U Uy, X V)

C Ay U..UAy C(Ay,1UUA U U(Ay 1U.UA, , )

m
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Poicheé X X Y e coperto da un unione finita di un unione finita di aperti del ricoprimento
o, segue che & compatto. O

Noto che il prodotto di compatti € compatto, possiamo generalizzare la caratterizzazione
dei compattiin R (teorema 2.2.5) al caso dello spazio R".

TEOREMA 2.2.8. (TEOREMA DI HEINE-BOREL IN R"; MANETTI, 4.42).
Un insieme K C R" é compatto se e solo se K é chiuso e limitato.

DIMOSTRAZIONE.

=) Kecompattoin R" che e Hausdorff, quindi K & chiuso peril teorema 2.2.4 (Manetti,
4.48). Per dimostrare che e limitato consideriamo un ricoprimento di palle aperte centrate
nell’origine e utilizziamo I'ipotesi di K compatto:

K< | JBy,(0) = KCB,,(0)U..UB, (0) C By(0)
neN

con M = maxmn,.
&) Kelimitato, quindi K C [-a, a]" che & compatto perché prodotto di compatti.
Essendo K chiuso, per il teorema 2.2.3 (Manetti, 4.41.1) € compatto. O

DIGRESSIONE.

In realta vale un teorema piu generale, che si dimostrera poi nel corso di Istituzioni di
Analisi: dato uno spazio metrico completo X, allora K C X compatto se e solo se K chiuso
e totalmente limitato, cioe Ye > 0, K e contenuto in un'unione finita di palle di raggio
€. In R" limitato e totalmente limitato sono equivalenti, ma in generale no; ad esempio,
consideriamo lo spazio metrico delle funzioni continue su [0, 1] con distanza dell’estremo
superiore:

€ ([0,1)]) := {f :[0,1] — R | fcontinua}, cond(f,g) = SE:)pl] |f(x) — g(x)|
x€[0,
La palla di centro l'origine O e raggio 1
B;(0) = {f :[0,1] —— R | f continua, -1 > f(x) < 1}

e chiusa e limitata, tuttavia in € ([0, 1]) non & compatta.

TEOREMA 2.2.9. (FUNZIONE CONTINUA DA COMPATTO AD HAUSDORFF E CHIUSA; MA-
NETTI, 4.52).

Se f : X ——> Ycontinua con X é compatto e Y di Hausdorff, allora f eé chiusa.

DiMOSTRAZIONE. Per mostrare che f € chiusa consideriamo C C X chiuso e mostriamo
che f(C) e chiuso usando i teoremi 2.2.3, 2.2.1 e 2.2.4. C C X e un chiuso in un compatto,
dunque Cé compatto e pertanto lo € la suaimmagine f(C) che e contenuta in Ydi Hausdorff,
dunque f(C) e chiuso. O

In generale vale il
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TEOREMA 2.2.10. (KURATOWSKI-MROWKA).
Y é compatto se e solo se per qualsiasi spazio topologico Xla proiezionepy : X XY —— Xe chiusa.
O

Noi ne dimostriamo una versione piu debole.

TEOREMA 2.2.11. (PRODOTTO CON COMPATTO IMPLICA PROIEZIONE CHIUSA; MANETTI,
4.49.1).

Siano X, Y spazi topologici con Y compatto, allora la proiezionep : X XY —— Xeé chiusa.

DiMOSTRAZIONE. PresoC C XX Y chiuso, vogliamo mostrare che p(C) C X é chiuso. Per
far cio, mostriamo che il suo complementare X \ p(C) e aperto in quanto intorno di ogni
suo punto. Chiaramente, se p(C) = X allora e gia chiuso; se invece p(C) # X, allora esiste
xo € X\ p(C). Si consideri la fibra di x( tramite la proiezione p:

P (o)) = {xo} xYS (XX D\ C,

con (X X Y) \ Caperto perché complementare in X X Ydel chiuso C. Valgono le ipotesi del
Tube Lemma: esiste U C X aperto tale che

xg XYCSUXYC(XXY)\C
Poiché la proiezione é continua, si ha
plU)=UxYC(XXV)\C = plONnC=0 = Unp(O)=92

Alloraxy € UC X\ p(C), dunque X\ p (C) & intorno di x. Poiché questo € vero per ogni
xg € X\ p(C), X\ p(C) & intorno di ogni suo punto, quindi aperto. Segue pertanto la
tesi. O



CAPITOLO 3

GRUPPI TOPOLOGICI

“Di questi giorni, l'angelo della topologia e il diavolo dellalgebra astratta lottano per l'anima di ogni
singola disciplina matematica.”

HERMANN WEYL, esorcista topologico.

BBIAMO definito la struttura di spazio topologico su un insieme con lo scopo principale

di poter definire formalmente la continuita di una funzione. Un altro tipo di struttura
fondamentale per la Matematica € quella di gruppo, un insieme dotato di una operazione binaria
che soddisfa le condizioni di chiusura, associativita, identita ed invertibilita.
In questo capitolo studieremo il gruppo topologico, un oggetto matematico che e dotato
contemporaneamente sia di una struttura di gruppo, sia di una di spazio topologico. In questo
modo, potremo eseguire operazioni algebriche e parlare di continuita allo stesso tempo.
Vedremo inoltre le relazioni fra alcune proprieta che abbiamo gia visto e questo nuovo
oggetto di studio.

3.1 GRUPPITOPOLOGICI

Conoscendo le strutture di gruppo e spazio topologico su un insieme, vogliamo vedere come
possono essere compatibili fra loro.

DEFINIZIONE 3.I.I. (GRUPPO TOPOLOGICO).
Un insieme G si dice gruppo topologico se:
m  Geéun gruppo;
m G é uno spazio topologico;,
m  I'operazione e I'inverso sono funzioni continue:

H:GXG —— G i:G——G
(x, v) ——> x-y x — x°1

Vediamo ora degli esempi noti di gruppi topologici.

45
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Esgmpl.
m (R", +, &uct),(C", +, uct).
m (R, -, &), (C*, -, &uct) con la topologia indotta di sottospazio.
(] (Mn,m(R), -, Euct ) con la topologia indotta di sottospazio di R"™"™.

OSSERVAZIONE (GL(n, K) E uNn APERTO D1 M, , (K), coN K = R o C).

Consideriamo la funzione del determinante det : R —— R: essa e continua in quanto
per calcolare il determinante si opera solo con somme e prodotti. Siha che GL(n, R) ¢ il
complementare dell’insieme delle matrici che hanno determinante nullo, il quale € un
chiuso in quanto controimmagine di {0}, chiuso in R, tramite una funzione continua.

GL(1n, R) = M, ,(R) \ det™" ({0})

Dunque tale gruppo topologico ¢ aperto; analogamente vale per il caso con C.

Vediamo ora altri sottogruppi moltiplicativi di M, ,:
m SL,datoda{det A = 1}, e il gruppo speciale lineare.
m O, determinato dall’equazione A’A = I, & il gruppo ortogonale.
m SO = ONSLeil gruppo speciale ortogonale.
m U, determinato dall'equazione A’A = I, & il gruppo unitario.
m SU =UnNSLeil gruppo speciale unitario.
Tutti questi sono gruppi topologici, in quanto le operazioni sulle matrici sono continue:
m  Moltiplicazione matriciale: € una funzione continua perché definita tramite somme e
prodotti di elementi delle matrici.
m Inversione: ¢ una funzione che ad una matrice A associa la sua inversa A~1, ottenuta

moltiplicando per una matrice ottenuta con particolari prodotti e somme di

det A
elementi della matrice A; per questo motivo é continua.

OssERVAZIONE. Perigruppitopologiciin generale vale la moltiplicazione destra e sinistra:
g 0 @ — @R, 06— @
gr——>hg gr+H——gh
L)t =L (R) ™ = Ry
In particolare sono omeomorfismi. Ne segue che un gruppo topologico ¢ omogeneo: per

ognig, h € Gesiste un omeomorfismo ¢ : G —— Gtale che ¢(g) = h. Infatti, basta porre
Q= th,l oppure ¢ = Rg,lh.

Il seguente teorema ci permette di caratterizzare i gruppi topologici di Hausdorff grazie alla
chiusura dell’elemento neutro.

TEOREMA 3.1.I. (CARATTERIZZAZIONE DEI GRUPPI TOPOLOGICI DI HAUSDORFF).
Sia G un gruppo topologico ed ¢ € Gil suo elemento neutro. Si ha che G di Hausdorff se e solo se {e} ¢
chiuso.

DIMOSTRAZIONE.
=) SeGediHausdorff e Ty, quindi tutti i punti sono chiusi ed in particolare lo e {¢}.
=) Perdimostrareche Gedi Hausdorff siutilizza la caratterizzazione con la diagonale
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chiusa. Definita la mappa continua

¢ :GXG —>G
(g, h) — gh™1

si ha che
@her; = g=h = o(gh)=gh=e
Ma allora A; = @1 ({e}), ed essendo {e} chiuso per ipotesi, A; & chiusa e dunque G e di

Hausdorff. 0

OSSERVAZIONE (GL(1, R) E SCONNESSO).
GL(n, R) € unione di due aperti non vuoti disgiunti: notando che le controimmagini

di aperti tramite la funzione determinante det : GL(n, R) —— R \ {0} sono aperti in
quanto det & continua, si ha

det 1 ((0,+00)) = GL*(n,R)  det™* (=0, 0)) = GL (1, R).

Di conseguenza, GL(1, R) = GL*(n, R) 11 GL™ (1, R).

Dimostriamo un lemma che generalizza il teorema 2.1.9 e che ci sara utile nella dimostrazio-
ne successiva sulla connessione di alcuni gruppi topologici.

LEMMA 3.1.I. (CONNESSIONE PER FIBRE; MANETTI, 4.18).

Sia f : X ——> Ycontinua. Se f é suriettiva aperta o chiusa, Y é connesso e per ogniy € Y le fibre

f~1(y) sono connesse, allora X & connesso.

DiMmOsSTRAZIONE. Supponiamo che f sia aperta e consideriamo A, Ay # @ aperti” tale
che X = A; U Ay. Per dimostrare che X € connesso mostriamo che A; N Ay # @.
Poiché f aperta, f(A1), f(Ag) sono aperti. Inoltre, poiché f suriettiva,

Y= f(X) = f(A1 UAg) = f(A1) U f(Ag)

Ye uno spazio connesso e ricoperto dai due aperti f(A;) e f(Ag), dunque la loro interse-
zione f(A1) N f(A3) € nonvuota;siayy € f(A1) N f(Ag). Ma allora

flyo)nAr 2o flyo)n A # 2.
Osserviamo che

(F o) n A1) U (F1o) N A2) = 1 yo) N (A1 U Ag) = F1(yo) N X = f (o).

Le fibre sono connesse: essendo ricoperte da due aperti, si ha

(F o) n A1) n (F o) N Az) = f 1) N A N Ay % @

da cuisegue che A; N Ay # @. O

“Per f chiusa si considerano dei chiusi A;, A, # @ e si procede in modo analogo.
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TEOREMA 3.1.2. (GL"(n, R) E GL(11, C) SONO CONNESSI).

DIMOSTRAZIONE. Siprocede per induzione su 7 per GL* (1, R); il caso GL(1, C) & ana-
logo.

n=1) SihaGL*(1,R) = (0,+c0)eGL(1,C) = C\ {0} = R? {0}, che sappiamo essere
connessi.

n>1) Supponiamo orache GL*(n — 1, R) sia connesso. Per dimostrare che GL(1, R)
& connesso, cerchiamo una funzione continua e suriettiva da GL* (1, R) ad un connesso
che soddisfi le ipotesi del lemma precedente. A tal scopo, consideriamo la funzione che
mappa una matrice n X n alla sua prima colonna:

p:R"™ — R"
A ——— p(4)

Siccome R"™" = R" x R""~! allora p & una proiezione, dunque per il punto 2. della proposi-
zione 1.7.1 p & aperta. La restrizione dip a GL*(n, R)

p:GL*(n,R) — R"\ (o]

e una funzione continua, suriettiva e aperta perché restrizione di una funzione che ha
tutte e tre queste proprieta; inoltre, R” \ {0} e connesso pern > 1.

Rimane soltanto da mostrare che le fibre sono tutte connesse: per far cio e sufficiente
mostrare che siano tutte omeomorfe ad una particolare fibra connessa. Consideriamo

1 1 ‘ % eee %

0 0
vo=|.|€R"\ o} = p(wo) = A

0 0

con (*,..,%) € R"1 arbitrario in quanto non influisce nel calcolo del determinante e
con A € GL*(n - 1, R). Segue che p™1(yo) = R"! X GL*(n - 1, R), dunque p~1(y,) & una
fibra connessa visto che le due componenti lo sono per ipotesi. Siay € R" \ {o} e sia
A € GL"(n, R) tale per cui p(A) = y, cioé y & la prima colonna di A. Vogliamo mostrare che

P i) = AP (o) = La (17 o)),

dove L, e 'omeomorfismo della moltiplicazione sinistra

L,:GL*(n,R) — GL*(n,R)
B——5 AB

in modo tale da avere tutte le fibre omeomorfe a p~1(y,).
D) Presa B € p~1(y,), essa deve essere della forma

‘ * cee *

1
po| 0
0
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Osservando che

1
p(AB) = Ap(B) = A( 0) =p(A) =y,
0
siha ABep~! (y)
Q) Presa C € p~1(y), essa deve essere della forma
C=|vy

Poniamo allora B= A™1C:

p(B) = p(A1C) = A71p(C) = Ay = A7'p(A) = p(A71A) = p(D) = yo.
Poiché B € p~L(y,), allora C € Ap~L(y,).

Siccome tutte le fibre sono tutte omeomorfe ad una fibra connessa, allora sono tutte
connesse e valgono le ipotesi del lemma precedente, dunque GL* (1, R) & connesso. [

COROLLARIO 3.1.I. (SL(, R) E SL (1, C) SONO CONNESSI).

DiMOSTRAZIONE. Siccome GL* (17, R) e GL(11, C) sono connessi, basta considerare la
seguente funzione:

f:GL"(n,R) ——— SL(n,R)

a1,1
deta M2 0 A1y
A : A .
n,1
det A an,2 Ann
Siccome f & continua e suriettiva e GL" (1, R) & connesso, f(GL") = SL & connesso. O

COROLLARIO 3.1.2. (O non E CONNESSO.).

DiMmosTRAZIONE. Siccome O e sottogruppo di GL e la connessione € una proprieta
topologica allora O non é connesso. In particolare, si puo dividere in base adet = +1e
det = —1. O

TEOREMA 3.1.3. (SO (1), U (n) E SU (1) SONO COMPATTI E CONNESSI).

DiMOsSTRAZIONE. Per dimostrare che sono compatti, essendo sottospazi di GL(n, R) C
R = R per il teorema di Heine-Borel2.2.8 basta dimostrare che sono chiusi e limitati.
Poiché questi sottospazi sono definiti come luoghi di zeri di polinomi in a;;, allora sono
chiusi:

ij»

SO(n) = {A € GL(n,R) | A'A =TI detA =1}
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U(n) = {A€GL(m,R) | ATA=1|
SU(n) == {A e GL(n,R) | A"A=IdetA=1|

Siccome SU(n) € U(n) C SO(n) basta dimostrare che SO(n) & limitato, usando la norma
Euclidea® su R"". Se A € SO(n), la condizione A’A = Iimplica che

n n
Za?j =1LV¥j=1,..,n = |A]|= )] a2 = n.
i=1 ij=1

Ma allora SO(n) C S\/; c R = R"*, dove Sf/;_l ¢ la sfera di raggio /1 in R"" = R":

dunque, SO(n) e limitato. Ne segue che anche U(n) e SU(n) lo sono, dunque sono tutti
chiusi e limitati in R"" e quindi sono compatti.

Per dimostrare che sono connessi si procede analogamente al teorema precedente: consi-
deriamo la proiezione sulla prima colonna

p:SO(n) — "1 CR”
A —— p(A)

che e una funzione continua, suriettiva e chiusa in quanto e funzione da un compatto a
valori in un Hausdorff, e le cui sue fibre sono connesse, dato che

1 1 ‘ 0 - 0
1110 0
=] A
0 0
con A € SO(n — 1). Segue che per il lemma 3.1.1 SO(1) € connesso. O

“La norma Euclidea di matrici R"" corrisponde a visualizzare la matrice A € R"" come un vettore in
2 . . . URT) .
R"" e usare la norma Euclidea ben nota degli spazi vettoriali reali.

OsseERVAZIONE. GL e SL non sono compatti perché non sono limitati; inoltre, GL e
aperto e non chiuso.
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TOPOLOGIA QUOZIENTE

“La visione topologica del mondo, rilassata e flessibile, mi metteva a mio agio. La Geometria classica mi
sembrava invece moralista e conservatrice. Se la Geometria si veste con un completo, la Topologia indossa
maglietta e jeans.”

DAvID S. RICHESON, sarto topologico.

IPRENDIAMO l'oggetto elasticamente magico con cui abbiamo introdotto il Capitolo 1: fra

tutte le deformazioni che potevamo fare, incollare parti di esso non era consentito. E se
invece provassimo a farlo? Quello che otterremo non e pit1 uno spazio “equivalente” per un
topologo a quello originale, ma comunque con molte yrieta interessanti da studiare.
La topologia quoziente formalizza questo concetto euristico di “incollare parti” utilizzando
le relazioni di equivalenza; con il tipico approccio della Topologia Generale, faremo cio dando
delle semplici (seppur inizialmente poco intuitive) condizioni sulla continuita in modo da
definire la topologia piu adatta per 'insieme quoziente.

4.1 TOPOLOGIA QUOZIENTE

Accenniamo fin da subito che la situazione e duale rispetto a quella dei sottospazi, analizzati
nella sezione 1.6, pag. 15.

DEFINIZIONE 4.1.I. (TOPOLOGIA QUOZIENTE).
Dato Xuno spazio topologico, Yuninsiemee f : X ——» Yfunzione suriettiva, la topologia

quoziente su Yindotta da f ¢ la topologia pill fine che rende f continua.

Dalla definizione si ha che A C Yéun aperto della topologia quoziente se e solose f~1(A) C X
e aperto. Notiamo che I'implicazione = ) e necessaria affinché f sia continua, mentre
I'implicazione <= ) equellachecaratterizzalatopologia quoziente: infatti, se si considera
un insieme B C Y che non & aperto, allora la sua controimmagine f~1(B) C Xnon sara aperta,
altrimenti la topologia su Ynon sarebbe la piu fine!
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Tiprs & TrRicks! Per verificare che un sottoinsieme sia aperto in Y con la topologia
quoziente bisogna verificare che la sua controimmagine é aperta.

Vediamo ora un esempio che giustifica la terminologia “topologia quoziente”.

Esempi1o. Sia X uno spazio topologico e ~ una relazione di equivalenza su X. Posto
Y = X/~ l'insieme quoziente e
T: X —Y
x — [x].

la proiezione al quoziente, la topologia quoziente su Y € quella che rende la proiezione
continua.

Ricordiamo il primo teorema fondamentale di isomorfismo per gli insiemi, altresi chiamato decom-
posizione canonica.

RICORDIAMO... (PRIMO TEOREMA FONDAMENTALE DI ISOMORFISMO).
Data una qualsiasi funzione suriettiva f : X —— Y vi e la seguente X f Sy
relazione di equivalenza: T
”l T 3m
VyyeX x~y & fx)=f{y) (4.1) X/~
Inoltre, esiste ed unica /i : X/~ —— Y biunivoca tale che f = h oz,
ponendo / ([x]) := f(x) in modo tale che il diagramma commuti.
DiMOSTRAZIONE. Mostriamo che /1 & ben definita e biunivoca. Poiché
X]=ly] = x~y & f(x)=fy) = hx]) ="y,
si ha h1 ben definita e iniettiva; la suriettivita di # segue da quella di f. O

4.2.1 Identificazione

Tenendo a mente il concetto di immersione illustrato a pagina 16, definiamo il concetto duale
di identificazione.

DEFINIZIONE 4.2.1. (IDENTIFICAZIONE).
Siano X, Y spazi topologici e f : X —— Yuna funzione continua e suriettiva; f si dice
identificazione se Yha la topologia quoziente indotta da f.

In generale é difficile determinare quando una data funzione € un'identificazione, quindi ne
cerchiamo una condizione sufficiente.

TEOREMA 4.2.1. (FUNZIONE CONTINUA, SURIETTIVA, CHIUSA/APERTA E IDENTIFICA-
ZIONE CHIUSA/APERTA; MANETTI, 5.4).

Sia f : X ——> Ycontinua, suriettiva e chiusa (o aperta). Allora f e un’identificazione chiusa (o

aperta).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che f sia aperta. Dimostrare che € un’identificazione &
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equivalente al mostrare che A C Yaperto se e solo se f~1(A) C Xaperto.

=) Seguedalla continuita di f.

&) Siccome f & suriettiva allora vale f(f1(A)) = A; essendo f aperta segue che A &
aperto perché f~1(A) & aperto. O

Vediamo ora un esempio di identificazione chiusa, ma non aperta.
EseEmpIo. Siconsiderila funzione:

f:[0, 27] —— st .
t —— (cost, sint)

E una funzione continua, suriettiva e chiusa essendo una funzione da un compatto a valori

in uno spazio di Hausdorff, dunque é un’identificazione chiusa. Tuttavia, f non € aperta:
preso l'aperto A = [0, 1) C [0, 27], f(A) non & aperto in S.

f
N

mi
\V

OssSERVAZIONE. Gliomeomorfismi sono identificazioni chiuse e aperte.

Cherelazione c’e fraidentificazioni e quozienti dati da relazionidiequivalenza?

TEOREMA 4.2.2. (PROPRIETA UNIVERSALE DELLE IDENTIFICAZIONI; MANETTI, 5.6).
Dati X, Y, Z spazi topologici,  una qualsiasi funzione continua, f identificazionecon 5 _ & . 7
le mappe come in figura, allora esiste ed é unicah : Y ——» Ztalecheg =ho f see fl s
solo se At

Vx,y€X f) = fly) = g)=g(), Y

cioe se e solo se g e costante sulle fibre di f.

DiMOsTRAZIONE. Idealmente, se f fosse invertibile definiremmo /i = go f~1... tuttavia
I'invertibilita di f non e fra le ipotesi. Per ovviare a questo, utilizziamo la suriettivita
di f, considerando una controimmagine tramite f e facendone I'immagine tramite g.
Prendiamo dunque y € Ye poniamo

h(y) := g(x) per qualche x € f~1(y).

Questa costruzione /1 € ben definita siccome g € costante sulle fibre di f. Verifichiamo che
h é continua tramite la definizione:

UC Zaperto, h"'1(U)CY < f1(h"1(U)) C Xaperto < ¢ 1(U) C Xaperto

Siccome g € continua, allora lo € anche F. O
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f
Data allora f continua, ~ relazione di equivalenza e X/~ spazio topologico X —Z( Y
con la topologia quoziente indotta dalla proiezione 7, esisteg : X/~ —— Y = g
continua se e solo se X/~

X~y = f(x)=fQ),
ossia se e solo se f e costante sulle fibre di 7.

In particolare, se ~ € la relazione d’equivalenza indotta da f,e dunquesie x % Y
nelle ipotesi del primo teorema fondamentale di isomorfismo degli insiemi, allora ”\L T

X~y & @)= f) X/~

induce I'esistenza di un'unica funzione f biettiva e continua tale che f = f o x.
Dunque vale:

f

f omeomorfismo < f identificazione

Riprendiamol’esempio precedente ed esaminiamolo in termini dispazio quoziente.

EsemMpI1O (D"/~= S").
Consideriamo il cason = 1:

f:D'=1[0, 27] —— st
t ——> (cost, sint)

La funzione f € un identificazione in quanto continua, suriettiva e chiusa perché funzione
da un compatto a valori in un Hausdorff; pertanto

st =10, 2z]/~=[0,1]/~= DY/~,

con ~ la relazione indotta da f:

coss = cost
s~t & ) & s5s=tVs=0,t=2x
sins = sint

Si puo generalizzare in dimensione 7 con 'identificazione
f:D" b "

x — (2xVI =TI, 20l - 1)

Dunque D"/~= S" per la relazione
X~y & x=yv||x||2 =1= |yl

In altre parole, ogni punto interno e in relazione con sé stesso e tutti i punti sul bordo sono
identificati in un unica classe.

4.2.2  Quozienti tipici

Vedremo ora degli esempi di spazi quoziente usati frequentemente.
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INTUITIVAMENTE... Quando quozientiamo uno spazio topologico, possiamo immagi-
nare che i punti contenuti nelle classi di equivalenza vengano “incollati” tutti in un unico
punto per formare un nuovo spazio quoziente. Ad esempio, prendendo il disco D? con la
relazione di equivalenza ~ che identifica i punti del bordo:

(x1, ¥1) ~ (¥, y2) & (x1, y1) = (2, yo) oppurex? +y2 =x3 +y3 =1

I punti all’interno del disco vengono tutti identificati in classi di equivalenza separate, dunque
passando allo spazio quoziente avremo una classe per ciascun punto interno e un’unica
classe per tuttiilbordo. Lo spazio quoziente ottenuto & S2: possiamo ottenerlo visualmente
“gonfiando” I'interno del disco per poi chiudere il “palloncino” ottenuto lungo i punti del
bordo, come nella figura seguente.

AN

4.3.0.1 Contrazione di un sottospazio ad un punto

Sia X'uno spazio topologico, A C X. Su X consideriamo la relazione d’equivalenza
X~y & x=yoppurex,y € A,

ovvero ogni punto e in relazione con sé stesso e tutti i punti di A sono in relazione fra loro,
dunque quozientando si “contraggono” ad un unico punto.

Esgmpio (D%/s*1 = §7).
Cerchiamo ora di generalizzare 'esempio precedente. Ricordiamo che relazione c’e fra i
dischi e le sfere:

D" = discoin R" = {x € R" | ||x|| < 1}
$"1 = bordodi D" = {x € R" | ||x|| = 1}.

Considerando ~ come la contrazione di $"~1 ad un punto, si ha che D"/s"~1 = §",

ATTENZIONE! Anche se Xé di Hausdorff non e detto che X/A sia di Hausdorff! Se A
non é chiuso allora X/A non & neanche Tr: infatti, 7~1([A]) = A non chiuso implica che [A]
non lo ¢, quindi per la caratterizzazione degli spazi T1 (definizione 1.8.1, pag. 20) X/A non
e T1. Tuttavia, se X e di Hausdorff, K C X e compatto allora X/K e di Hausdorff. Nelle “Note
aggiuntive”, a pag. 282, si puo trovare la dimostrazione di cio.

4.3.0.2 Cono su uno spazio
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DEFINIZIONE 4.3.I. (CILINDRO).
Dato X spazio topologico, si definisce cilindro su Xlo spazio X X [0, 1].

DEFINIZIONE 4.3.2. (CONO).
Il cono su X spazio topologico ¢ il quoziente

C(X) = (Xx[0,1])/ (Xx {1}) oppure C(X) = (Xx [0, 1])/ (X< {0}).
INTUITIVAMENTE... Riprendiamo il procedimento intuitivo di incollare parti dello

spazio originale per creare il quoziente per creare il cono dal cilindro: in questo caso, tutti i
punti di una delle basi vengono incollati in uno.

B VARTA\

OsseRVAZIONE. Un cono e sempre c.p.a. rispetto al “vertice”.

ESEMPIO (CoNoO su §" = D"*1),
Studiamo i casi al variare della dimensione.
n=0:50={-1, 1} = X~ XX [0,1] » (X% [0,1])/(X x {0}) = DL.

v ] [ A

X0, 1] Xx[0, 1] D!

Xx{0}

j

n=1: 51 = X ~» XX [0, 1] » (XX [0, 1])/(Xx {0}) = D2.

O e

S'=X Xx[0, 1] Xx[0, 1] D?
Xx{0}

[12
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In generale, considerata la funzione

f:8"x[0,1] — D1

(x, t) ——— tx
essa e continua, suriettiva, chiusa perché funzione da un compat- f 1
] ’ .. . i ) §"x[0,1] — D"*
to avalori in un Hausdorff, dunque f ¢ identificazione e induce [0, 1]
'omeomorfismo f tra il cono C(S") e il disco D"*1. Verifichiamo ”l 7

che la relazione di equivalenza indotta da f € proprio quella di C(X)
contrazione:

X=y,t=s

x D~ (y,5) = f(x 1)=f(y,s) & tx=sy & {t=s=0

Set+0,x = %y, ma allora

k=1 = [|lyl=1= [}|=1 = s=t = x=y

—_——

=1

4.4.0.1 Retta con due origini

Analizziamo un particolare spazio topologico che spesso funge da controesempio (ad esem-
pio per le varieta topologiche, sez. 9.1.4, pag. 139): la retta con due origini. Sia X =
R X {a, b}.

Rx{a, b}
.............. .b B
.(0, a)
Rx{a, b} i1 e
) "0,

Vogliamo definire una relazione di equivalenza che lasci “separate” solo le origini:

x=y,a=p

(x,a)N(y/ﬁ) — {x:y;tO

PROPRIETA 4.4.1. (RETTA CON DUE ORIGINI). L Y:=X/~écpa.
2. Ynonédi Hausdorff.
3. Yélocalmente omeomorfoa R.
4. Esistono Ky, Ky C Ycompatti tali per cui K; N Ky non é compatto.
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DIMOSTRAZIONE.
[ Seipunti[(x, a)]e[(y, f)] sono talichex # 0 # y, basta prendere il segmento Xy

sulla retta R X {a} e proiettarlo. Per unire [(0, a)] e [(0, b)] basta unire entrambi
con un cammino al punto [(1, a)] = [(1, b)].

II Tutti gli intorni di [(0, a)] si intersecano con tutti gli intorni di [(0, b)].

III  Ogni punto ha un intorno omeomorfo ad un intervallo aperto di R.

IV Basta prendere K; = z([-1, 1] X {a}) e Ky = n([-1, 1] X {b}) compatti in Y, ma
Ky N Ky =[-1, 0) U (0, 1] non € compattoinY. O

4.4.1 Quoziente di Hausdorff

Cerchiamo ora delle condizioni per avere un quoziente di Hausdorff.

TEOREMA 4.4.1. (CONDIZIONI SUFFICIENTI PER IL QUOZIENTE DI HAUSDORFF).
Sia f : X —— Ycontinua e identificazione con X compatto e di Hausdorff. Sono equivalenti:

1. Yédi Hausdorff.
2. f chiusa.
3. K:{(xl, X9) € XX X | f(xl):f(xz)}chiusoinXxX

DIMOSTRAZIONE.
1 = 3) PoicheYe di Hausdorff, la diagonale Ay e chiusa (teorema 1.8.1, pag. 23). Si
consideri ora la seguente funzione:

h=fxf: XXX —> YXY
(x1, x9) — (f(xy), f(xz))

Essa & continua perché lo & f. Notiamo che K = h~1(A,): allora K & chiuso in quanto
controimmagine della diagonale, chiusa per ipotesi di Hausdorff.

3 = 2) Per dimostrare che f e chiusa bisogna far vedere che per ogni C C X chiuso
f(C) C Ye chiuso; Yha la topologia quoziente perché f e identificazione, quindi dobbiamo
mostrare che ! (f(C)) C Xsia chiuso. Notiamo che ! (f(C)) =p1(Kn pél(C)); noto che
pél(C) = XX Csihache

Knp3t(0) = [(x1, x2) € XX X | f(x1) = f(xg) € £ (O)}
= {1, xp) e Xx X | x; € fL(F(O)}],
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da cui
pr(Knpzl(0) = {(x1, x2) € XX X | x1 € F(F(O) ) = £ (£(O).

Concludiamo che f ¢ chiusa in base alle proprieta delle proiezionip; e p:
m  poiché py continua e Cchiuso, p51(C) & chiuso;
m  poiché K chiuso, pgl(C) N K e chiuso;
m  poiché X compatto implica che p; chiusa, si ha che p{(Kn pél(C)) =f1 (f(C)) e
chiuso.
2 = 1) Serve il teorema di Wallace, pertanto non ne affronteremo la dimostrazione. [J

OsseRVAZIONE. Nelladimostrazionel = 3) nonsi e utilizzato che f & un’identifica-
zione, dunque vale in generale!






CAPITOLO 5

AZIONI DI GRUPPO

“I gruppi, come l'uomo, sono noti sulla base delle loro azioni.”

GUILLERMO MORENO, un gruppo algebrico che pensava di essere un essere umano.

TUDIEREMO ora uno strumento importante dell’Algebra: I'azione di un gruppo Gsu un
S insieme X. Grazie a cio, possiamo dire che gli elementi del gruppo “spostano” gli elementi
dell'insieme in altri, senza dotare I'insieme di alcuna particolare struttura od operazione.
Alcuni gruppi sono definiti proprio sulla base delle azioni, come il gruppo simmetrico: gli
elementi sono le permutazioni sull'insieme!
Per gli scopi della topologia, le azioni di gruppo hanno particolare importanza: se nel
Capitolo 4 abbiamo visto diversi tipi di spazi quozienti, generalmente dando una relazione di
equivalenza su un sottoinsieme relativamente semplice, qui introdurremo quozienti topologici
indotti da queste azioni di gruppo. Fra questi preannunciamo il ruolo di primo piano svolto
dallo spazio proiettivo reale.

5.1 AZIONE DIUN GRUPPO SUUN INSIEME

DEFINIZIONE 5.1I.I. (GRUPPO SIMMETRICO).
Sia Xun insieme. Si definisce il gruppo simmetrico sull'insieme X come:

S(X) = {f X — X fbiunivoca}

DEFINIZIONE 5.1.2. (AZIONE DI UN GRUPPO SU UN INSIEME).
Sia Gun gruppo e Xun insieme. Un’azione di Gsu X ¢, equivalentemente:

m  un morfismo di gruppi® : G —— S(X), cioe @ soddisfa D(gh) = O(3)D(h).

® un applicazioneq’ : G(gX))( ? X talechee.x = x,Vx € Xeg.(h.x) =(gh).x.
,X) —> Q.X

Le due definizioni sono effettivamente equivalenti:

61
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m  Sel’azione é definita come morfismo di gruppi @, si pone ¢(g, x) = ®(g)(x), dove

(g) € S(X.

m  Sel’azione e definita come applicazione ¢, si pone

Xk )40(3/35)

DEFINIZIONE 5.1.3. (RELAZIONE DI EQUIVALENZA DELL’AZIONE).
Su X'si definisce una relazione di equivalenza dettata dall’azione di un gruppo G:

x~y < dgeG:y=g.x

DiMOSTRAZIONE. Dimostriamo che & una relazione di equivalenza:
m  Riflessivita: x ~ xin quantox = e. x.
m  Simmetria: poichéy = ¢.x,allorax = ¢ 1.y(¢7! €G).
m  Transitivita: poichéy = g.x, z=h.y, alloraz = h. (g. x) = (hg).xehg € G. O

DEFINIZIONE 5.1.4. (ORBITA DI UN ELEMENTO).
Le classi di equivalenza date da questa relazione sono dette orbite:

[x]:O(x):G.x::{yGX | ElgeG:y:g.x}:{g.xeXlgeG}

L'insieme quoziente ¢ detto spazio delle orbite e si denota X/G.

EseEmpro. Il gruppo GL(n, R) agisce con I'insieme R” con la moltiplicazione matrice per
vettore @(A,v) = Av. Analizziamo le orbite:
m Perogni A € GL(n, R), Ao = 0; dunque G. 0 = {0}.
m Fissato v # 0, per ogni vettore w # 0 esiste sempre A € GL(n, R) tale che w = Av,
dunque G.v = R"\ {o}.
Quindi R"/GL(n, R) = {a, b} cona = [o]eb = [v],v # O.

5.2 STABILIZZATORE DIUN ELEMENTO

DEFINIZIONE 5.2.1. (STABILIZZATORE DI UN ELEMENTO).
Lo stabilizzatore di un elemento x e I'insieme degli elementi di G che fissano x:

Hx::{geclg.x:x}

H, e un sottogruppo di isotropia di x. Se H, € banale, allora I’azione e detta libera.

DIMOSTRAZIONE. H, e chiuso rispetto all’azione:
m 1; € H, per definizione dell’azione ¢.,in quanto 15.x = x, V x.
m Perognig, h € H,allora (gh) x=g. (h.x)=g.x=nx O

OssSERVAZIONE. Linsieme G/H, dei laterali sinistri di H, in G € in corrispondenza biuni-
voca con l'orbita O(x). Se G é finito, la cardinalita dell’orbita é I'indice di H, in G.
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DIMOSTRAZIONE. Siadata

a:GH, —» O(x)_
$H —— g.x

Mostriamo che « & ben definita e biunivoca.
1. Bendefinizione: se ¢. H, = 3. H, allora g"1g = h € H,, dunque § = gh € H,. Si ha:

a(g.Hx) =g.x= (gh).x:g.(h.x) =g.x= a(g.Hx)

Poiché g. H, = 3. H,siha g.x = §. x e la funzione € ben definita.
2. Iniettivita: vale la seguente catena di implicazioni:

a (g1 Hy) = a(go. Hy) = g1 x=g2.x = &' (91-%) = 85" (g2-%)

= (gél.gl).x: lg.x=x

Ne segue che (gélgl) € H,,dunque g3'¢; =h € Heegy. H, = go. H,.

3. Suriettivita: se y € O(x), per definizione dg € G: y = ¢.x,cioey = « (g. Hx).
Segue, dal teorema di Lagrange, che

@I =6 H]=

|H, |

. O

OssSERVAZIONE. Puntinella stessa orbita hanno stabilizzatori coniugati:
Xg=9.X1 = Hx2 =g Hxl.g‘1

DIMOSTRAZIONE.
C) Siah € H,,. Poiché peripotesixg = g.x,siha

h.xg =x9 = h. (g. xl) =g.x; = (g‘lhg) .X1 = Xq-

Segue che per ognih € H,, siha ¢ lhg e H, ,maallorah =g (g‘lh‘lg) g leg Hxl.g‘l.
Pertanto, per I'arbitrarieta di i siha H,, Cg. Hxl.g‘l. D) Siah € H, e consideriamo
ghg1. Se applico ghg™! all’elemento xo:

(ghg‘l) Xg = (ghg‘l) .§.X1 = (gh) : (g‘lg) Xp = (gh) Xy =g (h).x1 =g.%1 =9

Pertanto, perognih € H, siha (ghg‘l) .Xg = Xg e perl'arbitrarietadi/ segueg. H, . g1lc
H, O

X9

5.3 AZIONE PER OMEOMORFISMI

DEFINIZIONE 5.3.1. (AZIONE PER OMEOMORFISMI).
Sia X uno spazio topologico e G un gruppo che agisce su X. Diciamo che G agisce per
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omeomorfismi se per ogni ¢ € Gl'applicazione

Hg:XHX
X — g.X

€ un omeomorfismo. Questo e equivalente a chiedere che I’azione sia data da un omomorfismo
di gruppi
@ : G —— {omeomorfismi X — X} < S(x).

LEMMA 5.3.1. (GAGISCE PER OMEOMORFISMI SE E SOLO SE 0, E CONTINUA, ¥ ¢ € G).

DIMOSTRAZIONE.

=) Gagisce per omeomorfismi se 6, € un omeomorfismo per ogni g, dunque banal-
mente 6, e continua.

<) Dobbiamo dimostrare che 6, ¢ un omeomorfismo. Notiamo che perognig, h € G

vale Hg o 9]1 = th:

(6 61) (¥) = 6, (8, (%)) = 0, (h.x) = g. (h.x) = (gh) . x = O, (x), Vx € X.

Inoltre, vale 8, = Idy:
0,(x)=e.x=x=H(x), Vxe X

Allora, siverifica che
(651 °6;) () = 0,1, (¥) = 6, (x) = Hx(x) =x, Yx€ X, Vg €G,

SN L . \ . -1 1 . . .
cioe I'inversa di 6, e Hg_l. Di conseguenza, anche (Qg) = Hg_l e continua per ipotesi
perché ¢~1 € G, dunque segue la tesi. O

PROPOSIZIONE 5.3.1. (AZIONE PER OMEOMORFISMI E PROIEZIONE APERTA).
1. Sia X uno spazio topologico e G un gruppo che agisce su X per omeomorfismo. La proiezione

7 . X —— X/Gdall'insieme allo spazio delle orbite X/G é aperta e, se G ¢ finito, r é anche

chiusa.
2. Sia Xuno spazio topologico di Hausdor{fe G gruppo finito che agisce su X per omeomorfismi.
Allora X/G e di Hausdorff.
DIMOSTRAZIONE.

I Dato A C Xaperto, vogliamo dimostrare che 7 (A) e aperto in X/G e quindi, per
definizione di topologia quoziente, che 77! (7 (A)) & aperto in X. Ogni elemento
di A e contenuto in un orbita, dunque 7 (A) contiene le orbite degli x € A;la
controimmagine 771 (7 (A)) risulta dunque pari all'unione di tutte le orbite in X
che intersecano I'insieme A, che indichiamo con g. A:

a1 (z(A) = Ug. A.

g€G
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II

Maallorag. A = {g. X|xe A} e un aperto al variare di ¢ € G poiché un omeomorfi-
smo porta aperti in aperti; l'unione di aperti & aperta, dunque 771 (7 (A)) & aperto
in Xe, come desiderato, 7 (A) € aperto in X/G. In modo analogo con C C X chiuso
otteniamo che

=)= JgC

g8€G

con g. C chiuso per omeomorfismo. In particolare, essendo G finito, segue che
I'unione dei g. Ce finita e dunque anch’essa € un chiuso in X e, come desiderato,
7 (C) chiuso in X/G.

Sianop, g € X/Gdistinti; vogliamo dimostrare che esistono intorni di p e g disgiunti.
Sianox, y € Xtalichen(x) =pen (y) = g e consideriamo il gruppo finito G =
{gl =15, 89, - gn}. Le orbite di x e y sono distinte: se cosi non fosse, si avrebbe
r(x) = ﬂ(y) ecioep = g, il che e assurdo! Allorag;.x # g,.y , Vi, j. Definiti
in X due intorni apertiU € I(x)eV € I(y) disgiunti per Hausdorff, possiamo
considerare altri intorni aperti disgiunti g;. U € I(gi. x) , 8- Ve I(gi. y). Allora

U'::Ugi.U V::Ugi.V

sono entrambi aperti. Vogliamo costruire degli opportuniU € I(x) eV € I(y) in
modo che siano intorni aperti disgiunti tali che, costruiti come sopra U, V, si abbia
U NV = 2. In questo modo, passando al quoziente con 7, si otterranno degli
intorni (U) dipern (V) di g che soddisfano z (U) Nz (V) =g.
m  Costruiamo Ue V: per ogni i sappiamo che x # g;. v in Xin quanto le orbite
di x e y sono distinte. In quanto X & di Hausdorff, si ha che per ognii U, V;
intorni aperti disgiunti tali che x € U e g;.y € V;. Notiamo che y € g71.V;
allora definiamo

n n
U=(Uelwr)y Vv=(gtviel(y).
i i=1
m Ricaviamo Ue V: per ogni elemento di G, ossia per per ogni i, abbiamo
Un(g.V)SUn (8871 Vi) =UinVi=2 = Un(3.V)=2.
Allora per ogni i, j abbiamo

(8:U)n(g1-V) = (8:-U) n(gigis;- V) = 8- (UN (g7g;) - V),

ma 81‘_18]' € G,dunqueUnN (gi_lgj) .V = 2. Segue che

(gi‘U)ﬂ(ng):@ = [ijgi.U]n(LiJgi.V)zz = UnV=0. 0O

EsemMPpI0. (Z, +) agisce in R per traslazione:

mx=x+m
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Se mettiamo su R la topologia Euclidea, allora I’azione & per omeomorfismi, dato che per
ognisceltadim € Z
0, R —— R
X —— x+m

e continua.
m  Orbite: O(x) = {x +m | m € Z} rappresenta tutti i numeri che hanno mantissa
uguale. Ad esempio, l'orbita di x = 1.5 continue 1.5, 2.5, -1.5, ....
m  Stabilizzatore: H, = {m € Z | x + m = x} = {0} ¢ banale, dunque 'azione ¢ libera.
m  Spazio delle orbite: R/Z ¢ insiemisticamente in corrispondenza biunivoca con [0, 1),
in particolare un sistema di rappresentanti di R/Z sono le orbite al variare di
x € [0, 1). In termini topologici, lo spazio delle orbite € compatto poiché

z([0, 1]) = R/Z

ed ¢ omeomorfo a S1.

DiMmosTrRAZIONE. Consideriamo

f:R— 3 SICR .
t —— (cos (2xt),sin (2xt))

m feécontinua.
m f esuriettiva.
m Sihaf(t;)=f(ty) & t;1 -ty € Z & t1, tynellastessaorbita < x(t;) =
m(ty) & t1 ~tg
Allora la relazione di equivalenza indotta da f & quella dell’azione di Z su R.

Inoltre, f induce f : R/Z —— S continua per le proprieta della topo- R f y g1
logia quoziente e che rende commutativo il diagramma a lato. Infatti f & ﬂl T
biunivocain quanto suriettiva - essendolo € f - einiettiva - per conseguenza . < 3f

del sistema di rappresentanti che si ha su R/Z.
Inoltre, essendo R/Z compatto ed S di Hausdorff, f & chiusa e dunque f & 'omeomorfismo
cercato. Per questo motivo, si ha anche che f e un’identificazione aperta. O

DIGRESSIONE. Sipud sempre vedere R2 come lo spazio dei complessi C. Allora
Sl={z|]zl=1}cC
e la funzione di prima si puo anche riscrivere equivalentemente nelle forme
(cos (2xt), sin (27t)) <> cos (2xt) + isin (2xt) <> 27, (5.1)
Esempi1o0. Ricordiamo che il gruppo GL(, R) agisce con I'insieme R"” con la moltipli-

cazione matrice per vettore ¢(A, v) = Av. Sappiamo che ci sono solo due orbite, dunque
lo spazio delle orbite ¢ R"/GL(n, R) = {[0], [V]}. Lazione & per omeomorfismi, dato che,
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fissato A € G,
0, R — R"
V ——— Av
e continua. Tuttavia, R”/GL(n, R) non e di Hausdorff. Infatti, {[v]} € aperto ma non chiuso
in R"/Gin quanto z~! ([v]) = R" \ {0}, che & un aperto ma non & un chiuso di R": R"/Gnon
e T1 e tanto meno e di Hausdorff.

5.3.1 Spazio proiettivo reale

In questa sezione introduciamo uno spazio topologico molto importante per i nostri studi,
lo spazio proiettivo reale. Nel Capitolo 9 guarderemo il suo comportamento come varieta
topologica, mentre nel Capitolo 11 tratteremo una sua generalizzazione su un qualunque campo
K con gli strumenti dell’algebra lineare, oltre a discutere topologicamente lo spazio proiettivo
complesso.

Esempio. Il gruppo moltiplicativo R* = R \ {0} agisce su R"*! \ {0} con 'azione di
moltiplicazione per uno scalare 4.x = Ax. L'azione e per omeomorfismi in quanto,
fissato 4 € G,

0, : R"1\ {0} — R"1\ {0}
X ——— Ix

¢ continua.
m Orbite: le orbite
O(x)={Ax | A€ G}

rappresentano tutte le rette vettoriali passanti per l'origine in R"*! private dell'o-
rigine.

m  Spazio delle orbite: P" (R) = (R”+1 \ {O})/(]R”Jr1 \ {0}) e lo spazio proiettivo reale,
spazio topologico rispetto alla topologia quoziente indotta dall’azione.

DEFINIZIONE 5.3.2. (SPAZIO PROIETTIVO REALE).

Lo spazio proiettivo reale P” (R) o RP" di dimensione 7 & lo spazio topologico delle
rette vettoriali passanti l'origine in R"*1, a cui son state tolte I'origine. E definito come lo
spazio quoziente rispetto all’azione del gruppo moltiplicativo R* = R \ {0}:

P*(R) = (R™1\ (0})/(R* = R\ {0)).
PROPOSIZIONE 5.3.2. (P" (R) E D1 HAUSDORFF, COMPATTO E C.P.A.).
DIMOSTRAZIONE.
I Datip, g€ P"(R),p # q,sono della formap = [x] eq = [y]. Allora

[x] # [y] = Zo(x) # Zo(y),

con %y (x), £, (y) le rette vettoriali descritte da x e y. Prendiamo gli intorni aperti
disgiunti U\ {0} € I(x), V\ {0} € I(y) in R"*1 \ {0}. Allora, passando al quoziente,
7 (U\ {0}) e z# (V\ {0}) formano due fasci di rette a forma di “doppio cono infinito”
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con vertice nell’origine; questi due coni sono intorni aperti in quanto
@ U\{0D) =U\{0} 7T (= (V\ {0}) = V\ {0}.

e inoltre sono intorni disgiunti di p e g, dunque P" (R) € di Hausdorff.
Per dimostrare che P” (R) € compatto, dimostriamo che 7 (§*) = P" (R), dato che
$" € R™1\ {0} & compatto. Notiamo che, presa 'orbita di un vettore v, si ha

vl = (Av | AeR*}:{AanHZ—” | zeR*}:{ux | e R = [x]

dove y = Allv|]| € R* e x := v/||v|| € S1; ogni orbita dello spazio proiettivo reale
si puo scrivere come l'orbita di un vettore appartenente alla sfera S”. Segue che
7o € suriettiva, cioe g (S") = P" (R) e dunque # (§") = P" (R). Dato che 5" &
compatto e c.p.a., segue che anche lo spazio proiettivo reale ¢ compatto e c.p.a. in
quanto immagine continua di §". O



CAPITOLO 6

ASSIOMI DI NUMERABILITA E
SUCCESSIONI

“Non ti ho tradito! Dico sul serio... Ero... rimasto senza benzina. Avevo una gomma a terra. Non avevo i
soldi per prendere il taxi. La tintoria non mi aveva portato il tight. C’era il funerale di mia madre! Era
crollata la casa! C’¢ stato un... terremoto! Una tremenda inondazione! Le cavallette! Non é stata colpa
mia! Lo giuro su Dio!”

JAKE "JOLIET” BLUES, The Blues Brothers.

ALLO studio dell’Analisi sono ben note le successioni a valori reali e le loro proprieta. In
D questo capitolo porremo la nostra attenzione sulle successioni con codominio uno
spazio topologico. Inoltre, riprenderemo dal Capitolo 2 la trattazione dei compatti per studiare
la relazione che hanno con le successioni.
Prima fare tutto cio, tuttavia, abbiamo bisogno di introdurre degli assiomi di numerabilita,
in modo da garantire l'esistenza di insiemi numerabili di oggetti topologici; la maggior parte
degli spazi topologici pii comuni soddisfano almeno uno di questi assiomi.
I1 capitolo si conclude con un approfondimento delle successioni negli spazi metrici.

6.1 NUMERABILITA

DEFINIZIONE 6.1.I. (INSIEME NUMERABILE).
Un insieme X e numerabile o di cardinalita numerabile se é finito oppure esiste una biezione
tral'insieme Xeinaturali N.

DEFINIZIONE 6.1.2. (SECONDO ASSIOMA DI NUMERABILITA (A BASE NUMERABILE)).
Uno spazio topologico X ¢ a base numerabile, o soddisfa il secondo assioma di numera-
bilita, se esiste una base % della topologia tale che % sia di cardinalita numerabile.

69
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DEFINIZIONE 6.1.3. (PRIMO ASSIOMA DI NUMERABILITA).
Uno spazio topologico X e primo numerabile, o soddisfa il primo assioma di numerabilita,
se ogni punto ammette un sistema fondamentale di intorni che sia numerabile.

OSSERVAZIONI.

I. Ilsecondo assioma di numerabilita implica il primo.

2. Se Xe finito, X soddisfa sempre i due assiomi.

3. Se Xespazio metrico, X € sempre primo numerabile.

4. Se Xe abase numerabile, ogni sottospazio Y di X e a base numerabile. In particolare Ye
primo numerabile.

5. Se XeYsono abase numerabile, allora X X Y e a base numerabile. In particolare X X Y e
primo numerabile.

6. Nonevero cheil quoziente di Xspazio a base numerabile (o primo numerabile) e sempre
a base numerabile (o primo numerabile).

DIMOSTRAZIONE.
I Se Xhabase numerabile % ex € X, allora {A € % | x € A} & un sistema fondamen-
tali di intorni di x ed € chiaramente numerabile.
II Ognibase e sistema fondamentale di intorni contiene necessariamente un numero
finito di elementi.

III Presox € X, {B]/n (x)} . € un sistema fondamentale di intorni ed € numerabile.
n

IV Se % e unabase numerabile per X, {ANY | A € %} e base numerabile perY.
V  Se %y e unabase numerabile per X e 9y, base numerabile perY, allora

{AXB| Ae %y, Be By}

e base di X X Ynumerabile.

VI LacontrazionediZ in R ad un punto, cioe il quoziente R/z, non e primo numerabile
né tanto meno a base numerabile, pur essendo R a base numerabile in quanto
metrico“. O

“Nelle “Note aggiuntive”, a pag. 283, si pu0 trovare la dimostrazione di cio.

EseEmpIo. R con latopologia Euclidea € a base numerabile. Infatti, presa
B ={(a,b)|abeQ a<by,

e una base perché, datix, ye R, x <y,

(x, y) = U (a, b).

a,be@
x<a<b<y

ed e numerabile, essendo definita in base ai razionali @, che sono numerabili.

PROPOSIZIONE 6.1.1. (OGNI RICOPRIMENTO APERTO AMMETTE UN SOTTORICOPRI-
MENTO NUMERABILE IN SPAZIO A BASE NUMERABILE).
Sia X a base numerabile. Ogni ricoprimento aperto di X ammette un sottoricoprimento numerabile.
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DiMOSTRAZIONE. Sia ¢ unricoprimento aperto di Xe % una base numerabile per X.
Preso x € XesisteunU, € & che lo contiene in quanto & ricoprimento e un B, € 2 tale
chex € B, C U, in quanto & base. Abbiamo cosi determinato un sottoinsieme numerabile

della base %: .
B ={B, | x € X}

In particolare, esiste E C X numerabile tale che
RB = {B, | x € E}

Se consideriamo ora &/ := {U, | x € E}, notiamo che:

m o C Ko/
= o/ & numerabile perché lo & E;
m Siha
x=JB.=JB. c|Ju.
Bxeg‘? X€E X€E
Segue che &/ & un sottoricoprimento numerabile di <. O

DEFINIZIONE 6.1.4. (SPAZIO SEPARABILE).
Uno spazio topologico Xsidice separabile se contiene un sottoinsieme Edenso e numerabile.

ESEMPI.
m  Se Xenumerabile, allora e separabile perché I'insieme stesso & un sottoinsieme
numerabile e denso.
m R’ conlatopologia Euclidea e separabile perché siha E = Q" denso in R".

LEMMA 6.1.1. (BASE NUMERABILE IMPLICA SEPARABILE).
Se X é a base numerabile, allora é separabile.

DIMOSTRAZIONE. Sia & una base numerabile. Prendiamo
E={xyeU |UcAB}.

m  Eenumerabile perché lo e %, avendo preso un punto per ogni elemento della base

numerabile.
m Eedenso: se A C Xe aperto non vuoto, allora esiste U € % talechex, € UC A,
dunque x;; € AealloraEN A # @. O

PROPOSIZIONE 6.1.2. (XMETRICO A BASE NUMERABILE SE E SOLO SE SEPARABILE).
Sia X spazio metrico. X é sempre primo numerabile, mentre é a base numerabile se e solo se separabile.

DiMosTRAZIONE. Perla prima affermazione, siveda l'osservazione a pag. 70; mostria-
mo ora la seconda.
— ) Sempre vera per ogni spazio anche non metrico (lemma 6.1.1).
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<) SiaE C Xsottoinsieme numerabile e denso. Definiamo
RB = {Bl/n(e) | ecE ne N}.

Questo insieme € numerabile, mostriamo che sia una base. Per far cio, fissiamo U C X
aperto e prendiamo x € U: vogliamo trovare un aperto di 9% contenuto in Ue contenente
x.* Sian € N tale che By, (x) C U. Cerchiamo opportunie € E, m € N tale che

X € Bl/m (E) c Bl/n (x) - U

Consideriamo la palla By, (x). Siccome E & denso in X, esiste ¢ € EN By, (x). Prendiamo
ora la balla [sic.] By, (¢) € %:

m  contiene x perché se e € By, (x), allorad (e, x) < 2—111, dunque x € By, ()

B By, () C By, (x) C U infatti, presoy € By, (¢) si ha

d(x,y) sd(x,e)+d(e,y) < % + % =

da cuiseguey € By, (x) CU. O

?Gli elementi della base sono gia aperti banalmente. Per 'arbitrarieta di x, troviamo un ricoprimento
aperto di Ucostituito da aperti di % contenuto interamente in U, cioe U = | J,, B;.

EsemMpi1o. Sipuovedere che R” € base numerabile in modo alternativo a quanto gia vista
perché & uno spazio metrico ed e separabile.

ATTENZIONE! Un insieme con una certa topologia puo essere a base numerabile (o
primo numerabile), ma non necessariamente rispetto ad un’altra!

ESEMPIO (RETTA DI SORGENFREY).
Consideriamo X = R con la topologia avente come base

B={[a,b) |a,beR,a<b}.

Mostriamo che % ¢ base per una topologia, X e separabile, primo numerabile ma non é a
base numerabile.
m  Base per una topologia: usiamo il teorema delle basi (1.1.1, Manetti, 3.7).
[ X=Jpy Beovvio.
II Prendiamo A = [a, b), B =[c, d) e consideriamo

Vx € AN B=[max{a, b}, min{c, d})

Basta prendere C = AN B € B per soddisfarex € CC AN B.
m  Separabile: E = @ € numerabile ed e denso perché vale sempre [4, b)) N Q # O,
dunque ogni aperto non vuoto interseca E; segue che X & separabile.
m  Primo numerabile: se a € R, allora

LAl
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¢ un sistema fondamentale di intorni di 2 numerabile. Preso Uintorno di 4, esiste
b > atale che [a, b) C U; inoltre, esiste n € N tale che a + % < b, cioe

1
a,a+;)§[a,b)§U.

m  Nona base numerabile: presa una base B per X, mostriamo che non e numerabile.
Sia x € R; allora
[ o) = | [ v)
y>x

e aperto. In particolare, esiste un apertoU(x) = [x, b) € B conb > x dipendente
dalla scelta del punto x per cui x € U(x) C [x, o). Notiamo che se x # y, allora

U(x) # U(y): presoy > x, segue chesex ¢ [y, oo) o) U(y) allora x ¢ U(y) e quindi
Ux) # U(y). L'applicazione

R — %
X —— U(x)

e iniettiva, dunque & non € in iniezione con i naturali e pertanto 9 non € numerabile.

Riassumendo, le relazioni tra gli assiomi di numerabilita e la separabilita sono le seguenti:

\ ‘0&@0 Separabile
%
A base
numerabile
Primo
numerabile

6.2 SUCCESSIONI

DEFINIZIONE 6.2.1. (SUCCESSIONE).
Una successione in uno spazio topologico X e una funzionea : N —— X Laindichiamo
con {an}neN = {a,} = {ﬂ(?’l)}neN.

DEFINIZIONE 6.2.2. (CONVERGENZA DI UNA SUCCESSIONE).
Sia {a,,} una successione in X. Diciamo che {1,,} converge ap € Xse

VUGI(p) dngeN:a, €U Vn > ng.

OssERVAZIONE. Se Xe di Hausdorff, una successione convergente ha un unico limite.

DiMOSTRAZIONE. Supponiamo che {a,} converga a p e g; mostriamo che p = 4. Siano
Uel (p) eVel (q) arbitrari.
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m Siccome {a,} converge a p, esiste 1 tale che a,, € U, per ognin > n.

m  Siccome {a,} converge a g, esiste 11 tale che a, € V, per ognin > n;.
Allora a, € Un Vper ognin > max{ng, n1},quindiUNV # & e pertanto p = g perché Xe
di Hausdorft". O

“In particolare abbiamo usato la contronominale della definizione di Hausdorff:

~(p#q = Welp),Vellg:UnV=0) > VUelp),VEI,UnV£LG = p=gq

DEFINIZIONE 6.2.3. (LIMITE).
Se X e di Hausdorff e {a,} &€ convergente, ha senso parlare del limite della successione:

p= lim a,.

n—+oo

Se X non e di Hausdorff, la stessa successione puo convergere a piu punti, dunque non
esiste il limite della successione.

ESEMPI.

m  Se Xhala topologia banale 7 = {X, @}, I'unico intorno di qualunque punto & X.
Allora ogni successione {4,,} in X converge sempre ad un qualunque punto p.

m  Se Xha la topologia discreta, una successione {a,} in X converge a p se e solo se
esiste 1 tale che a,, = p, per ognin > ng, cioe se la successione ¢ definitamente
costante. Infatti, nella topologia discreta anche il singoletto {p} ¢ intorno di p,
dunque alla fine la successione avra solo termini nel singoletto.

OSSERVAZIONE. Se Xspazio metrico, 4, converge a p se e solo se

Ve >0dng: d(an,p) <g VYn2>ng

DIMOSTRAZIONE.
=) U=B, (p) e I'intorno di convergenza che soddisfa I'implicazione.

) SiaUe I(p). Allora esiste € > 0 tale che B, (p) C U, per le ipotesi esiste 11 tale che
d (p, an) < g, perognin > ng, cioe a, € B, (p) C U. Dunque g,, € U, per ogni n > ny. O

6.2.1 Puntidiaccumulazione
DEFINIZIONE 6.2.4. (PUNTO DI ACCUMULAZIONE PER LA SUCCESSIONE).

Un punto p € X é punto di accumulazione per la successione {g,} se
VUeI(p), YNeNIAn2 N :a, €U,
Esercizio. Se Xéspazio metrico, allora p e un punto di accumulazione per {4, } se e solo

se
Ve >0, dng : d(an,p) <eg, Vn =nyg.
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DEFINIZIONE 6.2.5. (PUNTO DI ACCUMULAZIONE PER IL SOTTOINSIEME E DERIVATO).
Un punto p € X é punto di accumulazione per il sottoinsieme B C Xse

VUeI(p), IbeB:beU\ {p}.

L'insieme dei punti di accumulazione per il sottoinsieme B e chiamato derivato di Be si
indica con B'.

Esercizio. Data lasuccessione {a,}in Xe definito A := {a,, | n € N}:
m  Un punto di accumulazione p € X per la successione {1,} non e mai punto di
accumulazione per 'insieme A.
m  Un punto di accumulazione p € X per I'insieme A in generale non e punto di
accumulazione per la successione {a,,}; se X & metrico, allora vale I'implicazione.

6.2.2 Sottosuccessioni

DEFINIZIONE 6.2.6. (SOTTOSUCCESSIONE).

Una sottosuccessione di {1,,} € la composizionedia : N —— Xcon un’applicazione
strettamente crescente
kiN —— N
n —— k(n)

Siindica con {”kn} N:{”kn}'
ne

LEMMA 6.2.1. (LEMMA DELLE SUCCESSIONI).
Sia {a,,} una successione su Xep € X. Valgono le sequenti implicazioni:

1) {a,} convergeap
U

2) {a,} hauna sottosuccessione convergente a p
U

3) p é un punto di accumulazione per {a,,}
U

4) peAdoveA={a, | ne NJC X

DIMOSTRAZIONE.

1) = 2) La sottosuccessione convergente e la successione stessa.

2) = 3)Sia {“k(n)} una sottosuccessione convergente a p e siaU € I(p) arbitrario.
Se ay(,) converge a p si ha che esiste 1 tale che gy, € U, per ognin > ng. Poiché k(1)
e strettamente crescente, esiste 14 tale che k(1) > N,, per ogni n > n;. Allora preso
n = max {ny, n,}, abbiamo che a;(,) €U, k (n) > N. Segue che p & punto di accumulazione
per {a,}.

3) = 4) Per definizione di chiusura, p € A se e solo se per ogniU € I(p) ANnU# @.
Prendiamo U € I(p): essendo p punto di accumulazione per {4, }, esiste n tale che a,, € Ue
UNnA+@. O
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LEMMA 6.2.2. (IN XPRIMO NUMERABILE 1, HA UNA SOTTOSUCCESSIONE CONVERGENTE
AP SEp DI ACCUMULAZIONE PER 4,,).

Sia X primo numerabile, {a,,} successione in Xep € X. Alloravale anche 3) = 2) del teorema 6.2.1.
In altre parole, {a,,} ha una sottosuccessione convergente a p se e solo se p é di accumulazione per {a,,}.

DIMOSTRAZIONE.

=) Valeper2) = 3)del teorema 6.2.1.

<) Sia{U,},, sistema fondamentale di intorni di p numerabile per ipotesi, essendo
X primo numerabile. Consideriamo i seguenti insiemi:

U,=U;n..nU,, ¥YmeN

m U, éintornodip, in quanto intersezione finita di intorni di p.

m U,=U01n..nU, 201N ..U, NUys1 =Upi1
Segue che {Um} e ancora un sistema fondamentale di intorni numerabile di p: infatti, se V
¢intornodip, dm : V2 U, 2 U,,. A meno di sostituire U,, con U,,, possiamo supporre che
U; 2 Uy 2 U3 2 ... Costruiamo una sottosuccessione di {a,,} convergente a p:

m Jk(1) € N :ayq) €Uy

m dk(2) > k(1) +1: agg € Us.

|
E cosivia: per ogni m esiste k (m) > k (m — 1) + 1 tale che g, € U, ottenendo cosi una

sottosuccessione {ak(m)}. Notiamo in particolare che

Mo 2 My = ak(mQ) S Uvm2 - Uml (61)
Mostriamo che {ak(n)} converge a p. Sia Vintorno di p: dal sistema fondamentale di intorni
esiste m tale che U,,, C V. Da (6.1) si ha che per ognim > myg i) € U, V. O

PROPOSIZIONE 6.2.1. (CARATTERIZZAZIONE DELLA CHIUSURA CON SUCCESSIONI).
Sia X uno spazio topologico primo numerabile, Y C Xep € X. Sono equivalenti:

m  esiste una successione in' Y convergente a p;

m  pediaccumulazione per una successione in Y;

m pev.

DIMOSTRAZIONE.

1) = 2) Non é necessario che X sia primo numerabile, in quanto segue dal lemma 6.2.1
(pag. 75).

2) = 3) Non é necessario che X sia primo numerabile. Se p di accumulazione per
{a,} cona, € y,Vn,allora A = {a, | n € N} C Y. Segue dal lemma 6.2.1 (pag. 75) che
peA={a, | neN}CY.

3) = 1) Sia {U,} un sistema fondamentale di intorni di p tale che U, 2 U,, ¢, ¥ n. Allora

peY = VnYnU,#2 = VYndy,€YnU,.

In modo analogo a (6.1) (pag. 76), se ny > ny, alloray,, € U,, CU,, . Allora {yn} € una
successione in Y e converge a p. Infatti, sia Vintorno di p: dal sistema fondamentale di
intorni esiste 1 tale che U, € V. Dal ragionamento analogo a (6.1) si ha che per ogni
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nzngy, €Uy, CV. O

OSSERVAZIONE. Preso uno spazio topologico X primo numerabile, se Y C X e un sot-
toinsieme denso, cioé Y = X, allora per la proposizione precedente ogni elemento p € X
ammette una successione in Y convergente al punto p. In R, cio comporta che ogni reale
puo essere approssimato da una successione di soli razionali, dato che @ = R.

6.3 SUCCESSIONI ECOMPATTI

PROPOSIZIONE 6.3.1. (SUCCESSIONI DI COMPATTI ; MANETTI, 4.46).
Sia X spazio topologico e sia K,, C X, Yn € N un sottospazio chiuso, compatto e non vuoto.
Supponiamo inoltre che

KHQK,H_IVI’[ = K]_QKQQK:;Q

(K # 2.

n>1

Allora

DimosTrAZIONE. Consideriamo A, = Ky \ K;:
m K, chiusoin Ximplica che K, chiusoin K. Allora A, ¢ complementare di un chiuso,
dunque apertoin Ky, Vm > 1.
m DatocheK, 2K, q,alloraA, C A, {Vn>1
Sia N € N. Osserviamo che

N
UAn =Av=Ki \ Ky & Ky,
n=1
dunque nessuna unione finita degli A, ricopre Ky, cioe
Ak

Allora anche 'unione arbitraria degli A, non copre X, altrimenti {A,,} sarebbe un ricopri-
mento aperto di K; che non ammette sottoricoprimento finito, il che & assurdo in quanto
K, & compatto! Pertanto,

UAn=UK1\Kn=K1\(ﬂKn]gK1=>ﬂant@. O

n>1 n>1 n>1 n>1

LEMMA 6.3.1. (OGNI SUCCESSIONE IN UN COMPATTO HA PUNTI DI ACCUMULAZIONE).
In uno spazio topologico compatto X ogni successione in X ha punti di accumulazione.

DIMOSTRAZIONE. Sia {a,}successione in X. Per definizione, p € X punto di accumula-
zione per {a,,} se e solo se

VUeI(p), YNeNIAn2 N :a, €U,
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Per Nfissatosia Ay == {a, | n > N} C X. Allorap € Xpunto di accumulazione per {a,} se e
solo se
VUeI(p), INENUNAy# @ < YNeN, peAy=Cy

Dunque

{punti di accumulazione di {a,}} = ﬂ Cy
NeN

e {a,,} ha punti di accumulazione se e solo se
Nev#o
NeN

m Ay # @ per definizione, dunque Cy € un chiuso non vuoto.
m  Cyeéchiusoin X compatto, quindi Cy compatto.
Poiché Ay ={a, | n> N} 2 Ayy1 =1{a, | n>N+1},siha

Cn=AN2 Ani1 = Cni1-

Abbiamo trovato una successione di compatti contenuto I'uno nel successivo. Allora per
la proposizione 6.3.1 (Manetti, 4.46, pag. 77) si ha che

(ov#o-
n>1

Segue che esiste un punto di accumulazione per la successione. O

6.3.1 Compattezza per successioni

DEFINIZIONE 6.3.1. (COMPATTO PER SUCCESSIONI).
Sia X'spazio topologico. X'si dice compatto per successioni se ogni successione ammette
una sottosuccessione convergente.

OssSERVAZIONE. Peril lemma 6.2.1 (pag. 75), se X & compatto per successioni allora ogni
successione in X ha un punto di accumulazione.

LEMMA 6.3.2. (COMPATTEZZA E PRIMA NUMERABILITA).

Sia X primo numerabile. Allora:
1. X compatto per successioni se e solo se ogni successione in X ha un punto di accumulazione.
2. Xcompatto se e solo se X compatto per successioni.

DIMOSTRAZIONE.
I =) Valeperlosservazione precedente.
&) Valeperillemma 6.2.2 (pag. 76): se ogni successione ha un punto di ac-
cumulazione in X primo numerabile, allora ogni sottosuccessione ammette una
sottosuccessione convergente a p, cioe X & compatto per successioni.
I Se Xecompatto, allora ogni successione in Xha dei punti di accumulazione e per
il punto 1. segue che X e compatto per successioni. O
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PROPOSIZIONE 6.3.2. (CARATTERIZZAZIONE DELLA COMPATTEZZA IN TERMINI DI
SUCCESSIONI).
Sia X uno spazio topologico a base numerabile. Allora sono equivalenti:

1. Xcompatto;

2. Xcompatto per successioni;

3. ogni successione in X ammette un punto di accumulazione.

DiMOSTRAZIONE. Sappiamogiache2) < 3)el) — 2)dallemma precedente. Dob-
biamo dimostrare che 2) = 1). Dimostriamo per contronominale che =1) = —2): se
Xnon e compatto, allora Xnon € compatto per successioni, cioe esiste una sottosuccessione
in X che non ha alcuna sottosuccessione convergente.

m  Poiché Xnon compatto, esiste & ricoprimento aperto di X che non ha sottoricopri-

menti finiti.

m  Poiché X a base numerabile, esiste o sottoricoprimento di &/ che & numerabile.
Poiché ogni sottoricoprimento di &/ ¢ anche un sottoricoprimento di &/, significa che <
non ha sottoricoprimenti finiti. Definiamo & := {A,} _;allora

n
VneN Aj;X:HxneX\UAj

1 =1

]

n

Costruiamo cosi una successione {x,} in Xtale per cui x, ¢ A; ¥j < n. Mostriamo che {x,}

non ha sottosuccessioni convergenti. Sia {xk(n)} una sottosuccessione arbitraria di {x,,} e
sia p € X, mostriamo che essa non converga ad un qualunque p.
m ¢/ eunricoprimentodiX = AN :pe€ Ay
m  Per definizione della successione {x,}, abbiamo che x,, ¢ Ay, V7 > N, dato che x,, ¢
A;Vj < n,in particolare in Ay per ognin > N;siha allora xy,, ¢ A, Vn : k(n) > N.
Essendo k (n) crescente, esiste nq tale che k (1) > N, Vn > ng. Segue che se n > ng allora
Xk(ny € An- Poiché Ay e intorno dip, segue che {xk(n) non converge a p. O

TEOREMA 6.3.1. (EQUIVALENZA DELLA COMPATTEZZA PER SPAZI METRICI).

Sia X spazio metrico. Allora X é compatto se e solo se X é compatto per successioni. O
Compatto per
ile successioni
eo\““e(a
a0?2% "0
Y et 2
)
Compatto £ g
=
A g
=)
a

Ogni successione ha

un punto di accumulazione

6.4 SPAZI METRICI COMPLETI

DEFINIZIONE 6.4.1. (SUCCESSIONE DI CAUCHY).
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Sia (X, d) uno spazio metrico. Una successione {a,,} si dice di Cauchy se

Ve>03dnyeN:d(a,,a,)<e VYn, m=ng.

DEFINIZIONE 6.4.2. (SPAZIO METRICO COMPLETO).
Uno spazio metrico (X, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy & convergente.

OSSERVAZIONI.

I. Ognisuccessione convergente € di Cauchy.
Una successione di Cauchy e convergente se e solo se ha punti di accumulazione.
Una successione di Cauchy e convergente se ha una sottosuccessione convergente.
Se X e compatto, allora ogni successione di Cauchy e convergente.
Se X e spazio metrico compatto, allora X e spazio metrico completo; non é vero il
viceversa.

EE

DIMOSTRAZIONE.
I Sea, — ppern — +oosignifica che

Ve>0dnge N : d(an,p) <g, Vn2nyg.
Consideratin, m > ng siha
d(a,,a,)<d (an,p) +d (p, an) < 2¢.

Per 'arbitrarieta di € vale la convergenza.

I =) Sempreveraper6.2.1(pag. 75).
<) Sia{a,}unasuccessione di Cauchy e p un suo punto di accumulazione. Sia
€ > 0: dalla definizione di successione di Cauchy esiste 1, tale per cuid (a,,, a,,) <
eV¥n, m>ngy. Essendop diaccumulazione, esiste 117 > nq tale per cuid (p, ay, ) <&
Allora,sen > ngsiha

d (un,p) <d (an, anl) +d (anl,p) < 2¢,

dunque {a,} converge a p.

III Poiché Xeé metrico, X & primo numerabile, dunque avere un punto di accumulazio-
ne ¢ equivalente ad avere una sottosuccessione convergente.

IV Se X e compatto, ogni successione ha punti di accumulazione, in particolare
quelle di Cauchy: per il punto 2. tutte le successioni di Cauchy risultano allora

convergenti.
V  Segue dal punto 4. Un controesempio del viceversa e R", dato che e completo ma
non € compatto (si veda il teorema seguente). O

TEOREMA 6.4.1. (R" IN TOP. EUCLIDEA E SPAZIO METRICO COMPLETO).
R" con metrica Euclidea e uno spazio metrico completo.

DimosTRrRAZIONE. Sia{a,}diCauchyin R". Mostriamo che {4, } & eventualmente limita-
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ta®. Poiché la successione di Cauchy e definita per ogni ¢, fissiamo € = 1. Allora
dng : la, —a,ll < 1VYn, m=>nyg.
Sia M = maxg, _ ,la,ll. Sen = ng siha
lall = ||an = @ny + ang || < ||an = || + [|an, || < 1+ M.

Questo significa che {4,,} C By, ;(0). Questa palla chiusa e uno spazio metrico indotto in R"
e compatto, cioé & uno spazio metrico completo. Allora la successione di Cauchy, trovandosi
in uno spazio metrico completo, converge in esso, e dunque converge anchein R". [

“Supponendo chiaramente che la successione sia ben definita, ci interessa solamente che la successio-
ne sia limitata dopo un ry: prima di cio ho un numero finito di termini g, ..., Ay, < 00 € POsso chiara-
mente prendere una palla (chiusa) che li contenga, ad esempio di raggio M + 1 con M definito come nella
dimostrazione.

ATTENZIONE! Lacompletezza non ¢ una proprieta topologica! Per esempio, R e (0, 1)
con metrica Euclidea sono omeomorfi rispetto alla topologia indotta dalla metrica, ma R
abbiamo appena dimostrato che € completo, mentre (0, 1) si puo vedere che non lo &!
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CAPITOLO :

OMOTOPIA

“Molto spesso si é ripetuto che la Geometria é l'arte di ragionare bene su figure mal fatte, in ogni caso
queste figure, per non ingannarci, devono soddisfare determinate condizioni; le proporzioni possono essere
grossolanamente distorte, ma le posizioni relative del le varie parti non devono essere interrotte.”

HENRI POINCARE, dopo aver finito di leggere il gia citato libro di Topologia.

INORA abbiamo visto omeomorfismi tra spazi topologici sotto tanti aspetti diversi, de-

finendo cosi rigorosamente quella che era I'intuizione del magico materiale elastico.
Tuttavia, la definizione di omeomorfismo e molto rigida e possiamo osservare delle “equiva-
lenze di forma” che non riesce pertanto a descrivere.
Ad esempio, si possono considerare equivalenti figure con lo stesso numero di buchi. Sotto
questo punto di vista, le figure corrispondenti alla lettera O e P sono equivalenti, dato che
hanno entrambe un solo buco, mentre X non lo e perché non ne ha. Allo stesso tempo,
nessuna di queste € omeomorfa all’altra: infatti, se togliamo dalle tre figure un punto come
il nodo di raccordo delle “stanghette” (o per O un punto qualunque), otteniamo per O una
componente connessa, per P due e per X ben quattro distinte.
Preceduto da un approfondimento sulle componenti connesse e c.p.a., nel presente capi-
tolo formalizzeremo questo tipo di equivalenza piu debole e allo stesso tempo piu ampia:
I’omotopia.

7.1 LEMMADIINCOLLAMENTO

LEMMA 7.1.1. (LEMMA DI INCOLLAMENTO).
Siano X, Y spazi topologicie X = AU B. Siano f : A —— Yeg : B ——> Ycontinue tali che

fx) =g Yx € AN B cioé fsnp = §|anp Consideriamo l'incollamentoh : X —— Y
definito da

h(x):{f(x) X€eEA
g(x) x€B

Se A e B sono entrambi aperti o entrambi chiusi in X, allora h é continua.

85
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo A e Baperti. Sia U C Yaperto. Allora
KLU) = fO)ug ).
cA cB

Essendo f, g continue, segue che f~1 (U) & apertoin Ae ¢~! (U) & aperto in B. In quanto
A, Baperti, per definizione di aperto del sottospazio® f~1 (U) e ¢! (U) sono aperti su Xe
pertanto =1 (U) aperto. Il caso di A e B chiusi & analogo. O

“Poiché un aperto del sottospazio e dato dall'intersezione del sottospazio con un aperto di X, se abbiamo
che anche il sottospazio € aperto di X, I'intersezione e aperta: in questo caso ogni aperto del sottospazio &
anche aperto di X.

7.2 COMPONENTI CONNESSE ECOMPONENTI C.P.A.

Riprendiamo la trattazione delle componenti connesse e c.p.a. introdotte nel Capitolo 2.

DEFINIZIONE 7.2.1. (COMPONENTE CONNESSA).
Una componente connessa di X spazio topologico e un sottospazio C C X connesso
massimale, ossia per ogni A connesso tale percuiCC A C XsihaC= A.

OSSERVAZIONI.
m  Le componenti connesse formano una partizione di X.
m  Sex € Xsipuo definire la componente connessa che contiene x:

C(x) = U{CQX | x € C, Cconnesso}.

m Le componenti connesse possono essere viste come classi di equivalenza per la se-
guente relazione su X: presix, y € X,

X ~cy < JCC Xconnesso : x, y €C.

DiMmosTRAZIONE. Mostriamo che la relazione e di equivalenza:
m  Riflessivita: poiché {x} e sempre un connesso, vale x ~. x.
m  Simmetria: ovvia dalla definizione.
m  Transitivita: supponiamo x ~- vy, y ~¢ z. Allora esistono C, D C X connessi tali che
x, y € Cey, z € D. Allora CU D contiene sia x che z; inoltre, essendoy € CN Dsiha
CN D # &,dunque CU D e un connesso: vale x ~ z.
Dimostriamo che la classe di equivalenza C, = [x] di ~ coincide con la componente
connessa C contente x, ossia C = C(x) = C,.
C) Perognix,y € Cper definizione di ~siha x ~- y, ossiaC C Cy = [x] = [y].
2) Siaz € Cy = [x], dove x € C componente connessa. Allora x ~- z, dunque deve
esistere T C X connesso tale che x, z € T. Consideriamo C U T: poiché sono entrambi
connessiex € CNT # &, segue che CU Te ancora connesso. In quanto C & componente
connessa, poiché C C CU T, per massimalita abbiamo C = CUT, cioe TC C. Alloraz € C;
per arbitrarieta di z ricaviamo che Cy C C. O
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DEFINIZIONE 7.2.2. (COMPONENTE C.P.A.).
Una componente c.p.a. di X € una classe di equivalenza per la seguente relazione su X:
presix,y € X,

X~4Yy < da:] —— Xcammino continuo: a(0) =x, a(1) =y.

DiMOSTRAZIONE. Mostriamo che sia una relazione di equivalenza:
m  Riflessivita: poiché esiste sempre il cammino costante

I — X (7‘1)
t—— x

nel punto x, x ~, x & vero.

m  Simmetria: se x ~, y sappiamo che esiste un cammino « : ] —— Xtale per cui
@ (0) = x, a (1) = y. Possiamo definire il cammino inverso

a: ] —> X . (7.2)
t— a(l-1)

o o econtinuo, perché composizione di applicazioni continue:
I > 1 s X
t—— 1-t—— a(1-1)

o a(0)=a(l)=y, (1) =a(0) =x.
Allora il cammino @ definisce y ~, x.

m  Transitivita: supponiamo x ~4 y, y ~ 4 z. Allora esistono camminia, f: [ — X
taliche a (0) = x, a(1) =y, f(0) =y, f(1) = z. Usando la giunzione di cammini

a (2t) s

e
(a*ﬁ)(t):{ pRt-1) se

otteniamo che

(axp)(0) = a(0) =x
(axp)(1) = p(1) =z

Poiché a * fsoddisfa le ipotesi del lemma di incollamento, esso € continua e collega
con un cammino unico x e z, dunque vale x ~ 4 z. O

OSSERVAZIONI.

I. Lecomponentic.p.a. formano una partizione di X.

2. SiaC C Xun sottospazio c.p.a. per cui vale che se esiste A c.p.a. taleche CC A C X
allora C = A. Ne consegue che C e una componente c.p.a. — in altre parole, le
componenti c.p.a. sono sottospazi c.p.a. massimali.

3. Ingenerale le componentic.p.a. non sono né aperte né chiuse.

4. Se Aeéunacomponente c.p.a., allora A e c.p.a. e dunque connessa: A & interamente
contenuta in una componente connessa, cioe le componenti connesse sono unioni
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di componenti c.p.a..

DiMOSTRAZIONE. Dimostriamo il punto 2. Supponiamo per assurdo che esistaz € X\ C
tale che esista un cammino « tra un punto x € Ce z. Definiamo A .= CUIma, con Ima
il percorso di @ in X. Si ha che A e c.p.a., essendo esso unione di spazi c.p.a.: Clo e per
ipotesi e Im « lo € banalmente per definizione. In particolare, A C C, dunque per ipotesi
A = C. Maalloraz € A = C,il che ¢ assurdo! Segue che non esiste alcun cammino con
punti esterni a C, dunque C € componente c.p.a. di X. O

EsEmpI0. Ricordiamo I'esempio della pulce e il pettine, cioe lo spazio

X:Yu{p}QchonY:(Ix{O})UU({r}xI) ep:[\/5 1).

o 7
re 2

Questo spazio e connesso ma non c.p.a.. Infatti, le componenti c.p.a. sono due: Ye {p}

7.3 OMOTOPIATRAFUNZIONI CONTINUE

INTUITIVAMENTE... Datidue spazitopologici X, Ye due funzionif,g: X —— Y,siha

un’omotopia tra le due funzioni se una funzione puo essere “deformata in modo continuo”

nell’altra (e viceversa). Per far cio vogliamo trovare una famiglia di funzioni { f t}t - tale
€[o,

che ogni funzione f, : X —— Ysia continua e vari “con continuita” al variaredit € [0, 1]

frafo=fef1=g
DEFINIZIONE 7.4.1. (OMOTOPIA).

continua tale che F(x,0) = f(x) e F(x,1) = g(x) per ogni x € X. La funzione F ¢ detta
omotopiatra feg.

NoTazIioNE. Denotiamo le funzioni omotope con f ~ g. Inoltre, denotiamo gli elementi

della famiglia di funzioni {ft}te[o 1] nel seguente modo:

Vt, fr=F,t): X —> Y. fo=f, f1=8

OSSERVAZIONE. Dato un segmento AB, la funzione

I — 5 AB
t —> tA+(1-1t)B

e biunivoca e, in particolare, ¢ omeomorfismo.

EseEmpPIo. Dato un sottospazioY C R" convesso, per ogni spazio topologico X e per ogni

Due funzionicontinue f, ¢ : X —— Ysidicono omotopeseesisteuna funzioneF : XX — Y
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coppia di funzioni f,g : X —— Ycontinue, allora f e ¢ sono omotope.

DIMOSTRAZIONE. L'omotopia &

F:XX]—— Y _
(x, ) == (1=1) f (x) + 18 (x)

m  Fe ben definita. Sex € X, abbiamo f(x), g(x) € Y convesso: esiste allora il
segmento f (x)g(x) CY,cioe (1 -t) f(x)+ig(x) €Y, Vxe X, t €L
m Fécontinua perché composizione di funzioni continue:

XX —3> YXYXICR2l — S yCR”
D —— (@), g@), t) —— Q-1 f () + 12 (%)

m F(x,0)=f(x), F(x, ) =g(x), VxeX. O

OsSERVAZIONE. SiaY C R” non necessariamente convessoe f,¢ : X ——> Ycontinue

taliche f (x)g(x) €Y, Vx € X. Allora f &€ omotopa a g con la stessa omotopia Fdefinita
qui sopra nel caso di Y convesso.

ATTENZIONE! Nel parlare di omotopie € estremamente importante verificare che siano
ben definite! Infatti, prendiamo ad esempio Y = S C R?2 e le funzioni costantiinpeing,
rispettivamente
fix— st gix—> st
X ——>p X —q

Considerata

F:XXI > R2
(Ry) —> A-Hf@W+tg@) =A-Hp+1tq

essa non & ben definita in Y: presi due punti della sfera S! il segmento non & mai contenuto
in essa!

LEMMA 7.4.1. (OMOTOPIA E RELAZIONE DI EQUIVALENZA).
Siano X, Y due spazi topologici. Lomotopia é una relazione di equivalenza sull’insieme delle funzioni
continueda XeY.

DIMOSTRAZIONE.
m  Riflessivita: sia f : X —— Ycontinua. Consideriamo

F:XXI—Y
(x, t) —— f ()

o E continua perchélo ¢ f;
o F(x,0)=F(x,1)=f(x) Vxe X
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Allora f ~ f.
m Transitivita: supponiamo f ~ g, cioe esiste F : XX I —— Ytale che F(x,0) = f (x)
e F(x,1) = g(x), per ogni x € X. Consideriamo

G: XX —3Y
(x/ t) |—> F(xll_t)

o E continua perché composizione di funzioni continue.
o G(x,0)=F(x,1)=g(x)eG(x,1) = F(x,0) = f (x), per ognix € X.
Allora g ~ f.

m TRANSITIVA: siano f,g,h: X —— Ycontinue, f ~ ge g ~ h, cioé esistono

F:XXI——> YeG: XXI—— Ycon
F(x,00=f(x) F(x,1)=g(®)G(x,0)=¢g(x)  Gx1)=h(x)
per ognix € X. Consideriamo H : XX I ——» Ydefinita come

_ | F(x,2t) telo, 5]
H(x, )—{ G(x,2t-1) tels, i]

o He continua per il lemma di incollamento:

* Eben definita pert = %

* He continua separatamente su X X [O, %] e XX [%, 1], entrambi chiusi.
o H(x,0)=F(x,0)=f(x), Hx 1) =G(x,1) = h(x) per ogni x € X.
Allora f ~ h. O

LEMMA 7.4.2. (COMPOSIZIONE DI OMOTOPIE; MANETTI, 10.13).
Siano X, Y, Zspazi topologicie siano f 1, fo : X —— Ycontinue ed omotope, 81,32 : Y ——> Z

continue ed omotope. Alloragy o f1,89 © fo : X ——> Zsono omotope, ossia
f1~f2,81~8 = 81°f1~82°f2

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che:
m esiste F: XX I —— Ycontinuacon F(x,0) = f1 (x), F(x,1) = fo(x),Vx € X.
m esisteG:YX] —— Zcontinua conG(y,O) =1 (y), G(y, 1) =99 (y),Vy €Y.
Sia
H: XX] —— Z
(x/ t) H G(F(xr t)/t)

m  He continua perché composizione di funzioni continue.
m H(x,0)=G(F(r,0),0)=G(f1 (%),0) = g1 (f1 (), Yx e X.
= H(x,1)=G(F(x,1),1)=G(fz(x),1) =gz (fo (@), VxeX

Allora H e I'omotopia cercata. O
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7.5 EQUIVALENZA OMOTOPICA

Dati due spazi topologici, diciamo che essi sono omeomorfi se esistono due omeomorfismi
I'uno I'inverso dell’altro. Proviamo ora ad analizzare il caso in cui indeboliamo la relazione
tramite 'omotopia.

DEFINIZIONE 7.5.I1. (OMOTOPICAMENTE EQUIVALENTI).
Siano X, Y due spazi topologici. X e Ysono omotopicamente equivalenti, o che han-

no lo stesso tipo di omotopia, se esistono due applicazioni continue f : X —— Ye

g:Y —— Xtalichego f ~ Idye f og ~ Idy. Intal caso, f e g si dicono equivalenze

omotopiche.

OSSERVAZIONI.
I. Se XeYsono omeomorfi, allora sono anche omotopicamente equivalenti.
2. Consideriamo X = R” in topologia Euclidea e Y = {+}, con * un punto. Allora XeY
sono omotopicamente equivalenti.

DIMOSTRAZIONE.
I L'omotopia € una relazione riflessiva, dunque se abbiamo = keh ~ h, allora
h ~ k. Nel caso di un omeomorfismo, preso f con inverga g, si ha

gof=liy fog=Hy = gof~IMdy fog~ Iy
II Consideriamo

fiR —> Y={ §:¥V={ —— R"
X —> = * ——> g(*)=o0

f e g sono continue, inoltre:

fog:Y={} —> Y= —= fog=1,

* — %
gof :R" — R" — ¢ o f = Ogn (applicazione nulla)
XH———>o0

Poiché f og = Idy, per 1. allora f og ~ Idy. Abbiamo che go f = Og» € omotopa a Idgn,
in quanto R" & convesso e due applicazioni continue a valori in R"” sono sempre
omotope, come dimostrato nell’esempio a pag. 88. Una di queste, ad esempio, e la

seguente:
F:R"XI — R"
(1) —> t-x
m  Fécontinua.
m F(x,00=0=(g°f) ).
m F(x,1)=x = g (x). O

ATTENZIONE! Sen > 0, R" e {*} non sono omeomorfi, dato che non possono essere in
corrispondenza biunivoca.
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OSSERVAZIONE. Essere omotopicamente equivalenti € una relazione di equivalenza sull’in-
sieme degli spazi topologici.

DIMOSTRAZIONE.

m  Riflessivita: X ~ X se e solo se esistono f, g continue percuigo f ~ Iy, f og ~ Iy.
Ponendo f = Idy =: gvale banalmentego f = f o ¢ = Idy ~ Idy. Simmetria: ovvia
dalla definizione.

m  Transitivita: da X ~ YeY ~ Zsi hanno

o f:X—=Y,¢:Y—— Xcontinuetalichego f ~ Idy, fog ~ Iiy.
o h:Y —> Z k:Z —— Ycontinuetalichekoh ~ Idy, hok ~ Id,.

Vogliamo trovarea : X — 7, b: Z —— Xcontinue talicheboa ~ Idy, aob ~
Id,. Se definiamo

a=hof:X——7Z b=gok:Z— X
Si ha allora

boa=(gok)o(hof)=golkoh)of
aob=(hof)o(gok)=ho(fog)ok.

Dalla composizione di funzioni omotope
f~f
= (keh)of ~MH,°f
koh~ Idy = go(koh)of ~gold,of.
§~8
Osserviamo che
boa:go(koh)ofrvgojdyof:gof~[dx

equindib e a ~ Idy. In modo analogo

k~k
= (fog)ok~1Id, ok
fog~1Idy — ho(fog)ok~goM,of
h~h
fa si che
gob=ho(fog)ok~holdyok=hok ~ Id,
dacuisihaaob ~ Id,. O

7.5.1 Spazi contraibili

DEFINIZIONE 7.5.2. (SPAZIO CONTRAIBILE).
Uno spazio topologico e contraibile o contrattile se ha lo stesso tipo di omotopia di un
punto.
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ESEMPI.
I. R" e contraibile: siveda I'osservazione precedente.
2. Dall’esempio precedente, per transitivita del tipo di equivalenza, si puo affermare
che tuttii R" sono tutti omotopicamente equivalenti tra di loro.
3. Ognisottospazio X C R" convesso € contraibile.
4. Ognisottospazio X C R” stellato e contraibile.

DiMmoOsTRAZIONE. Dimostriamo I'esempio 4): 'esempio 3) € automaticamente dimo-
strato perché un convesso e stellato per ogni suo punto. Sia P, € Xil punto rispetto al
quale Xe stellato e consideriamo l'inclusione del singoletto {P,} in X e la funzione costante
da Xal punto, entrambe costanti:

it{P) —> X g:X —> (P
m Lafunzione
goi{Py} — {Py}

e pari all'identita Id[PO] del singoletto e dunque ovviamente omotopa ad essa.

m Lafunzione
g =iog: X — X
P—— P,

e costante; vogliamo dimostrare che ¢ € omotopa a Idy. Siccome Xé stellato rispetto
a Py, per ogni P € Xsiha PPy C X. Allora definiamo la funzione

F:XX]—— X
(P, ) —> tP+(1-1)P,

Ha senso definire cio proprio perché su X C R” ci sono le operazioni di somma

e prodotto per scalari. Oltre ad essere ben definita per quanto detto prima, Fé
continuae F(P,0) = Py = ¢ (0), F(P,1) = P= Idx(P). Si hal'omotopia cercata. [l

Esempio. R2\ {(0, 0)} non & né convesso, né stellato.
LEMMA 7.5.1. (X CONTRAIBILE IMPLICA X C.P.A.).

DimosTrAZIONE. Con il seguente diagramma ricordiamo le funzioni in gioco con la
contraibilita:

{+} X

f (costante)

Necessariamente dobbiamo mappare ¢ ad un punto di xy € X. Il singoletto e Xsono in
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equivalenze omotopica, in particolare da cio si ha una funzione costante in x:

p=gof: X— X
X —— Xg

Poiché f e ¢ sono in equivalenza omotopica, si ha che ¢ ~ Idy, cioe esiste un omotopia fra
le due funzioni:

F: XXI —— Xcontinua : F(x,0) = ¢ (x) =xq¢, F(x,1) =Hx(x)=x, Vxe X

Fissatox € X,siaa : | ——> Xdatoda a(t) := F(x, t):
m oecontinua perchéloeF.
m a(0)=F(x,0)=xg,a(1l)=F(x,1) =x.
Segue che a € un cammino da x a un qualunque punto x in X, dunque Xé c.p.a.. O

EseERrcizio. Se XeYsonoomotopicamente equivalenti, allora:
I. Xecp.a & Yec.p.a.
2. Xeconnesso < Yeéconnesso.

DiMOSTRAZIONE. Siano f, g le equivalenze omotopiche.

I =) Considerato f o g ~ Idy, 'omotopia tra le due funzioni e tale per cui:

F:YXI—— Y:Ry,0) = f(g) Ky, 1) =y, Yy ey

Possiamo usare F per costruire, ad y € Yfissato, un arco in Y che collega y ad un

punto di f (X) C Y. Infatti, consideriamoa : ] —— Ydatoda a(t) = F(y, t):

m oecontinua perchéloeF.

= o(0)= Ay,0) = f(g) € f(X), a(l) = Ky, 1) = y
Supponendo Xc.p.a., allora f (X) e c.p.a. Per i ragionamenti appena fatti abbiamo
che ogni punto di Yha un arco che lo collega ad un punto di f (X); presi due punti di
Y possiamo ricondurci sempre a due punti (non necessariamente distinti) in f (X)
che possiamo collegare con un cammino y opportuno in quanto f (X) c.p.a.. Per
giunzione di cammini possiamo collegare con un cammino in Yidue puntidiY,
pertanto per arbitrarieta dei punti sceltiYe c.p.a..
=) Supponendo che Ysia c.p.a., applicando all’equivalenza omotopicago f ~
Idy un procedimento analogoa = ) sihache Xec.p.a.

I =) Sia Xconnesso. SiaY = | J;Y; la scomposizione di Yin componenti con-

nesse. Poiché X & connesso, allora f (X) C Y; per un certo i. Allora (f ° g) (Y)cy,.

Consideriamo I'omotopia F : YX I —— Yassociata a f o ¢ ~ Idy. Come nel punto
I possiamo definire per ogni punto di Yun cammino a (f) = F(y, t) tra y e un punto
di f (X). Poiche per ogniy € Yabbiamo « (0) C Y; per un certoie e c.p.a., allora
a(I) € Y;. Pertanto, anche F(XX I) C Y;, ma F(X X {1}) =Y, il che significa che
Y; = Y, cioé Y é connesso.
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<= ) Supponendo che Y sia connesso, applicando all’equivalenza omotopica
go f ~ Idyun procedimento analogoa = ) siha che Xeé connesso. O

Esempi10. Le sfere S”, Vn > 1 sono spazi topologici c.p.a. non contraibili. Lo dimo-
streremo solo per il caso n = 1, i restanti casi si esamineranno in corsi successivi di
Geometria.

7.6 RETRATTIE RETRATTI DI DEFORMAZIONE

DEFINIZIONE 7.6.1. (RETRATTO).
Sia X'uno spazio topologico e A C Xun suo sottospazio. Diciamo che A € un retratto di X

se esiste una funzioner : X —— Acontinua detta retrazione tale cher|, = Id,, ossia
r(a)=a, Va € A.

OSSERVAZIONE. Ser éunaretrazione, per costruzione e suriettiva, dunque A eredita da
Xtutte le proprieta topologiche che si trasmettono per mappe continue alle immagini - ad
esempio connesso, c.p.a., compatto - nonché le proprieta ereditarie - ad esempio HausdorfT,
base numerabile.

EsempI.
m Dato xy € X, {xo} € sempre un retratto: infatti la mappa costante X —— {x}

soddisfa banalmente le ipotesi di retrazione.
m  Presi X = [0, 1], A = (0, 1] non € un retratto di X dato che non e compatto!.
m Presi X=1[0,1], A = {0, 1} non e un retratto dato che non & connesso!.

ESEMPI (RETRAZIONE RADIALE).
Sia X = R" \ {o} e A = $"! C X. Vogliamo definire una retrazione di Xsu A, cioé una
funzione continuar : R"\ {0} — A = §" 1 tale che Fign-1 = Idg:-1. Definiamo allora
la retrazione radiale:
r:R"\ {o} —— s*1
X — r(x) = ﬁ

m 7 ében definita perché se x # o allora ||x|| # 0.
m rcontinua.

m Sex € "1 allora||x|| = 1, cioé per ogni x € S~ si ha
X
r(x)=—=x

Il

ESEMPIO (RETRAZIONE LINEARE).
Sia X = S1xTIe A =51x{0). Vogliamo definire una retrazione di X'su A, cioe una funzione

continuar: X=S'xI —3 A=5lx {0} tale che T\slxo) = Idslx{O}' Definiamo allora la
retrazione lineare:

r: SIxI > St x {0}

(7:3)
(%, t) =y, t) — r((x, 1)) = (x, y, 0)
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m 7 ében definita.
m 7 continua.
m Sex € S! x({0},allorat = 0, cioé per ogni (x, t) € S x {0} si ha

r(x, t)=(x 0)=(x1).

DEFINIZIONE 7.6.2. (RETRATTO DI DEFORMAZIONE).
Sia X uno spazio topologico e A C Xun suo sottospazio. Diciamo che A € un retratto di
deformazione se:
m 74 = Idy, ciod r & un retratto;
m sei: A <—— Xelinclusionedi Ain X, alloraior: X ——» Xeéomotopa all'iden-
titadi X, ossiaior ~ Idy.

OSSERVAZIONE. Se A e un retratto di deformazione di X, allora A e Xhanno lo stesso
tipo di omotopia.

DIMOSTRAZIONE. Lefunzioni[r]XAei: A —— Xsono continue. Allora:
m ior ~ Idyperipotesi.
m roi: A —— Aelarestrizione dir ad A che, per ipotesi, & proprio l'identita di A,
cioeroi=r 4 = Id, e banalmente sono omotope. O

ESEMPIO. MostriamocheS" 1 C R"\{o} =: Xéun retratto di deformazione. Utilizziamo
la retrazione radiale definita a pag. 95:

r:R"\ {0} —— g1
xl—)r(x):ﬁ

Considerando l'inclusionei : "1 <« X definendo per comodita:

Fi=ior: X ——> X
X — =

Vogliamo che 7 sia omotopa a Idy. Osserviamo che per ognix € X = R" \ {0} il segmento

daxa ”:—” non contiene, per costruzione, I'origine: allora esso € interamente contenuto in

X = R"\ {0}. Dunque, riprendendo I'osservazione di pag. 89, definiamo 'omotopia

F: XX] — X
x ) — 1-Hx+t=

Il

=7(x), F(x,1) = x = ldx (x).

Infatti, Fé ben definita, continua e F(x,0) = Il_zﬂ

COROLLARIO 7.6.1. (S"! omoTora A R"\ {1 PUNTO}).
In generale vale che S"~1 ¢ retratto di deformazione di R" \ {un punto); in particolare hanno lo stesso
tipo di omotopia.
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INTUITIVAMENTE... Sel'omeomorfismo permette di deformare uno spazio mantenendo
certe qualita, 'equivalenza omotopica risulta essere una forma piu debole di trasformazio-
ne, in cui posso sempre deformare uno spazio perdendo tuttavia certe qualita. Riprendendo
I'intuizione (non sempre corretta) di omeomorfismo enunciata nel Capitolo 1, possia-
mo vedere allora I'equivalenza omotopica come una deformazione che piega e allunga
uno spazio senza formare strappi (f continua) ma che permette fino ad un certo punto
sovrapposizioni e incollamenti (ad esempio, non posso far sparire alcuni fori né ammassare
indiscriminatamente troppi punti). Dunque, sotto queste condizioni, posso rendere la
retta un punto, mentre il piano senza un punto si puo trasformare un una circonferenza. Allo
stesso tempo pero, non posso “concentrare” la sfera in uno solo punto. Ancor piu che con
il ragionamento intuitivo sull'omeomorfismo € necessario esercitare estrema cautela
nell’applicare questa nozione euristica di omotopia.

DEFINIZIONE 7.7.1. (BOUQUET DI CIRCONFERENZE).
Un bouquet di 7 circonferenze ¢ uno spazio topologico ottenuto unendo in un punto n
copie di S*.

ESEMPI (ALTRI ESEMPI DI EQUIVALENZE OMOTOPICHE).
1. R2)\ {2 punti} halo stesso tipo di omotopia di un bouquet di due circonferenze: si pud
ottenere attraverso una composizione continua di retrazioni radiali e lineari.
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2. R?)\ {n punti} ha lo stesso tipo di omotopia di un bouquet di n circonferenze.
3. R3\ {1 retta} halo stesso tipo di omotopia di R? \ {1 punto} per retrazioni lineari,
dunque ha la stessa omotopia di S! per i ragionamenti precedenti.
4. Per R3\ {2 rette} dobbiamo distinguere a seconda della relazione fra le due rette.
m  Sele rette sono disgiunte, X ¢ sempre omeomorfo a

R3\{assez}\{x:y:1}::)~(,

cioé lo spazio R3 privato di due rette perpendicolari al piano xy e distinte.
Considerato ora Y = {piano xy} \ {(0,0), (1, 1)}, questo risulta un retratto
di deformazione di X con retrazione:

7 X—y
(x, Y, z) — (x, Y, O)
Infatti, la funzione e sempre ben definita, continua e, considerata la restri-

zione di r ad Y, segue che banalmente che e I'identita di Yin quanto tutti
i punti di Y hanno gia la forma (x, v, 0). Guardando invece ¥ = i o r con

i:Y —— X un'omotopia con Idy e
F:XxI— X: F((x, Y, z),t) = (x, Y, tz).
Infatti, Fé banalmente ben definita, continua e
F(x,00=(x,y,0)=F(x)  F(x,1)=(x, y, z) = Hg(x).

Segue che X, e dunque anche X per omeomorfismo, ha la stessa omotopia
di R2 \ {2 punti} e di un bouquet di due circonferenze.

Se le due rette sono incidenti, a meno di omeomorfismi si intersecano
nell’origine. Consideriamo dunque X = R3 \ {r; Uy} e lo spazio A =
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S2\ {P;, Py, Q1, Qs}. Se prendiamo la retrazione

e l'omotopia

siverifica in modo analogo a come visto nel caso della sfera e dello spazio
privato dell’origine (esempio a pag. 96), trattando con una retrazione radiale
ben definita e la sua omotopia nota, che A é retratto di deformazione di X.
Segue allora che hanno lo stesso tipo di omotopia.







CAPITOLO 8

GRUPPO FONDAMENTALE

“La Geometria algebrica sembra aver acquisito la reputazione di essere esoterica, esclusiva e molto astratta,
con adepti che stanno segretamente complottando per impadronirsi di tutto il resto della Matematica. Da
un certo punto di vista quest’ultimo punto é esatto.”

DAVID MUMFORD, assolutamente non un adepto della Geometria algebrica.

EL Capitolo 7, abbiamo studiato diverse proprieta legate all'omotopia, mostrando alcuni
N esempi di spazi omotopicamente equivalenti. Tuttavia, non abbiamo ancora formaliz-
zato un aspetto dell’'intuizione iniziale: come contiamo i buchi di una figura?
In questo capitolo proseguiamo la trattazione introducendo un oggetto algebrico che asso-
ciamo come invariante ad uno spazio topologico: il gruppo fondamentale. Definendo
una versione dell'omotopia specifica dei cammini, utilizziamo questo gruppo formato dalle
classi di equivalenza omotopica di cammini chiusi per mostrare in termini rigorosi la presenza
di buchi.
Inoltre, largo spazio sara lasciato alla dimostrazione del primo gruppo fondamentale non
banale, quello della circonferenza.

8.1 OMOTOPIE FRA CAMMINI

NoTAZIONE. Se non specificato differentemente, useremo I per indicare l'intervallo
[0, 1] con la topologia euclidea.

DEFINIZIONE 8.1.I. (OMOTOPIA DI CAMMINI).
Sianoa, f : I ——» Xdue cammini entrambi da a a b. Allora a, fsono cammini omotopi

seesisteF : IXx ] ——> Xtale che

Vt el eomotopiatraaefj;

{F(t, 0)=a(t)
F(t, 1) = p(t)

101
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e
F(0,s) = .
©,5)=a Vs e IF(-,s) esempreun camminotraaeb
F(1,s)=0b
a(t)
L4
a b
>

Fé detta omotopia di cammini o omotopia a estremi fissi.

DEFINIZIONE 8.1.2. (INSIEME DEI CAMMINI).
Indichiamo con Q) (X; a,b) 'insieme dei cammini in Xdaa a b.

OsSSERVAZIONE. L'omotopia di cammini € una relazione di equivalenza su Q (X; a, b).

DIMOSTRAZIONE.
m  Riflessivita: presa F(t,s) := a(t), essa € ben definita, continua e

F(t,0) = a(t), F(t, 1) = a(t), F(0,5) = a(0) = a, F(1,5) = a(1) = b,

cioe e omotopia di cammini tra a e @ e quindi @ ~ a.
m  Simmetria: da a ~ fsappiamo che esiste Fomotopia di cammini per cui

{Hhmza@
F(t,1) = B(t)
Per avere f§ ~ a, poniamo F (t,s) := F(t, 1 — s): essa & ben definita, continua e

F(t,0)= F(t,1) = B(t), F(t,1) = F(t,0) = a(t)
F(0,5) =F(0,s)=a, F(1,s) =F(1,5)=b

cioe e omotopia di cammini tra fe a e quindi f ~ a.
m  Transitivita: da @ ~ fabbiamo

F(t,0) = a(t) F(0,5)=a
F(t,1) = B(}) F(1,8)=b

mentreda f ~ y
G(t,0)=p() G(0,s) =a
G(t, )=y G(1,s)=b
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Definita allora la seguente funzione

_[E(t,2s) sese [0, 1]
= {G(t, 2-1) sese[l 1]

Essa € ben definita, continua per il lemma di incollamento e tale per cui
H(t,0)=F(t,0)=a(t), Ht, 1) =G, 1) =y(t)
H(,s)=a, H(1,s) =D

cioe e omotopia di cammini tra a e y e dunque a ~ y. O

RicOorDIAMO... Abbiamo gia definito due “operazioni” fra insiemi di cammini, senza
averle necessariamente formalizzate:

m  Prodotto di cammini:

*:Q(Xab)xQ(Xb,c) —> Q(X;a,c)
(a, p) | > axf

l4

m [nversione di cammini:

1 Q(Xa,b) —> Q(X;b,a)
Q——a

OSSERVAZIONE. Siha@ = a. Infatti, essendo @ (t) = a(1 — t), si ha

= at)=a(1l-t)=a(t)

LEMMA 8.2.1. (COMPOSIZIONI DI OMOTOPIE DI CAMMINI; KOSNIOWSKI, 14.2).
Datia, o’ € Q(X;a,b)ep, p’ € Q(X; b, c), in termini di omotopie di cammini:

a~ad'ef~p = a+xf~a' xpf

DiMOSTRAZIONE. EsistonoF,G : IX I —— Xtaliche

{F(t, 0)=a(t) {F(O, s)=a

,Vt, sel
F(t, 1) =a’ () F(1,s)=b
G(t,0) = p(t) G(0,5)=b Vi sel
Gt,1D)=p (@) G(1,s)=c
Consideriamo H : IX ] ——> Xdatada
<t<1
H(ts) = F(2t,s) se?_t_ >
G(2t-1,s) segstsl

m  Heben definita pert = L

3¢
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m  He continua per il lemma di incollamento, essendo definito sui chiusi [0, %] xIe

[%, 1] X Ieé continua su di essi.
m  Perognit e omotopia in quanto

{H(t, 0) = (axp)(t)
H(t, 1) = (' * ') (1)

m Perognis € [ha estremi fissi:

H(0,s) =F(0,s) =a
H(1,s)=G(1,s)=c

Feél'omotopia a estremi fissi cercata. O

LEMMA 8.2.2. (CAMBIAMENTO DI PARAMETRI; MANETTI, 11.3).
Siaa : I —— Xuncamminoee : I ——» Iuna funzione continua taleche p (0) = Oe ¢ (1) = 1.
Alloraac ¢ ~ a.

DIiMOSTRAZIONE. SiaF : IX I —— Xdatada F(t,s) := a(s¢ (t) + (1 —s) ¢).
m s5¢(t) + (1 -s)teunacombinazione lineare che € contenutain I C R Vt, s € Iper
convessita dell'intervallo I, da cui segue che Fe ben definita.
m  Fcontinua perché composizione di funzioni continue.
m  Perognit € Ie omotopia in quanto

{F(t, 0) = a(f)
F(t, 1) = a(o (1))
m  Perognis € I'ha estremi fissi:
F(0,s) = «(0)
F(1,s)=a(s+1-s)=a(1)
Hel'omotopia a estremi fissi cercata traae a o ¢. O
DEFINIZIONE 8.2.1. (CAMMINO COSTANTE).

Il cammino costante C, nel punto 2 € un cammino che non si sposta mai da esso, cioe e
descritto dalla funzione costante nel punto

C,: I — X
t—— a

PROPRIETA 8.2.1. (PROPRIETA DELL'OMOTOPIA DI CAMMINI; MANETTI, 11.4 E 11.6).
Sia X spazio topologico e si considerino i cammini

a€Q(Xa,b) peQXbc) yeQ(Xcd)
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Valgono le sequenti proprieta:
1. Associativita: (a* f)*y ~ a* (f*7y).
2. Rapporto coi cammini costanti: C, * a ~ o ~ a * G,
3. Inverso:axa ~ C,eaxa~ C,

DIMOSTRAZIONE.
I Scriviamoidue cammini:

a(4t) o, 1]
(@*B)=n) () =1 p(4t-1) te[i 3]
y(2t-1) te[% 1]

a(2f) telo, 5]
(@x BN =1 p4t-2) tels,
v (4t - 3) te[%,

I due cammini differiscono per una riparametrizzazione ¢ : I —— Idia = (f*7y)
definita in questo modo:

2s = 4t s =2t te[O,%]
45-2=4t-1 = {s=t+3 te[f 3]
45-3=2t-1 s=f+4 te[%,l]

2t te[O,%]

#O=tg telg ]

5 1]

m ¢ ebendefinita e continua per lemma di incollamento.
m $(0)=0e¢p(1)=1.
m ((ax (7)) (@ () = ((axp)*y) (D).

Per il lemma del cambiamento di parametro i due cammini sono omotopi.
II  Scriviamo i due cammini:

| oa te[O,l]
‘Ca*“’(”‘{a@t_n relt 1]

(a*cb)(t):{ a(2) teo, 3]

72
b ote[l 1]

I due cammini differiscono per delle riparametrizzazioni di a, che denotiamo con
¢ : I —— Iey : I ——> I definite cosi:

{0 telo, 5] [ 2t te|o, 3]
¢(t)_{2t—1 rel2 1] "’“)‘{ relt 1]

m ¢ eysonben definite e continue per lemma di incollamento.

m ¢(0)=0,y(0)=0e¢p(l)=1Ly(1)=1



106 CAPITOLO 8. GRUPPO FONDAMENTALE

m (Gra)t)=a(@(t)e(axC)(t) = a(y(t)).

Perillemma del cambiamento di parametro i due cammini sono entrambi omotopi
a a, si hanno quindi le equivalenze omotopiche cercate.

III Esufficiente dimostrare che a * @ ~ C,. Possiamo immaginare di rappresentare
tutte le parametrizzazioni di cammini definiti da un omotopia sul piano I X I, con
t sulle ascisse e s sulle ordinate. In questo modo, i punti a di inizio e b di fine sono
rappresentati dai segmenti verticaliint = O eint = 1, mentre i cammini a di
inizio e f fine sono segmenti orizzontaliins = 0 e s = 1. Dunque, all'interno di
IX Ipossiamo trovare, fissato s, tutti i cammini F(:, s) di estremi a e b compresi tra
i cammini a e f: essi sono rappresentati da segmenti orizzontali.

Nel nostro caso, possiamo considerareil puntoadi s
inizio e il punto b di fine del cammino a. Nei due
cammini “esterni” o il cammino non si sposta mai
da a(C,), oppure percorre tutto il cammino « fino
ab, che e raggiunto pert = %, e torna poi indietro
per lo stesso cammino (a * @). Tuttavia, dobbiamo
considerare anche cammini che percorrono « fino [ o loamie o e
ad un punto c intermedio fra a e b, stanno fermi in ‘

¢ per poi tornare indietro. Definiamo la seguente
omotopia: 0

a (2t) seOStS%
F(t,8) =14 a(s) ses <t<1-3
@(2-2t) sel-5<t<1

Verifichiamo che lo sia:

m  Feben definita grazie alla ben definizione di a: tutti i valori di Frisultano

interni ad X;

m Fecontinua per il lemma di incollamento;

m F(t,0)=a(0)=C,(t), F(t,1) = axa(t)e F(0,5) =a = F(1,s).
In questo modo teniamo conto della possibilita del cammino di “fermarsi” per un
certo tempo in un particolare punto a (s).

O

8.3 GRUPPO FONDAMENTALE

DEFINIZIONE 8.3.1. (LAacc1o).

Sia X'uno spazio topologico e fissiamo un punto x, € X. I lacci o cappi sono i cammini
chiusi in X] cioe tutti i cammini il cui punto iniziale e finale coincidono. Il loro insieme si
denota come Q (X; xq, Xq)-

OssSERVAZIONE. Possiamo notare come per ognia, f € QQ(X; xg, xo) si ha

axfe (X xg,xp) a € Q(X xg,xg) -

Allora, se quozientiamo l'insieme dei lacci rispetto alla relazione di equivalenza data
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dall’omotopia di cammini, esso possiede una struttura di gruppo:
m1(X, xg) = Q(X X0, x0) /! ~

Preso un laccio @, indichiamo la sua classe di equivalenza in 7 (X, x) con [a]. Allora:
m ]l prodotto di cammini da un operazione ben definita su 71 (X, x) grazie al lemma
8.2.1 (Kosniowski, 14.2):

[a] - [p] = [a = f].

m  Loperazione appena definita e associativa per il primo punto della proposizione
8.2.1 (Manetti, I1.4 e I1.6).
] [CxO] e I'elemento neutro, sempre per la proposizione 8.2.1 (Manetti, 11.4 e 11.6):

[Co] [o] = [a] = [a] - [y, ]
m [a] él'inversodi[a], cioe [oc]_1 := [a], per la proposizione 8.2.1 (Manetti, 11.4 e I1.6):
[@] - [a] = [Cyy | = [a] - [@].

ATTENZIONE! La proposizione 8.2.1 (Manetti, 11.4 e 11.6) ci garantisce che la composi-
zione di cammini omotopi € omotopa

(axp)xy~ax(fxy),

dunque possiamo parlare della classe [a * § + y]. Tuttavia, al di fuori del quoziente non
ha senso a * f * y! L'ordine con cui congiungiamo i cammini da luogo a due cammini
certamente omotopi, ma non uguali, dato che la parametrizzazione varia“.

?Questo sivede chiaramente nella dimostrazione della proposizione.

DEFINIZIONE 8.3.2. (GRUPPO FONDAMENTALE).

Dato uno spazio topologico X e fissato un punto x, detto punto base, il gruppo fonda-
mentale con punto base x( e il gruppo 71 (X, x¢) definito nell’osservazione precedente. Si
chiama anche primo gruppo fondamentale o gruppo di Poincaré.

8.3.1 Dipendenza dal punto base

TEOREMA 8.3.1. (7; DIPENDE DALLA COMPONENTE C.P.A.).

Il gruppo fondamentale dipende solo dalla componente c.p.a. contente il punto base x. In altre parole,
sex, y € Xappartengono alla stessa componente c.p.a., preso un arco y da x a y e considerata la
funzione

re (X x) — ﬂl(le)’
[a] ——— [7*a=y]

e ben definita ed é un isomorfismo di gruppi, cioé 71 (X, x) = mq (X, y).

RicorDIAMO... Una funzione fra due gruppif : (G, -5) — (H, ') € un omomorfi-
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smo di gruppi se

flagb)=f(@pf(b) VYa beG

Se f & biettiva, allora parliamo di isomorfismo di gruppi.

DIMOSTRAZIONE.
m y4eben definito in quanto la classe [y * a * y] € ben definita per la composizione
dei cammini ed e la classe di equivalenza di un cappio di y (v parte da y e raggiunge
x, con a« compie un cammino chiuso in x per tornare al punto di partenza y).
®m 4 e un omomorfismo di gruppi:

va(al-[B]) = vy ([ax ) = [F+axfryl=[yraxCoxfry] =
=[rraxysy=pryl=[yraxy]-[r+B*y]=ry(a]) - vs (B
Infatti, anche I’elemento neutro viene mappato all’elemento neutro del codominio:
(G =7+ Cxyl=[7*r]1=[C,]

m  Possiamo associare in modo analogo al cammino ¥ il cammino

Ve mi(Xy) — m1(X %)
[a] ———> [y*ax7]

In modo assolutamente analogo a come visto sopra, si vede che € un omomorfismo;
verifichiamo ora che y; e 7, siano 'uno I'inverso dell’altro:

Ta (s (@) =74 (Fraxy]) = [+ Txaxy+7] = [C xaxC] = [a]
@ ([a]) = vy (yxax¥]) = Fryraxy*y] =[G xaxC)] = [a]

Segue che allora y; e biettiva.

OSSERVAZIONI.
m  Se due punti x; e x5 stanno in componenti connesse per archi diverse, non c’e
alcuna relazione tra 7 (X, x1) e 71 (X, x9).
m Se Xec.p.a., il suo gruppo fondamentale e unico a meno di isomorfismo.

EseEmpro. SiaY C R" un sottospazio convesso ey, € Y. Allora 7 (Y, yo) = {1} e banale;

in particolare, allora nl(R”,yO) ¢ banale per ogni n.

DIMOSTRAZIONE. Sia [a] € nl(Y,yO). Vogliamo mostrare che [a] = [Cyo]' cioe che
a~ Cyo' Consideriamo F : I X ] —— Ytale che

F(t,s) =s(a(t) +(1-s)yq
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m Frisulta ben definita, essendo una combinazione convessa al variare dis € [0, 1]
tra a (t) € Ypert fissato e yy € Y che e un sottospazio convesso.

m  Fe continua perché composizione di applicazioni continue.

m  Perognit € e omotopia in quanto

F(t,0) =yo =C,, ()
F(t, 1) = a(t)

m Perognis € I'ha estremi fissi:
{F(o,s> =5 (0) + (1 =95)yo = syo +(1-5)yo = Yo
F(1,5) = sa(1) + (1 -s)yo = syo + (1 =5) Yo = Yo

Segue che Fe un omotopia di cammini tra C, | e a, dunque segue la tesi. O

DEFINIZIONE 8.4.1. (SPAZIO SEMPLICEMENTE CONNESSO).
Uno spazio topologico X ¢ semplicemente connesso se € c.p.a. e ha gruppo fondamentale
banale.

EsgmpI.
m R" e semplicemente connesso.
m  Ogniconvesso di R" e semplicemente connesso.

8.4.1 Mappe continue e omomorfismo di gruppi
NOTAZIONE. f : (X, xg) —> (Y, yo)indica una funzione continua f : X —— Ytale

che f (xg) = yo.

OsseRVAZIONE. Consideriamo f, : X ——> Ycontinua e due cammini@in Xdaaabe
pin Xdabac.

a f i f
foa foB
Si ha che:
I. fo(a*ﬂ):(foa)*(foﬂ).
2. feoa=foa.

3. Sea~a,allorafoa~ foa.

PROPOSIZIONE 8.4.1. (FUNZIONE CONTINUA FRA SPAZI E OMEOMORFISMO TRA GRUPPI
FONDAMENTALI).

Dati X, Y spazi topologici, due puntixg € X, yg € Ye f : (X, xg) — (Y, yo) funzione continua,
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si puo associare un omomorfismo tra i corrispettivi gruppi fondamentali:

for m(Xxg) —> 751(Y/y0)
[a] —— [feq]

DIMOSTRAZIONE.
m f,ebendefinita. Infatti, f ca € Q) (Y, yo,yo) ese[a] =[a’], @ ~ a’. Peril punto 3
dell'osservazione precedente,siha f ca ~ f o a’, cioe [f 0 a] =|fo a’].
m  f, éunomeomorfismo di gruppi. Infatti, presi [«], [#] € 71(X, xg), si ha:

follal 18D = f.(lax B) = [f o (@x )| =[(f o)+ (o B)] = [f o] [f = 8] =
= f.(la]) - £. ([BD)

Inoltre, f, ([CXO]) = [f ° CxO] = [Cyo]’ O

8.5 DIGRESSIONE: CATEGORIE

DEFINIZIONE 8.5.1. (CATEGORIA). Una categoria € consiste di:
m una classe Ob (¥), i cui elementi sono detti oggetti di €;
m  per ogni coppia di oggetti Xe Ydi % una classe homg(X,Y), i cui elementi sono detti
morfismida XaY;
m per ogni terna di oggetti X, Y, Zun’operazione binaria detta composizione di
morfismi:
homg (X, Y) X homg(Y, Z) —— homg (X, 2)

(£ 8) 1 > gof

Questi oggetti devono soddisfare i seguenti assiomi:
1. Associativita: per ogni f € homg(X,Y), ¢ € homg(Y,Z), h € homg(Z W) siha

ho(gof)=(hog)e fin homg(X, W)

2. Identita: per ogni oggetto X esiste un morfismo identita Idy € homg(X, X) tale
che

f o IdX = f Vf S homcg()(, Y)
dyog=g VYg€homg(Z X)

Sidimostra che Idy € unico per ogni oggetto X.

DEFINIZIONE 8.5.2. (ISOMORFISMO).

Un morfismo f € homg(X,Y) si dice isomorfismo se esiste ¢ € homg(Y, X) tale che
gof =Idye fog = Idyintal casog & unico e si pone ¢ = f~1. Inoltre, due oggetti Xe Y
sono isomorfi se esiste f € homg(X,Y) isomorfismo.

ESEMPI (ESEMPI DI CATEGORIE).
I. Set Oggetti: insiemi.
Morfismi: applicazioni tra insiemi.
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2. roGrp Oggetti: gruppi.
Morfismi: omomorfismidi gruppi.

3. Vecty Oggetti: spazi vettoriali su campo K.
Morfismi: applicazioni lineari.
4. Top Oggetti: spazi topologici.
- Morfismi: applicazioni continue.
5. Top* Oggetti: spazi topologici con punto base quali (X, xg).

Morfismi: applicazione continue f : (X, xg) —— (Y, yo)-
6. Ktop Oggetti: spazi topologici.
Morfismi: classi di omotopia di funzioni continue da Xa Y.*
7. Preso uno spazio topologico X, si puo considerare la categoria seguente:
Ouv(X) Oggetti: aperti di X.
0 Op(X)
Morfismi: inclusioni.
Nello specifico, se U, V C Xaperti, allora

g seUZV

home (U, V) = { {i} seU V

“La composizione in Ktop ¢ garantita dalla composizione di omotopie (lemma 7.4.2, Manetti 10.13).

ATTENZIONE! Comesievince dall'esempio 6., 1 morfismi delle categorie possono anche
non essere funzioni!

8.5.1 Funtori

DEFINIZIONE 8.5.3. (FUNTORE).

Siano &/, % due categorie. Un funtore F : o/ ——> 3B consiste di due funzioni:
I. una funzione sugli oggetti

F:O0b(of) — Ob(R)

X ———— F(x)

2. una funzione sui morfismi che, a seconda della sua costruzione, definisce due tipi di
funtori:
m parliamo di funtore covariante” se, per ogni coppia di oggetti X, Yin &,
si ha un’applicazione

F:homy(X,Y) —— homg((X), F(Y))
fi > F(f)

che preserva i morfismi identita e la composizione:
o Identita: per ogni X € Ob ()




112 CAPITOLO 8. GRUPPO FONDAMENTALE

o Composizione: per ogni f € hom(X,Y), g € homy(Y, Z)

F(gof)=F(g)<F(f)
F(f)

F(X) > F(Y)

\/M F(s\‘ /f(g)

m Parliamo di funtore controvariante se, per ogni coppia di oggetti X, Yin
4/, sihaun’applicazione

F : hom(X,Y) —— hom (&) F(Y)F(X)
fi > F(f)

che preserva i morfismi identita, mentre inverte la direzione della compo-
sizione:
o Identita: per ogni X € Ob ():

o Composizione: per ogni f € homy(X,Y), ¢ € homy(Y, Z):
F(g=f) = F(f) - £(3)
7f)

F(X) < F(Y)

\/MF(;\ /f(g()

“In letteratura, il funtore covariante spesso viene indicato anche solo come funtore.

OsservAzIONI. Un funtore porta:
m isomorfismi in isomorfismi;
m oggetti isomorfi in oggetti isomorfi.

DiMOSTRAZIONE. Se f € homy(X,Y) ¢ isomorfismo in &/, esiste ¢ € hom (Y, X) tale
cheg = f‘l, cioego f = ldy, f og = Idy. Ma allora, se F é covariante,

F(g)oF(f) :F(gof) = F(dx) = Iy,
F(f) o F(g) = F(f o8) = FUldy) = gy,

F(f) € homg((X),F(Y)) e isomorfismo con inverso F(g) € homg((Y),F(X)). Se Fe
controvariante,

F(g) OF(f) = F(fog) = F(ldy) = ldgy)
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F(f)oF(g):F(g°f):F(Idx):IdF(X)

F(f) € homg((Y), F(X)) e isomorfismo con inverso F(g) € homg((X), F(Y)). O
EseMmpI.
I. F:Gr — Set
Oggetti: G )—G

Morfismi: [f G —> H]|—> [f G — H]
Questo funtore covariante si chiama anche funtore dimenticante, in quanto associa
un gruppo all'insieme su cui si basa.

F:Top — Set

Oggetti: G T)—G

Morfismi: [f G — H]|—> [f G — H]
In modo analogo, si definisce il funtore dimenticante fra Top e Set, che associa lo
spazio topologico all'insieme sui cui abbiamo definito la topologia.

2. F: VectK D VectK
Oggetti: Vi V' = {applicazioni lineariV —— K}
t. * *
Morfismi: [f VvV — Wlineare] — frrw >V
¢ @°f
f @
V— W —7K
Questo funtore controvariante e chiamato funzione trasposta.
3. F:Top” ——> Gr
Oggetti: (X, x9) > 7m1(X x0)
for 1 (X x0) — 71(Y,y0)
[a] —— [foq]

Questo funtore covariante si basa sull’omomorfismo tra gruppi fondamentali in-

dottoda f : (X, x0) — (¥, vo).

Morfismi: [f (X xg) — (Y, yo)] —

DiMOSTRAZIONE. Dimostriamo la funtorialita dell'ultimo esempio.
m Identita: per ogni (X, xy) € Ob (Top*):

F(ldx) = (Hy), : m1(X,x0) ——— m(X,x0) (Idy), = Id
[a] ——— [Hx e a] = [a] + = Fna(xxo)

m  Composizione: Siano

(X, x0) ;> (Y, yo) 25z Z0)
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Vogliamo che F(gof) = (gOf)* =g.of:

F(g° @) = (g°f) (a) =[g°foa]=g.([f >a]) = & (f. (1aD) = (. £.) ([])
]

8.6 OMEOMORFISMI E GRUPPI FONDAMENTALI

COROLLARIO 8.6.1. (OMEOMORFISMO DI SPAZI IMPLICA ISOMORFISMO DI GRUPPI
FONDAMENTALI).

Sef : X —— Yeunomeomorfismo, allora f, : 71(X,xq) —> 71 (Y, yo)éisomorﬁsmo digrup-

pi, perognixg € X.
RICORDIAMO... Sego f e una funzione biunivoca, allora f & iniettiva e g € suriettiva.

COROLLARIO 8.7.1. (RETRATTI E OMOMORFISMI DI GRUPPI FONDAMENTALI).
Sia A C Xun retratto con retrazioner : X ——> Aceinclusionei : A ——» X Si ha che:

m VaeA i, : ni(A a) — 71(X, a)eéunomomorfismo iniettivo.

m VaeA v, : n1(X,a) —— 7m1(A, a)éun omomorfismo suriettivo.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo dalla definizione che r|, = Id 4; poiché

roi:A— A
X —— r(x)

siharoi=r, =Id,. Allora, passando con il funtore all'omomorfismo di gruppi

71(A, Q) —— 71(X,2) —=3 71(A, q)

\\\\\_////”

7400,
notiamo cher, o i, = (roi), = (ld,),, cioér, o i, e biettiva. In particolare, per quanto

ricordato poco sopra i, € iniettiva e r, suriettiva. O

TEOREMA 8.7.1. (ISOMORFISMO TRA GRUPPI FONDAMENTALI; KOSNIOWSKI, 15.12).

Siano f, g : X ——> Ycontinue, omotope e x, € X. Allora esiste un isomorfismo di gruppi

¢ 71(Y, f (x0)) — 71(¥,8(x0))

tale che
g =@o°f.
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Piu precisamente, data lomotopia F : XX I —— Ytra f e g, allora
y:=F(xg,t) : I —> Y

eunarcoda F(xy,0) = f (xg) a F(xq, 1) = g (xq); dunque

ve 71 (Y, f(x0)) — 71(X g(x0))
[a] —— [7*ax*y]

e un isomorfismo di gruppi e si ha:

S =vsofs
71(X, x0)
f/ X 0
71(Y, f(xo)) - > 71(X,8(x0))

COROLLARIO 8.7.2. (FUNZIONE OMOTOPA ALL'IDENTITA E ISOMORFISMO DI GRUPPI).
Se f : X —— Xeé una funzione omotopa all'identita, allora f, : n1(X,xqg) — 71 (X, f (xo))é

isomorfismo di gruppi, per ogni xy € X.

DiMmosTrRAZIONE. Datal'omotopia F : XX I —— Ytra f e Idy, allora

y:=F(xg,t) : I —> Y

eunarcoda F(xg,0) = f (xg) a F(xg, 1) = Idyx (xg) = x¢; dunque, per il teorema precedente
segue che

rs: m1(X, x9) —> ”1(er(x0))
€ un isomorfismo di gruppi e si ha
fe=rgo(ldy), =vge Idﬂ'l(X,xO) = Vi

In particolare, ne segue che f, = y; € isomorfismo. O

RicorDIAMO... Siano A, B, C, Ddegli insiemie f, g, I delle applicazioni come nel
diagramma seguente,

gf
A lypg $3c_hyp
hog

tali per cuig o f, I o g sono biunivoche. Segue che f e biunivoca; infatti:
m f einiettiva perché g o f e iniettiva.
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m f ésuriettiva: preso b € Beil corrispettivo g (b) € C, dal fatto che g o f e biunivoca
segue cheesistea € A: g (f (a)) = (g ° f) (a) = g (b). Essendo h o g biunivoca, g &
iniettiva, dunque b = f (a) e quindi f suriettiva; segue la tesi.

TEOREMA 8.8.1. (INVARIANZA OMOTOPICA DEL GRUPPO FONDAMENTALE; MANETTI,
11.22).

Siano X, Y spazi topologicie f : X —— Yunequivalenza omotopica. Allora per ogni xo € Xsi ha
che
for m1(X x0) — 71(Y, f(x0))

e isomorfismo di gruppi.

DiMoOsSTRAZIONE. In quanto f : X —— Yeé un’equivalenza omotopica, necessaria-

mente esisteg : Y ——» Xcontinua tale che

gof~ly  fog~ldy

Sugo f ~ Idyapplichiamo il teorema precedente.

m1(X, xo)
(y \(M)()::Id”l(xrxo)a
T#
1 ()(' 8 (f (XO))) isomorfismo di gruppi v & ()(' xO)

Per il corollario appena visto, poiché g o f ~ Idy, segue che (g ° f) =g.o° f, éisomorfismo
di gruppi. Allora consideriamo lo schema seguente:

geof=(3of).

TN

71(X, x0) .7 ﬂl(Yff(xo)) — nl(X,g(f(xo)))

PN

(Y, £ (3 (f (x0))))

Sapendo che f o ¢ ~ Idy, possiamo dimostrare in modo analogo, usando come punto base
f(xg) € Y,che f,og, = (f og) e isomorfismo di gruppi. Applicando il ragionamento
insiemistico ricordato in precedenza (pag. 115) segue che f, € un omomorfismo biettivo,
cioe un isomorfismo. O

Il funtore covariante manda I'identita iy nell'identita i, siveda pag. 113).

Xx0) (

COROLLARIO 8.8.1. (GRUPPO FONDAMENTALE DI C.P.A. E PROPRIETA OMOTOPICA).
Se X e Y sono spazi topologici c.p.a. e omotopicamente equivalenti, allora hanno gruppi fondamentali
isomorfi.
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DimosTrAZIONE. Dal teorema appena dimostrato sappiamo che se due spazi sono
omotopicamente equivalenti, il gruppo fondamentale di X rispetto ad un qualunque
punto base in X & isomorfo a quello di Yrispetto f (x(). In particolare, se gli spazi sono
c.p.a., il loro gruppo fondamentale € unico a meno di omomorfismi. Segue che il gruppo
fondamentale di X € isomorfo all'unico gruppo fondamentale di Y. O

COROLLARIO 8.8.2. (SPAZIO CONTRAIBILE E SEMPLICEMENTE CONNESSO).
Sia X uno spazio topologico contraibile. Allora X é semplicemente connesso.

DiMOSTRAZIONE. Xcontraibilesignificache Xhalo stesso tipo di omotopiadi {+}. Segue
che, per il corollario precedente, il gruppo fondamentale di X e banale:

71 (X) = 7 (+) = {1)
Essendo X contraibile, X e anche c.p.a., dunque vale la tesi. O
COROLLARIO 8.8.3. (RETRATTO DI DEFORMAZIONE E ISOMORFISMI DI GRUPPI FONDA-

MENTALI).
Sia A C Xun retratto di deformazione. Allora per ognia € A

i* : ”I(Ala) — ﬂl(X,ﬂ) T ﬂ'l(X,ﬂ) — ﬂl(Ara)

e isomorfismo di gruppi. O]

8.9 NUMERO DILEBESGUE

Per poter calcolare il gruppo fondamentale delle sfere S", con n > 2, abbiamo prima bisogno di
qualche risultato preliminare.

DEFINIZIONE 8.9.1. (DISTANZA DI UN PUNTO DA UN INSIEME IN UNO SPAZIO METRICO).
Sia (X, d) uno spazio metrico e C C X un sottoinsieme non vuoto; preso x € X, la distanza
di x da Ce definita come:
d(x,C) = infd (x,y)
&) = gty

Vediamo alcune proprieta.

PROPRIETA 8.9.1. (PROPRIETA DELLA DISTANZA DA UN INSIEME).
1. Valed(x,C) > 0, inoltred (x,C) = 0 see solo se

Ve >0, EIyeC:d(x,y)<s

ossia se e solo se x € C.
2. Fissato il sottoinsieme C e facendo variare il punto x, si vede che la funzione “distanza da C”

d: X —— R
x —— d(x,0)

é continua.
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DimMosTRAZIONE. Dimostriamo la proprieta 2. Presix, z € Xey € Csiha che
d(x,C) < d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) = d(x,C)—-d(x,z) < d(z,y), VyeC.
Dunque, al variare di y,

d(x,C)—d(x,z) < iylelgd(z,y) =d(z,C) = d(x,C)—-d(z,C) <d(x,z).

Scambiando simmetricamente x e z si ottiene |d (x, C) —d (z, C)| < d (x, z); per I'arbitrarieta
dix ey € Callora la funzione d & continua. O

LEMMA 8.9.1. (LEMMA DEL NUMERO DI LEBESGUE; KOSNIOWSKI, TEOREMA 23.4).
Sia (X, d) uno spazio metrico compatto e sia &/ un ricoprimento aperto di X. Allora esiste 6 > O tale
che, per ogni palla aperta Bin X di diametro minoredi 6, 3U € &/ : BC U.

DIMOSTRAZIONE. Siccome Xecompatto, allora &/ ammette un sottoricoprimento finito
{U, ..., U,} diaperti. Si considerino i complementari C; := X'\ Uj, chiusiin X:

Cin---nC,=X\Up))n---n(X\U,)=X\Uu---UlU)=X\X=0

Perognij=1, .., nsiaf; : X —— Rlafunzione distanza da C;: ¢ continua, f; > O e si

annulla su C] chiuso. La funzione

F:=max{fq, .., f,}

e continua perché e il massimo di funzioni continue e, inoltre, vale che F > 0. Infatti,
osserviamo che
fiz0,¥Vj = F=0

Tuttavia. se esistesse x € Xtale che Fxg) = 0 allora f;(xo) = 0, ¥j, dunque xq € C;, Vj:
tale punto non esiste, in quantoC; N --- N C,, = &, quindi F > 0 su X. Siccome F & continua
e strettamente positiva su un compatto, allora Fammette minimo 6 > 0. Sia Buna palla
aperta in X con diametro minore di é e sia x; € B, allora

max {f1(x1) ., fu(r1)} = Fx1) 26 = Fje(l, .., n): fixy) 2 6
cioe tale ched(x;, Cj) > 6 > diamB. Presoy € B, d(y, x;) < diamB < 6 < d(x;, C) fasiche
y ¢ CequindiBNC = 2. ]

DEFINIZIONE 8.9.2. (NUMERO DI LEBESGUE).
I numero 6 descritto nel lemma precedente & detto numero di Lebesque del ricoprimento .

COROLLARIO 8.9.1. (UN CAMMINO SI SUDDIVIDE NEGLI APERTI DEL RICOPRIMENTO).

Sia X uno spazio topologico,« : I —— Xun cammino e &/ un ricoprimento di X. Allora esiste una
suddivisione finita 0 =ty <ty < --- <t = 1di[0, 1] tale che

Vi= O, o0 k- 13(]1 ed: (Z([ti, ti+1]) - [Jl‘,
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ossia l'immagine di ogni intervallo della suddivisione é contenuta nel corrispettivo aperto del ricopri-
mento.

DIMOSTRAZIONE. [&uno spazio metrico compatto: sia
d={a (V) | Ue o}

ricoprimento aperto di I e ¢ il numero di Lebesgue del ricoprimento &/. Basta scegliere
una partizione opportuna per poter applicare il lemma:

|ti+1_ti|<6 — VZ, 38:ti+1—ti+28<5 — diam(ti—e, ti+1+8)<5

_ Il
= U ed:[t, t1]1Cal(U) = ot t1]) CU;

OssSERVAZIONE. Sia Xuno spazio topologico. Preso un punto xo € A C X, I'inclusione
i: A —— Xdel sottoinsieme A in Xinduce un morfismo di gruppi

Lt (A, x) — m1(X,Xp),
[a] —— [ica]

I1 morfismo associa ad un laccio @ : I ——> A in A con punto base x lo stesso laccio

ioa : I ——» Xma visto in X, sempre con punto base xy. Ricordiamo, per il corolla-
rio 8.8.3 (pag. 117), che se A & un retratto allora i, ¢ iniettivo; segue che se A € un retratto
di deformazione allora i, € un isomorfismo di gruppi. Consideriamo I'immagine di i,, ossia

GA =Im Z')F = i*(n'l(A,xO)) c 71:1(X,x0) o

Esso e il sottogruppo di 71 (X, x;) dei cammini y che hanno almeno un rappresentante la
cui immagine e interamente contenuta in A:

Ga = {[r] € 71(X, %) | 37 con [7] = [r] € 71(X, x0) : 7([0,1]) € A}

Quindji, ad ogni sottoinsieme di X possiamo associare un sottogruppo del gruppo fondamentale
definito dall'immagine del morfismo indotto dall'inclusione ed e formato esattamente
dalle classi di cammini che ammettono rappresentante con immagine interamente contenuta
nel sottoinsieme.

8.10 TEOREMA DI VAN KAMPEN SUI GENERATORI

RicorDIAMO... Sia Gun gruppo qualsiasie S C Gsottoinsieme. Si dice che Sgenera il
gruppo Gse ogni ¢ € Gsi puo scrivere come prodotto finito di elementi di Se di loro inversi.

Vediamo ora un risultato generale per poter avere qualche informazione in piu sui gruppi
fondamentali, partendo proprio la nozione di generatore. Si riuscira a calcolare il gruppo
fondamentale 71 (X, x() di generici spazi X nel corso di Geometria 4.

TEOREMA 8.11.1. (TEOREMA DI VAN KAMPEN SUI GENERATORI; MANETTI, 11.25).
Sia X uno spazio topologico e siano A, B C X aperti tali che

m A, BeAnBsonocp.a.;

m ANB+# g
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m X=AUB"
Siaxy € A N B; consideriamo le inclusionii : A —— Xej: B —— Xconiloro morfismi indotti

i m(A xg) —> 71X x0)  J.:w1(B Xg) — 71 (X, xp):

Siano inoltre G, := Im i, e Gg := Imj,. Allora n1(X, x¢) é generato da G, U Gp.

“Per il teorema 2.1.9, pag. 33 questo implica che Xeé c.p.a.

DimosTrAZIONE. Sia[a] € 71(X, x(). Mostriamo che [a] si pu0 scrivere come prodotto
finito di elementi di G, UGj. Siccome {A, B} e unricoprimento aperto di X, peril corollario
8.9.1 (pag. 118) esiste una partizione 0 =ty < t; < --- <t = 1talecheVi=0, .., k-
1, a([t;, t;11]) S A oppure C B. Si consideri ora

5 [ti—ll tl] H )(, Vl = 1, ey k

a; = (X|[ti_1, ]

Si puo pensare ad essa come un cammino in X, se lo riparametrizziamo su [0, 1]. Peril
lemma sul cambiamento di parametri (pag. 104) si ottiene con la giunzione di cammini
a~ (((ag *ag) * ag) * ...) * .
Utilizziamo ora la connessione per archi. Essendo A, B, An Bc.p.a.,alloraVi =0, .., k:
m sea(t;) € An Bsisceglieunarcoy; : I —— AN Bdaxgaa(t);
m sea(t;) € A\ Bsisceglieunarcoy; : I —— Adaxgaa(t;);
m sea(t;) € B\ Asisceglieunarcoy; : I —— Bdaxg a a(f;).

Grazie a y; ora si puo ottenere un cammino chiuso: Vi = 1, ..., ksia f; := (y;_1 * @;) *7;: € ben
definito e, per costruzione, € un cammino chiuso con punto base x(, quindi segue che [f;] €
71(X, xg). Mostriamo ora che Im f; € contenutaoin Aoin B. Fissatoi € {1, ..., k}, Imq; =
a([t;_1, t;]) € contenuto o in A o in B, osserviamo che

Ima; CA = afti_1) €A, a(t) e A = y,_jey;entrambiavaloriin A
— Imp,CA = [f]€G,

In modo analogo si puo mostrare da Im a; C Bche [f;] € Gg. Quindi [§;] € G4, UG, Vie
[a] = [ay * - xag] = [Fy* - * Bl = [Be] - [Bi],

pertanto G, U G generano 7 (X, xq). O
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COROLLARIO 8.I1.I. (XDATO DA DUE APERTI SEMPLICEMENTE CONNESSI NON DISGIUN-
TI E SEMPLICEMENTE CONNESSO; MANETTI, 11.26).
Sia X uno spazio topologico e siano A, B C X aperti tali che:
1. Ae Bsono semplicemente connessi;
2. ANB#Jécpa,
3. X=AUB
Allora X e semplicemente connesso.

DiMmosTRAZIONE. Per il teorema 2.1.3 X e c.p.a., essendo unione di c.p.a. con inter-
sezione non vuota. Siccome l'intersezione non e vuota, sia x; € A N B: le ipotesi del
teorema di Van Kampen appena dimostrato sono soddisfatte, quindi 7 (X, x) € generato
da G4 e Gg. Tuttavia A & semplicemente connesso, dunque 71 (4, xg) = {1}; considerando

i, : m1(A, xg) —» G, suriettiva, G, = {1} e, con procedimento analogo, si vede che
Gg = {1}. Siccome 71(X, x() € generato da G, U Gy = {1}, allora 71(X, xo) = {1}. O

8.12 GRUPPO FONDAMENTALE DELLA SFERA

OSSERVAZIONE (PROIEZIONE STEREOGRAFICA).

SihacheVp € S", "\ {1 punto} = R" tramite la proiezione stereografica. Per definirla,
si consideri la sfera S" centrata nell’'origine e privata del punto N = (0, O, ..., 1), detto polo
Nord : la proiezione stereografica sara la mappa

71 S\ N} — H:=|{(xg, ., x,) € R"™1 | x, =0}

che al punto Q € S" associa l'intersezione 7 (Q) della retta per Ne Q con 'iperpiano H.

La proiezione stereografica” ¢ in particolare un omeomorfismo e, poiché H = R" (in quanto
iperpiano di R"*1), si ha $" \ {1 punto} = R".

“Nelle “Note aggiuntive”, a pag. 285, si puo trovare la proiezione stereografica per n = 2.

COROLLARIO 8.12.1. (S" E SEMPLICEMENTE CONNESSA, V7 > 2; MANETTI, 11.27).
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DimosTRrAZIONE. Applichiamo il teorema di Van Kampen, scegliendo degli aperti adatti.
Sia:

m N=(0,..,0, 1) € S"il polo Nord.

m S=(0,.., -1) e S"il polo Sud.
Definiamo A := S" \ {N}: esso e aperto, c.p.a., omeomorfo a R" per la proiezione stereografica
e, siccome R” e contraibile, lo € anche A; dunque sara semplicemente connesso. Lo stesso e
vero per B := S" \ {S}. Sitha An B = 5"\ {N, S} c.p.a. sen > 2, An Be nonvuoto e inoltre
S§" = AU B; per il corollario 8.11.1 si ha che S" & semplicemente connesso. O

ATTENZIONE! Xcontraibile implica X semplicemente connesso, ma non vale il viceversa!
Infatti, le sfere S, n > 2 sono semplicemente connesse ma non sono contraibili perché non sono
omotopicamente equivalenti ad un punto. Pertanto, il tipo di omotopia di X determina il
gruppo fondamentale di X, ma non vale il viceversa!

8.13 GRUPPO FONDAMENTALE DELLA CIRCONFERENZA

Nella sezione precedente abbiamo analizzato il gruppo fondamentale delle sfere S pern > 2:
ci domandiamo ora cosa succede per la circonferenza S!. Siccome la dimostrazione’ sara
lunga e articolata, preannunciamo che il gruppo fondamentale che otterremo non &€ banale,
ma e 7 (Sl) = Z: nello specifico, I'isomorfismo rappresenta il numero di giri con segno che un
cammino chiuso fa intorno alla circonferenza. Dunque, la nostra intenzione e di formalizzare
il concetto che ogni intervallo fra due interi consecutivi “copre” la circonferenza.

€

7 N\

8.13.1 Mappa esponenziale

DEFINIZIONE 8.13.1. (MAPPA ESPONENZIALE).
La mappa esponenziale si puo considerare come proiezione ad un quoziente per ’azione
di Z su R, cioe e la seguente funzione continua e aperta:

e:R ——> st
t ; eZiL’it

Con questa notazione si considera S' C C, percuiS' = {z€ C | |z] = 1}.2

?Siveda a riguardo la digressione a pag. 66.

Utilizzeremo come punto base per i nostri scopi il punto (1,0) € R?, equivalentea 1 € C.

8.13.1.1 Rivestimento

Vogliamo ora utilizzare questa proprieta per definire il numero di giri che fa un cammino
chiuso intorno alla circonferenza.

'Per la dimostrazione del teorema seguiremo il capitolo 16 di [Kos80].
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LEMMA 8.13.1. (APERTO UNIFORMEMENTE RIVESTITO DI S1).
SiaU & S aperto. Allora
et =[]

nez

conV,, € R aperto; la restrizionee|vn . V,, —— Uéunomeomorfismo V¥ n € Z.

DEFINIZIONE 8.13.2. (UNIFORMEMENTE RIVESTITO).
Un tale Uaperto di un qualsiasi spazio topologico X si dice uniformemente rivestito.

DiMOSTRAZIONE. Siconsideriun punto noninU, ad esempio supponiamo 1 ¢ U. Si ha
e (1) ={te R | 2™ = cos(2xat) +isin@at) =1} =Z = Zne (V) =2

Dunque, Z & disgiunto dalla controimmagine di U. Poniamo ora V; := e }(U) n [0, 1] =
e"1(U) n (0, 1), in quanto la controimmagine di Unon contiene interi.

m Vj eapertoin R in quanto intersezione di aperti. \ O
m Larestrizionee|, €iniettiva. R
(0]
m ¢(Vp) = Uin quantoe((0, 1)) = ST\ {1}eU c S'\ {1}
per ipotesi.

Siccome e ¢ aperta, 1a restrizionee,, : Vo —— Ue un omeo-
0

morfismo in quanto € biunivoca, continua e aperta. Definiamo
oraV, =Vog+n={x+n|xeVy}, Vn € Z. Allora:

e‘l(U):UVneVng(n,n+1) ‘e
nez Sl
Quindi V, N V,, = @ sen # m, che implica l'iniettivita O
della funzione e, e il fatto che la somma di sopra sia di- U

sgiunta. Essendo e(V,) = U, allorae;, :V, —— Ue un

omeomorfismo.

8.13.2 Sollevamento

DEFINIZIONE 8.13.3. (SOLLEVAMENTO).

Sia @ un cammino in S. Un sollevamento di « & una funzione continua R
@ : I ——> R tale che commuti il diagramma a lato, cioe tale che /,”‘
5 7
a = eo & Piuin generale, dato X spazio topologicoe f : X — S! /a/ ¢

~ Y
continua, un sollevamento di f & la funzione f : X ——) R continua ;7 « y sl

taleche f =eo f.

Se & & un sollevamento di «, allora:
Viel e@t) = alt) = 271 = cos(2xa(t)) + i sin(27@(t)) = a(t)

Dunque 27a(t) & una determinazione dell'angolo per a(t) € S'; muovendosi con continuita su ST
tramite « ci si muove in maniera continua anche tramite @, ossia 27@ € una determinazione
continua dell’angolo per a.
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Esempri1o. Fissaton € 7, si consideri il cammino:

y: I —— St
t ; eZIriVlt

. Z 1 . orario. con 1 = 2 si
Ad esempio, per n = 1 si percorre un giro in senso antiorario, con n = 2 si percorrono due
giri in senso antiorario, con n = —1 si percorre un giro in senso orario. Un sollevamento di

yedatoda® : I —— R con y(t) = e(¥(t)). Poiché y e gia scritto in forma esponenziale, si
ha7(t) = nt.

Andiamo ora a verificare l'esistenza di sollevamenti per cammini e vedere se e quando sono

unici.

TEOREMA 8.13.1. (SOLLEVAMENTO DI CAMMINI).

Ogni cammino o : I —— S ammette un sollevamento & : I ——> R. Inoltre, fissato il punto
iniziale, il sollevamento ¢ unico: fissato x, € R tale che e(xy) = a(0), ossia xo € e~ 1(a(0)) fibra di

a(0) € S1, esiste ed é unico@ : I —> R sollevamento di a a partire da x, cioé @(0) = x,

DIMOSTRAZIONE.

Esistenza: Per dimostrare |'esistenza si considerano degli aperti uniformemente rive-
stiti, dividendo Iin modo tale da avere sottointervalli la cui immagine tramite a sia
contenuta in un aperto rivestito; costruiremo induttivamente il sollevamento “a pez-
zi”,componendo con le inverse locali dell'esponenziale. Per ognip € S! punto della
circonferenza, siaU, & S! un intorno aperto connesso di p. Allora U, e uniformemente

rivestito e {Up}pesl & un ricoprimento aperto di S!. Sia @ : I — S un cammi-
no; per il corollario 8.9.1 del teorema di Lebesgue si ha che esiste una suddivisione
0=ty<t; <-- <t =1taleche

Vi=1, ..,k a[ti_1, t;]) CU; aperto del ricoprimento.

Costruiamo ora il sollevamento “a pezzi” induttivamente su ciascun intervallino
[0, t;]: prima si costruisce il passo base per [0, ;] poi, assumendo di aver gia defi-
nito il sollevamento fino a t;, lo si costruisce fino a t;_ 1.

t; Posto @(0) = xo, per [0, ¢;] sihache a ([0, t;]) € U; uniformemente rivestito;
pertanto, per il lemma 8.13.1 (pag. 123) vale

e l(Uy) = H V,, aperto in R tale che ey, V, —— U; € omeomorfismo.

nes

Siccome x, € e 1(2(0)) e a(0) € Uy allora x, € e }(U;). Tuttavia, i V,, sono
disgiunti, quindi esiste unico 77 per cui Xy € V5. Siccomee|, : V; —— Uy eun

omeomorfismo, allora ha un’inversa locale

-1
Q= (eIVﬁ) . Ul H Vﬁ
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Poniamo ora come primo “pezzo” del sollevamento:
(,;1 E= (poa|[0 Y &1 5 [O, tl] — R

t;;1 Supponiamo di avere definitoq; : [0, ;] —> R continua, sollevamento di

LI ossia il sollevamento di @ da 0 fino a t;. Procedendo analogamente al
primo intervallo: consideriamo « ([t;, t;.1]) € Ui, uniformemente rivestito,
tale per cui

3_1(Ui+1) = H W

mez
con W,, aperti. Fra questi W,, scegliamo quello che contiene il punto di parten-
za.
a(t) € e (a(t)) = a(ty) € (Upyy) = AT ai(ty) € Wy
Sia
-1
vi=(e,) U — Wa

m

e poniamo ;1 : [0, f;,1] —— R inversa locale che estende il sollevamento
a; come segue:

a(t)  tel0, 4]

woal(t) telt ]

Tale funzione e continua per il lemma di incollamento 7.1.1.

@Wh{

Procedendo in questo modo definiamo @ : [0,1] —— R sollevamento di « a
partire da x.
m Unicita: Siaa : [0,1] ——> R un altro sollevamento di a a partire da x. Sia Y

I'insieme dove @ e @ coincidono:
Yi={tel| a(t) = a(t)}

Allora:

o 0€Y = Y # @ datoche &) = a(0) = x,.

o Ye chiuso in quanto luogo dei punti su cui coincidono due mappe continue a

valori in uno spazio di Hausdorff.

Mostriamo che Y e anche aperto, cosi per la connessione di I'si ha cheY = [, il che
implica @ = a. Per dimostrare che Y ¢ aperto dimostriamo che & intorno di ogni
suo punto, usando gli intorni uniformemente rivestiti. Sia t, € Ye sia a(ty) € S1.
Sia Uun intorno aperto di a(t;) uniformemente rivestito; si ha

) =[] v
nes

evale inoltre
&(to) = a(ty) € e (a(ty)) C e X (V)

Per il lemma 8.13.1 (pag. 123) esiste ed € unico 7 tale che @(t() = a(ty) € V; aperto
in R. Poniamo A := @ 1(V;;) n @~ 1(V%). Si ha:
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o Aeaperto in Iin quanto intersezione di controimmagine tramite funzioni
continue di aperti.

oty € A

Mostriamo ora che le due funzioni coincidano su A, ossia &(t) = a(t), Yt € A. Se

t € A, per definizione di A si ha che @(t) e a(t) € Vi, dunque per definizione di

sollevamento

e(@(t) = e(a(t)) = a(h).
Mae|, einiettiva perché & un omeomorfismo, quindi se @(f) = a(t) siha AC Ye

dunque t( e interno a Y. Per I'arbitrarieta di f, vale Yaperto.
O

8.13.2.1 Grado di un cammino

DEFINIZIONE 8.13.4. (GRADO DI UN CAMMINO CHIUSO IN S1).

Siaa : I —— S un cammino chiuso con punto base 1 € Slesia@: I —— R l'unico
sollevamento di « a partire da x, = 0 € e~!(1). Si definisce grado di a come il punto finale
del sollevamento:

deg(a) = @(1).

OSSERVAZIONE (deg(a) € Z).

Quella appena data e una buona definizione grazie al teorema precedente, che assicura che
il sollevamento esiste ed € unico. Inoltre deg(a) € Z: per definizione di sollevamento,
siccome il cammino é chiuso

(1) € e~ Ha(1)) = e~ a(0)) = e (1) = Z.

Il grado conta il numero di giri con segno di a intorno a S1, dove il segno & positivo se gira
in senso antiorario, e negativo se gira in senso orario.

Abbiamo cosi formalizzato il numero di giri con segno intorno a S*.

EsgmpPI.

m Siaa(t) = €2, cont € [0,1], e sia @(t) = t il sollevamento di « a partire da
xo = 0. Siccome @(1) = 1, allora deg @ = 1, quindi a percorre solo un giro in senso
antiorario intorno a S1.

m Fissaton € Z, sia

y: I —— st )
¢ >e27rint

Esso &€ un cammino chiuso con punto base 1. Il sollevamento di y con punto base
xo = 0 e dato da 7(t) = nt, dunque degy = 7(1) = n.

OSSERVAZIONE (deg @ CON PUNTO BASE ARBITRARIO).
Siaa : I — S! un cammino chiuso con punto base 1, ag il sollevamento di a con punto

base xo = 0. Preson € Z, si consideria, : | —— R definita come a,, = ag + n. Siccome

per ogni punto nella fibra del punto iniziale esiste ed & unico il sollevamento, e siccome la
fibra in questo caso ¢ Z si ha che, per ogni intero, il sollevamento sara il traslato di ;. Per
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mostrarlo, osserviamo che a,, € continuo ed € un sollevamento di a, infatti
e (@, (1)) = e2mian(t) = p27i@otytn) — p2midg(t)p2zin — 4(1)

Il suo punto iniziale & 1, infatti a,,(0) = a(0) + n = n. Quindi a,, ¢ il sollevamento di @ a
partire da xy = n. Inoltre,

a,(1) = a,(0) = ag(1) + 1 = (ap(0) +1) = ap(1) = deg a.
=

Pertanto deg a = @(1) — @(0) con @ un sollevamento qualsiasi. Si puo quindi riformulare la
definizione di grado di un cammino chiuso ain S* con punto base qualsiasi come la differenza
fra il punto finale e quello iniziale di un sollevamento & qualsiasi del cammino:

deg(a) := @(1) — a(0).
Vediamo ora come si comporta il grado rispetto al prodotto di cammini.

TEOREMA 8.13.2. (GRADO DEL PRODOTTO DI CAMMINI E SOMMA DEI GRADI).
Siano a, ffcammini chiusiin S* con punto base 1. Allora

deg(a * f) = deg a + deg f.

DIMOSTRAZIONE. Sia & il sollevamento di a a partire da x, = 0. Allora definiamo
a = &(1) = dega € Z. Sia fil sollevamento di f a partire da g; si ha:

deg f= B(1) - f(0) = (1) —a

Siccome @(1) = ﬁ(O) si puo considerare il cammino congiunto & * ﬁ: I —— R. Dimo-

striamo che € un sollevamento di « * f5:

o (1 + i) = ez = |70 L€[0r 5] ={a(2t)' telo 3] ae
1

e27iP21-1) ¢ ¢ [2 1] \pet-1), tels 1]
@+ pB)(0)=&0)=0 = deg(a*p) = @+ p)(1)=p(1)=a +degf=dega+degf [

Si puo dimostrare, anche se in questa sede non lo faremo, che il grado e invariante per omoto-
pia di cammini; concettualmente consiste nel costruire un sollevamento fra le omotopie per
mostrare che hanno lo stesso grado.

TEOREMA 8.13.3. (TEOREMA DI MONODROMIA).
Siano a, f cammini chiusi in S' con punto base 1 e supponiamo che a e  siano cammini omotopi.
Allora deg a = deg f, cioé il grado é invariante per omotopia di cammini. O

8.13.3 Dimostrazione del gruppo fondamentale della circonferenza

TEOREMA 8.13.4. (GRUPPO FONDAMENTALE DI S1).

7i(st,1) = Z
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DIMOSTRAZIONE. Sia
Oyt 1) —— 7
[a] —— dega

Vogliamo dimostrare che e un isomorfismo di gruppi per ottenere la tesi.
m @ eun’applicazione ben definita per il teorema di monodromia.
m O e un morfismo di gruppi: dati [a], [f] € 71 (Sl, 1) si ha che

O([a] - [A]) = D([a * f]) = deg(a * f) = dega + deg f = D([a]) + D([5])

m @ & suriettiva: per ogni n € Z, esiste un cammino chiuso y in S' e di grado n, per cui

O([y]) = n.
m O einiettiva; per far cio, mostriamo che ker @ € banale. Sia [a] € ker ®, vogliamo

dimostrare che [a] = [C;], cioé @ ~ C; cammino costante in S'. Per ipotesi deg a =
®([a]) = 0, quindi consideriamo il sollevamento di @ con punto base x5 = 0. Si
hadega = @(1) = 0, cioé @ € un cammino chiuso. Siccome R e contraibile, allora
e semplicemente connesso, dunque 71(R,0) = {1} e [@] € 71(R,0) = {1}. Pertanto,
[@] = [Cp]: esiste un’'omotopia di camminiF : IX I ——> R fraa e C,. Fé continua
e:

Vtele FO,s)=F1,s)=0,Vsel

At,0) = a(t)
At 1) =0

SiaG:=eoF:IxI — Sl Geé continua e vale che:

{G(t, 0)=elft,0) =e@) =al) ) 1o Go,5)=Gle)=1,Vsel

G(t, 1) = e(A(t, 1)) = e(0) = 1

G & un'omotopia di cammini fra a e C; in S, pertanto @ iniettiva. O

8.13.4 Alcune consequenze del gruppo fondamentale della circonferenza

Osserviamo ora, con un esempio sulla circonferenza, che il corollario 8.11.1 non vale se Ae B
non sono aperti.

EsemMpIo. Siano X =S, A= (S1n{y > 0})u{(1,0)}eB=S'n{y < 0}: notiamo come
non sono apertiin X.

m A= (0, 1] € R convesso in R, allora A e contraibile e dunque A
semplicemente connesso.
v

m B=S'n{y <0} =[0,1] convesso in R, allora B & contraibile e

dunque semplicemente connesso. U
Sihache X = AUB, AnB = {(1, 0)} # @ ec.p.a., ma X = S! come 2

abbiamo appena dimostrato non ¢ semplicemente connesso!

COROLLARIO 8.13.1. (CIRCONFERENZA NON E RETRATTO DEL DISCO; MANETTI, 12.38).
Sia D € R2 il disco unitario e A = dDil suo bordo, ossia A = S. Allora A non é un retratto di D.

DiMmosTRAZIONE. Se A fosse un retratto, allora z;(A) dovrebbe essere isomorfo ad
un sottogruppo di 71(D) perché I'inclusione induce un omomorfismo iniettivo (per il
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corollario 8.7.1, pag. 114). Tuttavia, 7;(A) = nl(Sl) =~ Z e D C R? convesso fa si che
7w1(D) = {1}, il che € un assurdo in quanto Z £ {1}!. O

OsseRvVAZIONE. Allo stesso modo, se X & uno spazio topologico semplicemente connesso e
A C Xcon A = St allora A non puo essere un retratto di X.

COROLLARIO 8.13.2. (TEOREMA DEL PUNTO FISSO DI BROUWER; MANETTI, 12.39).
Sia D C R2 il disco unitario e sia f : D —— Dcontinua. Allora f ha un punto fisso, ossia esiste
Xo € Dtaleche f(xg) = x.

DiMOsTRAZIONE. Per assurdo, supponiamo che f non abbia punti fissi, ossia f(xy) #
Xo, ¥ xg € D. Utilizziamo f per costruire una retrazione che non puo esistere topologica-

Siar : D —— JdDretrazione continua con r,, = Id;;, definita nel modo
seguente: se Sla semiretta aperta uscente da f(x), dunque escludendo
il punto f(x), e passante per x # f(x) per ipotesi dell’assurdo, poniamo
r(x) :== SN dD.

mente parlando.

oD,

Se x € dD, allora x = r(x), quindi "lp = Id,,, ossia r retrazione, il che &

assurdo per il corollario precedente. O

8.13.4.1 Invarianza della dimensione

Grazie al calcolo del gruppo fondamentale della circonferenza si riescono anche a dimostrare
dei casi particolari del teorema di invarianza della dimensione (che verra affrontato nel corso di
Topologia Algebrica).

TEOREMA 8.13.5. (TEOREMA DI INVARIANZA DELLA DIMENSIONE).
SianoU C R" eV C R™ aperti. Se Ue V sono omeomorfi allora n = m. Per contronominale, se n # m
alloraUe V non sono omeomorfi. O

Esempro. SiaU C R" aperto conn > 2. Allora Unon e omeomorfo ad un aperto di R.
Per dimostrarlo basta considerare una palla Bin R” ed un intervallo Iin R e togliere ad
entrambe un punto: nel primo caso si ottiene ancora un connesso, mentre nel secondo uno
sconnesso, dunque non possono essere omeomorfi.

TEOREMA 8.13.6. (APERTI DI R” D171 > 3 NON SONO OMEOMORFI AD APERTI DI R?).
SiaU C R" aperto conn > 3. Allora Unon é omeomorfo ad un aperto di R2.

DiMmosTRAZIONE. Ragionando per assurdo, ipotizziamo che Usia omeomorfo ad un
aperto di R2. Sia B C Uuna palla aperta di centro p, allora B& omeomorfo ad un aperto
Adi R2. Siag € Ail punto corrispondente a p tramite 'omeomorfismo, dunque B\ {p} &
omeomorfoa A\ {g}, ma B\ {p} halo stesso tipo di omotopia di $"~1 Infatti, sia Suna sfera
centrata in p tale per cui S C B,sihacheS= s"~leSc B\ {p} € un retratto di deformazione.
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Supponiamo per semplicita che p = 0; la retrazione e data da

r:B\{o} —— S
X ——> RX

Il

con Rraggio di S. Segue che A \ {g} halo stesso tipo di omotopiadiS"1,n >3 = n-12>
2 = §"!¢&semplicemente connesso, cioe A \ {g) & semplicemente connesso. A aperto
implica l'esistenza di C circonferenza centrata in g tale che C C A. Siha che Ce un retratto
- ma in generale non di deformazione! - di A \ {g}, sempre con la stessa retrazione di prima

fr A\lgf ———C
x=q+ (0= q) >+ Oy
con r(C) raggio di C e lo spostamento dovuto al fatto che C e centrataing. Sexy € C C
A\ {g}, siccome esso e un retratto, si ha che Z = 7,(C, xq) < ﬂl(A \ g}, xo) = {1}, da cui
I'assurdo.

ATTENZIONE! Non abbiamo potuto supporre che A fosse una palla perché non sappia-
mo che “forma” abbia dato 'omeomorfismo!

8.13.5 Gruppo fondamentale del prodotto

TEOREMA 8.13.7. (GRUPPO FONDAMENTALE DEL PRODOTTO; MANETTI, 11.17).
Siano XeY spazi topologici, xo € X,y € Y. Allora:

71 (XX Y, (x0,Y0)) = 71(X, x0) @ 71(Y, yo)

ATTENZIONE! Con & si intende la somma diretta di gruppi, da intendersi nel caso di
un numero finito di gruppi come prodotto cartesiano i cui morfismi sono componente per
componente. E diversa dalla somma diretta fra spazi vettoriali, dato in quest’ultimo caso essa &
un’operazione interna!

DimosTRAZIONE. Uncamminoa : | —— X X Ye determinato dalle sue componenti
a = (a1, ag)conay : | — Xeay : I ——> Y, dunque c’¢ la seguente corrispondenza

biunivoca:

Q (XX Y; (xo, Yo), (X0, Yo)) © Q(X:x,%0) X Q(Y;¥0,Y0) -
Allo stesso modo, la mappa F : IX] —— XX Ye determinata dalle sue componenti
(F1, F)conFy : IXI —— XeFy : IX I —— Y;inoltre, si ha che Fe omotopia fraicam-

mini « e f se e solo se F; ¢ un'omotopia di cammini fra «; e f;. Dunque c’e una corrispon-
denza biunivoca tra i quozienti:

”1(X>< Y, (xo,yo)) o 11(X,%0) @ 71(Y, yo)
[a] & ([a], [az])
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Essa € anche un morfismo di gruppi, dato che a * § = (a1 * f1, @y * f): i gruppi sono
isomorfi. [

8.14 ALCUNIESEMPIDIGRUPPI FONDAMENTALI

8.14.1 Toro

DEFINIZIONE 8.14.1. (TorO).
Il toro Té lo spazio dato dal prodotto S' x SI.

Siccome S C R2, si ha sicuramente che T C R*; tuttavia, esso & omeomorfo al sottospazio X
di R che possiamo visualizzare come una “ciambella”. In particolare, si puo definire come

effetto della rotazione attorno all’asse z di una circonferenza a esso disgiunta.
: Per il teorema precedente si ha

7[1(T) = 7[1(51 X Sl) = ﬂ'l(sl) @7[1(51) =7 ® YA

Siccome Z € un gruppo ciclico infinito, posso conside-
rare per il gruppo fondamentale 7 (Sl) i generatori
{-1} e {1}, cioe la classe del cappio di grado 1 e quella
di grado —1; si utilizzera come generatore standard
J/(t) = p2mit

Per il toro, dunque, consideriamo i generatori

corrispondentia (1, 0) e (0, 1) in Z & Z; scelto

pertanto il punto base xj = (1, 1) si hanno: 0

m  aft) = (%™, 1), corrispondente ad un gi-
ro nel senso della circonferenza indicata
in rosso.

m f(t) = (1, e27), corrispondente ad un gi-
ro nel senso della circonferenza indicata
in blu.

8.14.2  Un gruppo fondamentale non abeliano

Sia X = S! v S1 I'unione ad un punto di due circonferenze in R?, cioé il bouquet di due
circonferenze che abbiamo trattato a pag. 97. Il gruppo fondamentale 7 (X, x¢) e il gruppo
libero® Z + Z, i cui generatori sono due cammini [a] e [ ], uno per ciascuna circonferenza. Es-
so e infinito e non abeliano perché, preso ad esempio come punto base x, essi non commutano,
ossia[a* f] # [+ a].

8.14.3 Spazio proiettivo reale

Consideriamo ora il caso dello spazio proiettivo reale, che abbiamo introdotto nel capitolo
Capitolo 5. Ricordiamo la definizione 5.3.2,

P"(R) = (R™*1\ {0})/~,

dovex ~y < die R\ ({0}: y = Ax, cioé ~ e la relazione indotta dall’'azione di R \ {0}
su R"*1\ {0} per moltiplicazione. Ricordiamo inoltre la proposizione 5.3.2 per cui P" (R)
& compatto e connesso; si ha inoltre che P" (R) ¢ di Hausdorff. Considerata la restrizione

2Nelle “Note aggiuntive”, a pag. 286, si pu0 trovare un approfondimento a riguardo.
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della proiezione g = 7|, : S ——> P"(R), essa e continua, suriettiva e chiusa in quanto

funzione da compatto in Hausdorff, quindi 7, &€ un’identificazione. Pertanto, P" (R) e anche
un quoziente di S” rispetto alla relazione che identifica i punti antipodali p e —p. Si consideri
dunque la funzione associata, omeomorfismo di S":

@S ——> 5"
pr——>-p

Tale relazione di equivalenza su S” & indotta dall’azione del gruppo {+1} per moltiplicazione,
dunque 7y : " —— P"(R) e sia chiusa, sia aperta. In particolare, se U C S" € un aperto su

cui 7 € iniettiva, allora o, U —> 7o (U) € un omeomorfismo perché continua, biunivoca e
N

aperta. Da notare che, se 7 e iniettiva suU, alloraU & S"; presop, € 5”,seU C 5"\ {po} = R"
segue che 74(U) aperto in P" (R) ¢ omeomorfo ad un aperto di R”. Analizziamo alcuni casi
di dimensione bassa:
m 7 = 1: retta proiettiva reale P! (R).
m 7 = 2: piano proiettivo reale P2 (R). La sua descrizione geometrica esplicita puo
essere complicata, tuttavia possiamo trovare un modello che ci permetta di studiarlo

comodamente. Data la mappa 7 : $2 ——> P2 (R) e considerata la calotta superiore
della sfera compreso I'equatore, cioé C := S% N {z > 0}, si ha che 7y(C) = P2 (R). Dun-
que, 7o, C — P2 (R) e ancora chiusa ed & ancora un'identificazione. Il piano
proiettivo si puo vedere come la calotta superiore con i punti antipodali dellequatore

identificati.

oD Sia ora D ¢ R? il disco unitario; si ha che D = C tramite la

proiezione ortogonale dei punti della calotta superiore sul piano
xy, dunque D — P2 (R) & un'identificazione che identifica i

» punti antipodali su dD. Lo spazio quoziente che otteniamo su D
(e anche su C, chiaramente) & omeomorfo a P2 (R) e prende il
nome modello piano di P2 (R).

P,

Da cio sivede, anche intuitivamente, che il gruppo fondamentale risulta un gruppo
di due elementi:

71 (P2 (R),po) = %2z = %y = [0, T}
Vediamo il perché. Preso un punto base p:

o Qualunque cappio contenuto all’interno del disco, cioe senza toccare alcun punto
delbordo, & omotopicamente equivalente al cammino banale Cj (e quindi la classe

e[Gol)-

o Qualunque cappio che va “oltre il bordo” una volta, attraversando il cammino
banale e torna indietro al punto base non e banale. Infatti, non possiamo ridurre
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il cammino ad un cappio sul piano (dato che non avremmo piu i punti sul bordo
antipodali), al pil possiamo “ruotarlo” attorno al punto base per ottenere un altro
cappio omotopico al primo che attraversa sempre il bordo3>.

Tuttavia, un cappio che va oltre il bordo due volte € omotopicamente equivalente al
cammino costante. Infatti, possiamo “ruotare” la seconda parte del cappio (nell'im-
magine indicata con 3 e 4, cioe la parte del laccio dopo che ha gia attraversato una
volta il bordo) in modo da ottenere il cammino come in figura.

//

In questo modo, percorrendo il cappio si attraversa il bordo e, quando si arriva al
punto base per la prima volta, si torna indietro e si ripercorre il percorso appena

fatto all'indietro.

[a] = [a+a] =[G, ],

ottenendo quindi come gruppo fondamentale un gruppo di due soli elementi.

In termini di classi si ha

3Per semplicita, nelle figure abbiamo preso come punto il centro del disco. Questi ragionamenti e quelli
successivi si adattano facilmente anche nel caso di un punto generico, ponendo una leggera deformazione al cappio
in modo da fare rotazioni “lecite”, cioé che mantengono i punti del cammino posti sul bordo antipodali.
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CAPITOLO 9

VARIETA TOPOLOGICHE

“Non dovete mai, mai, mai fare il taglia e incolla a mano, per carita di Dio! [...] A fare il taglia e incolla si
diventa scemi.”

SIMONE RAMELLO, studente con stress post-traumatico causato da Art Attack.

A Terra e piatta o sferica? Per un topologo, la risposta e: dipende da come la si guarda.

Sappiamo che vista nello spazio la Terra e una sfera; tuttavia, se ci troviamo in una zona
piana, nei nostri dintorni appare sufficientemente piatta. In modo analogo, su un foglio i
triangoli sono quelli ben noti con somma degli angoli interni un angolo piatto, se prendiamo
tre punti ben distanti sulla Terra il “triangolo” che otteniamo ha somma maggiore! Com’e
possibile?
Le varieta topologiche sono la risposta formale a cio: una varieta topologica € uno spazio
che localmente ha le stesse proprieta di uno spazio Euclideo reale. In particolare, in questa
trattazione ci occuperemo principalmente di varieta topologiche di dimensione 2 e di come
poterle classificarle a meno di omeomorfismi.

9.1 VARIETA TOPOLOGICHE

DEFINIZIONE 9.I.I. (LOCALMENTE EUCLIDEO).

Uno spazio topologico X'si dice localmente euclideo di dimensione 7 se ogni punto di
Xammette un intorno aperto omeomorfo ad una palla aperta B, di R". Per ogni punto
x € Xsiparla di carta (U, ¢,), cioe la coppia dell'intorno aperto U € I(x) omeomorfo a R"

e dell’omeomorfismo ¢, : U —— R".

OsservAzIONE. Equivalentemente, Xélocalmente euclideo se ogni punto di Xammette
un aperto omeomorfo a R”. Questa definizione e lecita perché ogni palla apertain R" e
omeomorfa a R” e la composizione di omeomorfismi € un omeomorfismo.
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I.

CAPITOLO 9. VARIETA TOPOLOGICHE

DEFINIZIONE 9.1.2. (VARIETA TOPOLOGICA).
Uno spazio topologico Xsi dice varieta topologica di dimensione 7 se X & di Hausdorff,
connesso, a base numerabile e localmente euclideo di dimensione #.

ESEMPI.
m R" ¢ unavarieta topologica di dimensione .
m  S” e unavarieta topologica compatta di dimensione 7, in quanto per la proiezione
stereografica si hache S\ {+} = R.
m  P"(R) e unavarieta topologica compatta di dimensione 7.
m  Ogni aperto connesso di una varieta topologica di dimensione 7 € una varieta

topologica di dimensione 7.

OssERVAZIONE. Ladimensione di una varieta topologica e ben definita per I'invarianza
della dimensione.

OSSERVAZIONI.

Una varieta topologica e c.p.a.

2. Se X e una varieta topologica di dimensione 7 e Y & una varieta topologica di
dimensione m allora X X Y e una varieta topologica di dimensione n + m.
DIMOSTRAZIONE.
I Consideriamo un punto xy € Xe la sua componente c.p.a.:

C:{yeX | 3a:1—>X,a(O):x0,a(1)=y}

Vogliamo dimostrare che C ¢ aperto e chiuso. Notiamo che per ogniy € C, essendo
Xlocalmente Euclideo, esiste un intorno apertoU € I(y) tale che U = B,, per qualche
€ > 0. Poiché B, € un aperto c.p.a. di R", anche Ué c.p.a. per omeomorfismo. Ma
allora, per giunzione di cammini, esiste un cammino da x), passante per y e che
congiunge un qualunque punto dell'intorno U, cioe U C C. Al variare diy € Ctrovo

una collezione di carte {U;},_, tale che y € U; per qualche i € ], quindi

quindi C coincide con I'unione degli aperti {U;},_, e dunque e aperto.

Consideriamo oray € X \ C: poiché X & localmente euclideo, esiste un intorno
apertoU € I(y) conU = B, C R" per qualche € > 0. In particolare, Un C = &, in
quanto se cosinon fosse potrei sempre trovare un cammino passante per un punto
in UN C che connette x, con gli altri punti di U. Ma alloraU C X\ C, X\ Cé intorno
di ogni suo punto, cioe e aperto e pertanto C e chiuso. Ne consegue che C e un aperto
e chiuso in X connesso con C # @, dato che x € C. AlloraC = Xe dunque Xeé c.p.a..
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II Sappiamo che X X Ye di Hausdorff, connesso e a base numerabile perché prodotto
di spazi che lo sono. Consideriamo per ogni punto in Xe in Yrispettivamente le

carte (U, @,)e (U, qoy), cong, : U —— R" ep,:V— R™. Consideriamo, per

ogni (x, y):
Wiy - UXV — R"xX R™

(% y) — (0:2), 0,))

Si vede che € continua, biettiva perché le componenti lo sono e l'inversa
Xy ’
7% ; = ((p;1, @y 1) e continua perché sono ovviamente continue le inverse de-

gli omeomorfismi. Dunque, poiché vale per ogni (x, y) € XX Y, alloraXXYe
localmente euclideo di dim # + m in quanto R” X R™ = R"*™, O

EseMp1O. T= S x S! & una varieta topologica di dimensione 2.

TEOREMA 9.1.I. (COMPATTO, CONNESSO, HAUSDORFF, LOCALMENTE EUCLIDEO IMPLI-
CA A BASE NUMERABILE).

Sia X uno spazio topologico compatto, connesso, Hausdorff e localmente euclideo di dimensione n.
Allora X é a base numerabile, dunque X é una varieta topologica di dimensione n. O

9.1.1 Dimensione I
Analizziamoil caso delle varieta topologiche di dimensione 1, per esempio R e S*.

TEOREMA 9.1.2. (CLASSIFICAZIONE DELLE VARIETA TOPOLOGICHE DI DIMENSIONE 1).
Ogni varieta topologica di dimensione 1 é omeomorfa a R se non é compatta, oppure a S* se compatta.
O

OSSERVAZIONE. Larettacon 2 origini (sez. 4.4.0.1, pag. 4.4.0.1) € un quoziente non
Hausdorff, dunque non € una varieta topologica.

9.1.2 Dimensione 2

DEFINIZIONE 9.1.3. (SUPERFICIE TOPOLOGICA).
Una varieta topologica di dimensione 2 si dice superficie topologica.

ESEMPI.
m Il piano R? oppure R? \ {n punti} sono superfici topologiche di dimensione 2 non
compatte.

m Lasfera S2 & una superficie topologica compatta.
m IltoroT= S! x S! & una superficie topologica compatta.
m Il piano proiettivo P = P2(R) una superficie topologica compatta.

Vogliamo dare una classificazione delle superfici topologiche compatte. Innanzitutto, esa-
miniamo alcuni esempi di superfici compatte studiandole sul modello piano, di cui daremo
successivamente una definizione formale.
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ESEMPI (MODELLI PIANI).
m Siccome PZ(R) & un quoziente del disco, allora, a meno di omeomorfismo, lo si
puo anche vedere come un quoziente di I X I con una relazione di equivalenza sul
bordo con parola abab.

a
>
y
bﬁ Yb
&
)
a
m  Anche il toro si puo vedere come quoziente di I x Icon parola aba~1b~1.
b
| 4
> D) QD
aA Aa _’ _’
N . T 4
b

D

CLED

m  Vediamo S? come quoziente di I X Icon parola bb~1a1a.

b

»h
|l

b b b
aA 7N _’ e _’ ---------
a a [¢] -
)

OSSERVAZIONE. Sia P C R?2 un poligono pieno con un numero pari di lati. Sia ~ una
relazione di equivalenza cheidentificailatia2a 2. Allora S := P/ ~ & una superficie topologica
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compatta, infatti:
I. Peconnesso e compatto implica che Se connesso e compatto.
2. Seélocalmente euclideo di dimensione 2. Infatti, siap € S:

m se p viene da un punto interno al poligono, si sceglie un intorno aperto U
centrato in tale punto tale che Un dP = &, in modo che z(U) = Usia intorno
aperto dip;

m  sepviene da un punto interno ad un lato, grazie all'identificazione dei lati
a due a due si ha che passando al quoziente, cioe un intorno aperto di p
omeomorfo ad un disco aperto;

m se p viene da un vertice, siccome i vertici vengono identificati con i ver-
tici, analogamente al caso dei lati si ottiene un intorno apertodipin S
omeomorfo ad un disco aperto di R2.

3. SediHausdorff.
Poiché [; = [0, 1], nella relazione di equivalenza, due lati vengono identificati scegliendo

un omeomorfismo ¢ : [; —> I, inmodo chep; € I; ~ ¢(p) € I e ¢ manda verticiin
vertici. Il poligono P con la relazione di equivalenza sui lati e detto un modello piano

della superficie S e puo essere schematizzato con una sequenza di lettere detta parola. Ad
esempio, per la parola aba~'chc™! si ottiene il modello piano seguente:

Sinoti che il modello piano di una superficie compatta non é unico.

EsgmPI.
m  Abbiamo gia visto il modello piano di S? sul quadrato; per la costruzione effettuata,
possiamo unire la sequenza di lati ab in un unico lato ¢ in modo da ottenere un

modello costituito da un poligono improprio a due lati, con parola cc™!:

m Anche il modello piano di P?(R) sul quadrato puo essere trasformato in uno sul
poligono a due lati, unificando ba per ottenere un unico lato c e un modello con

parola cc:
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m Labottiglia di Klein K ¢ la superficie compatta data dal modello piano:

b

)
|l d

am A

dd
)
b

Confrontiamo la costruzione della bottiglia di Klein con la costruzione del toro,
vista precedentemente. Innanzitutto otteniamo in entrambi il cilindro S X Icon la
relazione di equivalenza sul bordo; notiamo che nella bottiglia di Klein (il modello
inferiore nella figura sotto) il ““verso” rispetto al quale incolleremo i bordi € uno
l'opposto dell’altro.

Y
A 4

am Aa _’

Y- =¥

A 4

am Aa _’

A
A

Questo comporta che la bottiglia di Klein non puo essere rappresentata in R?;
tuttavia, possiamo visualizzarla in modo improprio operando un “taglio” nella
superficie e compenetrando uno dei due estremi del cilindro nella figura, come di
seguito.
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9.2 SOMMA CONNESSA DI SUPERFICI COMPATTE

Siano Sy e Sy superfici compatte e siano x € S; ey € Sp. Siano D, C Sy e D, C Sy intornidixe
y rispettivamente, omeomorfi entrambi ad un disco chiuso D ¢ R? tramite h:

h: D, — D,

Togliamo dalle due superfici gli interni dei dischetti, creando dunque lo spazio

Y= (51 \ D,°) LI (S2 \ D,°).

B R

N

Incolliamo ora i due pezzi di Ylungo i bordi dei dischi, cioe mettiamo su Yla seguente relazione
di equivalenza:

X1 ~Y1 & X1 =yjoppurex; € JD, y; € dDey; = h(xy), oviceversa
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Enunciamo ora qualche fatto che non dimostriamo:

m il quoziente € ancora una superficie topologica, che chiamiamo somma connessa
S1#S5 di Sy € So;
m la somma connessa S;#S5, a meno di omeomorfismo, non dipende dalle scelte fatte (i
puntix ey, gliintorni D, e D, 'omeomorfismo /) ma soltanto da S; e da Sy;
m la somma connessa di superfici compatte €, a meno di omeomorfismi, commutativa e
associativa:
o Commutativa: S{#Sg = So#S;.
o Associativa: (S;#S;) #S3 = S1# (So#S3).
m  seS;, S sono superfici compatte, allora S;#5S5 € una superficie compatta.

~

OSSERVAZIONE. Sia X una superficie compatta. Allora X#5? = X. Infatti, $? \ D,° &

omeomorfo ad un disco chiuso in R2. Dato che stiamo togliendo un disco anche ad X per
poi aggiungerne un altro, ritroviamo X a meno di omeomorfismi.

L
L

X#S* X#S"

_’

X#S=X

d

DEFINIZIONE 9.2.1. (SOMMA DI TORI).
Indichiamo con Tg la somma connessa di ¢ > 1 tori:

T,=TH.#T g>1 (I} =T)
——
g volte

T, puo essere visualizzato sia come “ciambella con ¢ buchi”, sia come "sfera con ¢ manici”
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9.2.0.I Rappresentazione della somma connessa tramite modelli piani

\ASa
A\ 4

Supponiamo che S; e Sy abbiano entrambe un modello piano, rap-
presentato da una parola. Ad esempio, prendiamo come S; un toro, 7
con parola a;b;a71b7t. Scegliamone un vertice e prendiamo un disco “4
Upassante per il vertice che non tocca il resto del bordo.

y Ui

y
A 4

Per fare la somma connessa, togliamo U:

b, b,

ay A\%—’al Ay

Facciamo lo stesso con la seconda superficie, So, che in questo esempio € anch’essa un toro
. -17-1.
di parola agbga; by :

a, az—}a2 ay

Infine, incolliamo lungo i due nuovi lati creati bucando le due superfici:

b,
—
b,

ay a,

Ay Qay

lb 2’ ' ’ by b,

ary
a, a,

b,

I1 modello ottenuto € un modello piano per S;#S5, la cui parola associata e ottenuta per
concatenazione:
ﬂlblﬂilbil ﬂzbzﬂélbél

modello piano di S; modello piano di Sy
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EsemMp1o0. Iltoro Té dato dalla parola aba~1b~1. Allora T, = T# ... #T e un quoziente con
4¢ lati e ha un modello piano dato dalla parola:

~13-1 -17-1 -17-1
a1bya77 b7  agbaay by ... agboag by

DEFINIZIONE 9.2.2. (SOMMA CONNESSA DI 71 PIANI PROIETTIVI).
Preso il piano proiettivo reale P = P? (R), definiamo la somma connessa di n piani
proiettivi come:
P,=P#. . #P n>1(Py=P)
——

n volte

OsSSERVAZIONE. Mostriamo che la bottiglia di Klein altro non e che la somma connessa di
due piani proiettivi, cioeé K = P#P = P,.

Y,
A 4

Kha il modello piano quadrato con parola aba~1b, come nella figura

aMA Aa

a fianco.

«
Abbiamo visto inoltre come P = P2 (R) ha un modello piano a due .
lati con parola cc.
Pertanto, per le osservazioni precedenti, la somma connessa di due 7

L . . A

piani proiettivi P#Pha il modello piano dato dalla parola ccdd. ‘ Y

€d€

Vogliamo vedere che aba~'b e ccdd danno la stessa superficie. Partiamo dal primo modello
e tagliamo lungo la diagonale:

Y,
A 4

4

@ e
a M Aa
> e

A
A

Incolliamo lungo il lato b:
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aA

Yo

A 4

Yo o ¥

A 4

aM e

Infatti, otteniamo come modello aaee, che corrisponde a P#P.

LEMMA 9.2.1. (SOMMA CONNESSA TORO-PIANO PROIETTIVO E BOTTIGLIA DI KLEIN-
PIANO PROIETTIVO.).

THP = K#P = PHPHP

DiMOSTRAZIONE. Sappiamo gia che, essendo K = P#P, allora K#P = P#P#P. Vogliamo
invece mostrare ora che T#Psia uguale a K#P. Facciamo un procedimento di taglia e incolla,
partendo da T#P, modello piano con parola aba~1bcc:

Incolliamo lungo c:

Otteniamo un modello piano di T#P che puo essere descritto dalla parola dadbab™1.

Prendiamo adesso K#P, di parola 65~ 1fyy:

———
K P
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R

&
«
¢!

0

)

s 7
Y
s K
5
Incolliamo lungo y:
¥ ﬁ
a 71 B
5
Otteniamo un modello piano di K#P che puo essere descritto dalla parola sasfaf™!, che
corrisponde lettera per lettera al modello T#P. O

COROLLARIO 9.2.I. (SOMMA CONNESSA TORI-PIANI PROIETTIVI).
Seg>1len>1,siha
THP, = P, 0.

DIMOSTRAZIONE. Seg = 1:

T#Pn = T#P#Pn—l = P3#Pn_1 = P#Pn_,_z
Py

Procediamo per induzione su g; se e vero per ¢ — 1, allora:

Tg#Pn = T#Tg—l#Pn = T#Pn+2g—2 = T#P#Pn+2g_3 = P3#Pn+28—3 = P,,H_zg D

9.3 CLASSIFICAZIONE DELLE SUPERFICITOPOLOGICHE COMPATTE

TEOREMA 9.3.1. (CLASSIFICAZIONE DELLE SUPERFICI TOPOLOGICHE COMPATTE).
Ogni superfici topologica compatta é omeomorfa a S2, T, per qualche g > 1 oppure P, per qualche
n > 1. Inoltre, tali superfici sono tutte distinte, ovvero:
m T, 2T seg#g.
P,#P,sen#n'.
TgséPnVnZ 1, Vvg>1
2
Sc¢T,Vg=1
2P, Vn>1

Per la dimostrazione del teorema abbiamo bisogno di definire cos’e una triangolazione.



9.3. CLASSIFICAZIONE DELLE SUPERFICI TOPOLOGICHE COMPATTE 149

9.3.1 Triangolazione

DEFINIZIONE 9.3.I. (TRIANGOLO GEOMETRICO).
Sia Suna superficie compatta. Un triangolo geometrico Tin S e un’applicazione

o: T —> TCS,

dove T’ C R? & un triangolo non degenere (compreso dell’interno), inteso nel senso
tradizionale del termine, mentre ¢ € un omeomorfismo. I vertici e i lati di Tsono le
immagini tramite ¢ dei vertici deilatidi T”.

©

A

DEFINIZIONE 9.3.2. (TRIANGOLAZIONE).
Sia Suna superficie compatta. Una triangolazione di S & una collezione finita di triangoli
geometrici Ty, ..., T, in Stale che:
I. S=T{U..UT,.
2. Vi# jsihacheT;NnT puo essere una di queste tre possibilita:
n J;
m un vertice di entrambi i triangoli;
m un lato di entrambi i triangoli.
Una superficie compatta Ssi dice triangolabile se ammette una triangolazione.

Esempiro. Il tetraedro da una triangolazione della sfera con 4 triangoli.

Enunciamo ora un teorema, di cui non daremo dimostrazione, che ci servira successiva-
mente per poter classificare le superfici compatte direttamente con i loro modelli piani
associati.

TEOREMA 9.3.2. (TEOREMA DI RADO, 1925).
Ogni superficie compatta é triangolabile. O]

COROLLARIO 9.3.1. (OGNI SUPERFICIE COMPATTA SHA UN MODELLO PIANO).

DiMmosTRrAZIONE. Per il teorema di Rado, S ammette una triangolazione Ty, ..., T,.
Riportiamo gli » triangoli nel piano, con i lati identificati. Incolliamo poi i lati uno ad uno
fino ad ottenere un unico poligono con delle identificazioni sui lati. O

9.3.2  Dimostrazione del teorema di classificazione: prima parte

La prima parte della dimostrazione del teorema di classificazione si occupa di dimostrare
che tutte le superfici compatte sono omeomorfe a S?, T, o P,. Grazie al corollario appena dimostra-
to, possiamo studiare direttamente il modello piano associato alla superficie compatta Sin
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esame, cioe studieremo un poligono con i lati identificati a 2 a 2. Diamo una nomenclatura
utile.

DEFINIZIONE 9.3.3. (COPPIE DI LATI).
Nel modello piano, una coppia di lati identificati tra di loro:
m e del primo tipo se, percorrendo il bordo del poligono, i due lati compaiono con
orientazione opposta;
m ¢ del secondo tipo se, percorrendo il bordo del poligono, i due lati compaiono con
la stessa orientazione.

Esempio. Nella bottiglia di Klein K, modello con parola aba~'b, i lati a sono del I tipo,
mentre i lati b sono del II tipo.

La dimostrazione é costruttiva: procederemo passo per passo, da un modello piano di una
qualunque superficie compatta ad ottenere una delle superfici citate nel teorema con un
algoritmo di taglia e incolla.

DIMOSTRAZIONE.
Passo 0: se nel modello piano ci sono solo 2 lati abbiamo finito. Infatti, abbiamo solo due
superfici con un modello di questo tipo, che abbiamo gia visto:

cct (I'tipo) c c cc (ITtipo) c c

S=52 S=P

Possiamo supporre che nel modello piano c’e un numero di lati maggiore di 4.

Passo 1: eliminazione delle coppie adiacenti del I tipo.

Supponiamo che nel modello piano ci sia una coppia di lati adiacenti del I tipo, come in
figura:

Incolliamo i lati a della coppia; in questo modo, otteniamo un nuovo modello piano
omeomorfo al primo con due lati in meno:
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P
P P
w

Ripetiamo il passo 1 finché eliminiamo tutte le coppie adiacenti del I tipo. Se alla fine
abbiamo due soli lati, ricadiamo nel passo 0 e abbiamo gia finito la dimostrazione.
Passo 2: riduzione dei vertici a un’unica classe di equivalenza.

Supponiamo che i vertici del poligono non siano tutti equivalenti. Dunque, esistera un
lato b i cui due vertici Pe Q non sono equivalenti:

Q

Consideriamo il secondo lato a con vertice Qe, facendo un taglio come in figura, incolliamo
il lato a:

Abbiamo ora un vertice Q in meno e un vertice P in piu. Ripetiamo questa operazione
facendo via via diminuire i vertici Q. Quando rimane solo un vertice Q deve essere parte di
una coppia adiacente del I tipo; possiamo pertanto incollare il lato a facendo scomparire
il vertice Q. Alternando i passi 1 e 2 arriviamo ad un modello piano con tutti i vertici
identificati e senza coppie adiacenti del I tipo.

Osservazione. Quando incolliamo lungo una coppia di lati del I tipo non ribaltiamo i lati,
dunque le restanti coppie mantengono il tipo. Al contrario, quando invece incolliamo
lungo una coppia di lati del II tipo, i lati restanti possono cambiare tipo. Ad esempio, nel
passo 2, se a e del primo tipo (come nelle figure precedenti) anche il lato c di taglio e del I
tipo e le restanti coppie non cambiano tipo. Invece, se a & del II tipo, il lato c € del II tipo:
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a b

In ogni caso, I'esistenza di almeno una coppia di lati del II tipo e mantenuta dal passo 2.
Rendere adiacenti le coppie del 11 tipo.

Supponiamo che ci sia una coppia di lati a non adiacenti del II tipo. Operiamo un taglio b
tra gli estremi finali della coppia e incolliamo la coppia stessa:

In questo modo rendiamo adiacenti tutte le coppie del II tipo.
Se ci sono solo coppie del 11 tipo, abbiamo ottenuto una parola della forma

ajaqdqdy ... Ayay, — .

Passo 4: Raggruppare le coppie del I tipo.
Supponiamo che nel modello piano cisia almeno una coppia del primo tipo, non adiacente
per i passi precedenti:

Allora deve esistere un’altra coppia di lati del I tipo tali che queste coppie si separino a
vicenda. Infatti, i vertici sono tutti identificati tra loro, in particolare lo sono i due vertici
di a. In altre parole, deve esistere un lato b nella parte superiore identificato ad un lato b
nella parte inferiore:
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Siccome i lati b non sono adiacenti e abbiamo gia reso adiacenti tutte le coppie di lati
del II tipo, b deve essere una coppia di lati del I tipo. Operiamo due taglia e incolla per

raggruppare le due coppie.
4.1 Taglio un lato ¢ lungo gli estremi finali di 2 nella stessa direzione di b e incollo b:

b (&
NG c
a a
- 3. :
b
b
g,__H ’

Cc

4.2 Taglio un lato d lungo gli estremi finali di c nella stessa direzione di a e incollo a:

a P Sy d
) | NI

c

In queste operazioni incolliamo lungo coppie del I tipo, pertanto i tipi delle coppie non

cambiano!
m  Se nel modello piano compaiono solo coppie del I tipo, dopo un numero finito di

passi otteniamo la parola
a1byai byt agbaaz bzt .. aybyanthyt = @.

m  Seinvece nel modello piano compaiono sia coppie adiacenti del II tipo, sia sequen-
ze aba~'b~! di coppie del I tipo, allora S é data dalla somma connessa di tori e piani
proiettivi, con almeno un piano proiettivo, pertanto per il corollario 9.2.1 (pag.

148) segue che . O
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OssSERVAZIONE. Siottiene sempre un piano proiettivo se e solo nel modello iniziale c’e
almeno una coppia di lati del II tipo perché i passi mantengono il tipo.

9.4 ORIENTABILITA

DEFINIZIONE 9.4.1. (NASTRO DI MOBIUS).

Definiamo il nastro di Mébius (aperto) N, € R2 come lo spazio
[0, 1]1x (0, 1) (mentre si considera [0, 1] X [0, 1] nel caso chiuso N) aA Ya
con ilati quozientati come in figura.

OSSERVAZIONE. N, e una superficie topologica, ma non € compatta in quanto non e
chiusa.

INTUITIVAMENTE... Immaginiamo di avere una figura bidimensionale posta sulla sfera
S2; essa & libera di muoversi su di essa. Qualunque percorso chiuso essa faccia, la figura
tornera al punto di partenza esattamente come era partita. Prendiamo invece il nastro di Mébius.
Dopo un percorso attorno al nastro, la figura torna al punto di partenza non com’era
partita, bensi ci ritorna con la sua immagine speculare! Oltre a questo strano avvenimento,
notiamo che la figura nel caso della sfera percorre sempre e solo un percorso sull’esterno
o sull'interno della sfera, ma mai contemporaneamente su entrambi. Nel caso del nastro
di Mobius, la figura percorre l'intera superficie in un unico percorso.

In questi termini, diciamo che la sfera e una superficie orientabile: non esistono percorsi
che mi ribaltano una figura piana su di essa e (vista come superficie in R3) ho due lati ben
distinti, I'interno e '’esterno della sfera. Il nastro di Mobius, invece, non € orientabile: la
figura si ribalta e, allo stesso tempo, percorre tutta la superficie; in altre parole, non esiste
un “interno” o un “esterno” del nastro.

I comportamenti sul nastro di Mébius che abbiamo appena osservato si presentano an-
che in superfici come il piano proiettivo reale o la bottiglia di Klein; in particolare, si ha que-
sto proprio perché possiamo identificare su di esse un percorso esattamente analogo a
quello visto sul nastro di Mobius. Possiamo formalizzare 'orientabilita utilizzando questo
principio.

DEFINIZIONE 9.5.1. (ORIENTABILITA).
Una superficie topologica si dice orientabile se non contiene un sottospazio omeomorfo
al nastro di Mobius (aperto o chiuso). Altrimenti Ssi dice non orientabile.

EsgmPI.
m N, non ¢ orientabile.
m P = P2 (R)non e orientabile:
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m  Knon é orientabile:

Y
Y

am Aa

A
A

m  Una superficie il cui modello piano contiene una coppia di lati del II tipo non e
orientabile:

OSSERVAZIONE.
1. S%e T, sono orientabili V¢ > 1.

2. Seuna superficie compatta & omeomorfa a un sottospazio di R3, allora & orientabile
ed e rappresentabile.

OsseERVAZIONE. Lorientabilita € una proprieta topologica, cioe & invariante per omeo-
morfismi.

9.5.1 Dimostrazione del teorema di classificazione: seconda parte

Noto cio, con il concetto di orientabilita possiamo fare un passettino avanti nella classifica-
zione delle superfici.

COROLLARIO 9.5.1. (SFERA, TORI E PIANI PROIETTIVI NON SONO OMEOMORFI).

S2zp Vn>1
T,2P,Vn>1Vg>1 O]

COROLLARIO 9.5.2. (ORIENTABILE SE E SOLO SE IL MODELLO PIANO NON HA LATI DEL
II TIPO).
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Sia S una superficie compatta con un suo modello piano. Allora S é orientabile se e solo se il modello
non contene coppie di lati del 11 tipo.

DIMOSTRAZIONE.

= ) Sec’e una coppia di lati del II tipo, costruiamo facilmente un nastro di Mébius
collegandone gli estremi.

<) Applicando I'algoritmo del taglia e incolla, se non ci sono lati del II tipo otteniamo
una superficie omeomorfaa S2 o a T,, entrambe superfici orientabili. O

9.6 SUDDIVISIONE DI UNA SUPERFICIE COMPATTA

DEFINIZIONE 9.6.1. (LATO).
Un lato in S superficie compatta e un sottospazio L C Scon un’applicazione continua

f :[0,1] —— Ltale che valga una delle due proprieta seguenti:

m feomeomorfismotra[0,1]eL;
m fé&iniettivosu [0, 1), f(0) = f (1) e f induce un omeomorfismo tra L e S*, cioe f &
un’identificazione.
Definiamo come vertici del lato, rispetto ai due casi sopra:
= f(0)ef(D)
= f(0)

DEFINIZIONE 9.6.2. (SUDDIVISIONE DI UNA SUPERFICIE COMPATTA).
Una suddivisione & di una superficie compatta S € data da:
m un sottoinsieme finito V'di S, i cui punti sono detti vertici;
m uninsieme finito Ly, ..., L, in Sdi lati;
tali che:
I. VL,L,nV = {verticidiL;};
2. Yi#[,LinL CV,
3. S\ (LyVU..UL,)haun numero finito di componenti connesse dette facce della
suddivisione e ogni faccia ¢ omeomorfa a un disco aperto di R2.

Esempro. Una triangolazione Ty, ..., T, di Sinduce sempre una suddivisione, in cui:

m V=verticidiTy, ..., T,.

m L .., L,=latidiTy, .., T,.

m Facce=internidiTy, ..., T,.
Pertanto, ogni superficie compatta ammette almeno una suddivisione perché esiste
sempre una triangolazione per il Teorema di Rado.

ESEMPI.
m 52 ha una suddivisione (ulteriore a quella data dal tetraedro) data da un unico
vertice, un unico lato e due facce.
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m Il toro ha una suddivisione data da un unico vertice, due lati e un'unica faccia.

9.7 CARATTERISTICA DI EULERO

DEFINIZIONE 9.7.1. (CARATTERISTICA DI EULERO DI UNA SUDDIVISIONE).
Data una suddivisione & di una superficie compatta S, essa avra:

m vvertici;

m elati;

m ffacce.
La caratteristica di Eulero di Srispetto alla suddivisione § &

xS S)=v-e+feZ

Esegmpl.

m [l tetraedro ha 4 vertici, 6 lati e 4 facce, pertanto S ha come caratteristica di Eulero
xS $)=4-6+4=2.

m Lasuddivisione della sfera precedente, descritta da (v, e f ) =(1, 1, 2), ha carat-
teristica di Eulero (S, 1) =1-1+2=2.

m [ltorohaunasuddivisione (v, e f ) = (1, 2, 1), con caratteristicadi Eulero y (S, &) =
1-2+1=0.

m Possiamo costruire una suddivisione alternativa del toro direttamente sul modello
piano, nel modo seguente:

Y
A 4

a M Aa

»
L4

S 4

Abbiamo (U, e, f) = (2, 6, 4) con caratteristica di Eulero y(S, ) =2-5+4=0.

Notiamo che, in questi esempi, suddivisioni diverse di una stessa superficie hanno stessa
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caratteristica di Eulero. Questo non e un caso: il seguente teorema, che non dimostreremo,
ci garantisce cio.

TEOREMA 9.7.1. (CARATTERISTICA DI EULERO INDIPENDENTE DALLA SUDDIVISIONE).
Date due suddivisioni §'1 e Sy, della stessa superficie compatta S, si ha:

x(S, 1) = x(S, S2) 0

DEFINIZIONE 9.7.2. (CARATTERISTICA DI EULERO DI UNA SUPERFICIE).
Sia Suna superficie compatta. La caratteristica di Eulero y (S) € Z e la caratteristica di
Eulero di una qualsiasi suddivisione di S.

COROLLARIO 9.7.I. (LA CARATTERISTICA DI EULERO E PROPRIETA TOPOLOGICA).

DIMOSTRAZIONE. Siano Sj e Sg due superfici compatte omeomorfe tra di loro e sia &
una suddivisione di S;. Usando 'omeomorfismo, costruiamo una suddivisione &5 di Sy
con lo stesso numero di vertici, lati e facce di &;. Allora:

x(S1) = x (81, $1) = x(S2, S2) = x(S2) O
Esempi.
n ;((52) =2
m y(1)=0

9.7.1 Dimostrazione del teorema di classificazione: terza e ultima parte

Forti di questo nuovo invariante per omeomorfismi, possiamo concludere la dimostrazione
del teorema di classificazione delle superfici compatte. Innanzitutto, vediamo per bene che
relazione c’e tra la caratteristica di Eulero e il modello piano di una superficie.

OsSSERVAZIONE. Sia Suna superficie compatta avente un modello piano con 27 lati
identificati a coppie. Esso da una suddivisione nativa di Sin cui:
m ivertici v sono le immagini in Sdei vertici del poligono e il loro numero e il numero
di classi di equivalenza sui vertici del modello piano;
m ilatinsono le immagini in Sdei lati del poligono e il loro numero € il numero di
coppie di lati del modello piano;
m c’esolouna faccia, data dall'immagine dell’interno del poligono.
In altre parole:
yS)=v-n+1

DIMOSTRAZIONE.
m P, eespressodallaparolaaajasay ... a,a, elasuddivisione data dal modello piano
ha un solo vertice, # lati e una faccia. Allora

y@P)=1l-n+1=2-n Vn=>1.
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In particolare,

x(P)=1
x(K) = x(P) =0= x(T),

ma T # Kin quanto T é orientabile, mentre K non lo . Notiamo che y(P,) <
1Vn > 1le y(P,) = 2 —neunafunzione iniettiva. Pertanto, se n; # ny, allora
X (Pnl) X (Pnz) e, in quanto invariante per omeomorfismi, segue che P, # P,.
In altre parole, tutte le superfici P, sono non omeomorfe tra di loro.

m T, ¢espresso dalla parola aybyaytbyt .. a,b,a,tb;1 e la suddivisione data dal mo-
dello piano ha un solo vertice, 2¢ lati e una faccia. Allora

x(h)=1-2g+1=2-2¢ Vg=>1.

In particolare, se poniamo T, = S? come caso “degenere” di toro non bucato, y (Tg)
vale V¢ > 0. Dunque:
o la caratteristica di Eulero delle superfici orientabili € sempre minore o uguale a
o

o x(S) < 2 per ogni superficie compatta.
Notiamo che ;((Tg) = 2 — 2¢ e una funzione iniettiva. Pertanto, se g; # g5, allora

;((Tgl) *x (TgQ) e, in quanto ir}variante per omeomorﬁsmi,.segue cheT, #T,.
In altre parole, tutte le superfici T, sono non omeomorfe tra diloro.

9.7.2 Somma connessa e caratteristica di Eulero

LEMMA 9.7.1. (CARATTERISTICA DI EULERO DELLA SOMMA CONNESSA).
Siano Sy, S due superfici compatte. Allora

X (51#59) = x(S1) + x(Sg) — 2.

DiMOSTRAZIONE. Scegliamo una triangolazione (Ul, e1, fl) e (02, g, f2) per S e Sy,
rispettivamente. Per costruire S;#S; scegliamo un triangolo su S; e uno su S,. Incolliamo
le due superfici lungo i bordi di questi due triangoli. Otteniamo cosi una triangolazione
per S;#S, con (03, es, f3) che soddisfa

032014‘02—3
33:€1+€2—3

fa=fi-1+fo-1=f1+fy-2
Allora

X(Si#Sp) = vz —eg+ fa =0y +vg—B—(ex +ea—B) + f1 + fa—2= x(S)) + x(S). O

OSSERVAZIONE. Possiamo ora calcolare in un altro modo y (P,) e y (Tg), per induzione:

x(P)=1
y(Py)=y(PHP)=1+1-2=0
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X (Py) =y (P#Py1) = x(P) + ¥ (Py1) —2=1+2-(n-1)-2=2-n.
In modo analogo per T:
x(T)=0
¥T)=y(M@#HT)=0+0-2=-2
2(T) = 2 (TTy1) = 2 (Tp) + ¥ (Tp-1) —2=0+2-2(g-1)-2=2-2¢.

9.7.3 Impratichiamoci! Caratteristica di Eulero

ESERCIZIO (PROVA D’ESAME, LUGLIO 2018).
Sia Sla superficie compatta data dalla parola abcdea 'b~1c~1d~1e~!. Determinare la classe
di Snella classificazione delle superfici compatte.

SoLuzIioNE. Tutte le coppie di lati sono del I tipo, pertanto S € orientabile, cioe puo
essere S2 o T, per un qualche ¢ > 1, e la caratteristica di Eulero ¢ del tipo y (S) = 2 - 2g.
Sha un modello piano seguente con 10 lati identificati a coppie, che da origine ad una
suddivisione di Scon 5 latia, b, ¢, d, e, una faccia e v vertici, con v il numero di classi
di equivalenza sui vertici del modello. Per calcolare v, disegniamo il modello piano e
raggruppiamo i vertici:

e b
Q p
d c
Q
/P
C d
Q 12
b e
P a @Q

Su 10 vertici ho 2 classi di equivalenza, quindi v = 2. Pertanto,

7()=0-5+1=2-4=-2=2-2¢ = =4 = ¢g=2 = S=T,.
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CAPITOLO 1 O

APPROFONDIMENTI DI
ALGEBRA LINEARE

“Non c’e quasi nessuna teoria piu elementare dell’Algebra Lineare, nonostante il fatto che generazioni di
professori e di scrittori di libri di testo ne abbiano oscurato la semplicita con calcoli assurdi con le matrici.”

JEAN DIEUDONNE, dopo aver visto quanto era lunga la dimostrazione della forma di Jordan.

UESTO capitolo si puo considerare un approfondimento di concetti ben noti dall’Algebra
QLineare, cercando di rispondere alle seguenti questioni:
m DIAGONALIZZAZIONE SIMULTANEA: quando possiamo diagonalizzare due matri-
ci con una stessa base di autovettori?
m POLINOMI E MATRICI: possiamo valutare un polinomio con dei valori matriciali?
Che relazione c’e fra polinomi matriciali e il polinomio caratteristico della matrice?
m FORMA CANONICA DI JORDAN: possiamo generalizzare la decomposizione spettrale
anche a matrici che non sono diagonalizzabili, rendendole cosi *“piu semplici”?
m FUNZIONE ESPONENZIALE MATRICIALE: come abbiamo fatto con i polinomi,
possiamo “matricizzare” la funzione esponenziale?

10.1 DIAGONALIZZAZIONE SIMULTANEA

RicorRDIAMO... SiaVspazio vettoriale su campo K di dimensione finita. Consideriamo
gli endomorfismi di Vo, equivalentemente, le matrici M, ,, (K), dove dim V = n.
m  Adetermina un endomorfismo di K” dato da v +— Av.
m  Matrici associate allo stesso endomorfismo rispetto a basi diverse sono simili,
cioe esiste P € GL (n K) tale che B = P~1AP.
m Leseguenti affermazioni sono equivalenti:
o Aediagonalizzabile.
o Aesimile ad una matrice diagonale D con Pmatrice con autovettori di A sulle
colonne.
o K" ammette una base di autovettori di A.

163
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o K"=V, &..8V, conV, autospazio relativoad A

DEFINIZIONE 10.2.1. (DIAGONALIZZAZIONE SIMULTANEA).

Siano A, B € K" due matrici diagonalizzabili. Diciamo che A e Bsono simultaneamente
diagonalizzabili se esiste una base di K” composta di autovettori contemporaneamente
sia di A sia di B. Equivalentemente, A e Bsono simultaneamente diagonalizzabili se esiste
una matrice invertibile Ptale che P~ APe P~1BPsono entrambe diagonali.

EsemMpI1o. Non tutte le matrici diagonalizzabili lo sono simultaneamente. Prendiamo
R2; si consideri:

m Adiagonalizzabile con 2 autovalori diversi, i cui autospazi sono A= 0 1 )
lerettey = xey = —x. 10

m Bdiagonalizzabile con 2 autovalori diversi, i cui autospazi sono B 1 -1 )
lerettey = 0ey = 2x. o0 -1

Non esiste alcun autovettore comune, dunque A e B non sono simultaneamente diagona-
lizzabili.

Dalla sola definizione non & semplice capire quali matrici sono a tutti gli effetti simul-
taneamente diagonalizzabili. Tuttavia, il seguente teorema ci permettera di trovare una
condizione necessaria e sufficiente per la diagonalizzazione simultanea.

TEOREMA 10.2.1. (CARATTERIZZAZIONE DELLA DIAGONALIZZAZIONE SIMULTANEA).
Siano A, B € K", Allora A e B sono simultaneamente diagonalizzabili se e solo se A e B sono
diagonalizzabilie A, Bcommutano, cioé AB = BA.

Per dimostrare il teorema, abbiamo tuttavia bisogno del seguente lemma:

LEMMA 10.2.I. (MATRICI CHE COMMUTANO E AUTOSPAZI).
Siano A, B € K™" tale che AB = BA e sia Wun autospazio di B. Allora, presa lazione di GL (n, K)
suK"™" sihache AW C W.

DiMoOsTRAZIONE. Sia Al'autovalore di Brelativo all’autospazio W. Per definizione di
autospazio
W={veV| B.v=Av}.

Sia w € W. Vogliamo mostrare che A. w € W-
B.(A.w) = (BA.W) = (AB.w) = A.(B.w) = A.(Aiw) = 1 (A.w)

A.w e autovettore rispetto a A, pertanto A. w € W, per ogni w e dunque segue la tesi. [

DIMOSTRAZIONE (DEL TEOREMA 10.2.1).

= ) Per ipotesi, esiste P € GL (1, K) tale che D; = P"1APe D, = P~1BPsono dia-
gonali; in particolare commutano, in quanto matrici diagonali: D;Dy = DyD;. Allora
A=PD;P! B=PDy,P e

AB = (PDyP™Y) (PDyPY) = PDyDyPt = PDyDy Pt = (PDyP~Y) (PDy P7Y) = BA.

=) Procediamo con una dimostrazione costruttiva. Sappiamo che:
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m DPoiché A e diagonalizzabile esistono vy, ..., v, base di Vcomposta da autovettori di
A

m  Poiché Be diagonalizzabile siha V= W; & ... & W, con W, autospazi di B.
Consideriamo v € V. Esso si scrive in modo unico come

Vi=Wii+..+twy.conwy €W, Vi=1, ..,

v, € autovettore di A relativo all’autovalore di A, dunque Av; = A;v. Moltiplichiamo v,
per A:
A. vy = A. W]_,]_ + ...+ A. W]_/r
1
/11‘71 = ﬂlwlll + ...+ /11W1/r

Dallemma appena dimostrato, da A.W; C W;, V], segue che A. w; € W,. Per la chiusura
di W; rispetto al prodotto per uno scalare, abbiamo anche Aw; € Wj, Vj. Siccome in una
somma diretta la decomposizione € unica, deduciamo che

A-Wl,l = /llwlll, ey A. W]_,r = /11W1,r.

In altre parole, Vj, wy ; € 0 oppure un autovettore di A e, per ipotesi, anche di B. Procedia-

mo allo stesso modo tuttiivettori dellabase vy, ..., v,:sihachev, = w;; +.. +w; e V¥i,j,
W;; € 0 oppure un autovettore comune di A e B. Otteniamo un insieme {wi,j} di autovettori
comuni di A e B. Per costruzione, lo span lineare dei {wi/j} contiene {v{, ..., v, } e pertanto e

necessariamente paria V! In altre parole, {Wz‘,]’} e un sistema di generatori di Ve possiamo
estrarre da esso una base di V costituita di autovettori comuni ad A e a B. O

10.3 POLINOMIE MATRICI

RicorDIAMO... Datouncampo K, indichiamo con K [¢] I'anello dei polinomi a coeffi-
cienti in K nella variabile f; un suo elemento f (f) € K [¢] & della forma:

f(t) = bntl’l + bn_ltn_l + ...+ blt + bo con bi € K

Finora abbiamo sempre valutato i polinomi in valori del campo K. Possiamo invece valutarli
in una matrice in K™"? Dopotutto, la somma di matrici e 1a moltiplicazione per uno scalare sono
operazioni interne a K" e pertanto potremmo pensare che sia lecito. Tuttavia, presi i poli-
nomi p cosi come sono, non sarebbe ben definita p (A) a causa del termine noto; infatti, non
possiamo sommare uno scalare ad una matrice! Per ovviare a questo problema, quando valu-
tiamo un polinomio in una matrice A “correggiamo” il termine noto con la matrice identita
L
f(A) =b,A" +b, A" 1 + .. +b;A+Dbglconb; € K

In questo modo, f (4) € K™".

| EsemPpIO. Preso f (t) = t2 - 3, il polinomio valutato nella matrice A & f (A) = A% - 3L

OSSERVAZIONE. Dati f, g € K[t]e A € K" siha:
= (frg)@) =) +g(A)
= (fg) (D) =F(Ag®)
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DiMmOSTRAZIONE. Prendiamo i polinomi
= +b0, 407+ .+ + =cC +c, 4t~ +..+cyt+c
t)y=b,t" +b, {t"1 byt + bog (t LA+, qt7T 1t + ¢
e valutiamoli entrambi in A:
= +0,_ T TR op AP + =cC +C,_ T+ +cC + Col.
A) =b,A" + b, A"1 b1 A+ bylg (A) = ¢, A" +c,_1 A1 1A +col
I Lasomma e ovvia.
IT Il prodotto é garantito dalla commutativita delle potenze di matrici. O

10.4.1 Ideale di una matrice

DEFINIZIONE 10.4.1. (IDEALE DI UNA MATRICE).
Data A € K", definiamo I'ideale della matrice come

I ={fe K] f(4) =0

OSSERVAZIONE.
| O € IA'
m [, # {0}; infatti, se consideriamo le seguenti 72 + 1 matrici in K"

LA A2 A3 . A"

Per il lemma di Steinitz queste matrici sono necessariamente linearmente dipendenti, da-
to che superano in numero dim K™ = n?, cio¢ esistono i coefficienti ag, ..., 4,2 €
K non tutti nulli tali che

2
(10[+ lllA + 112A2 + ...+ an2A” =0

Allorap(t) = anzt”2 + ... + agt? + ayt + ag & un polinomio non nullo in I,.
m ], soddisfa giustamente la definizione di ideale di K [¢]:
o I, éunsottogruppo di (K"", +).

(fre)@=Ff)+gW)=0 = f+gel,
o Assorbimento. Se h € K [t] si ha

(fh)(A) = f(Ah(A) =0 = fhel,

=0

10.4.2 Polinomio minimo

PROPOSIZIONE 10.4.I. (ANELLO K [f{] E AD IDEALI PRINCIPALI).
Lanello K [t] é ad ideali principali: se I C K [t] é un ideale, Ap tale che I = (p) Il generatore p é unico
a meno di moltiplicazione per scalari non nulli, se prendiamo p monico allora é unico.

DIMOSTRAZIONE. Siap € Iun polinomio non nullo di grado minimo tra i polinomi in I,.
Se p e costante, alloraI= K [t] = (1) = (p) Supponiamo allora p non costante. Vogliamo
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mostrare che p genera I Prendiamo f € Ie dividiamolo per p:

f® = p®qg) +r)

—_— —
€l €lper assorbimento

Conr (t) polinomio con deg 7 < deg p. Notiamo che anche r (t) € Iper essere vera I'equazio-
ne di sopra; in particolare, per la minimalita del grado di p non puo esserci un polinomio
in Idi grado minore di p, dunque r = 0. Allora p divide f e dunque ogni polinomio in I&
generatodap: [ = (p) Sel= (p) = (fa), allorap, p € Ie dunque p divide ed e diviso da p,
cioep = Apcon A € K\ {0}. Se p & monico, I'unico coefficiente A percuisihap = Apel,e
dunque p = P, cioe p e unico. O

DEFINIZIONE 10.4.2. (POLINOMIO MINIMO).

Sia A € K" e sia I, ideale dei polinomi che si annullano in A. Il polinomio minimo
m 4 (t) di A e il generatore monico di I, ossia e il polinomio monico non nullo di grado minimo
traipolinomiin I,.

Esemp1o0. Cerchiamo il polinomio minimo della seguente matrice.
(0 1 o (0 1 0 1)\ (1 0)_
=(To) #=(30)(30)=(0 5)-
Notiamo che A% — [ = O,dunque p (t) = t2 — 1 € I,. Poiché m, (t) | p (t), esso pud essere
solot—1,t+ 1,2 — 1. Escludiamo sempre il caso 71, (t) = 1, in quanto allora si avrebbe
I, = K [t] e cio non e mai vero per questo anello: i polinomi di grado 0 non si annullano
in generale sulle matrici!. Se fosse m, (t) = t — 1, alloram, (A) = A—-1# Oedunque

t—1¢1,. Inmodoanalogosem,(t) =t+1siha A+I# O0edunquet—1 ¢ I,. Lunica
possibilita & allora m , (t) = t2 - 1.

OSSERVAZIONE. Se A e Bsono simili, allora I, = Iz C K [t] e quindim (t) = mg ().

DIMOSTRAZIONE. Sia M € GL (1, K) la matrice che rende A simile a B: B= M~1AM. Le
potenze di matrici simili sono simili anch’esse:

B=M1AM
B2 =M1A2M
Bf = M1 AkMm

Sep(t) = cgt? + ... + ¢g, allora

MY (A) M= ML (cgA% + ... + oI ) M= ¢g (MTLATM) + ... +c1 (MTLAM) + ol =

=c;B' + .. + 1B+ col = p(B)

ossia M~1p (A) M = (B). Pertanto, p (A) = Ose esolosep (B) = O, cioe se I, = I. O

10.5 TEOREMA DICAYLEY-HAMILTON
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RicorRDIAMO... Ricordiamo alcune definizionie proprieta utililegate al determinante:
m Il complemento algebrico (i, ]) di una matrice quadrata Me

i+] tri tt tada M lland
M= (=1)" det( matrice ottenuta da M cancellando )

larigaielacolonnaj

m La matrice aggiunta adj (M) di una matrice quadrata M e la matrice (Mi,j) che, al

posto (i, ]) ha il complemento algebrico M;;.“
m LaregoladiLaplace afferma che

adj (M) M = Madj (M) = det (M) L

Inoltre, se det (M) # 0, allora

I
M= T2 M)

m Il polinomio caratteristicodi A e
Cy(t) = det (HI— A) = (-=1)" det (A - tI).

In particolare, il polinomio caratteristico € un polinomio monico.

“Attenzione all’ordine degli indici!

OsseRrvAzZIONE. Una matrice i cui elementi sono polinomi in K [f] puo essere scritta in
modo unico come polinomio in f con coefficienti delle matrici in K",

EsgmPIO.
212 3gt+1) (2 0 2 4 0 3 ;4 01
2 — At 0 110 -4 0 00

TEOREMA 10.6.1. (TEOREMA DI CAYLEY-HAMILTON).
Sia A € K", Allora C, (t) € I, cioe C4 (A) = 0. In altre parole, m 4 (t) divide C, (t). In particolare,
degm, (t) < n.

DIMOSTRAZIONE. Sia M = tI— A. Allora
Cy(t)=detM=t"+b, "1 + ..+ byt +b.

Consideriamo l'aggiunta di M, adj (M) = adj (tI— A). Poiché gli elementi di t/ — A sono
polinomi in K [t] di grado minore o uguale di 1 e gli elementi di adj (M) sono polinomi in
K [t] di grado minore o uguale din — 1, adj (M) si scrive come polinomio di grado minore
euguale an — 1 con coefficienti in K" grazie all'osservazione di pag. 168.

adj (M) = C,_1t" 1 +C,_ot" 2 + ... + Cyt + Cp, C; € K"
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Usando la regola di Laplace:

Madj (M) = det(M) I
U
(H— A)adj(M) = C, () I (£ + b,y "L+ .+ byt + bg) I
I I

(= A) (Cuor " + Cugt"™2 + . + Oyt + Cp) [t”1+ b, 1"+ .+ byt + bOIJ
I

Cyqt" + Cpgt™™ L + ... + Cyt2 + Cyt+ ]

—AC,_1t" 1 = AC,_ot" 2 + ... — ACyt + AC,

Uguagliamoidue termini evidenziati, sommando le matrici coefficienti termine a termine.
Sihail sistema

Cn—l =1 3 {E
Cy9—AC,_ 1 =b, I 1
C,3—AC, g =b, oI 12

CO - ACl = b]_l ot
—ACO = bol 5 1

Sostituiamo a cascata le equazioni dalla seconda in poi:

Cn_2 = A + bn—II
Cypg3 =A% +b, 1A+b, ol

Co=A"1+b, 1A" 2+ ..+
Sostituiamo Cy nell’'ultima:

A"+ b, A1+ L+ b A+ byl=0.

Ca(4)

Abbiamo dunque ottenuto la tesi. O

OssSERVAZIONE. Poiché m (t) divide C, (t), allora C, (t) = m4 () g (t), cong(t) € K [t].
In altre parole, le radici del polinomio minimo sono autovalori.

Il seguente teorema afferma un legame ancora piu forte tra polinomio minimo e autovalori
di una matrice.

TEOREMA 10.6.2. (RADICI DEL POLINOMIO MINIMO SONO AUTOVALORI DI A E VICEVER-
SA).

Sia A € K" em (t) il suo polinomio minimo. Allora, preso A € K, m, (1) = 0 se e solo se
A éun autovalore di A.

DIMOSTRAZIONE.
= ) Segue dal teorema di Cayley-Hamilton perché sem, (4) = 0,alloraC,(4) =0e
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quindi 4 & autovalore.
&) Sia Aunautovalore di A con autovettore associato v. Si ha

Av = v
A2v = A(Av) = A(Av) = AAV = A?v.

Iterando il procedimento, si arriva a A*v = A*v. Un generico polinomio p (t) € K [¢] si
puo esprimere come

d
p@t) = Zciti ceK
i=0

allora ;
p(A) = Z c;Alent
i=0
e dunque
d d d d
p(A)v = (Z clA’Jv = 2 ¢; (Aiv) = 2 ¢; (/llv) = (Z clﬂl)v =p(A)v
i=0 i=0 i=0 i:(e)K

Consideriamo ora un polinomio p € I,. Per sua definizione p (A) = 0; in particolare, da
quanto scritto sopra
Ov=p(A)v

e, essendo v un autovettore, v # 0; dall’equazione sopra necessariamente segue p (1) = 0.
In particolare, essendo p € I, generato dal polinomio minimo m, cioé p (t) = m, (t) g (f)
cong(t) # 0, segue chem, (1) = 0. O

10.7 FORMA CANONICA DIJORDAN

D’ora in poi, se non altresi specificato, considereremo K = C, cioé tratteremo di matrici
A € C™" e endomorfismi fra spazi vettoriali complessi.

OsseERVAZIONE. Poiché C e algebricamente chiuso, ogni polinomio p € C [t] si fatto-
rizza completamente come prodotto di fattori lineari:

Cy(t) = (t—A7)™ ... (t— 4,)™ conm; molteplicita algebrica di 4,
Nel caso del polinomio minimo, si ha
ma(B) = (=) o (t=4)" conl <h <m;¥i=1,..,r.

Come altra conseguenza, ogni matrice n X n ammette n autovalori complessi, contati con
le loro molteplicita.

Sia A € C™" una matrice associata a un endomorfismo f : V.—— V. Se f e diagonalizzabile,

esiste una base in cui la matrice di f e diagonale. Anche quando la matrice non e diago-
nalizzabile vogliamo comunque cercare una base in cui la matrice di f sia particolarmente
semplice.
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DEFINIZIONE 10.7.I. (BLOCCO DI JORDAN).
UnbloccodiJordan ] = J, (4),diautovalore A € C e dimensionek, € una matrice quadrata
k X k con sulla diagonale solo I’autovalore e sopra ogni elemento della diagonale 1:

A1 0 .0
0 A - :
J=Jk@=| : 10
: A1
0 .. .. 0 4

OSSERVAZIONI.
m Jeédeterminatoda Aek.
m Il polinomio caratteristicodi Je C(t) = (f - ﬂ)k, cioe 4 & l'unico autovalore di Jcon
molteplicita algebrica k.

OssERVAZIONE. Definiamo il blocco di Jordan di dimensione k con autovalore zero,
necessario per calcolare 'autospazio V,:

010..0
00 :
N=Jj-2AI=(: 10
: 01
0.... 00

SihacherkN = k - 1, quindi dimV, = dimkerN = k —rkN = 1, cioe Jnon & mai
diagonalizzabile se k > 1, dato che 1 = dimV; < m,; = k. Se la base 98 dello spazioVa Je&
{e1, ..., e}, notiamo che e e I'unico autovettore di Ne V; = & (e1). Sivede che Jagisce in
modo particolare sui vettori di %:

]el = /lel
Je2 =eq aF 192

]ek =e€_1t+ ﬂek

Anche Nagisce in modo altrettanto particolare sui vettori di %:

Ne]_ =0
Ne2 =€
Ney = e;_;

Cominciando da e, e applicando Nripetutamente otteniamo gli altri vettori della base.

€ k-1 €y

(D) e
i S s
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Ad esempio, con NZ si ha:

N2e1 =0
N2e, = N(Ney) = Ne; = 0

NZe; = N(Ney) = Ney_1 = e;_o

Infatti, se guardiamo la matrice N2, si ha

O M

N2 =(J-AI)? =

SO
OO

0

Siha dunque, ad ogni potenza successiva di N, lo “spostamento” della diagonale di 1 verso
destra. In particolare,

0 v = 01
o 7
N1 = (J-anft = :
0 o v w O

3 in questo caso con i vettori della base si ha la relazione

Nk-le,=oVi=1,.., k-1

k-1, —
N e, =e;

StudiandoI'immagine dell’applicazione associata ad N, poiché la base dell'immagine sono
i vettori colonna linearmente indipendenti, si ha Im N*-1 = & (¢;). Come gia affermato
dunque, € e; a determinare l'intera base di Vtramite la moltiplicazione per N. Notiamo
inoltre che N* = O, cioé Né una matrice nilpotente di ordine .

DEFINIZIONE 10.7.2. (FORMA DI JORDAN).
Una matrice quadrata si dice in forma di Jordan se ha solo blocchi di Jordan lungo la
diagonale, mentre altrove e nulla.
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EseEmpIo. Laseguente matrice 9 X 9 ¢ in forma di Jordan con J3 (2), J5 (i), J3 () e J1 (—4):

21000000 0
02100000 0
00200000 0
000[i 1000 0

4=1 0000 il000 0
00000[i10]0
00000{0i1f0
00000[00i0
0000000 0]-4]

OssERVAZIONE. Una matrice diagonale ¢ in forma di Jordan, con solo blocchi di ordine 1
(cioé senza alcun 1 sopra la diagonale).

OSSERVAZIONE. Se AéinformadiJordan,sulladiagonale compaiono tuttigli autovalori
con la loro molteplicita. Dunque, se A € un autovalore, la somma delle dimensioni dei blocchi
relativi a A € uguale alla molteplicita algebrica m ; di A:

m,; = 2 dimensioni dei blocchi relativi a 4.

TEOREMA 10.7.1. (ESISTENZA E UNICITA DELLA FORMA DI JORDAN).
Sia Vuno spazio vettoriale complesso di dim n e f un endomorfismo di V. Allora esiste una base di V
in cui la matrice di f e in forma di Jordan. Inoltre, la forma di Jordan é unica a meno dell'ordine dei
blocchi. In termini matriciali, ogni A € C™" ¢ simile ad una matrice in forma di Jordan, unica a meno
dell'ordine dei blocchi,

J=Plap

dove Pé la matrice del cambiamento di base che presenta, nelle colonne, la base che mette A in forma di
Jordan.

10.7.1 Autospazi generalizzati

Per dimostrare il teorema appena enunciato, faremo uso di un concetto nuovo: quello di auto-
spazio generalizzato. Prima di definirlo, ricordiamo alcune proprieta legate agli endomorfismi
che ci torneranno utili.

DEFINIZIONE 10.7.3. (SPAZIO VETTORIALE INVARIANTE).
Uno spazio vettoriale V'si dice invariante per un endomorfismo fse f (V) CV.Se Aela
matrice associata all'endomorfismo rispetto ad una base fissata, si scrive anche AV C V.

OSSERVAZIONE. Supponiamo che V = U® W, con Ue W sottospazi di V; supponiamo
inoltre i due sottospazi Ue Wsiano invarianti per f endomorfismo, dunque f (U) CUe
f (W) C W. Prese una base 3B;;di Ue una base %, di W, la base B = B, U %y, € una base
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di Ve la matrice di f rispetto a questa base & a blocchi.

SEe

m Beéquadrata, diordine dimUed & associata a f;; : U —— Urispetto a %;.

m Ceéquadrata, diordine dim Wed ¢ associata a f,, : W —— Wrispetto a %),

DEFINIZIONE 10.7.4. (AUTOSPAZIO GENERALIZZATO).
Data una funzione f : V. —— Ve A una matrice associata ad f; sia A un autovalore di

f,AV, = ker (f = /Ud) = ker (A — AI) 'autospazio di 4 e m; la molteplicita algebrica di 4.
Allora 'autospazio generalizzato di 4 &

¥ =ker(f - )" = ker (A - AI)"*.

“Ne esiste almeno uno perché operiamo in C.

PROPRIETA 10.7.1. (PROPRIETA DEGLI AUTOSPAZI GENERALIZZATI).

I. VA - VA'

2.V, éinvariante per A, cioé AV, C V,.

3. dim Vﬂ =m,.

4. f7,: V; —> V, hapolinomio caratteristico (t - 2)"*.
5. Selq, .., A, sono tuttigli autovalori di A, si ha

V= le (&) ...VAY

DiMosTRAZIONE. Fissiamo un autovalore A di A. Analizziamo le potenze (A — AI), i
loro nuclei e le loro immagini.
I Seveker(A- /II)h, allora, per definizione:

(A-A)'v=0

= (A-A)""tv=(@A-i)(A-)"v=0
— veker(A- /II)thl

—> ker (A - AI)" C ker (A — AD)"™!

Al cresceredih
{0} Cker(A—AI) Cker(A—AD2C ..,

cioé il nucleo della potenza / & contenuto in tutti quelli successivi. In particolare
V, =ker(A— Al) Cker(A- A" = V,CV,,

dimostrando cosi la prima proprieta.
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II

III

In modo analogo, se w € Im (A — /lI)h, per definizione esiste v € Vtale che

w=A-A)"v=(A- )" (A= AD)v)
— welm(A- A1
— Im(A- A" 2 Im (A - AD)"

Al cresceredih
VoIm(A-AD)2Im(A- A% 2 ..,

175

cioe I'immagine della potenza / contiene tutte quelle successive. Possiamo mostra-

re come tutti gli spazi finora visti, ossia nuclei e immagini delle potenze (A — AI )h,

sono invarianti:
m Seveker(A- A"

hoy 2 h
o=A40=A((A-AD"v)=(A-AD)" Av
= Aveker(A—/U)h
= A(ker(A-AD)") Cker(A - iD)"

Abbiamo dunque appena dimostrato I'invarianza dello spazio V.
m Sewelm(A- /ll)h esiste v tale che:

b
w=(A-A)'v = Aw=A(A- AD)"'v = (A- AD)" (Av)
— Awelm (A - /lI)h
= A(Im(A-a1)") C Im (A - AD)"
Per trovare la dimensione dell’autospazio generalizzato, sappiamo che

ker (A — AI)" C ker (A - A)"*!

Im (A - AD)" 2 Im (A - AD)""!

Allora, se applichiamo il teorema nullita piu rango alle applicazioni (A — AI )h e(A-AI

inV,
dimker (A — AI)" + dim Im (A — AI)"
I
n=dimV
I

1 4 dimIm (A - AD"Y

dim ker (A — AI)

Ne consegue che

ker (A— AI)" = ker (A - A" <= Im(A-AD)" =Im(A- A",

h+1
)

Siccome Vha dimensione finita, la successione crescente (I) dei nuclei delle potenze
ad un certo punto deve stabilizzarsi, cioe deve esserci un'uguaglianza per tutti gli

elementi successivi. Denotiamo con p il piu piccolo intero tale che:

ker (A — AI)¥ = ker (A — ATY’*!
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Mostriamo che per ogni /1 > p valgano le seguenti relazioni:

ker (A — AD)" = ker (A — A
Im (A - AD)" = Im (A - AT

E sufficiente mostrarlo per i nuclei, dato che vale anche per le immagini per nullita
piu rango. Siav € ker (A - /lI)h D ker (A — AI) conh > p + 2.7 Allora:

0=(A-AlYv=(A- P ((A-aD) TP ty)

cker(A—Al)"=ker(A—AI)"
= o=(A- Ay ((A- APy =(a- )"ty
— veker(A- i)t

Iterando in questo modo, otterremo v € ker (A — /ll)p+1 = ker (A — AI)¥. Dunque,
come conseguenza del termine stabilizzatore, tutti i sottospazi ker (A — A con
k < p sono strettamente contenuti in quelli successivi fino al termine p-esimo,
mentre Im (A — AI )k contengono strettamente quelli successivi fino al p-esimo.

{0} Sker (A—AI) G ... C ker (A - AIY

V2Im(A-Al) 2 .. 2Im (A - ADY

m Sihap > 1: sefossep = 0, si avrebbe ker (A — AI) = {0} e dunque nessun
autovettore o autovalore.

m Sihadimker(A— AI)’ > p: poiché nella successione abbiamo delle in-
clusioni strette, fra un termine e il suo successivo la dimensione deve
aumentare di almeno 1.

Mostriamo ora che i termini p-esimi delle due successioni sono in somma diretta,
in particolare dobbiamo solo dimostrare che

ker (A — A’ nIm (A - AI)f = {0}.
Infatti, presou € ker (A— A’ NIm(A— AI)!,IveV :u=(A- AI)’ v. Ma

o=(A-AlPu=(A- AP (A-AIPv=(A-AD)Fv
— veker(A- A =ker(A-AIY = u=o0

Per nullita pit rango si ha dim ker (A — AI)Y + dim Im (A — AI)’) = dim V; segue
che
V=ker(A- Al ®Im (A - AI)f.

In particolare sappiamo che, per I'osservazione a pag. 173, rispetto ad una ba-
se di Vopportuna la matrice associata A e a blocchi, di cui i due non nulli sono
uno codificato dalla restrizione dell’endomorfismo a ker (A — AI)’, mentre 'altro
dalla restrizione a Im (A — AI). Consideriamo allora queste due restrizioni ai
sottospazi:

@ : ker (A - AI)) —— ker (A - AI)Y
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w :Im(A- A —— Im (A - AIY

Facciamo le seguenti considerazioni.
m  Jél'unico autovalore di ¢. Definiamo la matrice B associata a ¢. Sappia-
mo che (A — AI)! annulla tutti i vettori di ker (A — AI)’. Dunque, la restrizione
di A—AIsudiesso, cioé B— AI(associata all’applicazione ¢ — AId), & endomorfi-
smo nilpotente di ordine p. In altre parole, 'applicazione (¢ — AId)" si annulla
se valutata su un vettore (non nullo) v appartenente al dominio ker (A — AI).
Cio equivale a dire che:

(B-Alv=0

Ma cio significa che (B— AI)? = o. Preso allora il polinomio p (t) = (t — A)’
appartiene all'ideale di B(cioe all'ideale di @), in particolare A e autovalore
dig(perchép (1) =0 = mp(4) = 0). Conseguentemente, se supponiamo
di avere y come altro autovalore di ¢, sihachemy(u) =0 = p(u) =
0 = (u-A)¥ = u = A Sihadunque l'unicita.

m  JAnon é autovalore di y. Infatti, sia v € Im (A — AI) per cui 4 & il suo auto-
valore. Allora

e
Yy(V)=Av & Av=Av & (A-A)v=0
— veker(A-AI) C ker (A - AY
— veker(A- Al nIm (A - A = {0}

Sapendo dunque che ker (A — AI)’ nIm (A — AI)? = {0},sihav = o, pertanto
A non puo essere autovalore di y.
Riprendendo 'osservazione a pag. 173, scelte delle opportune basi, definiamo B la
matrice associata a @ e C la matrice associata a y in modo da avere la matrice A

associata a f a blocchi.
B|o
=(ere)

Usiamo questa matrice per calcolare il polinomio caratteristico:

Ca () = C5 (£) Cc (D)

m  (Cy(t)eil polinomio caratteristico di B, il cui unico autovalore e 4; grazie
all’osservazione a pag. 170, possiamo dire che la molteplicita algebrica
di A come autovalore di B e esattamente la dimensione dello spazio B. Il
polinomio caratteristico risulta.

(t _ /l)dim ker(A-AIP
m  Cc(t),in quanto y non ha I'autovalore 4, non e divisibile per f — 4.

Segue che la molteplicita algebrica di A come autovalore della matrice B & la stessa
di quella come autovalore della matrice A

m, = dimker (A - AI > p
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da cui segue
ker (A — AI)Y = ker (A - AI)"* =V,.
Dunque, sapendo che dim V;, = dim ker (A — AI)Y = m,, segue la proprieta 3.
IV Notiamo che I'endomorfismo ¢ definito nella dimostrazione precedente altro

non e che f|y : V, —> V,, e abbiamo visto come il suo polinomio caratteristico

debba essere (t — 1)"4.
V  Non dimostreremo quest'ultimo punto. O

“Ae A— Alcommutano.

bSi veda la nota precedente.

‘Infatti, ogni inclusione potrebbe essere stretta e dunque la dimensione di questi sottospazi puo
aumentare; tuttavia, essendo Vfinito questi sottospazio non possono avere dimensione maggiore di n.

4Poiché p & tale per cui ker (A — AI) = ker (A — /11)’”1, ilcasoh = p + 1 e banalmente vero.

¢Av segue dalla definizione di y come restrizione dell'endomorfismo f.

fNelle “Note aggiuntive”, a pag. 287, si pud trovare la dimostrazione della formula del determinante di
una matrice a blocchi, su cui si basa la seguente formula.

Riassumendo, sappiamo ora che gli autospazi generalizzati sono invarianti e sono in somma
diretta tra loro.
V= V/ll D .. EBV/LA

Ora, per trovare una base che mette la matrice A associata ad f in forma di Jordan, basta
farlo in ogni autospazio generalizzato V&i, in cui I'unico autovalore € 4; per le osservazioni
precedenti. In sostanza, quello che vogliamo fare € compiere una “separazione degli autovalori”.
Per calcolare I'autospazio generalizzato dovremmo calcolare V; = (A — AI)"'4, ma bastera
calcolare invece V, = (A — AI)Y. Nella sezione seguente dimostreremo l'esistenza della base
diV, che da la forma di Jordan.

10.7.2  Esistenza della base dellautospazio generalizzato che da la forma di Jordan

Prima di procedere dimostriamo un lemma che servira piu avanti.

LEMMA I10.7.1. (DIMENSIONE INTERSEZIONE IMMAGINE-NUCLEO DI DUE FUNZIONI).

Siano f : U —— Veg : V. —— Wdue applicazioni lineari. Si ha:
dim (Imf N kerg) =dimIm f -~ dimIm (gof) = dim ker (g of) —dimker f
DIMOSTRAZIONE.
v-Lyv_Syw
Siah = g|is - Imf —— W.Siha
dimkerh = dimIm f —dimIm#h,
makerh =Imfnkergelmh = g(Imf) =Im (gof), dunque

dimker’s = dimIm f — dimIm#h
dim(lmfnkerg) = dimImf—dimIm(gof).
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Per dimostrare la seconda uguaglianza, abbiamo

dimIm f = dimU- dim ker f
dimIm (g© f) = dimU- dim ker (g = f) 0
= dimImf—dimIm(gof) = dimker(gof) - dim ker f

DiMmosTRrRAZIONE. Ricordando la successione delle immagini (I1I)
V2Im(A- A2 ..2Im(A- AIf
intersechiamo ogni termine con V; = ker (A — AI)
ker(A-Al)NV2ker(A-—A)NIm(A—AI) 2 .. D ker(A - AI)nIm (A - AT .

e poniamo '
S;:=ker(A—AI)nIm(A—AI)"*.

In particolare, notiamo che:
m S =ker(A-Al)nV=kKker(A—-Al) =V,.
m S, = ker(A-Al) nIm (A~ AI)’ = {0} perché ker (A~ AI) & ker(A-AI) e
dunque S, C ker (A - A1)’ nIm (A - AI)" = {o}.
m  Puo benissimo capitareche S; = S; ;.
Riscriviamo con questa nuova denominazione la successione creata:

VA=512522...QSP

Costruiamo la base di V,. Innanzitutto, scegliamo una base {x%, s xrl} del sottospazio

piu piccolo S,. Per costruzione, x! € Im(A- AP cioe
. -1
Vi=1, ., rdx] eV x}=(A-a1y xf

E lecito definire i vettori “intermedi” fra xf e x}, ottenuti da moltiplicazioni successive
della matrice A — Alal vettore xf :

1
X

p—1 ._ P
= (A-ADx;
2= (A- T = (A-anP A

Per capire meglio le relazioni fra questi vettori ed altri che vedremo successivamente
nella dimostrazione, utilizziamo il seguente schema tratto da [Alb17]:
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p
X;
IA—AI
p-1 p-1
x; Y
IA—M Ja-ar
p—2 p—2 p-2
% Y 2k
lAf/H IA_ Al lA—AI
Y Y Y
2 2 2 2
Xi Y Zk o
IA—AI IA_ Al lA—AI IA—AI
1 1 1 1 1
Xi Y 2 o by

Notiamo che i vettori {xil, oy T } danno origine ad un blocco di Jordan ], (1) di dimensione
p e relativo all’autovalore A, poiché questi vettori soddisfano la costruzione vista nell’os-
servazione di pag. 171: infatti, si ha x} € S, € V), dunque x! & un autovettore di V, e gli
altri vettori sono ottenuti dall’applicazione ripetuta di una matrice all'ultimo vettore

della base”. Lo stessovale Vi =1, ..., r. Consideriamo ora lo spazio Sp_l, che ricordiamo
contiene S, (cioe S, € S, 1). Vogliamo completare {xi, ey x}} ad unabasedi S, ; con dei
vettoriyi, .., yl:

{xi, e Xty ysl}

Per costruzione, yjl €S,1 SIm(A- A2, dunque:
Vi=1, ., 53 ev yr=(a-ary Yyt

Per ogni j otteniamo p — 1 vettori {yjl, - yf_l} tali che y; € V; e y]l:‘l = (A-AI) y]l:
Vi = 2, .., p— 1. Analogamente al caso precedente, questo gruppo di vettori da ori-
gine ad un blocco di Jordan di ordine p — 1. Procediamo in questo modo: prendiamo la
base ottenuta per S; e la completiamo ad una di S;_; 2 S;; poiché ogni vettore aggiunto
appartiene a Im (A — AI )1_2, applicando i — 2 volte la matrice A — AIal vettore zf{‘l (fino ad
ottenere z} ) otteniamo un’insieme di vettori che generano un blocco di Jordan di dimen-
sionii e di autovalore A. Chiaramente, poiché potrebbe anche accadere che S;_; = S;, si
prosegue senza aggiungere vettori alla base e si passa al sottospazio successivo. Arriviamo
con queste iterazioni finoa S, = V; N Im (A — AI): completiamo la base da S3 ad una di
So aggiungendo i vettori {a%, s atl}. Sappiamo che 342 : a} = (A- A2 a2, dunque
abbiamo i due vettori che formano il blocco di Jordan di dimensione 2. Infine, comple-
tiamo ad una base di S; aggiungendo i vettori {bl, s b}l} In questo caso, non abbiamo
bisogno di calcolare altri vettori b, Y u (al variare di i) come prima, in quanto i vettori,
per definizione di S, appartengono anche a ker (A — AI). Allora, Y u b} generano blocchi
di]Jordan di dimensione 1. Alvariaredii, j, k, ..., t, u abbiamo costruito un insieme di
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vettori tutti appartenenti a V, = ker (A — AI)’: nello schema precedente essi sono tutti i
vettori appartenenti a tutte le colonne, da quella di x; a quelladib,,.

Vogliamo contare quanti sono questi vettori. Innanzitutto, dobbiamo considerare che
lo schema, per compattezza, rappresenta solo una colonna per ciascun x;, yj, ..., mainrealta
c’e una colonna analoga alla prima per ogni vettore della base di S, una colonna analoga
alla seconda per ogni vettore della base di S,_; e cosivia. In pratica, abbiamo dim S, = r
colonne con x;, dim S, ; — dim S, = s colonne con y; e cosi via. Contiamo adesso gli ele-
menti per righe. L'ultima riga, quella di xz-l, y]-l, z,}, . atl, b}{ alvariaredii, j, k, ..., t, u,
sono per costruzione i vettori di una base di S, e quindi il loro numero sono dim S;. Sulla

penultima riga non abbiamo i vettori b, e i vettori xl.z, y].Z, z%, .., a2 presenti sono in numero

uguale ai vettori xil, yjl, z,}, ., atl alvariaredii, j, k, ..., t,base di S, e quindi ne abbiamo
dim Sy. Proseguendo cosi, il numero di vettori della i-esima riga e pari alla dimensione
dello spazio S;; in totale I'insieme e formato da Nvettori, con

P
N= ) dims,
i=1

Usando il lemma 10.7.1 (pag. 178), otteniamo che

dim S; = dim (ker (A - A1) N Im (A - AI)" 1) =
= dim ker (A — AI)' - dim ker (A — A)' !

da cui si ha

p p
N= 2 dim §; = Z (dim ker (A — AI)' — dim ker (A — /11)1_1) =
i=1 i=1
= dim ker (A — AI)” — dimker (A — A)° =
= dimker (A — AI)’ = dimV,
L'insieme dei vettori, che ricordiamo essere tutti contenuti in V,, ha cardinalita pari alla
dimensione dellautospazio generalizzato. Ci resta dunque da dimostrare che i vettori siano

linearmente indipendenti per verificare che essi siano a tutti gli effetti la base cercata di V,.
Per dimostrarlo, prendiamo la combinazione lineare

Z axl + Z B+ Z yjy;.’_l + ot Z 8,bk = 0.
i i i u

Applicando (A - AIP~! tutti i termini si annullano eccetto xf e coefficienti al variare di 7,
ossia

Zai(A—ﬂI)foO - Zailezo.
i i

Poiché x} al variare di i sono linearmente indipendenti (sono base di Sp!), 1loro coefficienti
devono necessariamente tutti nulli: @; = 0V i. La combinazione lineare sopra diventa

-1 1l
Z P+ L+ Z y]-yf + .t Z 8,bl = 0.
i i u
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Applicando (A — A 2 nella combinazione lineare rimangono solo fol e y;’ ! alvariare
diiejconiloro coefficienti. Complessivamente, i vettori formano la base gia vista di S, 5,
dunque i coefficienti risultano nulli: §; = 0, y; = 0 Vi, j. Allo stesso modo, applicando
(A-AI )p_3 , ... sivede che tutti i coefficienti della combinazione lineare sono nullj, ossia i
vettori dell'insieme sono linearmente indipendenti. O

“Chiaramente cio non implica che il blocco di Jordan in esame sia proprio A! A ha sempre ordine n X n,
mentre il blocco ottenuto dalla base in questione ha ordine p X p,conp < n.

10.7.3  Unicita della forma di Jordan

DiMOSTRAZIONE. Per ultima cosa osserviamo come la forma di Jordan di A sia unica.
Sulla sua diagonale compaiono, per definizione, gli autovalori con molteplicita: questo di-
pende esclusivamente dalle radici del polinomio caratteristico e dunque da A stessa. Per
un dato autovalore 4, abbiamo ottenuto dei blocchi di Jordan corrispondenti agli spazi S
di dimensione k e di numero pari ai vettori aggiunti per completare la base dello spazio
Sc+1 Passo per passo, ossia dim S;_; — dim S, dato che ogni vettore aggiunto x! genera
la successione xil, - xi-‘. Poiché il numero dei blocchi dipende esclusivamente da A — AI,

dunque da A stessa, e non dal procedimento, la forma di Jordan di A € unica. O
I1 corollario seguente € immediato.

COROLLARIO I0.7.1. (SIMILITUDINE DI MATRICI E FORMA DI JORDAN).

Due matrici in forma di Jordan sono simili se e solo se hanno gli stessi blocchi, a meno dell'ordine. [
10.7.4 Polinomio minimo e forma di Jordan

PROPOSIZIONE 10.7.1. (MOLTEPLICITA DELLE RADICI DEL POLINOMIO MINIMO E BLOC-
CHI DI JORDAN).

Sia A una matrice complessan X nesiano Ay, ..., A, gliautovaloredistintidi Ae,perognii = 1, ..., 1,
sia p; lordine del piu grande blocco di Jordan di A relativo a A,. Allora il polinomio minimo di A é:

my (f) = (t = A1 .. (t= A7
L'osservazione che qui facciamo ciservira nella dimostrazione della proposizione.

OSSERVAZIONE. Sep(t), q(t) € K[t], allora

p(A)q(A) =g(A)p(A).

DimosTRAZIONE. Possiamo supporre che A sia gia in forma di Jordan. Consideriamo
A — A11, rappresentata in figura: ha, nella parte rossa, dei blocchi di Jordan relativi all’au-
tovalore zero. Poiché essa e una sottomatrice nilpotente di ordine p{, ne consegue che
(A — A1I)"* ha la matrice nulla nella parte rossa. In generale, (A — A;I)"* & nullo nel blocco
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m; X m; corrispondente a 4;.

blocchi Ji.(0)

Ne segue che (A — A;I)"* ... (A — A,I)"" & la matrice nulla, perché ha ogni blocco nullo. Cid
significa che il seguente polinomio si annulla su A e dunque appartiene al suo ideale:

fO=0t-A)r . t-1)el,

Percio il polinomio minimo 1, divide f. Consideriamo ora (A — /llI)h conh < p;: come
abbiamo visto nello studio delle proprieta dei blocchi di Jordan, esso ha nel primo blocco
una colonnaugualeae; =(1, 0, ..., O)T, diciamo ad esempio la colonnas € {1, ..., mq}.
Postod; > 1, (A - AiI)d" nel posto (1, 1) ha (4; — Ai)di #0sei=2, .., r. Infatti, A (presa
in forma di Jordan) e triangolare superiore e ha A; al posto (1, 1); allo stesso modo A — 4;I
e triangolare superiore e ha A, — 4; al posto (1, 1). Ne consegue che

T
[Ta-an"
i=2

ha un numero # 0 nel posto (1, 1). Allora, utilizzando 'osservazione ad inizio sezione
che garantisce la commutativita del prodotto si ha

(A- D) ﬂ (A-AD)% = f[ (A-AD% (A= A.0)".

i=2 =2

Rappresentando visivamente il prodotto di queste due matrici:

*£0 .. 1

Al posto (1, s) otteniamo il valore * # 0, dunque il prodotto complessivo ¢ diverso da zero.
Si ha: .
t-2)"JJt-2)% ¢ Liseh<p;
i=2
Segue che qualunque blocco di Jordan di ordine non massimo fa si che il polinomio scritto
sopra non appartenga all’ideale di A, e dunque il pit1 piccolo polinomio che e diviso da
m , (t) (al quale dunque deve coincidere necessariamente) e f (f) visto sopra. O

COROLLARIO 10.7.2. (MOLTEPLICITA DELLE RADICI DEL POLINOMIO MINIMO E DIAGO-
NALIZZABILITA).
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Sia A € C"™". Allora A é diagonalizzabile se e solo se il suo polinomio minimo ha tutte radici di
molteplicita 1.

DIMOSTRAZIONE.

=) Se Aediagonalizzabile, tuttiiblocchi sono di dimensione 1 e questa, per la stessa
proposizione di prima, corrisponde alla molteplicita delle radici del polinomio caratteri-
stico.

=) Perlaproposizione precedente, la molteplicita delle radici del polinomio minimo
corrisponde alla dimensione del piu grande blocco di Jordan di A relativo a ;. Segue chia-
ramente che sem; =1V il'ordine di tuttiiblocchi ¢ 1, dunque A ¢ diagonalizzabile. [

OssSERVAZIONE. La forma di Jordan determina il polinomio minimo e il polinomio
caratteristico, ma non vale il viceversa. Per esempio, prendiamo le seguenti matrici:

210/0000 2100000
02110000 021{0000
0010000 0010000
0 00f210]0 0002100
0 00f021]0 0 00f0 2|00
0000|0020 000O0O0[21
OOOOOOE 00O0O0OO0|02

Queste due matrici hanno forme di Jordan diverse, ma hanno entrambe:

Ci=(t-2"  my=@t-2>dimV,=3

10.7.5 Impratichiamoci! Forma canonica di Jordan

TiPs & TRICKS! (ALCUNE NOZIONI UTILI PER IL CALCOLO DELLA BASE E DELLA FORMA
DI JORDAN).
1. Per calcolare I'autospazio generalizzato V;, = ker (A — AI)"'* & sufficiente calcolare,
se conosco il massimo ordine p dei blocchi di Jordan relativia A:

V, = ker (A — ALY
2. Siha, per le osservazioni fatte nella dimostrazione precedente,
dim S; — dim S;, ; = #blocchi di Jordan di dimensione i

3. Labase dell’autospazio V; = S; sono tutti i vettori aggiunti a partire dalla base
di S, compresi i vettori di quest'ultima base; poiché per ognuno di questi vettori
abbiamo, per costruzione, un blocco di Jordan relativo a 4, il numero di questi
vettori corrisponde al numero totale di blocchi di Jordan, cioé la molteplicita geometrica di
A:

mg (4) = dimV; = #blocchi di Jordan relativia 4
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4. Perl'osservazione a pag. 173
m,(A) =m; = Z dimensioni dei blocchi relativi a 4

5. Perlosservazione a pag. 182, I'esponente di t — A nel polinomio minimo m 4 é la dimensione
del blocco piti grande relativo a A:

p, = dim blocco di Jordan piu grande relativo a 4
6. Seconosciamo gia le dimensioni dei blocchi di Jordan di A,

ag<..5a,=p

e sufficiente calcolare i sottospazi:

Sy 225, =5,
7. Se A haun’unico autovalore 4, alloraV =V, e (A — AI)Y = 0. In particolare segue
che
Vvelm(A- A" JueV: (A-AIY Tu=v
= o0=(A-A)fu=(A-A)v
— veker(A-AI)
— Im (A - AV C ker (A — AI)
= S, =Im(A- AIy'"" nker(A-AI) =Im(A- I}

Pertanto, nel caso S, non c’e bisogno di intersecare con V,! Questo tuttavia non si applica

agli altri S;, dato che non vale la relazione Im (A - /lI)i C ker (A — Al).
8. Se so che per 4 tutti i blocchi di Jordan hanno la stessa dimensione p, possiamo

calcolare direttamente S, = Im (A — AI Y 1 V.

EsERciIz1o. Siadatala matrice:

Calcolare la sua forma di Jordan e la base per cui essa € in tale forma.

SoLuzIONE. Ilsuo polinomio caratteristicoeC, (t) = (t — 2)3 e A = 2¢el'unico autovalore,
con molteplicita algebrica m; = 3. Studiamo I'autospazio:

6 6 -4
A-2I=10 0 O
9 9 -6

I1rango e rk (A — 2I) = 1 e la molteplicita geometrica e pertanto dim Vy, = 2. Notiamo che
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le possibili forme di Jordan di una matrice 3 X 3 con unico autovalore 2 sono

3 blocchi, dim V5 = 32 blocchi, dim V, = 21 blocco, dimVy = 1

[2]0 o 2 1|0 210
0[2]o 0 2]0 021
0 0]2] 0 0[2] 002

Come osservato precedentemente, la molteplicita geometrica di A da il numero di blocchi
diJordan della matrice, pertanto ho sicuramente due blocchi di Jordan e, avendo fatto tutti
i casi, sappiamo senza altri calcoli che il blocco massimo ha ordine p = 2. La situazione in
termini di spazi S;, e:

V2 = S]_ 2 52 = Im(A—2I)

Avendo un unico autovalore, nel caso S non abbiamo bisogno di calcolare 'intersezione
con l'autospazio. Dunque, cerchiamo una base di S, = Im (A — 2I). Sappiamo gia che
la sua base & di un solo vettore, dato che rk (A - 2I) = 1 = dimIm (A - 2I). Essendo
I'immagine, possiamo prendere un vettore colonna della matrice A — 2], che definiremo
x1; ad esempio, prendiamo la prima colonna:

xl=(6,0,9)

Per la scelta effettuata, per costruire x2 ci ¢ sufficiente prendere il vettore (1, 0, 0):

(6,0, 9) = (A-2I)(1, 0, 0)
(1, 0, 0)

1= DO =

X
X

Allora {x%, x%} da il blocco di Jordan di ordine 2. Completiamo {x%} ad una base di V5.

Esplicitando I'autospazio:
Vy = ker (A - 2I) = [3x + 3y + 2z = 0}

Possiamo scegliere ad esempio (-1, 1, 0), ottenendo allo stesso tempo il vettore che da il
blocco di ordine 1 di Jordan. La base che rende A in forma di Jordan e:

{6,0,9),(1,0,0), (-1, 1, 0)}

ESERCIZIO (ESERCIZIO 4, SCRITTO LUGLIO 2018).
Sia A matrice quadrata complessa 6 X 6. Dire quali delle seguenti affermazioni possono
verificarsi, motivando la risposta.

I. Ilpolinomio minimodi Ae (f - 2)5, I'autospazio relativo a 2 ha dimensione 3.

2. Ilpolinomio minimodi Ae (t —2)(f - 3)3, I'autospazio relativo a 2 ha dimensione

3.
3. Aha polinomio caratteristico e (f — 2)6 eA2-A-I1=0.
4. A2 - A—1=0Oe Aha autovalorinon reali.

SOLUZIONE.
I Ahaununico autovalore 2, di molteplicita algebrica 6, dunque il piu grande blocco di
Jordan nella forma di Jordan di A ha dimensione 5; poiché la dimensione dell’au-
tospazio relativo a 2 e la molteplicita geometrica, segue che il numero di blocchi
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II

III

v

10.8

relativi a 2 sono 3.

Non si puo dunque verificare, in quanto con la condizione di avere un blocco di dimen-
sione 5 non ci puo essere piu di un solo blocco di dimensione 1.

A ha autovalori 2 e 3, di molteplicita nel polinomio minimo rispettivamente 1 e 3,
dunque il piu grande blocco di Jordan nella forma di Jordan di A riferito a 2 ha
dimensione 1, mentre quello riferito a 3 & 3; poiché la dimensione dell’autospazio
relativo a 2 e la molteplicita geometrica, segue che il numero di blocchi relativi a 2
sono 3.

B
2
2
310
031
003
Si ha:
m f(H)=2-t-1\_
" f(A)=0 }_f(t)EIA
Tuttavia f () = (t = A1) (t — 41). Dunque, consideriamo:
t— A
my(t) | f(t) = mu(t) =9t— Ay
f®

Inoltre, m, (t) | C4 () = (t — 2)°.
Notiamo che
f(2)=4-2-1=1+0

Poiché A = 2 é 'unico autovalore di Aed f € I, siavrebbe f (2) = 0, cioe abbiamo
un assurdo.

Sihaf(t)=t2-t-1€ly,:

1+V1+4 125

2 2 R

A1,9 =

Allora f (t) = (t — A1) (t — A1) e, per le osservazioni del punto precedente:

t— A
my () =\t - 4g
f®)

\/_

. T 1+V5 \
Allora, gli autovalori di A possono essere solo ——, dunque A non puo avere
autovalori complessi non reali.

FUNZIONE ESPONENZIALE NEI COMPLESSI

La funzione esponenziale ¢*, con x € R si puo caratterizzare in diversi modi; sia con il
concetto di limite...

n
¢ = lim (1+f)

n—+oo n
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... sia come il valore della serie di potenze:

x_+°°x”_1 x2  x3
e—);)m— +x+§+§+...

Vogliamo ora definire una funzione analoga anche in campo complesso.

DEFINIZIONE 10.8.1. (FUNZIONE ESPONENZIALE SUI NUMERI COMPLESSI).
Sia z € C. Definiamo come funzione esponenziale sui numeri complessi la seguente

serie:
400

exp (z) = e = Z

n=0

Zi’l
n!

Essa é una funzione continua.

DiMosTRAZIONE. Dimostriamo che sia ben definita la funzione mostrando la conver-
genza della serie. In realta possiamo mostrare che la serie converge assolutamente”
Dunque, con i complessi consideriamo il modulo |-|:

Zn Zn +00 Zn

2| _E g, §H

n! n! n!
n=0

Questa serie nei reali converge ad e!: 1a serie pertanto converge assolutamente e dunque
la funzione e ben definita; se z € R allora I'esponenziale € in tutto e per tutto quello
noto nei reali. Studiamo ora la continuita, dimostrando che converga uniformemente’
in qualunque sottoinsieme limitato, utilizzando I'M-test di Weierstrass. Se S € C € un
sottoinsieme limitato, sicuramente esso e sottoinsieme di un disco nel piano complesso
di centro l'origine e raggio €. Dunque, de € R : |z| < € Yz € S. Allora varra

M |z|" en
= <

Tl | O T TR

Passando alle serie

La funzione esponenziale converge uniformemente su S, e pertantoe*: C —— Ce
continua. O

“Si puo parlare di convergenza assoluta in spazi topologici dotati di una norma; si ha che la convergenza
implica la convergenza “classica” se lo spazio e completo rispetto alla metrica indotta dalla norma.

bNelle “Note aggiuntive”, a pag. 289, si pud trovare la definizione della convergenza uniforme e alcune
osservazioni a riguardo.

PROPOSIZIONE 10.8.1. (PROPRIETA DELL’ESPONENZIALE COMPLESSO).
L'esponenziale in campo complesso gode delle seguenti proprieta:

L ¢%-eW = pztw

2. ##0V¥zeC.

3. Sete R,sihae’ =cost +isint.
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DIMOSTRAZIONE.
I Datiz, we C:

X Sk X m g & 7k ok
C =g L= X AEmon T
k=0 m=0 n=0 k=0
n=k+m
+00 1 n n +00
— - kom—k — - n Z+w
Zn!Z(k)zw” 2 (z+w) =e
n=0 k=0 n=0
Binomio di Newton
— ¢%.pW = W
II Vz ef-eZ=¢"2=¢0=
IIT Siha:
n! (2m)' (2m + 1)!

n=0

_$ ey 0
=2 Y L @me T

m=0

“I1 prodotto e lecito in quanto si ha la convergenza assoluta della serie.
“I1 prodotto ¢ lecito in quanto si ha la convergenza assoluta della serie.

OSSERVAZIONI.

costruzione, y = 3z.
e?™ = 1 mentre #+27 = ¢% . ¢27 = ¢7,

Infatti, se w = x + iy si puo scrivere in forma polare come
= |w| (cos X+ isin y)
Notiamo che:

entrambi zero.

tale per cui ¢’ = \/x2 + y2.

o L'argomento diw e arg (w) =
0 (cosy +isin y) =eY.
Allora, esiste z = a + iy tale che

10.8.1 Esponenziale di una matrice quadrata complessa

DEFINIZIONE 10.8.2. (ESPONENZIALE DI UNA MATRICE QUADRATA COMPLESSA).

=cost+isint

w=x+iy = |w| (cosy+isiny) = (cosy+ isiny) =™ = ¢2,

189

m F=t =Y =t (cosy + zsmy) = |¢¥| = ¢* = €2, L'argomento di ¢ &, per

e # 0,dunqueVw € C\{0}, dz € C: ¢* = w,cioee* : C —— C\ {0} e suriettiva.

o w=0 < x=0Ay=0,dunque anche il modulo e zero se e solo se x e y sono

o |w| = y/x2 + y? € R*, dunque per suriettivita dell’esponenziale reale 32 € R
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Sia A € C™". Definiamo 'esponenziale di una matrice quadrata complessa come

+00 Ak n k
A . A
ed = Z — = lim Z — G e (p
k! n—+oo k!
k=0 k=0

—_——

matrice nxn

Questa serie di matrici converge se e solo se convergono tutte le serie che danno origine ai suoi
n? elementi. Per dimostrare la convergenza, usiamo una norma particolare.

DEFINIZIONE 10.8.3. (NORMA INFINITO DI UNA MATRICE).
La norma infinito di una matrice A € C""" ¢

lAll, = max_ |

’ 7oy

PROPRIETA 10.8.I. (PROPRIETA DELLA NORMA INFINITO DI UNA MATRICE).
Date le matricin X n Ae B:

L [[A+ B, < [lAll,, + 1Bl

2. |A- Bl < 1| AlloolIBllog

DIMOSTRAZIONE
I Vi j Iaij | < IaZJI + Ib | < |All, + ||Bllo,- Per I'arbitrarieta dii e j, vale la tesi.
II SiaC= AB. Allora

n
Cij = 2 gD
k=1

n
= eyl < Zlﬂikllbk]-l <Al 1B, Vi, j
k=1
= [IClle < 71llAlll1Bllos 0

DiMmosTRAZIONE. Dimostriamo che I'esponenziale di una matrice complessa sia ben
definito. Consideriamo la serie:
+00 Ak
K
k=0

Si ha: 5
14%[l,, < nllAll

43| < nf|A2- A]|_ < nlAIZ]IAll, < n2lIAl2,

Per induzione in questo modo otteniamo ||Ak||oo < nk‘1||A||'§o, da cui

SllAk & "II 3 nk-lnAn
2wl 272w
k=0 k=0 k=0

0]

1 (man) - 1 (”“A”oo)k L al
N a9 v

k! n
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Allora
00 Ak
K
par
converge assolutamente, pertanto e” & ben definito. O

ATTENZIONE! In generalesi ha eA™B # ¢4 . ¢B! Infatti, il prodotto di matrici non &
commutativo, pertanto in generale non vale la formula del binomio di Newton, necessaria
nella dimostrazione della proprieta di cui sopra.

10 0 1
a=(o2) »=(50)
A & una matrice diagonale, dunque ¢” & facile da calcolare; infatti, presa una qualunque
matrice diagonale D:

EsemMmprio. Siano

di .. 0 d .. 0
D= -~ 1 |[= D=t -
0 .. d, 0 .. d
+ooﬁ 0
P et .0
L=t =] P
. +°°% 0 .. ¢h
k!
k=0

Dunque, nel nostro caso

S

(2= 2}

Invece, B & nilpotente di ordine due, dato che B> = O. Allora, scrivendo la serie che
caratterizza e, tutti i termini successivi al secondo sono nulli! Pertanto

(0 1 s & B (11
B—(O 0)=>e—ZH—I+B—(O 1).

Allora

D’altro canto, abbiamo che:

11
ava={5 1)

Verificheremo successivamente (pag. 194), quando mostreremo come calcolare in generale
'esponenziale di una matrice, che eA+8 # ¢ - €5,

LEMMA 10.8.1. (ESPONENZIALE DI MATRICI CHE COMMUTANO).
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Se A, B € C"" commutano, cioe AB = BA, allora:

A+B _ pA . oB

e e

DimosTrAZIONE. La dimostrazione e assolutamente analoga a quella vista per dimo-
strare la proprieta parallela dell’esponenziale dei numeri complessi (lemma 10.8.1, pag.
188), dato che, se commutano, vale il binomio di Newton matriciale:

k o (K i k-1
(A + B) :Z(i)Al-B O

i=0

OSSERVAZIONE. Matrici simili hanno esponenziali simili. Pili precisamente, se A = P~1BP
per una opportuna matrice ortogonale P, allorae” = P~1eBP, cioé e? e e® sono simili tramite
la stessa matrice Pdi A e B.

DIMOSTRAZIONE. Siha

A=P1Bp
A2 = (P—lBP) (P‘lBP) = p1p2p

Per induzione in questo modo otteniamo

Ak = p~1pgkp
N k N —1 nk N k
A P~ BP B
A_Z _Z _ —12 _ p-1,B
k=0 k=0 k=0

TEOREMA 10.8.1. (DETERMINANTE DI UN ESPONENZIALE MATRICIALE).
Siha
det (eA) = etr4),

A

In particolare, e é sempre una matrice invertibile.

DimosTrAZIONE. Unaqualunque matrice Acomplessa é simile alla sua forma di Jordan
J. La traccia di matrici simili, per commutativita interna della traccia®, &€ uguale:

tr(A) =tr(J)=A1 + ...+ 4,

Per la dimostrazione precedente, e & simile a ¢/; in particolare, i determinanti sono
uguali:

det (eA) = det (e])
Allora é sufficiente dimostrare che det (e]) = ¢M1t-thn = 21 et J&una matrice trian-
golare superiore. Le osservazioni seguenti sono vere anche per una qualsiasi matrice
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triangolare superiore:

Al e % /lli O
J=| : = Vk>1 ]k =| :
0 A 0 Ak
+00 /1_]1 .
il et *
e/ = : : = : -
. S ,1_’,; 0 .. e
k!
k=0

I[l1determinante di una matrice triangolare e il prodotto sulle colonne, dunque vale det (e] ) =

e*1 ... e*n come cercato. In particolare, questo prodotto, in quanto prodotto di esponenziali,
non ¢ mai nullo e dunque il determinante & diverso da zero. O

“Per ogni matrice A di dimensionin X m e Bdi dimensioni m X n si ha tr (AB) = tr (BA).

10.8.2  Calcolo dell'esponenziale di una matrice tramite la forma di Jordan

Abbiamo gia calcolato alcuni esponenziali di matrici in diverse delle precedenti dimostra-
zioni, considerando tuttavia sempre matrici particolari:
m  Matrice diagonale:
dl . 0 edl 0
D= : =~ ot
0 oen dn O . edn
m Matrice nilpotente: se la matrice & nilpotente di ordine k (B* = 0) si calcolano i
primi k termini della serie caratterizzante e?:

i-1 pi k-1
B B

eB = E —=I+B+ ..+ ——

il (k—1)!

In generale, tuttavia, come possiamo calcolare I'esponenziale di una generica matrice A?
A questo proposito ci viene in aiuto la tanto faticata forma di Jordan. Il seguente processo
costruttivo ci permette di calcolare, in modo relativamente facile, 'esponenziale e”.

I. Aeésimile allasuaforma dijordan J

A=pjp1

con P & la matrice del cambiamento di base che presenta, nelle colonne, la base
che mette A in forma di Jordan. Sappiamo allora che per la stessa matrice P gli
esponenziali sono simili:
e4 = pe/pt
Allora é sufficiente calcolare P, Je ¢’.
2. Jeuna matrice a blocchi diagonali, dunque la potenza k-esima e una matrice con le
potenze k-esime dei blocchi sulla diagonale:

B,|.. 0 Bf|.. 0
J=| =& . Tk = :
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Dunque usando la definizione , segue che, 'esponenziale € anch’essa una matrice a
blocchi:

eBrl.. 0

el =

0 ..|eBr

Dunque, per calcolare I'esponenziale di una matrice in forma di Jordan basta saper
calcolare I'esponenziale di un blocco di Jordan.

3. Notiamo che un blocco di ordine p si pud sempre scomporre in una matrice diagonale
Al, e una matrice nilpotente Ndi soli 1:

A1 0 .. 0 A0 0 .. O 010 0
0 1 - : 0 1 - : -0 :
B=]| : -1 0 |=]: -~ 0 0 |+ 0 1 0|=4L,+N
: A1 : A0 : 01
0 .. .. 0 24 0 .. .. 0 24 0 0 0

Poiché Ne AL, commutano, vale

B = AN = pAIN,

e/H

dunque basta calcolare e’ e ¢V, ma sono due matrici di sappiamo gia come calcolare

I'esponenziale:
m ¢* & una matrice diagonale:

Al _

m ¢V ¢ una matrice nilpotente di ordine p:

p_l Nk Np—l
N — —_=
e _];k! I+N+...+(p_1)!

EseEmpIo. Riprendiamo I'esempio di pagina 191. Prendiamo A =( é (2) ),B = ( g (1) )

11

econsideriamoC:A+B:A:( 0 2

). Cha autovalori 1 e 2 ed e diagonalizzabile con

D= ( (1) g ); unabase diuna autovettoridiCe (1, 0)e(1, 1)elamatrice del cambiamento

11

dibasie P = ( 0 1 ) Allora, considerata I'inversa P~1 = ( il ):

0 1

1 1 e
_ -1 C _ p,Dp-1 _
C=PDP — ¢~ = Pe”P _(O 1)(0

ool o5 2)(3 1)-

10.8.3 Impratichiamoci! Funzione esponenziale nei complessi
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ESERCIZIO (ESERCIZIO 4, SCRITTO FEBBRAIO 2018).

Sia A = eM = ( :? zll ) Calcolare exp (A) = e”.

SoLuzIONE. Il polinomio minimo e Cy, (t) = (t + 1)2, I'unico autovalore della matrice &
A = =1 con molteplicita m; = 2. Troviamo la forma di Jordan.

Vllzker(A+I)=ker( :? ‘21 ):ker( é _02 ):{(x,y) | x -2y =0} =(2, 1))

Poiché dim V,; = 1, segue che la forma di Jordan e un unico blocco di ordine p = 2:

-1 1
(04
Cerchiamo ora una matrice P, e dunque una base %, che mette A in forma di Jordan.
Poiché abbiamo un unico autovalore, (A — AI )2 = Oelm (A - AI) C ker (A — AI). Studiamo

So=ker(A+I)NnIm(A+ I)p_1 =Im (A + I); esso ha dim Sy = 1 e per trovarne una base
basta prendere una colonnadi A + [

vg=(2, 1) =
Per costruire v, & sufficiente prendere (-1, 0):

vy =(2, 1) = (A+1)(-1, 0)
v;=(-1,0)

Una base che mette Ain formadiJordan e dunque % = {(2, 1), (-1, 0)} edunque abbiamo
P
2 -1
(1)
Linversa, noto il determinantedetP =1, &

0
-1 _
P _(_1

[\
~————

Ora calcoliamo ¢/:

Dunque

e/ =eBN=¢lN=¢l[(]+ N)=¢1

1 1 -1 4
A _— -1 -1 _ -1
—= & =e¢ P(O l)P =e (_1 3)
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Un metodo alternativo per calcolare la base 8 che rende A in forma di Jordan e il seguente.
Nota la forma di Jordan Jconsideriamo 'applicazione lineare f associata ad essa rispetto
alla base % e I'applicazione ¢ = f + Id; esse devono soddisfare

{f (v1) = 03 {g (v1) =0

f (vg) = v1 —vg g(vg) = vy
Cerchiamo dei vettori tali che

vy € ker (A + 1) \ ker (A + I)
v, € ker (A+1)

Poiché vy € ker (A+1 )2 = V, basta prendere un vettore della base canonica di V, ad
esempioe; = (1, 0, 0), che non appartenga a ker (A + I). Allora

vy =e1 = (1, 0)
v =8(Wg) =(A+1)vg =g(vg) = (-2, -1) #0

-2 1
P=
Siverifica facilmente che usando questa matrice Psi arriva comunque allo stesso espo-
nenziale visto prima. In questo problema si puo anche evitare il calcolo della forma di

Jordan. Infatti, notando che la matrice B = A + I& nilpotente di ordine 2, ovvero B® = O, e
commuta con —I. Allora possiamo calcolare ¢ in questo modo:

La matrice Prisulta

-1 4
A _ BT _ B, I _ ,1 — 1
et =e=¢e"-e e~ (I+B)=¢ (_1 3)

10.9 MATRICI REALI E FORMA DI JORDAN

Abbiamo studiamo le forme di Jordan in C"", dato che abbiamo la sicurezza dell’esistenza
di tutti gli autovalori e dunque anche della forma di Jordan. E se la matrice fosse a valori
reali, possiamo parlare di forma di Jordan in R"™"? Dato che la forma di Jordan associata ad
una matrice ha sulla diagonale gli autovalori di A con molteplicita e al di fuori di essa o zero
o uno, possiamo fare la seguente osservazione.

OssERVAZIONE. Sia A € R™" e Jla forma diJordan di A. Allora Jeé reale se e solo se gli
autovalori di A sono reali.

Supponiamo che A abbia autovalori reali e Jsia la sua forma di Jordan. Allora esiste P €
GL (n, C) tale che esse siano simili per Pin campo complesso: A = PJPL. In realt, si pud
dimostrare come A e Jsiano simili come matrici reali, cioe esiste Q € GL (1, R) tale che

_ -1
A=QJ0
TEOREMA 10.9.1. (MATRICI REALI SIMILI NEI COMPLESSI LO SONO NEI REALI).

Siano A, B € R™" tali che esiste P € GL (n, C) taleche A = PBP1. Allora esiste Q € GL (1, R)
tale che A = QBQ L.
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DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto, A = PBP~! se e solo se AP = PB. Consideriamo le
soluzioni X, matrice X7 a coefficienti reali, del sistema lineare omogeneo in n2 equazioni
in 72 incognite AX = XB. Sia W C C"" il sottospazio vettoriale delle soluzioni (complesse)
del sistema: sappiamo gia che P € W, dunque W # {O}. Sia allorak = dimW > 1esia
Cy, -, G € C~Funabase di W. Esse sono matrici complesse, dunque possiamo scomporla
nella sua parte reale e immaginaria:

Vi=1, ..,k G =X +1iY, X]-,Y]-ER”'”
Mostriamo che anche X; e Y; sono soluzioni del sistema. Dunque, presa Cj,

AG; = C]-B
I I
A(X+it) (X +i0)B
I I
AX]- + z'AY}- X]-B + z'Y}»B

Le matrici AX;, AY;, X;BeY;Bsono tutte in R"". Due matrici complesse scomposte come
in precedenza sono uguali se e solo se la parte reale e 'argomento sono uguali,
AX;=XB  AY=Y3

ma allora X;, Y; € W ¥ j; poiché Cy, ..., G e unabase di W, e quindi lo generano. Per costru-
zione C; = X; + i¥;, dunque anche Xj, ..., X, Y;, ... Y; generano W come spazio vettoriale
complesso. Sicuramente {X7, ..., X;, Y7, ... Y} contiene una base di W, cioé 4Dy, ..., D; base
2 diWcon D; € R"" V. Dalle condizioni in cui ci siamo posti, la matrice Q cercate deve
soddisfare i seguenti requisiti:

m QeW

m Qe R™,

m  Qinvertibile.
Rispetto alla base 9, ogni D € We della forma

D= tlD]_ + ...+ tka con t]_, ey tk e Ccnn
Nel caso di matrici reali, i coefficienti {4, ..., f; saranno tutti reali. Poniamo
f(tl, ,tk) = det (tlDl + ...+ tka)

La funzione, divariabili f;, ..., f;, € un polinomio che presenta solo coefficienti reali, essendo
Dy, ..., Dy matrici reali, e non e identicamente nulla, perché per ipotesi P € W e invertibile,
dunque det P # 0. In particolare, esistono deivalorireali 1, ..., }, per cui f non si annulla?,
cioe esiste la matrice reale

Q:=H#D; +..+1D;

che soddisfa la tesi. O

“Infatti, presa una combinazione lineare degli elementi di una base come & con coefficienti reali non
nulli, allora essa non sara mai nulla.
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CAPITOLO 1 1

GEOMETRIA PROIETTIVA

“La Geometria proiettiva é tutta la Geometria.”

ARTHUR CAYLEY, cercando di vendere i suoi appunti di Geometria proiettiva agli ignari studenti di
Geometria uno.

BBIAMO gia trattato lo spazio proiettivo reale e le sue caratteristiche nel Capitolo 5 e Ca-
A pitolo 9. In questo, ci dedicheremo a generalizzare il concetto per un qualsiasi spazio
vettoriale su campo K, utilizzando gli strumenti dell’algebra lineare.
Parliamo dunque di Geometria proiettiva: come in topologia studiavamo le proprieta degli
spazi topologici invarianti per omeomorfismi, lo scopo della geometria proiettiva e studiare
quelle degli spazi proiettivi invarianti per proiettivita.

11.1 SPAZI PROIETTIVI

DEFINIZIONE ILI.I. (SPAZIO PROIETTIVO).
Sia K un campo e Vuno spazio vettoriale di dimensione finita su K. Lo spazio proiettivo
associato a Ve l'insieme quoziente

P (V) =(V\{0h)/~

dove ~ e la relazione di equivalenza data su V'\ {0} definita dall’azione del gruppo molti-
plicativo K \ {0}:

Yo, weV\{0}v~w & 1€ K\ {0} :v=Aw

Lo spazio proiettivo P (V) si dice anche il proiettivizzato di V.

DimosTRAZIONE. Dimostriamo che € una relazione di equivalenza:
m  Riflessivita: per A= 1sihax =1:xquindix ~ x.
m  Simmetria: sex ~ysihax = Ay perun A # 0, quindiy = %x, cosicchéy ~ x.
m  Transitivita: sex ~ yey ~ zsihax = Ay, z = py,dacuiz = p(ix) = (ud)xe

201
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ui e K\ {0}, cosix ~ z. O

DEFINIZIONE IILI.2. (DIMENSIONE DI UNO SPAZIO PROIETTIVO).
La dimensionedi P (V) e
dimP (V) =dimV-1

Se V= {0}, allora P (V) = @ e si ponedim @ := 1.

DEFINIZIONE ILI.3. (PROIEZIONE AL QUOZIENTE E CLASSE).
Si denota con 7 : V\ {0} —— P (V) la proiezione al quoziente e con [v] € P (V) la
classediv € V\ {0}.

OssSERVAZIONE. Sihalacorrispondenza biunivoca

P (V) < {sottospazi vettoriali 1-dimensionali di V}
[v] & Z (v)

In altre parole, possiamo pensare a P (V) come I'insieme delle rette vettoriali in V.

DEFINIZIONE II.I.4. (ALTRE NOMENCLATURE PROIETTIVE).
m SedimV =1, alloraP (V)eéunpuntoedimP (V) = 0.
m Sedim P (V) = 1, si parla di retta proiettiva.
m Sedim P (V) = 2, si parla di piano proiettivo.
m SeK = RoK = C,siparlarispettivamente di spazio proiettivo reale o di spazio
proiettivo complesso.

Gli esempi pili frequenti di spazi proiettivi si ottengono considerando V = K"*1,

DEFINIZIONE II.I.5. (SPAZIO PROIETTIVO NUMERICO).
Lo spazio proiettivo numerico o spazio proiettivo standard e lo spazio proiettivo su
K”+1:

P = P"(K) = P (K"*1)

Essi sono spazi di dimensione dim P" = n.

11.2 SOTTOSPAZI PROIETTIVI

Sia W C Vun sottospazio vettoriale. Allora W\ {0} C V'\ {0} e chiuso rispetto alla relazione di
equivalenza ~ gia definita e P (W) & un sottoinsieme di P (V).

DEFINIZIONE II.2.I. (SOTTOSPAZIO PROIETTIVO).
Se W C Ve un sottospazio vettoriale, allora P (W) ¢ detto sottospazio proiettivo:

P W) =zW\{0}) = {[w] e P(V) | w e W]}

= {sottospazi vettoriali 1-dimensionali di V contenuti in W}

La dimensione del sottospazio proiettivo e dim P (W) = dim W — 1.

m Se W= {0}, allora P (W) = 2.
m Sedim W =1, allora P (W) € un punto, che indichiamo con [w] perunw € W.
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m SedimW=2(dim P (W) = 1), allora P (W) ¢ retta proiettivain P (V).
m SedimW =3 (dim P (W) = 2), allora P (W) & piano proiettivo in P (V).
m Sedim P (W) =dim P (V) - 1, allora P (W) ¢ iperpiano (proiettivo) in P (V).

DEFINIZIONE I1I1.2.2. (CODIMENSIONE).
Si definisce la codimensione di P (W) sottospazio proiettivo come

codim P (W) = dim P (V) — dim P (W)

Esemp1o0. Gliiperpiani sono sottospazi di codimensione 1.

11.3 COORDINATE OMOGENEE E SISTEMI DI RIFERIMENTO PROIET-
TIVO

Consideriamo P" (K) = P (K”*l). Sev = (xg, .., X,) € K™1\ {0}, denotiamo la corrispet-
tiva classe in questa forma:

[0] = (xg: .. 1 x,) € P*"(K), x; e K

OSSERVAZIONI.
I. Lex; non possono mai essere tutte nulle, dato che v # 0.
2. Due classi sono uguali se e solo se le componenti sono tutte in proporzione per
uno scalare 4 € K.*

(Xg: o tx,) = (yo - :yn) = (xg, ) X)) ~ (yo, s yn)
= dAeK\{0} :yg=Axg, .., Y = AX,

“La notazione coni : viene utilizzata per mettere in evidenza che la relazione fra classi e vettori e di
proporzione.

Esempl. In P2 (R):
(1:1:2)=(-2: -2: —-4)

(1:0:2) = (% 0: g)

DEFINIZIONE II1.3.I. (RIFERIMENTO PROIETTIVO E COORDINATE OMOGENEE).
Sia &% = {eg, ..., e, unabasediV,condimV=n+ 1. Sev € V\ {0}, si ha

U =Xgeg + ... + X6, conx; € K

Diciamo che (xy: ... : x,,) sono le coordinate omogenee di [v] € PP (V) definite dalla base
A e scriviamo

[0] = (xg: .. i x,)

La base & definisce su P (V) un sistema di riferimento proiettivo, cioe ad ogni punto
vengono assegnate delle coordinate omogenee.
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OSSERVAZIONI.
m Le coordinate omogenee non possono mai essere tutte nulle.
m Le coordinate omogenee sono definite solo a meno di multipli.
m  P"(K) ha delle coordinate omogenee “naturali” date dalla base canonica di K"*1.
m  Basi multiple definiscono lo stesso riferimento proiettivo di P (V), cioe le stesse
coordinate omogenee.

DiMmoOsTRAZIONE. Dimostriamo l'ultimo punto. Siano
B =1eg, .., e,} B ={uegy, ..., He,},
cony € K\ {0}. Siha

X x
V=X + . + X8, = 70 (ueg) + ... + En (ue,) .

Passando allo spazio proiettivo,

(xg: w1 xp) = (X—O: el x—") . O

. g U U
coordinate omogenee rispetto a % . ,
coordinate omogenee rispetto a %’

DEFINIZIONE I1.3.2. (PUNTI FONDAMENTALI E PUNTO UNITA).
Data la base 3, i punti

Py=[eg] =(1:0: ..:0)
Pi=[e1]=(0:1: ..:0)

P,=[e,]=(0:0: ..:1)
sono detti punti fondamentali o punti coordinati, mentre il punto

U=leg+es+..+e,]=(1:1: ..:1)

e detto punto unita.

11.3.0.1 Descrizione dei sottospazi proiettivi in coordinate

Siano (xg: ... : x,) coordinate omogenee su P (V), indotte da una base 9%, e consideriamo
I'equazione lineare omogenea

@ Agxg + a1x1 + .. +a,x, =0 (11.1)

con g; € K non tutti nulli.

m [nVIequazione omogenea rappresenta un iperpiano vettoriale H.

m [ punti P = [v] € P (V), le cui coordinate soddisfano le equazioni, sono quelli tali
per cui v € H, cioe sono tutti e soli i punti dell'iperpiano proiettivo P (H) C P (V).
Lequazione lineare (11.1) € 'equazione (cartesiana) dell’iperpiano proiettivo
P (H).
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DEFINIZIONE II1.3.3. (IPERPIANO COORDINATO).
Gli iperpiani di equazione cartesiana x; = 0, cioé tutti i punti la cui i-esima coordinata
omogenea ¢ nulla, si dicono i-esimi iperpiani coordinati.

EsEmpio. In P! (K), cioé una retta proiettiva in quanto dim P! (K) = 1, i sottospazi
proiettivi sono:

.

m [ punti, che in questo caso sono gli iperpiani.

m Tutto P! (K).
Il punto (a: b) ha equazione cartesiana

bxg —ax; =0

ovvero I'equazione della retta in K2 generata dal vettore (a, b), ottenuta pertanto dal
determinante

a b
Xog X1

=0.

ATTENZIONE! In P (V)un sottospazio proiettivo di dimensione zero € un singolo punto
[0] = P (Z (v)).

Piu in generale, fissata una base 9 di V, ogni sottospazio vettoriale W di V puo essere visto, in
coordinate rispetto alla base, come I'insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo

Ax=0

Xo
dove A = (ai]-) edidimensionit X (n + 1) aelementiin Kex=| : |Ilsistema
xi’l

a1,0x0 + ...+ ﬂllnxn =0

apoXo + .t ,x, =0

da delle equazioni cartesiane per il sottospazio proiettivo P (W) nelle coordinate omogenee
(xg: .. :x,). Posto dunque t come il numero delle equazioni, notiamo che

dimW=n+1-rkA

quindi
codim W = rkA
I
dimV-dimWwW

dim P (V) — dim P (W) = codim P (W)

pertanto
t>r1k(A) =codimP (W)  dimP (W)= P (V) -rk(A)

Scartando delle equazioni possiamo sempre ricondurci ad un sistema in cui

t =rk A = codim P (W).
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INTUITIVAMENTE... Per facilitare la visualizzazione degli spazi proiettivi possiamo
pensare allo spazio K"*! come lo spazio affine &/ (K””) in cui sia fissato un punto O
come origine: in questo modo, le classi di P” (K) corrispondono alle rette affini passanti per
0, identificate con le rette vettoriali di K"*1:

retta affine di &/ (K”+1) formata

Xg: ol X,) ©
(*o n) dai punti (txg, ..., tx,) al variaredit € R

Approfondiremo formalmente la relazione tra gli spazi affini e gli spazi proiettivi piu
avanti, a pag. 219.

ESEMPI.
m Il piano proiettivo P2 (K) ha come sottospazi non banali i punti e le rette.
o Una retta proiettiva viene da un piano, che nel riferimento affine possiamo pren-
dere passante per l'origine: agxy + a1xg + agxs = 0.
o Per determinare un punto servono due equazioni, in sostanza vedendolo come
intersezione di due rette proiettive; ad esempio, (1: 0: 0) ha equazioni

X1:X2:0,

mentre (1: 2: 3) ha equazioni

X1 = 2.XO

Xo = 3x0
m Nel piano proiettivo reale P2 (R), le rette proiettive vengono da piani vettoriali, dun-
que nel modello affine di &/ (R3) essi sono piani passanti per I'origine; utilizzando
la sfera unitaria, i cui punti antipodali sono identificati in una relazione di equi-
valenza, la retta proiettiva si visualizza facilmente come l'intersezione della sfera
in un cerchio massimo; nel modello della calotta superiore, prendiamo 'intersezione
dall’equatore in su. In questo modo, la proiezione verticale dell’intersezione del

cerchio massimo con la calotta sul disco unitario D ¢ la rappresentazione della
retta proiettiva sul modello piano del disco. Dunque, abbiamo tre tipi di rette:

1. La retta con equazione z = 0, ovvero al piano xy in R3: sul
modello piano corrisponde al bordo del disco D (cioe S?).

2. Lerette con equazione ax + by = 0, ovvero ai piani perpendicolari
in R?3 passanti per le rette con quell’equazione ax + by = 0: sul
modello piano corrisponde a diametri colleganti due punti
sul bordo.

3. Nel caso generale ax + by + cz = 0, proiettando I'arco di cerchio
massimo viene un arco di ellisse in D.
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11.5 OPERAZIONICONISOTTOSPAZI

Se Wy, Wy C Vsono sottospazi vettoriali, allora Wi N W5 € un sottospazio vettoriale e si ha
che I'intersezione dei corrispettivi spazi proiettivi € ancora un sottospazio proiettivo.

P(WinWy) =P (W)nP (Wy)

OssERVAZIONE. Siha P (W;)nP (W,) = @ seesolose W; NW, = {0}. In tal caso diciamo
che i due sottospazi sono sghembi o disgiunti.

Come per i sottospazi vettoriali, in generale I'unione di due sottospazi proiettivi non € un
sottospazio proiettivo.

DEFINIZIONE II.5.1. (SOTTOSPAZIO GENERATO DA UN SOTTOINSIEME).

Sia S € P (V) un sottoinsieme non vuoto. Il sottospazio generato da S, denotato con
(S), e I'intersezione in P (V) di tutti i sottospazi proiettivi contenenti S, ed ¢ il piu piccolo
sottospazio contenente S.

m (S)=S < Seun sottospazio proiettivo.
m SeS = {Pq, .., P,} e finito, scriviamo (Pq, .., P,,) per il sottospazio generato da
Py, .., P,;se,sono linearmente indipendenti, dim (P;, ..., P,) =m — 1.

DEFINIZIONE I1.5.2. (SOTTOSPAZIO SOMMA).
Dati due sottospazi proiettivi Ty, To € P (V), cioe

LT=PW) WCV,i=12,

allora il sottospazio generato da T; U T, e denotato con Ty + Ty = (Ty, Ty) e si chiama
sottospazio somma. In particolare, si ha

(Ty, Ty) = P (W1 + Wy)

DIMOSTRAZIONE.

C) P (W; + Wy)eunsottospazio proiettivo che contiene, in quanto Wy C Wy + Wy, Wy C
W7 + W, vettorialmente, sia T; = P (W7) sia Ty = P (W5). In particolare, contiene la loro
unione?, dunque (Ty, Tg) = (T; UTy) C P (W + Wy).

2) AbbiamocheT; C (T, Ty) = P (U), conUun sottospazio vettoriale di V. In particolare,
si ha che Wy, Wy C U, da cui Wy + Wy C U. Passando allo spazio proiettivo

(T1, To) =P (U) 2 P (W1 + Wy O

“Ricordiamo che non € essa un sottospazio, ma un sottoinsieme.

PROPOSIZIONE II.5.I. (FORMULA DI GRASSMANN PROIETTIVA).
Siano Ty, T, sottospazi proiettividi P (V). Si ha

dim <T1, T2> + dim (T]_ N Tz) = dim T]_ + dim T2.
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DiMmosTRAZIONE. PostiT; = P (W), con W; C Vsottospazi vettoriali. Dalla formula di
Grassmann vettoriale si ha

dim (W]_ ot W2) + dim (W]_ n W2) = dim W]_ + dim W2.

Sottraendo 1 a tutte le dimensioni, otteniamo le dimensioni dei corrispettivi spazi proiet-
tivi e dunque la formula proiettiva. O

COROLLARIO II1.5.1. (CONDIZIONI SULLA DIMENSIONE DELL' INTERSEZIONE).
Siano Ty, Ty, sottospazi proiettividi P (V) condim P (V) = n. Allora

dim (T; N Ty) > dim Ty + dim Ty — n

In particolare T; N Ty # @ sedim T; + dim Ty > n.

DIMOSTRAZIONE. Siha

dlm (Tl N Tz) = dlm Tl + dlm T2 = dlm <T1, T2> > dlm Tl + dlm T2 — 1.
Chiaramente, se dim 77 + dim T, > n, alloradim (T; N T5) > Oedunque Ty N Ty # @. O
Esemp10. Nel piano proiettivo, due rette sono sempre incidenti. Infatti, le rette hanno

dimensione 1, mentre dim P2 (K) = 2, dunque vale 1 + 1 < 2, pertanto due rette si
incontrano sempre.

OsSSERVAZIONE. Se consideriamo un insieme finito di punti, possiamo considerare lo
spazio Sgeneratoda Py, ..., P, cioe S= (Py, ..., P,);inoltre, si ha

dimS<m-1.
Infatti, se P, = [v;] con v; € V, allora

S=P(ZL vy, ., v,))-

dim &£ <m

11.6 PUNTILINEARMENTE INDIPENDENTI EIN POSIZIONE GENE-
RALE

DEFINIZIONE II.6.I. (PUNTI LINEARMENTE INDIPENDENTI).

Siano Py, ..., P, € P (V). Diciamo chei punti Py, ..., P, sono linearmente indipendenti
se, scelti v¢, ..., v,, € V\ {0} tali che P, = [v;] Vi, ivettori vy, .., v,, sono linearmente
indipendenti in V. Se cosi non ¢, diciamo che Py, ..., P,, sono linearmente dipendenti.

OSSERVAZIONI.
m Ladefinizione e ben posta. Dati A4, ..., 4,, € K\ {0}, si ha che

vy, -, U, sonoindipendenti < 1,04, ..., 4,,0,, sono indipendenti.
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m Sedim P (V) =n, P (V) contiene al pit  + 1 punti indipendenti.
m Py, .., P,sonoindipendentise e solosedim(Py, ..., P,,) =m — 1.

ESEMPI.
m  Due punti P, Qsono indipendenti se e solo se P # Q. Infatti,se P = [v] e Q = [w],
allora

Pe Qsonoindipendenti <= vewsonoindipendenti < v+ w < P#Q

In tal caso (P, Q) & I'unica retta contenente Pe Q, che indicheremo anche con PQ.

m  Tre punti Py, Py, P3 sono indipendenti se e solo se sono distinti e non sono allineati,
cioé appartenenti alla stessaretta. Intal caso (P;, Py, P3)€l'unico piano contenente
itre punti.

DEFINIZIONE I1.6.2. (PUNTI IN POSIZIONE GENERALE).
Dati dei punti Py, ..., P, € P (V), diciamo che sono in posizione generale se vale una
delle due condizioni seguenti:

m  m < n+ 1eipuntisono linearmente indipendenti.

m m >n+ 1eognisceltadin + 1 punti tra loro sono linearmente indipendenti.

ESEMPIO.
m Sen = 1,cioe P (V) e unarettaproiettiva, allora Py, ..., P, sonoin posizione generale
se esolose Py, ..., P, sono tutti distinti.
m Sen = 2, cioe P (V) & una piano proiettivo, allora P;, ..., P, sono in posizione
generale se e solo se Py, ..., P, sono a 3 a 3 non allineati.

11.6.1 Impratichiamoci! Punti linearmente indipendenti

EsErcizio (EF.P., 2.1).
Si mostri che i punti del piano proiettivo reale

1'1'1 1'1'4 2: -1:2
B (153 @

sono allineati, e si determini un'equazione della retta che li contiene.

SoLUzIONE. Perverificare che i 3 punti sono allineati, dobbiamo verificare che i cor-
rispondenti vettori di R® sono dipendenti. Riscriviamo i seguenti punti per facilitarci i
calcoli:

1‘1'1—1'2'2 1'1'4—3'1'4

5 1t =(1:2: 2) '§'§_(")
Verifichiamolo la dipendenza con il determinante.

2

det 1

N W =
N &~ DN
Il
(==

-1
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L'equazione della retta & data dall’equazione del piano vettoriale in R generato da 2 dei
3 vettori:

Xo X1 X2
0= 1 2 2 :xO(8—2)—xl(4—6)+X2(1—6):6.7C0+2X1—5XQ
3 1 4

Verifichiamo che contenga anche il terzo:

6-2+2-(-1)-5-2=0

11.7 RAPPRESENTAZIONE PARAMETRICADIUN SOTTOSPAZIO PRO-
IETTIVO

Sia § € P (V) un sottospazio proiettivo di dimensione m. Allora esistono sempre m + 1 punti
Py, .., P, € Slinearmente indipendenti che generano S. Infatti,se S = P (W)con W C V
sottospazio vettoriale di dimensione m + 1, possiamo scegliere una base {wg, ..., w,,} diW
tale per cui

P, =[w;] € S.

Sono linearmente indipendenti (perché lo sono i vettori della base) e generano S.
Allora, tutti e soli i punti di Ssono della forma

[Aowo + ..+ ﬂmwm] ).0, .y /1m e K

Supponiamo ora di aver fissato una base {¢, ..., ¢,} di Ve quindi di aver considerato il corri-
spondente riferimento proiettivo. In coordinate vettoriali di V, un puntodi We x = (xq, ..., X,,)
se e solo se

X =Xglo + ... +X,8, = AgWq + ... + A, W,

Il punto P; in Vavra coordinate (PO,il s Pn,i) Vi=1, .., m,dunque il generico vettore x di
W e espresso da
Xo = /10P0’0 + /11P0’1 + ...+ AWZPO,I’VZ

X, = AOPH,O + llpn,l + ...+ ﬂmPn/m

Anche i punti di Ssono date da queste coordinate, dunque questa viene definita la rappre-
sentazione parametrica del sottospazio S, con (4y: ... : 4,,) le coordinate omogenee di
P (W) date dalla base {wy, ..., w,,}.

Esemp1o. In P23 (R) consideriamo i punti
A=(1:0: -1:4) B=(2:3:0:5)

Allora, la rappresentazione parametrica del sottospazio S = (A, B) con (4: p)e

x0=ﬂ+2,u
x1=3u
XQ:—A

X3:4),—5ﬂ
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11.7.1  Coordinate proiettive e punti in posizione generale

OssERVAZIONE. Sia P (V) con un riferimento proiettivo fissato. Consideriamo i punti
fondamentali Py, ..., P, eil punto unita U.
m Py, .., P, Usonon + 2 punti.
m Py, .., P, Usono in posizione generale: essendo P; = [¢;] con ¢y, ..., e, base di
V, allora Py, ..., P, sono indipendenti. Se sostituiamo l'i-esimo punto con U =
[e1 + ... +¢,], allora:

Sono indipendenti per ognii =0, ..., n.”

“Indichiamo con P, il punto che sostituiamo.

ATTENZIONE! Sia % = {e, ..., ¢,} una base che induce un riferimento proiettivo su P (V).
Per ogniisia 4; € K \ {0} e consideriamo v; = Ae;. Allora B’ = {v, ..., v,} € ancora
una base e i punti fondamentali del riferimento indotto da 3’ sono gli stessi del riferimento
indotto da %. Infatti

le;] = [vi] = P;

Pero i due riferimenti sono diversi; dato v espresso nella base %
U= Xp€o t+ ... +X,€,,

la sua classe in P (V), rispetto a %, e

[0] = (xo: -t x,).

Possiamo partire dall'espressione di v nella base % a quella nella base %’, moltiplicando
e dividendo ogni e; per il corrispettivo 4;:
ol e

Xo X
0= % (1060) + ...+ /1—: (ﬂnen) = /1—000 + ...+ /111 n

Passiamo dunque alla base %’ alla classe in P (K):

[v]:(j—(;: )

Notiamo che effettivamente il punto [v] non cambia, ma i riferimenti non sono multipli e
quindi sono diversi!

m  Conoscere i punti fondamentali non basta a determinare la base 3.

m Riferimenti proiettivi diversi possono avere gli stessi punti fondamentali.

OSSERVAZIONE. Supponiamo di avere n + 2 punti Py, ..., P,,1 in P (V), cioe Vi =
0, ..,n+1dv;, €V :P =|v]. Allora

Py, ..., P,,1 sono in posizione generale < v, ..., v,, sono indipendenti e

Uye1 =909 + ... +a,v,cona; #0Vi=0, ..., n

Infatti, se vy, ..., v, € una base (in quanto sono indipendenti), v, ..., ¥;, ..., ,,, V41 SONO
indipendenti se e solo se a; # 0.
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TEOREMA II1.7.1. (ESISTENZA DI UNA BASE DATI /1 + 2 PUNTI IN POSIZIONE GENERALE).
Sia P (V) di dimensione n. Datin + 2 punti Py, ..., P, in posizione generale, esiste una base
B = {eg, ..., €,}diVtaleche

PO = [60]/ ---/Pn = [en]/Pn+1 = [60+"'+en]-

Inoltre, se B’ = { 07 s fn} e unaltra base di V che soddisfa la condizione sopra, allora %’ é
proporzionale a A, cioé esiste yu € K \ {0} taleche f; = ye; Vi =0, ..., n.

DiMoOsTRAZIONE. Sia P; = [v;] al variaredii = 0, ..., n + 1. I punti Py, ..., P, sono
indipendenti®, dunque per definizione v, ..., v,, € una base di V. Poniamo

Oyl = /107)0 + ...+ ﬂ.nvn /11' e K

Allora, per I'osservazione precedente, A; # 0 Vi perché i punti sono in posizione generale.
Consideriamo eg = Agvg, €1 = 4101, ..., €, = 4,0,. Sihache & = {e,, ..., ¢,} € una base
diVperché 4; # 0 Vi. Segue che

le]=[v;]=PVi=0, .., n
[eg + .. +e,] = [Agvg + ... + 4,0,] = [Vy41] = Pyyq

Adesso, sia %’ = { 0r s fn} come da ipotesi. Allora[ i] =P =[] Vi=0, .., n cioe

Ju; € K\ {0} : f; = we; Vi = 0, ..., n. Inoltre, soddisfa anche [f0+ +f,,l] = P,i1,
pertanto

[fo+ -+ fu] = leo + - +e4].

In altre parole, esiste y € K \ {0} tale che

fo+ ..+ fn = uleg+..+e,)
I

Moo + ... + Hue,

ey, -, €, € una base: per l'unicita della scrittura deve essere y = yg = ... = p,, cioe
fi:MEiViZO, ., n. O

“Perché se nn + 2 punti sono in posizione generale, presin + 1 punti fra di loro sono indipendenti.

11.8 TRASFORMAZIONI PROIETTIVE

DEFINIZIONE II.8.1. (TRASFORMAZIONE PROIETTIVA E PROIETTIVITA).
Un’applicazione f : P (V) —— P (V') tra spazi proiettivi si dice trasformazione pro-
iettiva o isomorfismo proiettivo se esiste ¢ : V —— V' isomorfismo che induce un
altro isomorfismo lineare
¢ PV)— P(V)
[0] —— [¢ (0)]

tale per cui f = ». Se V= V’, diciamo che f € una proiettivitadi P (V).
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DIMOSTRAZIONE.
m ¢ ben definita:
I. @ (v) # 0perchév # 0 e @ e iniettiva, pertanto ker ¢ = {0} e dunque I'unico
vettore mappato a 0 tramite ¢ € solo 0.
2. Se[v] = [w], alloraw ~ v, cioew = Avcon A € K \ {0}; segue che per
linearita di ¢ vale ¢ (w) = A (v) e quindi [@ (w)] = [@ (v)].
m  ( éeiniettiva: se @ ([v]) = @ ([w]), allora

[p@)]=[pw)] = 1K\ {0} : ¢(w) = 19 (v) = ¢ (10)

Poiché @ ¢ iniettiva, segue che w = Av e dunque [v] = [w].
m (e suriettiva: infatti, se [w] € P (V’), essendo ¢ suriettiva esiste un vettore v tale
che w = ¢ (v). Segue che [w] = [@ (v)] = @ ([v]). O

Dato che spazi vettoriali della stessa dimensione sono sempre isomorfi, due spazi proiettivi della
stessa dimensione sono sempre isomorfi e P (V) e sempre isomorfo a P” (K), con dimV =
n+1.

LEMMA 11.8.1. (UGUAGLIANZA DI PROIETTIVITA).
Siano @, v : V. —— V’isomorfismi. Allora:

P=9 <= A1eK\{0} :y=A1p

DIMOSTRAZIONE.
&) SeveK)\{0},alloray(v) = A@ (v). Segue che

?([v) = [e ()] = [w ()] = ¥ ([v])

—) Siah:=y log@:V — Vautomorfismo. Vogliamo mostrare che # = Ald; con
A€ K\ {0}. Sev € V\ {0}, abbiamo

o) = ¥

[ [ = A eK\{0} 19 =iy@®) = h@) =y 1(e@©) =10
[@ (v)] [w (0)]

Segue che v € autovettore di/ Vv € V'\ {0}, in particolare ogni vettore non nullo & autovet-
tore di h. Segue che I € diagonalizzabile e ha un unico autovalore A. Infatti, presi 4, e 45,
si avrebbero i seguenti autovalori indipendenti:

01 €V, \{0}  ©vyeV, \ (0}
Considerato che

h(vq1) = 4101

h(vg) = A9y

h(vy +0g) = A(v1 +0y)
h(vy +vg) =h(vy) +h(vg)

- /1('01 + '02) = A]_Ul + 12'02

Da cui segue, in quanto v, vy, v1 + U9 # 0,che 4 = A; = 45 e quindi e unico. Allora,
h = Aldy e pertanto ¢ = Ay. O
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11.8.1  Gruppo lineare proiettivo

OsseRrRvVAZIONE. Consideriamo P (V) e I'insieme delle proiettivita P (V) —— P (V).

m  La composizione di proiettivita € una proiettivita (banalmente indotta dalla composi-
zione delle applicazioni lineari).
m Poiché ldpy) = Id, = Lidentita dpy) € una proiettivita.

m Sep:P (V) — P(V), allorap ! = g;i : P (V) —— P (V). In altre parole,
'inversa di una proiettivita e ancora una proiettivita.
L'insieme delle proiettivita risulta un gruppo rispetto alla composizione.

DEFINIZIONE II.8.2. (GRUPPO LINEARE PROIETTIVO).
I1 gruppo lineare proiettivo P GL (V) e il gruppo delle proiettivita dello spazio vettoriale
Vcon operazione la composizione di proiettivita ed elemento neutro ldpy).

11.8.1.1 Descrizione matriciale del gruppo lineare proiettivo

Consideriamo gli isomorfismi K"*1 — K"*1, Sappiamo che la matrice associata agli
isomorfismi e una matrice invertibile, cioe si ha una isomorfismo di gruppi fra I'insieme degli
isomorfismi in K"*1 al gruppo generale lineare GL (n + 1, K):

{isomorﬁsmi Kl — K”*l} < GL(n+1, K)
E con il gruppo lineare proiettivo si puo fare? Consideriamo

¢:GL(n+1, K) — PGL,,; (K)

@t > Pa

¢ € omomorfismo di gruppi suriettivo, ma non iniettivo. Infatti, il nucleo non e triviale:

ker¢ = {(pA | ®a = dpn) :IdK,Hl}: {goA | Q= Mdygni1, A€ K\{O}}:
={ps | A= 4L A€ K\{0}}

Tuttavia, per il primo teorema di isomorfismo per i gruppi possiamo considerare il seguente
diagramma commutativo:

GL(n+1, K) -3 PGL,,; (K)
ﬂ'l/ _- /_/5(
-~ Elf
GL(n+1, K)
{AI | 2cK\{O}}
Si ha pertanto I'isomorfismo

PGL,,; (K)=GL(n+1, K)/{AI| A€ K\ {0}

Si puo anche considerare I'isomorfismo tra {AI | A € K \ {0}} e K \ {0}, e riscrivere I'isomor-
fismo trovato come
PGL,;(K)=GL(n+1, K)/(K\ {0})
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EsemMp1o. Consideriamo la seguente proiettivita della retta proiettiva P (R):

f: PL®R) ——— P1(R)
(xg: x1) ——> (axg + bxy: cxg +dxq)

Considerato il gruppo lineare proiettivo P2 (R) = GL (2, R)/{AI}, per definizione di f si
ha f = @, dove a ¢ e associata la matrice

a b
a=(e )
e dunque possiamo scrivere I'applicazione lineare ¢ come
f: R2 ——— R?

()= al2)

Pertanto, f si puo anche scrivere come

f: PGLy(K) — PL(R)
[o] —— [4v]

Notiamo che se la matrice associata a ¢ fosse 2A, per proporzionalita si avrebbe comunque
la proiettivita f. In modo analogo, AA con A € R \ {0} induce la stessa proiettivita f di A.

11.8.2  Altri aspetti delle trasformazioni proiettive

OSSERVAZIONE. Se f € una proiettivitadi P (V) e S C P (V) un sottospazio proiettivo,
allora f (S) & ancora un sottospazio proiettivo della stessa dimensione di S. Se S= P (W) e

consideriamo per definizione f = @ cong : V. —— V, allora

VIleSf([o]) =@ ([0]) = [p@)], ¢ () €W

f(©S) =P (eW))

DEFINIZIONE II.8.3. (PROIETTIVAMENTE EQUIVALENTI).
Due sottoinsiemi A, B di P (V) si dicono proiettivamente equivalenti se esiste una
proiettivita f di P (V) tale che:

B=f(4)

EsEmpI10. Due sottospazi proiettivi di P (V) della stessa dimensione sono sempre proietti-
vamente equivalenti.

TEOREMA I1.8.1. (ESISTENZA E UNICITA DI UNA TRASFORMAZIONE PROIETTIVA DATI
71+ 2 PUNTI IN POSIZIONE GENERALE).
Siano P (V) e P (V’) di dimensione n. Siano:
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m Py, .., P1 € P(V)n+ 2 puntiin posizione generale.

B Qg -, Qui1 € P(V')n + 2 puntiin posizione generale.
Allora esiste ed e unica f : P (V) —— P (V') trasformazione proiettiva tale che f (P;) = Q; Vi =
0, ..., n + 1. In particolare, se una proiettivita fissan + 2 punti f (P;) = P;Yi=0, .., n+ lin
posizione generale, allora é l'identita.

DIMOSTRAZIONE.

m Esistenza: siano, Vi
¢ Pi:[vi] UZ'GV.
o Q= [w] wieV.
Sappiamo, dall’osservazione a pag. 211, che
o Vg, .., VyebasediV,conv, 1 = Agvg + ... + 4,,0,,con A; # 0 Vi.
o Wq, .., W, ebasediV’, conw, 1 = uowg + ... + p,w, con y; + 0 Vi.
A meno di cambiare i rappresentanti dei punti, possiamo supporre senza perdita
di generalita che 4; = y; = 1. Si ha dunque

Uys1 =09+ ...+ 0,
Wye1 = Wo + ... +W,

Sia@ : V. —— V’l'applicazione lineare tale per cui ¢ (v;) = w; Vi =0, ..., n. Per
linearita

@ 0n1) = @ (Vg + e +0,) = @ 00) + o + @ (0,) = Wo + o+ Wy = Wyyig

Poiché Im ¢ contiene una base per costruzione, ¢ € suriettiva. In particolare, essen-
doendomorfismo(dim V = dim V’), ¢ € ancheisomorfismo. Alloraf := @ : P (V) —— P (V)
€ una trasformazione proiettiva e

f®)=f(w]) =le@)]=[w]=0Vi=0, .., n+1

m  Unicita: siag: P (V) —— P (V') un’altra trasformazione proiettiva tale che

g(P) =Q;Vi=0, .., n+ 1. Per definizione, esistey : V —— V’isomorfismo
percuig =ye

[w ()] = [wi] Vi
Sihache da; € K\ {0} tale che y (v;) = a;w;. Allora

Ap41Wpi1 = Y(Uu1) = w(vg + ... +0,)
1 I
Apt1 (wO Tt wn) l//(FUO) +ot W(vn)
I I
a,+1Wo + ...+ a,+1Wy, aAgWo + ...+ a,w,
Poiché w, ..., w, € base, la scrittura € unica. Seguecheag =a; = ... = a,,1 = a.

Allora
v)=aw,=apv) = y=ap = g=y=9=f O
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ESEMPI.
m In una retta proiettiva (dim 1), una proiettivita e determinata dalle immagini di 3
puntidistinti, dato che e equivalente alla condizione di “punti in posizione generale”.
m In un piano proiettivo (dim 2), una proiettivita ¢ determinata dalle immagini di 4
punti, a 3 a 3 non allineati.
m Se A, B € P (V) sono insiemi finiti, ciascuno contenente k punti in posizione
generale, conk < n + 2, allora A e Bsono sempre proiettivamente equivalenti.

EsempI10. Approfondiamo l'ultimo esempio. In P2 (K), cioé dim 2, si prenda A =
{P1, P}, B = {Q1, Qg} con P; # Py, Q7 # Qo. Ho due punti distinti sia in A e B, dun-
que esiste sempre una proiettivita f : P2 —— P2 tale che f (A) = B. Se invece A e B

contengono 3 punti, se i 3 punti in A sono allineati mentre i 3 punti in B non lo sono, allora
A e Bnon sono proiettivamente equivalenti.

11.8.3  Trasformazioni proiettive in coordinate

Supponiamo di avere fissato dei riferimenti proiettivi su P (V) e P (V’), dati da delle basi %
dive#’diV’ esiaf : P(V) ——> P (V’)una trasformazione proiettiva. Sappiamo che

f =@cong:V —> V' isomorfismo lineare. Sia A € GL (n + 1, K) la matrice associata
a @ rispetto alle basi % e %’. Abbiamo visto che ¢ e determinata solo a meno di multipli:

chiaramente, lo stesso & vero anche per A. Siano allora
P=(xg: ...:x,) € P (V)
FP)=(yo: 1 yn) €P(V)
Allora dp € K\ {0} tale che py = Ax.

OSSERVAZIONE (CAMBIAMENTI DI COORDINATE).
Sein P (V) abbiamo due riferimenti proiettivi, uno dalla base 9, e uno dalla base %’, sia
M la matrice del cambiamento di base in V tale che

x' = Mx
con x in coordinate rispetto alla base & e x” in coordinate rispetto alla base %’. Allora,
se P € P (V) ha coordinate (xq: ... : x,,) rispettoa B e (x(): - x;) rispetto a B’. Esiste
p € K\ {0} tale che px’ = Mx.

11.8.4  Punti fissi di proiettivita

DEFINIZIONE I1.8.4. (PUNTO FISSO).
UnpuntoPe P (V) efissoper f : P (V) —— P (V) proiettivitase f (P) = P.

Sia @ : V. —— Vun automorfismo tale che f = @, esia P = [v],conv € V'\ {0}. Allora
fP)=[p@®]=[v] & 1K\ {0} : ¢ (v) = Alv < véunautovettore per ¢

In particolare, ¢ € invertibile, dunque non ha I'autovettore nullo. Segue che i punti fissi di f
sono tutti e soli i punti [v] con v autovettore di ¢.
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OSSERVAZIONI.

I. SeK = C, allora ogni proiettivita ha almeno un punto fisso, dato che ¢ ha sempre
almeno un autovettore.

2. SeK =RedimP (V) =n,alloradimV = n + 1. Il polinomio caratteristico C,, (t) €
R [t] ha grado nn + 1. Se n e pari, ¢ ha almeno un autovalore, dato che il polinomio
caratteristico ha grado n + 1 dispari: infatti, o & di grado uno (e quindi ha banalmente
soluzione) oppure, in quanto si puo decomporre in fattori a coefficienti reali al piu
di grado due, ammettera sempre almeno un fattore di grado uno.

3. Portiamo un controesempio al caso n dispari. Sia

f:P®) — P(R)
(x:y) — (—y:x)

=17

I1 polinomio caratteristico non ha radici reali:

La matrice A associataa f

— -t -1 _ 42
CA(t)—det( L )—t +1

Segue che A non ha autovettori reali e pertanto f non ha punti fissi.
4. Ingenerale, l'insieme dei puntifissidi f : P (V) —— P (V)edatoda

{P(V;) | Aautovaloredig)

Questo € un insieme di sottospazi proiettivi a 2 a 2 disgiunti.

DEFINIZIONE I1.8.5. (INSIEME FISSO).
Se S C P (V) e un sottospazio, diciamo che S ¢ fisso per una proiettivita f se f (S) =S

11.8.5 Impratichiamoci! Trasformazioni proiettive

Esgrcizio. In P! (R) determinare la proiettivita f tale che

f@:1)=(1:1) f(1:2)=(0:1) f(1l: -1)=(1:0)

SoLuzioNE. Notiamo che i punti
(2:1) (1:2) (1: -1) e (1:1) (0:1) (1:0)

sono distinti, dunque sono in posizione generale e la proiettivita e garantita. Prendiamo

. . a b . . -
la generica matrice A = ( c d ) associata a @ indotta da f e consideriamo py = Ax:

Yo = axo + bxq
py1 = Cxg +dxq
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Imponiamo il passaggio per f (2: 1) = (1: 1):

p=2a+b
p=2c+d

— 2a+b=2c+d

In sostanza, eliminiamo il parametro p per ottenere un’equazione lineare omogenea tra
gli elementi della matrice. Facciamo lo stesso con i rimanenti punti f (1: 2) = (0: 1) e
f(1: —1)=(1: 0), utilizzando rispettivamente yy = Ax e ny = Ax:

{O:a+2b = a+2b=0

u=c+2d

n=a-b = ¢c-d=0
0=c-d

Costruiamo cosi un sistema lineare omogeneo di 3 equazioni in 4 incognite a, b, ¢, d, con
una matrice dei coefficienti di rango 3:

a=2c
20+b=2c+d b 5 -
a+2b=0 = - — A= € = =c -

c=c¢ c (6] 1 1
c—-d=0

d=c

1 ) e la matrice cercata. Segue dunque che la proiettivita

A meno di multipli, A = ( ?
cercata e
f: PLR) —— PL1(R)
(xO: xl) H (2XO —xl: .xO +x1)

11.9 GEOMETRIA AFFINE EGEOMETRIA PROIETTIVA

Abbiamo gia accennato all'esistenza di una relazione che intercorre fra geometria affine
e geometria proiettiva. Diamo innanzitutto qualche richiamo dei concetti della geometria
affine.

DEFINIZIONE II1.9.1. (SPAZIO AFFINE).

Sia Vuno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo K. Uno spazio affine di
dimensione 7 su V(con spazio vettoriale associato Vdi dimensione 7 ) & un insieme & (V)
non vuoto di punti (elementi) tale che sia data un’applicazione

A V)X (V) — V
(P, Q) —— PO

che alla coppia di punti (P, Q) associa il vettore di V con punto iniziale Pe punto finale Qe
tale che siano soddisfatti i seguenti assiomi:

I. YPe (V), Vv € Vesiste un unico punto Q € &/ (V) tale che PQ =7.

2. VP, Q Re g (V)ternadipuntidi & (V)siha PQ e QR PR.
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DEFINIZIONE II1.9.2. (RIFERIMENTO AFFINE E COORDINATE AFFINI).

Un riferimento affine # = (O, ¢4, ey, ..., ¢,) sullo spazio &/ (V) & assegnato fissando un
punto O € ¢ (V) detta origine ed una base % = (e, ey, ..., ¢,) di V. Dunque, per ogni
Pe o (V)sihalan-upla (X, Xy, ..., X,,) dette coordinate affini del punto P € &/ (V) (uniche
per riferimento affine fissato) tale per cui

—
P=0V= X161+ ... +Xx,€,
Per i nostri scopi, parleremo spesso degli spazi affini di dimensione 7 su K.

DEFINIZIONE I1.9.3. (AFFINITA).
Un’affinita o trasformazione lineare affine di o/ (K") € un’applicazione

¢ A (K") — o (K")

della forma ¢ (x) = Ax + bcon A € GL (n, K) un’applicazione lineare invertibile e b una
traslazione.

DEFINIZIONE 11.9.4. (SOTTOSPAZIO AFFINE).
Un sottospazio affine di &/ (K") & un traslato di un sottospazio vettoriale W C K":

S=W++xg={w+xg | weW, xog € A (W)}.

OSSERVAZIONI.

m  Weél'unico traslato di S per I'origine (xq = O) e si dice sottospazio direttore di S,
cioe ne da appunto la direzione. Si definisce dim S := dim W.

m  Un puntoin & (K") & un sottospazio affine di dimensione 0 (W = {0}; dopotutto
non ha particolarmente senso parlare di direzione del punto).

m  Unaretta affine rin &/ (K") e un sottospazio affine di dim 1: W = & (v), cioe r si
puo individuare assegnando un punto P € r e un qualsiasi vettore v parallelo alla
rettar.

m  Un piano affine 7 in & (K") € un sottospazio affine di dim 2: W= &£ (v, w), cioe &
si puo individuare assegnando un punto P € r e una coppia di vettori L.i. paralleli al
piano 7.

m  Uniperpiano affine e un sottospazio di dimensione n — 1.

m  Due sottospazi affini della stessa dimensione si dicono paralleli se hanno lo stesso
sottospazio direttore.

Esempio. Consideriamor = W+ x retta affine, che ha dunque dimr = dimW= 1. We
la retta vettoriale in K", mentre un qualunque v € W\ {0} e la direzione della retta.

Un sottospazio affine S € K" puo essere descritto con equazioni cartesiane oppure in forma
parametrica.
m Equazioni cartesiane. Se visto come I'insieme delle soluzioni del sistema lineare

X1
Ax =D o le g (KM
X

n

con b che descrive la traslazione dovuta a xo € & (W). In tal caso We il sottospazio
vettoriale delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato Ax = 0.
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m Forma parametrica. Supponiamo dim S = dimW = m. Siano vy, ..., v,, € K"1i
vettori di una base di W rispetto ad una base di K", e dunque rispetto ad un sistema
di riferimento affine con origine O, essi sono espressi nelle componenti

;= (Vi,ll e Vi,n) € 'Q{(Kn)

Consideriamo S = W + ¢, con il punto ¢ = (Cy, ..., C,) rispetto allo stesso sistema
affine di prima. I punti x di Sin forma parametrica sono dati da

x=tv1+..+t,0,+c t1, .., t, €K,
da cui otteniamo il sistema n X (m + 1) seguente

X]_ = t1V1,1 + ...+ thm,1 + Cl

Xp=tVip+ .o +t,Vin + G,

Esempr1o. Larettar(dim W = 1) passante per c con direzione v e descritto parametrica-

mente da
Xl = tV]_ + C]_

X, =1V, +c,

Consideriamo ora lo spazio proiettivo numerico P" = P" (K) = P (K””) eipuntiin coordinate
omogenee (Xq: ... : X,,) rispetto ad un dato sistema di riferimento proiettivo. Consideriamo
il seguente sottoinsieme di P":

Up ={P=(xg: .. :x,) €P"| xq#0}

La condizione x, # O & ben posta; infatti, se A € K \ {0}, alloraxy # 0 < Axy # 0.
Consideriamo anche il suo complementare, che e I'iperpiano coordinato rispetto alla prima
coordinata omogenea:

P"\Uy=Hy={P=(xg: .. :x,)€P" | xg=0}={P=(0: ...:x,) € P}

: : . . . a1 . : ay
Sia P € Uy: essendoay # OsihaP=(agp: ... :4a,) = (1. e %). In particolare, 7=, ...
sono univocamente determinate da P.

ﬂn
4 ao

Esempio. Sia P2(R) = {rette vettoriali in R3} con punti di componenti (xq: x1: Xg).
Allora H, & una retta proiettiva in P2 (R) e risulta

HO :{P:(XOIX1:X2)€PHIXOZO}:{P:(O:X1IX2)EP11}
= {rette vettoriali di R3 contenute nel piano affine x, = 0}

Infatti, prendiamo &/ (R3) e consideriamo il piano xy = 1, parallelo al piano xy = 0. Se

r C R3 & una retta vettoriale che non appartiene al piano affine {x, = 0} (r £ {xo = 0}), 7

interseca il piano xy = 1 in un solo punto! In particolare, se r ha direzione (a¢, a1, 45), il

. \ . a a
punto nel piano {x, = 1} avra coordinate (%, %)
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Possiamo identificare Uy C P" con & (K"). Consideriamo le due funzioni seguenti:

i=jo: (K" —— Uy P"
(X1, ) X)) —— (1! X3: .1 X))

¢: UgCP" — % o (K"
xﬂ

(o: X)) —> (5 ) 22)

m ¢ ebendefinita, dato che xy # O per definizione di U,.
m je¢sonol'unalinversa dell’altra:
n i ¢ n
o (K") > Uo > o (K7
(X1, o) X)) — (11 Xg: 2 X)) — (X, -, X))

j

Up —2 5 o (K™ > Uy
(xg: w1 x,) ——> (%, .y %) — (1: Lo x—”) =(xg: 1 Xxy,)

X0 . X0

Si ha dunque che j e ¢ sono biunivoche. In questo modo identifichiamo Uy € P" con & (K"),
mentre I'iperpiano H corrisponde allo spazio proiettivo di dimensione n — 1; si ha dunque

P" = Uy 11 Hy = o (K") 11 P"L.

La coppia (UO, ]) e detta carta affine di P".
In altre parole, P” si puo vedere come un’estensione o ampliamento dello spazio affine K".
Diciamo allora che:

m [ puntidi H, sono detti punti impropri o punti all’infinito.

m  H, e dettoiperpiano improprio o iperpiano all'infinito.

m [ puntidiU, = & (K") sono detti punti propri.

INTUITIVAMENTE... Inmolticasi, possiamo liberamente parlare di &/ (K") come lo spa-
zio vettoriale K" inteso in senso geometrico come insieme di punti con un punto qualunque
come origine.
Esempi1o. Consideriamo la retta proiettiva P! (K). L'iperpiano all'infinito &

Hy = {P=(x: x1) € P! | x = 0} = {(0: 1)},
mentre invece 'insieme dei punti propri e

UO = {P:(XO:xl)E Pl | Xo 7&0}
In particolare, si ha la corrispondenza biunivoca U, ' K definita come

vy =1 ) X
(XO.XI)—(l. x0)|—>x0 e K
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In altre parole, si puo vedere la retta proiettiva
come il campo K con I'aggiunto di un unico punto,
linfinito co.

Pl=Ku(0: 1) =K U o)

Se K = R, essendo S' \ {1 punto} = R, si ha

11.10.1  Chiusura proiettiva di un sottospazio affine

7 C P" generatodar C Uy € P".

7 e una retta proiettiva e si ha
7¥=rU Py

P1(R) = R U {oo} = §! .

oco=(0:1)
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P'(R)

dove P,, = 7 N Hy e detto punto all’infinito o punto improprio della retta .

DEFINIZIONE II.IO.I. (CHIUSURA PROIETTIVA DELLA RETTA AFFINE).
Siar € of (K") una retta affine. La chiusura proiettiva di r € il sottospazio proiettivo

PROPOSIZIONE II.IO.I. (CHIUSURA PROIETTIVA DELLA RETTA AFFINE).

DimosTRrAZIONE. Siav € K"\ {0} la direzione dir e w € run punto della retta. Allora r

ha descrizione parametrica in & (K")

X]_ = t'Ul +w1

X, =tv, +w,

te K

Consideriamo la retta proiettiva R C P” con descrizione parametrica

Xg =S
x1 = tvg +swy

x, = tv, +sw,

R e laretta proiettiva per i punti

t=0: (1:wy: .:w,) s=0: (0:0v7: ..:

Ponendo s = 1 otteniamo

x0=1
xlztvl+w1

x, =tv, +w,

(s: t) e P1

teK
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Alvariare dit € K, questi sono tutti e solii puntidij(r) C Uy € P". Siha dunque che Re
una retta proiettiva contente 7:

R =ruP,
P, =RNHy={0:77: ..:0,)}

R é necessariamente il piu piccolo sottospazio proiettivo contenente 7, dato che e la retta

piu un solo punto. Pertanto, R = 7. O
OSSERVAZIONI.
I. Il punto impropriodire P, = (0: vy: ..: v,) e corrisponde esattamente alla

direzionev = (v, ..., v,) dir. Poiché P, = [v] con v la direzione di r, ne segue che
I'iperpiano improprio di P2 (K) &

Hy =P"1(K)=P(K") = {rette vettoriali in K"} =
= {direzioni delle rette affini in &/ (K")}

2. Duerette affinirq, 7o € & (K”) hanno lo stesso punto improprio se e solo hanno
la stessa direzione, cioe se sono parallele. Se r{ # r9 e r1 e r9 sono parallele, allora
riNry = @in g (K"), mar; N73 = P, in P". Cio ci porta a dire che due rette
parallele r; e 75 siincontrano sempre all’infinito!

3. Sen =2, cioé operando in P2, due rette distinte 1, 7y C o (Kz) sono o incidenti o
parallele, ma in P2 si intersecano sempre.

4. Viceversa, sial C P" una retta proiettiva. Abbiamo due casi:

m /CHyInUy=2.

m |¢Hy = |+Hy=P"
Infatti, si ha che ! + H, € un sottospazio proiettivo che contiene strettamente Hy,
dato che ! £ Hy, e usando la formula di Grassmann otteniamo

dim (I + Hy) =dim!+dim Hy —dim(InHy) =1+n-1+0 =n = dim P”,
da cui ricaviamo che [ + Hy = P". Sempre dalla formula di Grassmann
dim (/N Hy) =0 = In Hy = {1punto} = {Q},

cioe I NUy = I'\ {Q}. In altre parole, [ € una retta affine in & (K") con un punto
improprio Q e necessariamente / e la chiusura proiettivadi/ \ {Q}.
5. Sian = 2, cioé operiamo in P2. Unarettar C o (Kz) e descritta da un'equazione
lineare
ax+by+c=0 (a, b)#(0,0)

con la corrispondenza biunivoca fra le coordinate (x, y) vettoriali e (X7, X5) af-
fini. Abbiamo tuttavia anche la corrispondenza con le coordinate omogenee in
P2, rispettivamente (x: y: z) e (xg: x1: xg). Chiamiamo (x: y: z) le coordinate
omogenee su P2 con

HO:{P:(x:y:z)EIP’2|z:0}:{P:(x:y: O)GPZ}.
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Allora la chiusura proiettiva 7 C P2 di r ha in P? I'equazione lineare omogenea
seguente:
ax+by+cz=0

Infatti, per z = 1siottiene l'equazione dir, mentre ponendo z = 0(cioe il passaggio
per Hy) troviamo il punto improprio P, di r:

{ZZO P, =(-b:a:0)
ax+by =0

La direzione della retta ax + by +c = 0 e data dal punto improprio P, e corrisponde
al vettore (=b: a: 0).

Generalizziamoil concetto di chiusura proiettiva a un generico sottospazio affine.

DEFINIZIONE II1.10.2. (CHIUSURA PROIETTIVA DI UN SOTTOSPAZIO).
Dato S C of (K") un sottospazio affine con S # &, la chiusura proiettiva S C P" di S¢il
sottospazio proiettivo generato da S. Esso ha dimensione dim S = dim S = m.

m  Equazioni cartesiane. Se S come sottospazio affine e dato in forma cartesiana dal
sistema lineare h X (n + 1)

X1
Ax+b=0 C e (K
X

n

a]_,le + ...+ allan + b]_ =0
ah,le + ...+ Elh’an + bh =0
allora S & descritto dal sistema lineare omogeneo /i X (1 + 1) in (x, ..., x,,) seguente:

X1

(Al b)x=0 © e

a1,1%1 + ...+ allnxn + blxo =0

Ap1X1 + oo+ X, + byxg =0

OSSERVAZIONE. Studiamo le dimensioni di S e Susando i sistemi cartesiani
appena definiti:

dim S = dim K" — rk (A) = n — rk (A)
dimS=dimP" —rk(A | b)-1=(n+1-rk(A | b)—1=n—rk(A | b)

Per Rouché-Capelli vale rk A = rk(A | b) in quanto S # @. In questo modo
abbiamo dimostrato che dim S = dim S.
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I punti impropri del sottospazio affine Ssono dati da SN Hy, con Sla chiusura proiettiva
di Se Hy I'iperpiano improprio. Dal sistema (11.10.1) si ha che SN Hy & dato da

Xg = 0
a1,1x1 + ...+ ﬂllnxn =0
ap1X1 + o+ ap,x, =0

Esso corrisponde al sistema lineare omogeneo in K” Ax = 0 associato al sistema
lineare Ax + b = 0 che definisce S. In altre parole, SN Hy corrisponde al sottospazio
vettoriale direttore W C K" e vale SN Hy = P (W) direzione di S. La sua dimensione per
definizione di direzione é:

dim (SN Hy) = dimS—1 = dimS5-1

Equazioni parametriche. Se S(dim S = m) & data in forma parametrica e il sottospazio
direttore W C K" ha una base {vy, ..., v,,} (tali che v; = (Vi,lz s Vi,n) € o (K"
per un dato sistema di riferimento affine), posto c € Sricordiamo che 'espressione
parametricadiSe

X=toy+..+t,0,+c t1, ., t, €K
X1=tVig1+ o+t V1 +C
Xn = 1 Vy e+ bV + Gy
Allora, Seé il sottospazio generato dagli m + 1 punti indipendenti
(0: (R R Uz‘,n) i=1,..,m e licy: ..i¢,).
Pertanto, S ha descrizione parametrica

Xg = tO
X1 = tlvl,l + ...+ tmvm,]_ + tocl

Xy =101y + o + 5y U + oy

con(ty: ..:t,)€P™

Un esempio di proiettivita

Vediamo un esempio di proiettivita di P1.

Esempi1o. Siconsideri P! (K) = K U {co} con co = (0: 1). Sia f una proiettivita definita
come

f: P! s Pl
(xg: x1) —— (axg + bxy: cxg +dxq)

Si ha che f(0: 1) = (b: d), mentre la sua controimmagine & f(-b: a) = (0: 1); infatti,
siccome le coordinate sono omogenee, basta porre axg + bx; = 0. Siat = % la coordinata
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affine su K, se xy # 0 tuttii punti (x,: x;) si possono scrivere come
ol
(xg:x7) = (1: —) =(1:1),
Xo

il che corrisponde al punto t € K. Vediamo ora come si comporta 'immagine grazie a
queste osservazioni se axy + bx; # O:

cx0+dx1): 1.XO(c+d§—é) _(l_dt+c)
' xl) S\ bt+a

Xo: X1) = (axg + bxq: cxg +dx;) =|1:
flxo: x1) = (axg 11 CXg 1) ( g xo(a+b

Xo
Dunque la proiettivita f corrisponde alla trasformazione

de  pe K, t# -2

bt+a’ ’ b
F: K U{oo} —— KU {oo}con Kt) = 4 oo, t:—%
d —
g =
dove pert = —% siottiene f(=b: a) = (0: 1) = co, mentre la prima equazione ¢ detta trasfor-

mazione lineare fratta, che e definita sulla retta affine tranne dove si annulla il denominatore.
Notiamo che Fdiventa un’affinita

F:K —— K
t—— at+f

se e solo se il denominatore diventa una costante ponendo b = 0, ovvero se ¢ della forma
Kt) = a,il che significa che la proiettivita fissa il punto all'infinito, ovvero f(0: 1) = (0: 1),
mentre la parte affine viene mandata in se stessa. Questo ragionamento si puo vedere
anche in dimensione superiore.

11.10.3 Impratichiamoci! Geometria affine e geometria proiettiva

Esercizio. Sia K = R. Allora, preso R" con la topologia Euclidea e P" (R) con la
topologia quoziente, mostrare che U e un aperto di P" (R) e chej: R” —— Uy eun

omeomorfismo.
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Ricorpiamo... Nelcasodi R" sie giavisto che lo spazio proiettivo reale € un quoziente
deltipo P" (R) = (R”” \ {O}) /~,dunque e dotato in maniera naturale di una topologia. Si
puo anche vedere come quoziente della sfera S" dove si identificano i punti antipodali grazie

alla suriezione # : S* ——» P" (R); € anche una varieta topologica compatta di dimensione .

Inoltre P! (R) = S! e abbiamo analizzato il piano proiettivo reale P2 (R).

Anche nel caso complesso per P" (C) = (C”+1 \ {0}) /~ sihain maniera naturale una topo-
logia quoziente data dalla topologia Euclidea su C"*1 \ {0} = R"*! \ {0}. Vogliamo vedere
che e una varieta topologica compatta di dimensione 2n. Infatti, mentre P” (R) & localmente
euclideo di dimensione 7, si ha che P (C) localmente si comporta come C" = R2", dunque
la dimensione topologica e 27.
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RicorpIAMO... Ricordiamo la corrispondenza fra numeri complessi, reali e la norma:

Zi=x+iY; = 2= (21, -, Zne1) € CM = (X, Y1, o) Xpa1s Yne1) € R2HH2

n+1l n+1l n+1l
1202 = Yllzi2 = D (2 +lyl2) = lAzll= | D14z =4lllzll, A€ C
j=1 j=1 j=1

TEOREMA II1.13.1. (P"(C) E UNA VARIETA TOPOLOGICA DI DIMENSIONE 21).

DIMOSTRAZIONE.
m P"(C)eé connesso: & quoziente di C"*1 \ {0}, che & connesso.
m  P"(C) e compatto: per avere la tesi, si vuole vedere lo spazio come quoziente di
un compatto o immagine tramite una funzione continua di un compatto. Ricordiamo la
relazione di equivalenza

z~w & 1€ C\{0}: w = Az.

Vogliamo dimostrare che un sistema completo di rappresentanti del piano proiet-
tivo sono i punti della sfera complessa $2"*1 € C"*1 = R?2"2, Sez € C"1\ {0} =
1

|Izl| # 0 e pertanto S2"+1 > S Poiché un sistema completo di rappresentanti

& la sfera, si ha 7(52"*1) = P" (C) e dunque P" (C) & compatto.

m P"(C) e di Hausdorff: partiamo con una considerazione che segue dal punto
precedente. Nel caso reale i punti sulla sfera sono equivalenti solo se antipodali;
nel caso complesso la questione & differente. Consideriamo z, w € $2"*1; per
definizione del piano proiettivo

z~w & d1e€C\{0}: w = Az.

Siccome w, z € $2"*1 hanno norma unitaria 1 = ||| = |4zl = Azl = |4].
Essendoci infiniti numeri di norma 1 in C, allora ci sono infiniti numeri nella stes-
sa classe, e quindi i punti Az € $2"*1 sono tutti equivalenti. Consideriamo ora

Ty = Tyg2n+l §2ntl s P"(C). Per dimostrare che P" (C) & di Hausdorff, &
sufficiente dimostrare che 7 € un’identificazione chiusa per il teorema 4.4.1 (pag.
58), ovvero il piano proiettivo si ottiene come quoziente della sfera. Sia C c §2+1
un chiuso. Allora 7, (C) e chiusoin P" (C) < ﬂ(_)l(ﬂO(C)) é chiuso in $2"*1, Perle
osservazioni precedenti

7o (z) =g (w) & 1€ Ccon|i=1:w= Az

In effetti, la relazione di equivalenza su $2**! viene da un’azione del gruppo S =
{4 € C | |A] = 1} rispetto al prodotto con elemento neutro 1:

F: Sl % S2n+1 ; S2n+1
(A4,z2) > Az

o Feun’applicazione continua.
o S x 521 & compatto e HausdorfT.
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Fe chiusa in quanto funzione continua da un compatto in Hausdorff. Dato un chiuso
C c §2"*1 prendendo la controimmagine dell'immagine agisco sui punti di C con
tutti gli elementi di S, cioé prendo tutte le orbite che intersecano C:

”61(”0(0)) =R S'xC)cC §2n+1

chiuso in
slxs2n+1

Segue che 7[61(7r0 (O)) chiuso e 7 (C) chiuso in P" (C), cioe 7 € applicazione chiusa
e 7o identificazione per il teorema 4.2.1 (Manetti 5.4), pag. 52. Pertanto, P" (C)
& anche quoziente di $2"*1. Siccome $?"*! & un compatto e di Hausdorff e 7 &
un’identificazione chiusa, allora P" (C) ¢ Hausdorff per il teorema citato in prece-
denza.

m P"(C)elocalmente euclideo di dimensione 2n: per dimostrarlo riprendiamo
le costruzioni introdotte a pag. 222. Consideriamo la famiglia di insiemi

U = {zj # 0} =P"(C)\ Hj, con Hjj—esimo iperpiano coordinato.

Persemplicitasiaj = 0. Siconsiderila proiezione al quozienter : Cc™1\ {0} — P*(C)

e la controimmagine 77 1(Uy) = {z € C"*1\ {0} | z, # 0}, aperto in C"*1 \ {0} in
quanto abbiamo tolto un iperpiano. Segue che Uy e aperto in P” (C) e lo stesso
vale per tutti gli U;. Si considerano le seguenti mappe biunivoche, una inversa
dell’altra:

j: cn S U ¢ Upg ——— C"
(z1, ) 2,) — (Aiz90 1 2,) (Zo: ot 2Z,) —> (%, . j—g)

Mostriamo che j e ¢ siano omeomorfismi; siccome sono gia biunivoche e una in-
versa dell’altra basta dimostrare che sono entrambe continue.

Per mostrare che j € continua consideria-
mo il diagramma a lato, che rappresenta la
fattorizzazione dijin C"*! \ {0} tramite Cm+1\ {0)

7((21/ o0 7 Zn)) = (11 Z1 s Zn) ] 7

e la proiezione 7, che in questo caso opera nel
seguente modo: cr

7((1, z9 ., z,)=(Q:2z7: ot zy)

Siccome j e 7 sono continue, allora anche la
loro composizionejlo é.

~
&
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Per la continuita dell'inversa ¢ si procede
con la fattorizzazione tramite una restrizione

- . 1 ﬂ_l(U ) c On+l
dell'inversadi za z~'Uj, 0

p b
o o1
E= : U, U,
PR gy ™ Uo) — Up / \
Uo ] s C"

e tramite ¢:

5(20, -y Zg) = (Z—l s Z—")

Z( ! Zo
Entrambe sono continue: la prima e la restrizione di una funzione continua e
la seconda, essendo ben definita (Uy = {zy # 0}), risulta banalmente continua:
inoltre, quest’ultima lavora solo con vettori e non con classi di equivalenza! Per
dimostrare che ¢ é continua utilizzeremo le proprieta della topologia quozien-
te (vedasi 54), dimostrando che p e un’identificazione: € gia continua e suriettiva,
dunque basta solo che sia aperta o chiusa per il teorema 4.2.1. Osserviamo che

z: C"™1\ {0} — P"(C)eé anch’essa un quoziente dato dall’azione del gruppo

G = C\ {0} rispetto al prodotto per la moltiplicazione su C"*1 \ {0}. In particolare,
€ un’azione per omeomorfismi. Infatti, fissato A € C \ {0},

0, : C"™1\ {0} — C"*1\ {0}
Z > Az

& continua: per la proposizione 5.3.1si ha che 7 : C"*1\ {0} —— P"(C)eéun’ap-
plicazione aperta, pertanto anche p che € una sua restrizione € aperta. Dalle consi-
derazioni di cui sopra p € un'identificazione. Ne segue che Uy & un aperto di P" (C)
omeomorfo a C" e quindi a R2". Allo stesso modo, Yielo, .., n}, U] e un aperto
di P" (C) omeomorfo a C" tramite la mappa

Y > ¢

. Zo  H1 Fl o ozp)
(Zo. 00 G Zn) — (Z_/’ ...,Z—j, Z_j’ A

7

Siccome in coordinate omogenee c’e¢ sempre un elemento non nullo, allora ogni punto
sta in uno degli aperti U, cioe

P*(C) =UyuV ..U,

P" (C) e localmente euclideo di dimensione 21, dunque ¢ varieta topologica compatta.
O

OSSERVAZIONI.

m  Suuncampo K qualsiasi si ha sempre la mappa ¢;, una corrispondenza biunivo-

ca fra i sottoinsiemi U, (complementari di un iperpiano coordinato) e K" (senza
aspetto topologico): vale sempre che lo spazio proiettivo € unione di tali U;. In
particolare, nel caso reale, tali U; sono aperti ed il ragionamento € analogo a quello
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fatto poc’anzi nel caso complesso.

m  Non abbiamo dimostrato che ¢ a base numerabile perché, essendo compatto, segue
dal teorema 9.1.1 (pag. 139), inoltre si potrebbe dimostrare facilmente “a mano”
mostrando che gli aperti U; sono a base numerabile, dunque anche la loro unione
finita lo é.

11.13.1  Retta proiettiva complessa

Cosa succede per la retta proiettiva complessa? Essa e una varieta topologica compatta di dimen-
sione 2 (dunque una superficie topologica compatta) che abbiamo gia classificato! Scopriamo di
che superficie si tratta. Si ha

P1(C)=Uy u{(0: 1)} conly = C = R?

In altre parole, la retta proiettiva complessa e un piano unito ad un punto. Dimostriamo ora
che & omeomorfa a S2, detta anche sfera di Riemann , e analizziamo poi la differenza con il
piano proiettivo reale.

TEOREMA I11.13.2. (P! (C) = 52).

INTUITIVAMENTE... Per ottenere la sfera si puo pensare di richiudere il piano R? su se
stesso, aggiungendo il punto all'infinito {(0: 1)}.

DiMOSTRAZIONE. Costruiamo 'omeomorfismo con $2 ¢ R2 attraverso la proiezione
stereografica. Consideriamo

F,
ls2\(m

conpy : 2\ {N} —— R2la proiezione stereografica dal polo nord N = (0, 0, 1),

k: RZ2——s C
(x,y) — x+1iy

I'identificazione canonica di RZ con C e

]C%UO
w—— (1: w)

I'immersione di C come carta affina in Pl1](C). Allora definiamo una funzione Fsu

$?\ (N}
F ‘=7oko
2y 7 p
dove poniamo F(N) := (0: 1) in quanto e 'unico punto rimasto da dover “mappare’,
ricordando che P! (C) = U, U {(0: 1)}. Siccome j, k, p sono tutti omeomorfismi, allora

la loro composizione F, 2 ¢ biunivoca e continua su S2 \ {N}. Perché Fsia continua in
S;
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tutti i suoi punti basta verificarla che lo sia in un intorno (aperto) contenente N perché
valga il lemma di incollamento. Considieriamo la proiezione stereografica dal polo sud
S=(0, 0, —1) scegliamo 'aperto 52\ {S}, intorno di N. Dobbiamo mostrare la continuita
di F|S2\{5]. Scriviamo le due proiezioni stereografiche, sia da N, sia da S; fissato un punto

Py = (x9, Yo, Zg) sulla sfera, allora consideriamo le semirette uscenti da Ne da S che
passano per Py “:

x=0+1txg x=0+1txg
NPO: y:0+ty0 PO—N SP(): y:O+t]/0 PO—S
z=1+1tz9—-1) z=-1+1t(zg+1)

Per trovare le immagini delle proiezioni stereografiche intersechiamo le due semirette
con il piano xy, cioé poniamo z = O:
1

N:1+t(zo—1)20:t:m S:—1+t(Zo+1):0:>t:1:'ZO

Notiamo che i denominatori non si annullano in entrambi i casi per la definizione delle
proiezioni stereografiche sulla sfera meno Ned Srispettivamente. Ne segue che I'immagi-
ne di R? tramite la mappa standard k &

. [ X Yo _ %o . Yo . [ X Yo _ %o . Yo
N' (1—20’ 1—Zo)|_)w_ l—ZO+Zl—Zo EC S (1+ZOI 1+Zo)'_)u_ 1+ZO +11+ZO EC
Sihachew = e, viceversa, u = i; infatti, quando P, € S2\ (N, S} alloraw, u € C \ {0}.
u w
Verifichiamolo usando le proprieta dei numeri complessi:

1 _ 14z 1 (o + o)A +20) n (X0 + o)1 +20) _ Xo+iYo _

X0 _ Y T ox,—i 2 4 42 1-22 1-z
Trzg " iTrzg 0T o X0t Yo %o 0

!

NI

L'uguaglianza (!) vale perché, in quanto Py # N, Sallora x( + iy, # 0, mentre quella (!!)
segue dal fatto che il punto sta sulla sfera, quindix2 +y2 +z2 =1 = x2 +y2 =1-22.
Abbiamo dunque ottenuto F|S2\{NS} come una composizione di mappe

A2\ g

dove j(w) = (1: w) = (1: %) = (u: 1), lavorando in coordinate omogenee. Inoltre, Fsi
estende in modo continuo su 2 \ {S}

s2\ {5y — 23 R2 £

P

> Uo
> (1)

N vV
= Q

o
N Vv
<
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con ¢ coniugio dei complessi (che € un omeomorfismo). In questo modo F; , . € composi-
S2\(s

zione di omeomorfismi e quindi continua. Dunque Fé continua, chiusa in quanto funzione
da $? compatto in P! (C) Hausdorff e biunivoca, pertanto F & un omeomorfismo. O

“Le equazioni sono scritte in forma parametrica, pertanto abbiamo evidenziato il punto per cui passano e
la direzione.

OSSERVAZIONE (P! (C) # P2 (R)).
Notiamo che P! (C) e P2 (R) sono entrambe compattificazioni del piano, ma in modo
profondamente diverso!

m P1(C) = CU ({0} = §2, & 'unione di un piano con un punto all’infinito ed
abbiamo appena dimostrato essere omeomorfo alla sfera di Riemann S2.

m P2(R) = RZUP!(R) = R2 U St éil piano unito alla retta impropria P! (R);
topologicamente, esso & I'interno del disco omeomorfo a R2 unito al bordo S* con
la relazione di equivalenza per i punti antipodali. Per il teorema di classificazione
delle superfici compatte (pag. 148), sappiamo che 52 # P2 (R).

11.15 BIRAPPORTO

Nei nostri precedenti studi di Topologia abbiamo messo in primo piano lo studio delle pro-
prieta topologiche, quegli aspetti di uno spazio topologico che si preservano sotto omeomorfismi.
Anche nella Geometria Proiettiva risulta di fondamentale importanza la ricerca di inva-
rianti rispetto alle proiettivita.

Nella geometria Euclidea del piano diverse trasformazioni mantengono relazioni metriche
come distanze, angoli e rapporti di distanze, ma passando alla retta proiettiva la maggior parte
di queste vengono distorte. Tuttavia, gia nella matematica del tardo periodo greco si trovo
che un rapporto di rapporto di distanze sul piano si preservava tramite certe trasformazioni.
Questo concetto, approfondito e generalizzato (separandolo completamente dalla distanza Eu-
clidea) nell’ottica della Geometria proiettiva nel secolo XIX, divento il birapporto, risultando
uno degli invarianti proiettivi piu usati.

DEFINIZIONE II.15.I. (BIRAPPORTO).
Sia P! (V) una retta proiettiva, ovvero dim V = 2. Siano Py, Py, P3, Py € P1 (V) dei punti
con Py, Py, P5distinti. Il birapporto dei punti Py, Py, P3, P4 (ordinati) e

PB(Py, Py, P3,Py) = i—l e KU{oo}conpf=coseyy=0
0

dove (o : 1) sono le coordinate di P4 nel riferimento proiettivo in cui P; e P, sono i punti
fondamentali e P5 il punto unita, cioe P; = (1: 0), P5 = (0: 1),P3 = (1: 1).

OSSERVAZIONI.
L Yoy €K = peKU/{o}
2. pebendefinito perché P;, Py, P3 sono distinti e quindisono in posizione generale?,
ovvero determinano in maniera univoca il riferimento proiettivo per il teorema
11.7.1, pag. 212.
3. Peripotesii primi tre puntisono distinti, mentre non si fanno ipotesi sul quarto
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punto; vediamo cosa succede in alcuni casi speciali:

Py=P = (Yo:y1)=(1:0) =
Py=P &= (yo:y1)=(0:1) =

Pp=P3 &= (Wyo:y1)=1:1) & yy=y; & f=
Dunque f € {0, 1, oo} esattamente quando P4 coincide con uno dei primi 3 punti.

Quindi, se Py, Py, P3, P4 sonodistinti, allora f € K\{0, 1}. Viceversasea € K\{0, 1}
e Py = (1: a) allora f = a, dunque f assume tutti i valori possibili in K.

“In una retta proiettiva essere distinti equivale ad essere in posizione generale.

Vogliamo ora scoprire come si calcola il birapporto non solo nel sistema di riferimento della
definizione, ma in uno qualunque.

TEOREMA II.15.1. (BIRAPPORTO DI QUATTRO PUNTI).
Siano Py, Py, P3, P, € P (V) dei punti nella retta proiettiva con Py, Py, Ps distinti. Supponiamo
che P, = (4;: u;),i=1, ..., 4. Allora

| Ay A4 | Ay A3 |
H1 H4 Ho H3
B(P1, Py, P3, Py) =
| 1 43 | Ay A4 |
H1 H3 Ho M4

DIMOSTRAZIONE. Poiché P; # Py, sihache (47, t1), (Ag, ji5) sono una base di K2. Siano
ora

a,beK: (A3, u3) = a(Ay, 1) + b(Ag, pug) = (ady, apy) + (bAg, bus) (11.2)

In sostanza, facciamo una combinazione lineare e portiamo dentro gli scalari. Per costru-
zione con questi vettori ottengo la base che da il riferimento proiettivo con P;, P, punti
fondamentali e P3 punto unita (riscalando in modo tale che sia la somma degli altri due
vettori). Per ottenere P, scrivo il corrispettivo vettore come una combinazione lineare
dei vettori della base:

@ EIC,d e K: (14, ﬂ4) = C(ﬂﬂl,aﬂl) + d(blz, bﬂ2) (II.S)

Segue che P4 ha coordinate (c: d) nel nuovo riferimento proiettivo e quindi § = %l. Per non
appesantire la scrittura useremo come la seguente notazione per i determinanti:

A; /1]-
Hi Hj

i

Notiamo che la prima combinazione lineare (??) da il seguente sistema lineare di 2
equazioni in 2 incognite a, b:
{11(1 + /lzb = /13
H1a + pgb = pg
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Risolvendo il sistema con il metodo di Cramer” si ottiene:

A3 Ag | | A1 A3 |
_lH3 H2 | b3 _ LM M3 613
A Ag | Gz A Ag | Gz

H1 H2 | | H1 H2 |

Laseconda combinazione lineare (11.3) invece da un sistemalineareinc, d, dove sostituisco
ivaloridia, btrovati:

1) 1)
{(m)cuwz)d:u _ o s :{(53212>c+<61312>d=61214

12
5 5
(apy)c + (bug)d = py %ﬂlc + ﬁ#zd = Jig (63H2)C + (613H2)d = 61244

Applicando ancora Cramer, poiché il determinante € lineare in ogni colonna, possiamo
estrarre i 6;; dalle colonne e riscriverli riordinando gli indici: scambiamo l'ordine delle
colonne cambiamo il segno, ma facendolo sia al numeratore, sia al denominatore, i segni
si semplificano e lo stesso vale per d:

01244 61342

O12H4 013H2 | _ 5r5hrsban _ ~0oa _ b4
B394y Oighg | 0328B1E T2z oa

03241 O13M2

03241 01244

P O32M1 O12M4 | _ sxsrstia _ 614
032613012 985613615 013

— _d _ 614 623
ﬁ_c_513 624

“Nelle “Note aggiuntive”, a pag. 289, si possono trovare alcuni brevi cenni al metodo di Cramer.

OssERVAZIONE. Ilbirapporto puo anche essere definito tramite questa formula, che
e ben definita: supponendo di moltiplicare i punti per uno scalare, la stessa costante ap-
pare al numeratore e al denominatore, dunque si semplifica, pertanto il birapporto cosi
definito non dipende dalla scelta delle coordinate omogenee. Inoltre, al denominatore il
primo determinante & sempre diverso da O perché i punti sono distinti, mentre il secondo
determinante al denominatore e nullo se e solo Py = P4, ottenendo la definizione originale.

Tips & TRICcKs! Se tutti e 4 i punti sono diversida (0: 1), ovverose Vi, 4; # 0 P, =
(1:z),i=1, .., 4allora

(z4 — 21)(23 — 22)
(z4 — 22)(z3 — 21)°

B(P1, Py, P3, Py) =
Infatti, P; = (4;: u;) = (1: z;), cioe z; = %, per la linearita delle colonne si ottiene

1 1

=MAdg| o oma | =AMy - Z4|:/11/12(Z4—21)

A g

|/11 Ay
H1 H4
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Procedendo allo stesso modo con gli altri determinanti e applicando la definizione equi-
valente di birapporto, si ottiene il risultato di sopra in quando i 4 si semplificano.

11.15.1 Birapporto e trasformazioni proiettive

RICORDIAMO... Datedueretteproiettive P1 (V)e P! (V’)(dim P! (V) = 1 = dim P! (v)),
e Py, Py, P; € P1(V)distinti e Q;, Qs, Q3 € P! (V’) distinti, esiste sempre ed & unica la
trasformazione proiettiva f : P1 (V) — P! (V’)taleche f(P,) = Q;, i = 1,2, 3 grazie
al il teorema 11.8.1, pag. 215.

Ciinteressa ora provare un risultato piu generale: I'esistenza di una proiettivita con 4 punti
non tutti in posizione generale.

TEOREMA II1.16.1. (ESISTENZA DI UNA PROIETTIVITA TRA RETTE PROIETTIVE CON 4
PUNTI DI CUI 3 DISTINTI).
Siano P1 (V) e P (V") due rette proiettive, con:
m P, Py, Py, Py€ PL(v) (di cui i primi 3 distinti).
m Qq, Qs, O3, Q4 € PL (V') (di cuiiprimi 3 distinti).
Allora esiste una trasformazione proiettiva f : P (V) —— P1 (V) tale che

fP)=0,Vi=1,..,4 & p(Py, Py, P3, Py) = f(Q1, Qa, O3, O4)-

OsseERVAZIONE. Consideriamo i primi 3 punti e scegliamone dei rappresentanti per
cui:
V1,09, 03€VIP=[v;],i=1,2, 3evg =01 +70y

In altri termini, {v;, 05} & base di V che da il riferimento proiettivo di P! (V) in cui P; =
(1: 0), Py = (0: 1), P3 = (1: 1). Sia Py = [v4] convy = avy + bvy. Allora Py = (a: b) e
p(P) = g Allo stesso modo per l'altra quaterna, siano:

vy, vh, vy €V: Qi =[v]],i=1, 2, 3convy =0 + 0
Siccome P;, Py, P3 e Q1, O3, Q3 sono in posizione generale, allora esiste ed é unica una
trasformazione proiettiva f : P! (V) — P! (V') tale che f(P,) = Q;. Inoltre, f = @

con @ : V. —— V'’ applicazione lineare tale che ¢(v1) = v}, @(vg) = v, cioé porta una
base di Vin una base di V’; segue che ¢(vy) = @(av; + bvg) = av} + bv, e pertanto
f(Py) = [@(v4)] = (a: b) nel riferimento in P (V).

DIMOSTRAZIONE.

= ) Siccome f éunicae f(Py) = Q4 = Q4 = (a: b) nel riferimento in cui Q; =
(1:0), Q3 = (0:1), Q3 = (1: 1) => A(Q1, Qp, O, Qa) = § = A(Py, Po, Py, Py).

<) Sef(Q1, Og, O3, Q4) = g, allora distinguiamo i casi in cui il birapporto e in K o

infinito:
n LK = 0 =(1:2)=(a:b) = f(Py)
Bl = =0 = Q0 =(0:1)=f(Py) O
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COROLLARIO II.16.1. (BIRAPPORTO E INVARIANTE PROIETTIVO).
Siano P! (K) e siano dati i punti Py, Py, P5, P, € P (K) di cui i primi 3 distinti, e altri quattro
punti Q1, Qs, Q3, Q4 € P (K) di cui i primi 3 distinti. Allora esiste una proiettivita

f:PL(K) —> P1(K)

tale che
f(Pz) = Qi/ Vi= 1/ ey 4 & ﬂ(Pz) = ﬂ(Qz)

cioe il birapporto delle quaterne é invariante per proiettivita.

OSSERVAZIONE. Sia$§ = {quaterne ordinate di punti distinti in P! (K)}. Prese due qua-
terne {Py, Py, P3, P4}, {01, Qo, O3, Q4} € &, esse sono proiettivamente equivalenti se 3 f
proiettivita tale che f(P;) = Q;, Vi =1, 2, 3, 4 e quindi, in base al teorema precedente,
e vero se le due quaterne hanno lo stesso birapporto.Notiamo che quella appena data &
una relazione di equivalenza , tale per cui le classi di equivalenza proiettiva di 4 punti distinti e
ordinati in P! (K) sono in corrispondenza biunivoca con il campo K escluso 0 e 1 visto
che sono 4 punti distinti”, vale a dire

S
——peK\{0,1}
Si ha dunque che ad ogni quaterna di punti distinti associamo il suo birapporto (I'applica-

zione e suriettiva) e per ogni elemento nel campo troviamo una quaterna di punti distinti con
tale birapporto (quozientando, I'applicazione ¢ iniettiva)

?Siveda I’analisi dei casi del birapporto con 2 punti uguali a pag. 234

ATTENZIONE! Indimensione maggiore generalmente il birapporto nonédefinito, a meno
che i 4 punti non siano allineati su una retta proiettivar.

Esempio. Nel piano proiettivo P? (K) consideriamo due quaterne di punti distinti
{P1, Py, P3, P4} e{Qq, Qo, O3, Q4}. Scelta una quaterna, le disposizioni possibili sono le
seguenti:

m In posizione generale, cioe a 3 a 3 non allineati.

R P
. .
P{ P(
m 3 punti allineati su una retta.
R Bk R

P,

m 4 puntiallineati su una retta.
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B By B B

Se i punti P; sono proiettivamente equivalenti ai punti Q;, allora tali posizioni devono essere
mantenute: le proiettivita mandano rette in rette, posizioni generali in posizioni generali. Per
contronominale, se si verificano casi diversi per le due quaterne possiamo affermare che
non sono proiettivamente equivalenti.

I

Sia P;, sia Q; sono in posizione generale. Siccome abbiamo 4 puntie 4 = dim P2 (K)+2,
allora esiste ed & unica la proiettivita f di P2 (K) tale che f(P;) = Q;,i =1, ..., 4.
Py, Py, P3 allineati ma non P, e lo stesso per i Q;; in altre parole, P;, Py, P3 €1
retta proiettiva e Q;, Oy, Q3 € s retta proiettiva.

Vogliamo dimostrare che anche in questo caso le quaterne sono proiettivamente
equivalenti, estendendo la proiettivita fra i tre punti al quarto. Scegliamo dei
rappresentanti P, = [v;], i = 1, 2, 8, 4,v; € K3 tale che vg = vy + vy, lecito
in quanto i punti sono allineati. Si ha che {v;, vy, v4} & una base di K3: P, ¢ r
significa che v4 non e linearmente dipendente da v, vy. Allo stesso modo sia
Qi =[w] i=1,2, 3, 4,w; € K3 taleche ws = wy + wy con {wy, Wy, wy} base di

K3. Definiamo ¢ : K3 — K3 lineare tale che
p(v1) = wy, P(vg) = wa, P(vg) = Wy.

Allora p(v3) = @(v1 +0v9) = Wy + Wy = wg edunque f = @ : P2(K) — P2 (K)
€ una proiettivitache manda P;inQ,, Vi =1, 2, 3, 4.
Tutti i punti sono allineati.

Essendo allineati, allora é definito il loro birapporto. Se le due quaterne sono pro-
iettivamente equivalenti, sia f : P2 (K) — P2 (K)la proiettivita: essa porta
una quaterna nell’altra e necessariamente una retta nell’altra, ovvero f(r) = s; in
altre parole, la restrizione alle due rette f| : ¥ ——) sporta P;inQ;, Vie quindi
PB(P;) = P(Q;). Viceversa, se f(P;) = p(Q;) allora esiste una trasformazione proiettiva
g:r —— schemanda P;inQ,;, Vi =1, 2, 3, 4. Siha che g si estende in maniera

non unica ad una proiettivita di P2 (K). Infatti, dati:

m r=P@U),UcK3.

m s=PW), wc K3.
con Ue W piani vettoriali, si hache ¢ = fcony : U —— Wisomorfismo lineare.

Vogliamo estenderla ad un automorfismo lineare ¢ : K3 ——3 K3 scegliendo basi
con due vettori nel piano ed uno esterno, ovvero u, uy € UbasediUe ug ¢ U.
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Dunque {y(u1), w(ig)} & una base di We wg ¢ W, pertanto {1, ug, u3} & base di K3
e {y(uy), w(us), ws} un’altra base. Ponendo ¢ : K —— K3 tale che

= () = yliy);

m @(ug) = wlug);

" p(ug) = ws;
siha f = @. Dunque, i punti sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo
stesso birapporto.

11.16.1  Eserciziamoci! Birapporto

Esercizio. Verificare che se Py, Py, P3, P, sono tutti diversida (1: 0), cioe P, = (w;: 1),
perognii=1, .., 4, alloravale

_ (wg —wy)(wg — wy)
(wq — wo)(ws — wy)

11.17 PIANO PROIETTIVO DUALE
Una retta in P2 (K) ha equazione
T agXg +aixy +agxg =0

Essa e un'equazione lineare omogenea in coordinate omogenee, dunque ¢ determinata
dai coefficienti ag, a1, a5 dell’equazione con la proprieta che devono essere non tutti nulli;
inoltre, fissati i coefficienti, I'equazione e determinata a meno di costante moltiplicativa non
nulla. Dunque si puo associare a r un punto del piano proiettivo dato dai coefficienti delle

coordinate omogenee
([10: [11: [12) € PZ (K)

Si ha una corrispondenza biunivoca fra le rette in P2 (K) e lo spazio proiettivo in sé:

{rette in P2 (K)} ¢ s P2 (K)
riagXg +a1xq +agsxe =0 < > (ag: ay: ag)

Esempio. In P2 (R):
li: Xo + X1 +2XQ =0 (1 1: 2) S PZ(R)
DEFINIZIONE II.I7.I. (PIANO PROIETTIVO DUALE).

Inteso P2 (K) come lo spazio che parametrizza le rette in P2 (K), lo chiamiamo piano
proiettivo duale e lo denotiamo con P2 (K)".

In prima istanza, questo significa semplicemente che si interpreta un punto del piano duale
come un punto associato ad una retta di P2 (K).

11.17.1  Fascio di rette

DEFINIZIONE II1.17.2. (FASCIO DI RETTE).
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Un fascio di rette # in P2 (K) & I'insieme delle rette di equazione
F Ay +puly =0, (4: u) € PL(K),

dove [, I5 sono due rette fissate e distinte.

OssSERVAZIONE. Possiamo pensare al fascio di rette come una collezione di rette, le cui
equazioni si ottengono come combinazione lineare delle due rette del fascio con 4, 4 come
parametri.

Esempio. Consideriamo lerette!l;: xo + x4+ 2x9 = 0ely: 3xg —2x; +4xy = 0. Il fascio
di rette determinatodaly, Iy e

(A+3u)xg+ (A—=2u)x1 +2(A+2u)x9 =0

m (A:p)=(1:0) - .
B (A:p)=(0:1) > L.
m (A pu)=(1:1): 4x5 —x1 + 6x9 = 0.

OsSSERVAZIONE. Abbiamo detto che ad ogni retta corrisponde un punto del piano pro-
iettivo duale. Il fascio & corrisponde, sul piano duale P2 (K)*, alla retta passante per i
punti corrispondential; ely

ll: apXo +a1Xq +adg9Xg = 0— (ao: aj: az)
12: bOxO + blxl + bzX2 =0— (bO: bl: b2)

ossia e descritto da

F . (ﬂao + Mbo)XO + (/1111 ar Mb]_)xl + (/1112 + ,lez)Xz =0
)
(Adag + ubg: Aay + uby: Aag + ubs)

In altri termini, (Aag + ubgy: Aaq + uby: Aag + uby) rappresenta la retta per i due punti
duali in forma parametrica.

EsempPI1o. Prendiamo

11:x0+x1+2x2:()<—>(111:2):Q1 o= . A
lg:3xg—2x1 +4x5 =0> (3: —2:4) =0, F = (43 A-2p: 204+ 20))
I1 fascio rappresenta la retta Q; Qo in forma parametrica.

OssSERVAZIONE. Siccome due rette distinte nel piano si intersecano in un punto solo,
consideriamo P :=[{ N l,. Allora:
m  Ogniretta del fascio passa per P perché e li che la combinazione lineare si annulla.
m  Peél'unico punto comune a tutte le rette del fascio &.
m Viceversa, ogni retta per Pappartiene al fascio &.
Cio significa che & e la famiglia delle rette per il punto fissato P, che e detto punto base del
fascio.
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EseEmpPio. Consideriamo

li:xg+x1+2x9=0 _ Xog = —X1 — 2Xg
1213x0—2x1+4x2:0 —3x1—6x2—2x1+4x220 — —5X1—2X'2:O

Otteniamo, a meno di multipli, il punto P = (8: 2: —5) = [; nl5,. Tale fascio # corrisponde
alla retta in (Pz)* peripuntiQ; = (1: 1: 2)e Qg = (3: — 2: 4) che, scritta in forma
parametrica, corrisponde a (A+3u: A—2u: 2(A+2u)). Cerchiamo ora I'equazione cartesiana
della retta Q; Oy nelle coordinate (aqy: a7 : as):

S
]. 1 2 :8ﬂ0+2a1—5ﬂ2:0
3 -2 4

Notiamo che i coefficienti della retta ottenuta sono esattamente le coordinate omogenee
di P, intersezione delle due rette!

Pil1 in generale, fissato un punto base P € P2 (K), I'insieme delle rette per Pin P2 (K)
Fp = {rette per Pin P2 (K))

e un fascio di rette corrispondente a una retta nel piano proiettivo duale (P2 (K))* Sele
coordinate del puntosono P = (cq: ¢y : ¢g),laretta corrispondente nel piano proiettivo duale

(]P’2 (K)) ha equazione cartesiana
Colo +Cq1aq1 + Calg = 0.

Infatti, data una retta r qualsiasi di equazione agxy + a1x; + agx9 = 0, il punto Pappartiene
ar,cioe P € r, se e solo se vale I'equazione precedente cqaqy + c1a1 + coao = 0. Per scrivere il
fascio # in forma parametrica scelgo due rette distinte passanti per P.

OSSERVAZIONE (INTERPRETAZIONE AFFINE DEL FASCIO DI RETTE PROIETTIVE).
Se interpretiamo & (Kz) = Uy € P2 (K) e consideriamo il fascio di rette proiettive &

con punto base Pin P2 (K), abbiamo due possibilita: P& punto base proprio o all'infinito.

m  Se Pe un punto proprio, allora P € of (Kz) e F corrisponde alle rette affini in K?2
per il punto P(passando dalla chiusura proiettiva della retta proiettiva a quella
affine).

m  Se Pinvece € un punto improprio, esso corrisponde ad una direzione di rette nel piano
affine e & corrisponde a tutte le rette affini che hanno questa direzione fissata,
ovvero e un fascio di rette parallele.

I1 caso proiettivo e interessante perché la distinzione fra questi due tipi di fasci e data solo
dal fatto se il punto Pe proprio o improprio.

11.17.2  Spazi vettoriali duali e spazi proiettivi duali

Sappiamo che P2 (K) & il proiettivizzato di K3, ovvero P2 = P2 (K3) Inoltre, in Geometria
Uno, abbiamo definito gli spazi vettoriali duali come':

(K3)* = {forme lineari a su K3 } = {a K3 —3 K | a(xg, X1, Xg) = axg + ai;xq + azxz}

'A differenza della notazione vista in Geometria Uno, qui consideriamo gli indici delle coordinate da 0 a 2.
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Quando consideriamo la retta r: agxg + a1x1 + agxg = 0, r € il proiettivizzato del nucleo di
a, il quale & un piano vettoriale ker « C K3 la cui equazione & appunto agx, + a;x; + agxe = 0.
In altre parole, si ha una corrispondenza fra i punti della retta proiettiva duale e le classi proiettive
delle forme lineari [«]:
(p2) = PP(xO)
rooe [a]

Infatti, « € una forma lineare non nulla determinata a meno di multipli. Si ha che {x,, x1, X9}

& una base di (K?3)* che induce le coordinate proiettive (ay: a1 : a) su (]P’z)*. Pertanto, tale
interpretazione astratta diventa operativa fissando la base duale delle forme lineari: scrivo «
come combinazione lineare della base, e i coefficienti saranno le data dalle coordinate proiettive
associate. Generalizziamo ulteriormente ad uno spazio vettoriale qualunque.

DEFINIZIONE II1.17.3. (SPAZIO PROIETTIVO DUALE).
Dato uno spazio vettoriale V, il suo spazio proiettivo associato P (V) ed il suo spazio vettoriale
duale V* = {forme linearia : V—— K }, si definisce lo spazio proiettivo duale di
P" (V) come

P V) =P (V).
Poiché dim V* = dim V, allora P (V)" = P (V).

In particolare, si ha la corrispondenza biunivoca

P (V)" ¢ > {iperpianidi P (V)}
[a] ¢ > P (kera) C P (V)
In coordinate, al piano di equazione agxg + ... + a,,x,, = 0 associamo il punto (ay: .. : a,),

nello stesso modo in cui ad un vettore associo i coefficienti della scrittura secondo tale base.

11.17.3 Impratichiamoci! Piano proiettivo duale

Esercizio. In P2 (R)scrivere in forma parametrica il fascio delle rette per il punto base
Pdicoordinate (1: — 1: 4).

SoLuzIONE. Scegliamo due rette distinte, a nostro piacere, che passano per il punto P;
ad esempio, [1: xg +x; = 0ely: 4xg — x9 = 0. Il fascio sara

F . )’('XO ar xl) + ,u(4x0 —XQ) = 0, (), l,l) € Pl
(/1+4//[)XO+AX1—,HX2 :0, (/1 M)GPI

Se facciamo variare A e u otteniamo tutte le rette di P2 (R) che passano per P.
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CONICHE PROIETTIVE

“Chiunque sa cos’¢ una curva, fino a quando non si ha studiato abbastanza Matematica per confondersi
con tutte le innumerevoli eccezioni esistenti.”

FELIX KLEIN, dopo aver studiato troppa Matematica.

ELLA Geometria Euclidea le coniche sono curve ottenute dall'intersezione di un cono
N con un piano. Nel piano affine /(R ?2) si generalizzano (includendo anche casi degeneri)
studiando le forme quadratiche e classificandole a meno di rototraslazione. Vogliamo estendere
ulteriormente al piano proiettivo queste coniche, tenendo dunque conto del ruolo svolto dalla
retta all'infinito.

12.1 CURVE ALGEBRICHE PIANE PROIETTIVE

Consideriamo P2 (K) con coordinate omogenee (xo: X7 : X3). Indichiamo con K [x,, x1, X5]
'anello dei polinomi in x(,x1,x9 a coefficienti in K. Se F € K [x(,x1,X5] € un polinomio
qualsiasi, 'equazione F(x(, X1, X3) = 0 non da una condizione ben definitain P2 (K): ad esempio,
Xo+ 1 = O non ha senso perché x € determinato solo a meno di multipli. Cerchiamo dunque
dei polinomi che ha senso studiare in P2 (K).

DEFINIZIONE I2.I.I. (POLINOMIO OMOGENEO).
Sia F € K [x(,x1,X2] un polinomio. Si dice che Fé un polinomio omogeneo se tutti i
monomi a coefficienti non nulli hanno lo stesso grado.

EsgmprIO.
m F= xg + xox% —3x1x9x3 € R [xg, X1, X3] € un polinomio omogeneo di grado 3.
m G=1x3-x;Xy + 1 non & un polinomio omogeneo.

OSSERVAZIONE. Sedeg F =1, cioe F = agxq + ... + a,x,, + b, allora Fé omogeneo se e solo
seb=0.

243
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OsseERVAZIONE. Se Fe K [xg,x1,x5] € omogeneo di grado d allora
RAxg, Axq, .., Ax,) = AFxg, ..., X,).

Infatti, Fe somma di monomi di grado d del tipo axg’xill xi’f con Z;LO i; = desihache

a(Axg)o(Axq)t - (Ax,)in = /li0+"'+i"(axg) Xy = Ad(axg) .,

Torniamo al piano proiettivo P2 con le coordinate omogenee (x,: x1: X) e consideriamo
F e K [xg, X1, Xx3] un polinomio omogeneo nelle coordinate omogenee di grado d. Se abbiamo
un punto P = (cy: ¢ : co) € P2, allora tutte le possibili scelte per le coordinate di Psono
(Acg: Acy: Acg)con A € K\ {0}. Valutando Fin P, otteniamo F(Acy, Acy, Acs) = AF(cy, 1, C9):
in altre parole, Fsi annulla in una scelta di coordinate se e solo se si annulla in qualsiasi
scelta di coordinate, cioe

F(Co, C1, C2) =0 & F(ACO, /1C1, ACz) =0,¥AeK\{0}.
Pertanto, 'equazione F(x,, x1,X3) = 0 & ben posta in P2.

ESEMPIO. x2 — x1Xxg = 0 definisce un sottoinsieme del piano proiettivo.

DEFINIZIONE 12.I.2. (CURVA ALGEBRICA PIANA PROIETTIVA).
Una curva algebrica piana proiettiva C di P2 & il luoghi degli zeri dato da un polinomio
omogeneo F € K [xy,x1,x3]:

C= {(xo,xl,X2) € P2 | F(xO,xl,xZ) = O}

La curva e definita a meno di multipli: se G= AFcon A € K \ {0}, Ge Fdescrivono la stessa
curva. Diciamo che la curva Cé realese K = R e quindi C € P2 (R), complessase K = C
e quindi C € P2 (C).

DEFINIZIONE 12.1.3. (EQUAZIONE DI UNA CURVA).
L'equazione di una curva Ce il polinomio F(a meno di multipli) che la descrive.

DEFINIZIONE 12.1.4. (SUPPORTO DI UNA CURVA).

Il supporto di una curva C descritta da un polinomio F(a meno di multipli) e I'insieme
dove il polinomio si annulla. Lequazione determina il supporto, ma in generale non vale
il contrario.

DEFINIZIONE I2.1.5. (GRADO DI UNA CURVA).
Il grado della curva Ce il grado dell'equazione F.

EsempPI10. Presoil polinomio F(xg, X1, Xg) = dgXg + A1X1 + Agxg = 0, la curva Cdescrive
una retta.

DEFINIZIONE 12.1.6. (RETTE E CONICHE PROIETTIVE).
m Lerette proiettive sono curve di grado 1.
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m Le coniche proiettiva sono curve di grado 2.
D’ora in poi ci restringeremoaicasi K = Re K = C.

DEFINIZIONE I12.1.7. (CURVA IRRIDUCIBILE).
Una curva C e irriducibile se lo ¢ la sua equazione F. Altrimenti si considera la sua
fattorizzazione in irriducibili

F=Ft-..-FE".

Siccome ogni fattore irriducibile F; ¢ omogeneo, ognuno definisce una curva C;: F; = 0,
dette componenti irriducibili della curva C. Se m; > 1 diciamo che C; € una componente
di molteplicita m; in C

EsEMPIO.
m Lerette, essendo curve di grado 1, sono sempre irriducibili.
Le coniche sono curve di grado 2. Dunque, considerata una conica C di equazione
F =0, cisono 3 possibilita:
I. Ceirriducibile.
2. Ceil prodotto di fattori lineari distinti e non multipli

F:LI'LZ

con L; forme lineari non proporzionali. Pertanto, C e una coppia di rette
distinte; ad esempio, C: F = xyx; € unione delle rette xo = 0ex; = 0.
3. Ce data da fattori lineari associati, cioé F e un quadrato a meno di uno
scalare:
F= L2, 1€ K\ {0}.

Allora C e una retta doppia: la retta e la sola componente irriducibile ed &
di molteplicita 2; ad esempio C: F = x2.

12.2 CONICHE PROIETTIVE

DEFINIZIONE 12.2.1. (CONICA).
Una conica Cdi P2 ¢ il luoghi degli zeri dato da un polinomio omogeneo F € K [x(, X1, Xs]
digrado 2 in x, x1, x a coefficienti reali o complessi.

F= a00X(2) + d4g1XpX1 t AgaXgXa + allx% + ad19X1Xg + azzxg

In generale, i polinomi omogenei di grado 2 sono forme quadratiche. Pertanto, vogliamo
associare alla forma la corrispondente matrice simmetrica. Per evitare di dividere per due i
termini misti, ci e lecito immaginarli gia nella forma 2aq;, 2499, 24,9, ottenendo cosi
F= aoox% + 2(1013(03(1 + 2(102XOX2 + ll]_]_X% + 211123(13('2 + ﬂzzx%
Allora la matrice simmetrica 3 X 3 associata alla forma quadratica e
oo 401 Ao2 .
A=(ay) =| ap1 a1 a1z |€S(K33)
Aoz 11 dg2
Xo
ed étalepercui F = xX! Axconx = | x; |e&ilvettore delle coordinate omogenee.
X2
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DEFINIZIONE 12.2.2. (RANGO DELLA CONICA).
Il rango della conica C ¢ il rango della matrice associata A.

OsseERvVAZIONE. Come gia osservato, I'equazione della conica C determina F solo a
meno di multipli, dunque anche la matrice A e determinata a meno di multipli. Tuttavia,
il rango rimane ben definito in quanto rk(4A) = rk(A), YA # 0. Inoltre, il rango non puo
essere 0 perché essendo I'equazione di una conica il polinomio non puo essere nullo (non
descriveremmo una conica!).

Vogliamo studiare le coniche e le curve di grado maggiore a meno di equivalenza proiettiva,
allo stesso modo in cui abbiamo classificato le coniche in R? a meno di rototraslazioni.

Sia dunque f : P2 —— P2 una proiettivita, la cui matrice associata M € GL(3, K) & tale

per cui X’ = Mx. Allora f porta la conica C: F = 0 nella conica C: F = 0, dove Fsi ottiene
sostituendo in Fil vettore x = M~1x’.

Esempi1o. SiaC: xgx; = O una coppia di rette e f una proiettivita tale che:
f(xg:x1:x9) = (xg +x1: X9 — 2x7: Xg)

Scriviamo, usando la matrice associata alla proiettivita, il vettore immagine x; in funzione
di x; e poi ricaviamo x; in funzione di x;.

Xn =Xgt+X
0 0 1 o ’ N O )
fidx,=x9-2xg = {—3x1—x1—x0 1x1—§(x0 fl)
: 1~ — o —nt L oy 1 / /
¥ = 2 Xo = Xg — X1 = x5 — 3(xg —x7) = 3(2x5 + x7)
=

Xo = 5(2x) +x7)
-1. 1
= [T (%1 = 5(xp —x7)

— A/

In sostanza abbiamo ottenuto I'espressione dell'inversa di f, quindi la trasformata di
Ctramite f & (2x; + x)(xg — x7) = 0, che & ancora una coppia di rette. In particolare,
notiamo che esse sono le immagini tramite f delle rette x; = 0 e x; = 0, a meno dei fattori
moltiplicativi ¥/s.

Osserviamo che la proiettivita manda il supporto della prima conica nel supporto della
seconda conica e che, trasformando la conica tramite una proiettivita, trasformiamo la
forma quadratica Ftramite un cambiamento di coordinate di K3. Dunque, se A & la matrice
associata a Ce A & la matrice associata alla trasformata C tramite f, allora A e A'sono con-
gruenti. Infatti, il cambiamento di coordinate su uno spazio vettoriale per la forma quadratica
¢ datoda A = M!AMcon M € GL (3, K) con M una matrice associata della proiettivita, inter-
pretata come matrice del cambiamento di base. Viceversa, date due coniche C; e C; le cui
matrici associate (simmetriche) A; e A, sono congruenti, allora C; e Cy sono proiettivamente
equivalenti: questo perché, in generale, forme quadratiche congruenti differiscono per un
cambiamento di base. Otteniamo cosi la seguente corrispondenza:

C;eCyequivalenti = A;e Ay congruenti

Pertanto lo studio delle coniche, a meno di equivalenze proiettive, passa per lo studio delle
matrici congruenti.
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12.2.1 Classificazione delle coniche proiettive complesse

RicorpIiamoO... Nelcampo dei complessi(K = C)due matrici simmetriche sono con-
gruenti se e solo se hanno lo stesso rango. In generale, se le matrici simmetriche sono
congruenti allora hanno lo stesso rango, ma non il viceversa!

A meno di equivalenza proiettiva, ci sono solo 3 possibili coniche: quelle dirango 1,2 e 3.
TEOREMA 12.3.1. (CLASSIFICAZIONE DELLE CONICHE PROIETTIVE COMPLESSE).

1. Due coniche in P2 (C) sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo stesso rango.
2. Ogni conica di P? (C) ¢ proiettivamente equivalente ad una ed una sola delle tre coniche

canoniche:
rk 3: x(z) + x% + x% =0 Conica irriducibile
rk2: x2 +x% = (xg +ix1)(xg —ix;) = 0 Coppia dirette distinte
rkl: x2=0 Retta doppia

12.3.1 Classificazione delle coniche proiettive reali

Sia Cuna conica in P2 (R) con matrice associata A, simmetrica reale 3 x 3. Come abbiamo
detto, poiché la matrice non e complessa, non é sufficiente il rango per la congruenza:
affinché sia congruente ad un’altra matrice simmetrica serve anche la segnatura, cioe il
numero di autovalori positivi e negativi non nulli della matrice’.

OSSERVAZIONE. Siccome A é determinata a meno di multipli, in principio la segnatura
potrebbe cambiare. Tuttavia, osserviamo che se A ha segnatura (p, ) con p il numero di
autovalori positivi e g il numero di autovalori negativi, allora AA puo avere segnatura (p, q)
se 4 > 0 oppure (g,p) se A < 0. Quindi, la segnatura di una conica e definita solo “a meno
del segno’, nel senso che (p,q) = (9, p)-

TEOREMA 12.3.2. (CLASSIFICAZIONE DELLE CONICHE PROIETTIVE REALI).
1. Due coniche in P2 (R) sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno la stessa segnatura
a meno del segno; dalla segnatura si deduce anche il rango.
2. Ogni conica in P? (R) ¢ proiettivamente equivalente a una ed una sola delle sequenti coniche,
con segnature distinte a meno del segno:

Conica irriducibile senza

punti reali (supporto vuoto)
Conica irriducibile a punti reali,
contiene infiniti puntiin P2 (R)

(3,0)/(0,3) x(z) + x% + x% =0

(1,2)/(2,1) x(z) + x% = x% =0

Coppia di rette non reali

2, .2 _
(2,0)/(0,2) Xo+x1=0 con 1 puntoreale (0: 0: 1)

k2 1,1) 2 _y2 = Conica irriducibile a punti reali,
’ :O(xo 1 x1)(xg +x1) = 0  coppiadirette reali distinte
rkl (1,0) x2=0 Retta doppia

'Nelle “Note aggiuntive”, a pag. 290, si puo trovare la regola di Cartesio, un comodo procedimento per il
calcolo della segnatura.
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12.4 CURVE ALGEBRICHE PIANE AFFINI E CHIUSURA PROIETTIVA

Siccome abbiamo interpretato il piano proiettivo come un’estensione di quello affine, pos-
siamo confrontare la classificazione delle curve nel piano proiettivo con quella nel caso

affine.

DEFINIZIONE 12.4.1. (CURVA ALGEBRICA PIANA AFFINE).
Una curva algebrica piana affine Cdi &/ (Kz) e il luoghi degli zeri dato da un polinomio
f € Klx,yl:

Cc={xy eP?| f(x,y) =0}

La curva e definita a meno di multipli: se g = Af con 4 € K\ {0}, g e f descrivono la stessa
curva. Diciamo chelacurvaCerealese K = R equindiC € & (Rz), complessase K = C

equindiC € & ((02).

DEFINIZIONE 12.4.2. (EQUAZIONE DI UNA CURVA).
L'equazione di una curva Ce il polinomio f (a meno di multipli) che la descrive.

DEFINIZIONE 12.4.3. (SUPPORTO DI UNA CURVA).

Il supporto di una curva C descritta da un polinomio f (a meno di multipli) e I'insieme
dove il polinomio si annulla. Lequazione determina il supporto, ma in generale non vale
il contrario.

DEFINIZIONE 12.4.4. (GRADO DI UNA CURVA).
Il grado della curva Cé il grado dell’equazione f.

DEFINIZIONE 12.4.5. (CURVA IRRIDUCIBILE).
Una curva C e irriducibile se lo ¢ la sua equazione f. Altrimenti si considera la sua
fattorizzazione in irriducibili
— M ity
e

Siccome ogni fattore irriducibile f; € omogeneo, ognuno definisce una curva G;: f; = 0,
dette componenti irriducibili della curva C. Se m; > 1 diciamo che C; € una componente
di molteplicita m; in C

DEFINIZIONE 12.4.6. (RETTE E CONICHE AFFINI).
m Lerette affini ax + by + ¢ = 0 sono curve di grado 1.
m Le coniche affini ax? + by? + cxy + dx + ey + f = 0 sono curve di grado 2.

12.4.0.1 Omogeneizzazione di un polinomio

Vediamo ora qual ¢ il legame fra curve affini e proiettive utilizzando la chiusura proiettiva.
Ricordiamo che & (Kz) = Uy C P2(K) con (x,y) € K2 che corrispondono a x = ¥1/x,
ey = ¥gxo, dato (xg: x1: xg) € P2 (K). Sia Cuna curva affine di equazione f(x,y) = 0.
Vogliamo associare a f un polinomio omogeneo nelle coordinate x,, x1, x5 dello stesso grado
di f. Consideriamo dunque il polinomio F € K [x(, X1, X2] cosi definito: se d = deg f, allora

VA
X0 Xo
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Esso ¢ a tutti gli effetti un polinomio dello stesso grado di f. Infatti, F & un polinomio
omogeneo di grado d: considerato un monomio in f, della forma ax'y/ (di grado i + j) se ne
ottiene uno di grado d in xg, X1, Xo:

x\ (xg)
axly = xa| 2| (2] = axd 7 Txd x
0| % ¥ 0o “t1t2
0 0
Ripetendo questa procedura per ogni monomio si ottiene un polinomio omogeneo f di
grado d come desiderato. Notiamo che, operativamente, 'omogeneizzazione consiste nel
cambiare nome alle variabili x e y e moltiplicare per un’opportuna potenza di xy in modo
tale che il monomio sia di grado d.

EsEmrI0. Vogliamo omogenizzare il polinomio f = x3 — 2xy + 8y + 1. Prima di tutto si
cambia il nome delle variabili e si ottiene x? — 2x1Xx9 + 3x9 + 1. Moltiplicando ciascun
monomio per I'opportuna potenza di x, il polinomio omogeneizzato rispetto a x sara

— 43 2 3
F=2x7 —2x9x1X9 + 3x5xg + X3.

OSSERVAZIONE. Possiamo “deomogeneizzare” un polinomio omogeneo F(xg, X1, X2):
0, X1, X2
ponendo x = 1 siriottiene il polinomio di partenza f(xq, xg).

12.4.0.2 Chiusura proiettiva

DEFINIZIONE 12.4.7. (CHIUSURA PROIETTIVA DI UNA CURVA AFFINE).
La curva Cin P2 (K) definita da F = 0 si dice chiusura proiettiva della curva affine Cdi
equazione f = 0.

SeP=(1:x:y) €Uy, allora f(x,y) = F(P) e in particolare CN U, = C.

DEFINIZIONE 12.4.8. (PUNTI IMPROPRI DI UNA CURVA).
I puntiimpropri o punti all'infinito della curva C sono dati dall’intersezione della chiusura
proiettiva con la retta impropria, ovvero da C N {xy = 0}

ESEMPIO (CHIUSURA PROIETTIVA DI UNA RETTA). Se Céunarettaax+by+c = 0, allora
la chiusura proiettiva di C € axq + bxg + cxg = 0 ed il punto impropriodiCe (0: — b: a), che
corrisponde alla direzione della retta C.

Esempio. Consideriamo in R2 le coniche:

Ci: y=x2 Parabola
Cy: x2+y?2=1 Circonferenza

C3: x2-y2=1 Iperbole

Consideriamo ora le loro chiusure proiettive reali tramite 'omogeneizzazione, cioe le coniche
proiettive C; in P2 (R):
rolt — 42
C1: XoXg = X7
T 22142 — 42
Co: x7+x5 =x5

T 42,22
C3: x7—Xx5=Xxp
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Scrivendo le matrici associate e guardandone la segnatura, si vede che tutte e tre hanno
segnatura (2, 1)/(1, 2) e quindi tutte proiettivamente equivalenti (per la classificazione
delle coniche nel piano proiettivo reale) ad una conica irriducibile a punti reali in P2 (R).
Consideriamo ora i loro punti impropri:
m Parabola: C; N {xy, = 0}: (0: 0: 1), dunque un solo punto improprio, ovvero la
direzione (0, 1) dell’asse y = Z(0, 1), quindi e I'asse della parabola.
m Circonferenza: Cy, N {xy = 0}: xy =0 = x; = x5 = 0 ma non si possono avere
tute le coordinate omogenee nulle, dunque non ci sono punti impropri.
m Iperbole: C3 N {xy = 0}: x3 — x2 = 0, dunque ci sono due punti impropri quali
(0:1:1)e(0: 1: —1),acuicorrispondono le direzioni degli asintoti dell'iperbole.
Notiamo che le chiusure proiettive viste sono tutte proiettivamente equivalenti, ma hanno
3 posizioni diverse rispetto alla retta impropria:

B(R) AR
1. C; & ‘“tangente” alla retta impropria. Q - a
=0
PX(R) A(R?)
2. Cy & “disgiunta” dalla retta impropria. Q o =) Q @
Zy=0
P(R) AR
3. Cg & “secante” rispetto alla retta impropria. > e 3 // ‘G,
Ty=0 ;

Esgmpio. In o (R2) consideriamo la coppia di rette parallele distinte x(x + 1) = O e
la coppia di rette incidenti distinte xy = 0. Prendendo le chiusure proiettive si ottiene
x1(x1 + %) = 0 e x;x9 = 0, entrambe coppie di rette distinte reali in P2 (R) con segnatura
(1,1). Dunque sono proiettivamente equivalenti fra loro ma hanno posizione diversa
rispetto alla retta impropria.
m La prima ha un solo punto improprio (0: 0: 1), che & la direzione comune delle due
rette parallele nel piano affine.

P*(R) AR?)

Zo=0
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m Laseconda ha due puntiimpropri (0: 0: 1)e (0: 1: 0), che sono le direzioni delle
due rette nel piano affine.

PX(R) A(R?)
=0 ’ : ’

12.5 CLASSIFICAZIONE AFFINE DELLE CONICHE NEL CASO COM-
PLESSO

Ragionando dalla classificazione delle coniche proiettive si puo mettere in relazione la
classificazioni delle coniche affini of (CQ), a meno di rototraslazione, prestando attenzione
alla posizione rispetto alla retta impropria.

PROPOSIZIONE 12.5.1. (CLASSIFICAZIONE DELLE CONICHE AFFINI COMPLESSE).
Ogni conica in C? si puo ridurre con una trasformazione del tipo

()=

conb € C?e A € GL(2, C) ad una delle cinque coniche sequenti:

Due puntiimpropri distinti. x2+y2+1=0
rk3
Un unico punto improprio. y—x2=0

» e 22 22 =
Due puntiimpropri distinti. X = X7 =
= (XO —xl)(xO + xl) =0

Un unico punto improprio.  x(x + 1) = 0
rk1 x2=0

12.6 POLINOMIOMOGENEIIN 2 VARIABILI

I polinomi omogenei in due variabili si comportano per alcuni aspetti come polinomi in una
sola variabile. Sia F € K[xyx1] un polinomio omogeneo di grado d, costituito da d + 1 monomi:

— d-1 4-2,.2 d-1 d
F= aoxo + Hlxo X1 + ll2x0 x2 + ...+ lld_lexl + ﬂdxl
Ricordiamo che vedendo (x,: x;) € P!, allora Fha degli zeri su P!, ovvero F(P) = 0 & ben
posto per P = (a: b) € PL.

DEFINIZIONE 12.6.I. (ANNULLARSI IN UN PUNTO).
Diciamo che Fsiannulla in P = (a: b) all'ordine m se (ax; — bxy)" € la massima potenza
diax; — bxg che divide F.

PROPOSIZIONE 12.6.1. (PROPRIETA DEI POLINOMI OMOGENEI IN 2 VARIABILI).
I. FsiannullainunpuntoP= (a: b) € P! < ax; —bx, | E
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2. Sed = deg F, Fha al piu d zeri su P! contati con molteplicita.
3. SeF e C[xq, x1], allora Fsi fattorizza come prodotto di forme lineari e ha esattamente d zeri
in P1 contati con molteplicita.”.

“Questo punto é analogo al caso in una variabile per cui, in C, ogni polinomio si fattorizza come prodotto
di polinomi di grado 1 ed ha tutti gli zeri ben definiti.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che xq 1 F, cio e vero se e solo se a; # 0 o, alternativa-
mente, F0: 1) # 0. Poniamo

f=FR1,t) € K[t] = ag + agt + ... + ag_1t 1 +ayt.

Esso e un polinomio nella sola variabile ¢, dato che abbiamo postox, = lex; = f,ed &
ancora di gradod perchéa; # 0 = deg f = deg F = d. Inoltre:
m  Fel'omogeneizzato di f rispetto a xq:

-l

m  Gli zeri di Fsono tutti e soli della forma (1: A) con A radice di f, dato che deomoge-
neizzando passiamo da 2 variabili in I variabile, infatti (1, 1) = f(A).
Pertanto, le proprieta di Fche vogliamo dimostrare seguono da quelle di f che sappiamo
gi’
[ Fsiannullain(1: ) =(@:b)* = f())=0 &< t-A|f & x1-4ixy | F.
II Eimmediato dal punto 1, perché se Fsi annullain P; = (g;: b;) distinti con molte-
plicita m;, allora
(@ax1 —bxg)"i | FYi=1, ..., r.

Siccome i punti P; sono distinti, allora i polinomi sono primi fra loro al variare di i,
dunque anche il loro prodotto deve dividere F:

T T
H(ﬂixl —bxg)" | F = Z m; <d = degF
= i=1

III Segue immediatamente dal caso complesso in una variabile: f si scrive come
f=ct—A)" - - (x1 - A4x0)™;

siccome C & algebricamente chiuso, F = c(x; — A1x9)"1 - ... - (x1 — 4,x9)"", cioe si
fattorizza completamente con forma lineari. Non solo questo polinomio divide
Fma, a meno di costante, ho 'uguaglianza, per cui il numero di zeri contati con
molteplicita e pari al suo grado.
Se invece x( | F, allora F = x{;G per un certo 7, con G un polinomio omogeneo di grado
d — rtale per cui xg 1 G. Allora i risultati trovati valgono per G e, tenendo conto che Fsi
annullain (0: 1) con molteplicita 7, segue la tesi della proposizione. O

2Con A = g
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12.7 INTERSEZIONE TRA UNA RETTA ED UNA CURVA

12.7.1 Intersezione tra una retta ed una curva nel piano proiettivo

SiaCuna curvain P2 digradod ed equazione F(x(, X1, Xg) = Oesiar C P? unaretta proiettiva.
Vogliamo intersecare la retta r con il supporto di C.

Tips & TRicks! Per studiare I'intersezione di due sottoinsiemi puo essere comodo
esprimere uno dei due sottoinsiemi in forma parametrica e sostituire i risultati trovati nelle
equazioni dell’altro.

Scriviamo una parametrizzazione per r; per farlo sono necessari 2 punti distinti A, B € r.
In questo modo, ogni punto di 7 si scrive come combinazione lineare di altri due punti noti
della retta e dei loro vettori

P=AA+ uB=[Av + uw],

dove v e un vettore che rappresenta A - A = [v]- e w € un rappresentante per B- A = [w] -,
conv, w € K3e(A: u) € PL. AlloraCnrédatoda F(Av + uw) = 0; dato che vogliamo trovare
il punto di intersezione descritto dai parametri (A: u), possiamo vedere questa sostituzione
come un polinomio Gin A e y, cioe G(4, u) € K[4, ul:

G (4, u) = FAvg + pwgy, Avy + uwy, Avg + pws)

In particolare, abbiamo due possibilita:
I. r C C laretta e contenuta nella conica, quindi ogni punto della retta soddisfa I'equazio-
ne; il polinomio e identicamente nullo, ovvero G = 0.
2. r € C: laretta non e contenuta nella conica, allora G € un polinomio omogeneo di
grado din A e y le cui radici. Le radici di G sono i punti di intersezione r N C.

EsEmpio. In P2(R)siaC: x% + x% - x% =0,71:x1 = Xxgery: xg +x1 = 0; vogliamo
calcolare le intersezionir; N C:
m ryix; =Xg > x2=0er; NC={(0: 1: 1)} ha molteplicita 2.
B rpixy = x> 22 =32 5 x5 =2V g =1 = x;=-1, x5 = V2
— ho due punti di intersezione (1: —1: \/5) e(l: -1: - \/5)

DEFINIZIONE 12.7.1. (MOLTEPLICITA DI INTERSEZIONE).
Se (4o: Ho) € P! & una radice di Gdi molteplicita 7 (ovvero & il massimo esponente della
forma lineare che divide G), allora diciamo che Ce r hanno molteplicita di intersezione
m nel punto P = AgA + poB. Poniamo:

m m=0sePgCnr.

m m=ocosePerercC

OsSERVAZIONE. Ser ¢ C, allora 'intersezione CNnr = {Py, ..., P,} & finita. Siam; la
molteplicita di intersezione in P;; il numero di questi punti di intersezione ¢ minore del
grado della curva:

#(Cnr) <degC.

Piu precisamente,

n
Z m; < degC.
i=1
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Infatti, le radici di G(4, ¢) = 0 danno i punti di intersezione della curva con la retta e puo
avere al piu d soluzioni, tante quante il grado della curva (anche se contate con molteplicita
per la proposizione 12.6.1). Se K = C, possiamo dire che la somma delle molteplicita &
esattamente d:

n
Z m; = degC.
i=1

In particolare, la retta e la curva si intersecano sempre nel piano proiettivo complesso, ovvero
CNR # 0. Se K = R ed e dispari allora possiamo ancora concludere che la retta e la curva
si intersecano sempre in quanto G deve annullarsi almeno in un punto reale, e quindi
cnr#0.

EseMp10. Se C C P2 (C) & una conica (deg C = 2) ed r & una retta non contenuta in C,
ovveror € C, allora

/" {2 punti con molteplicita 1}

rne= v {1 punto con molteplicita 2}

Sela conica C ¢ P2 (R) ed r & una retta non contenuta in C, ovvero r ¢ C, allora c’e anche la
possibilita che 'intersezione sia vuota, cioe CNr = &: ad esempio, C: x% 1 x% = x% =0e
7’3: X9 = 0.

Tips & TRICcks! Seuna conica Ccontiene tre punti allineati, allora C contiene una retta,
e riducibile (I'equazione della retta divide quella della conica)e rk C < 2.

OSSERVAZIONE. Sipuo0 dimostrare che:
I. lamolteplicita di intersezione fra Ce r in Pnon dipende dalla parametrizzazione
scelta per7;
2. la molteplicita di intersezione e invariante per proiettivita.

DiMmosTrRAZIONE. Dimostriamo l'ultimo punto. Sia
f:P2 — P2
X —— x' = Mx

una proiettivita, C: F(xy,X1,Xs) = O una conica e C’ la trasformata di Ctramite f. Allora
x=fl)=M1lxe

C': P/(x') i= Fo f1(x') = AM~1x) = 0

e un polinomio omogeneo di grado d. Le proiettivita portano curve algebriche in curve al-
gebriche, ovveror’ = f(r) e unarettae P’ = f (P). Pertanto, la molteplicita di intersezione
fra Cerin Peéuguale alla molteplicita di intersezione fra C’ e 7’ in P’. O
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12.7.2  Intersezione tra una retta ed una curva nel caso affine

Sia C una curva in K2 di equazione f(x,y) = O e sia r una retta affine. Scegliamo una
parametrizzazione per r:
Cjx =t +wy
" {y = tvg + Wy

Per intersecare Ced r sostituiamo la parametrizzazione di 7 nell'equazione di C ed otteniamo
un polinomio nell'unico parametro ¢:

g(t) = f(tvg + wy, tvg + wg) € K[t]

In modo analogo al caso proiettivo, le radici di g corrispondono ai punti di intersezione e defi-
niamo la molteplicita di intersezione di Ced 7 in un punto P = tyv + w come la molteplicita
di ty come radice di g(f).

OSSERVAZIONI.

I. La molteplicita di intersezione non dipende dalla scelta di parametrizzazione
della retta r.

2. Lamolteplicita di intersezione e invariante per affinita.

3. La molteplicita affine & pari a quella proiettiva. Per precisare, sia P € Cnr,Cla
chiusura proiettiva di Cin P2 > o (Kz) ed 7 la chiusura proiettiva di  in P?;
allora la molteplicita di intersezione tra C e r in P e uguale alla molteplicita di
intersezione fra Ce 7in P.

12.8 RETTA TANGENTE

DEFINIZIONE 12.8.1. (RETTA TANGENTE AD UNA CURVA IN UN PUNTO).
Sia Cuna curva piana (affine o proiettiva) ed r una retta (affine o proiettiva). Diciamo che
r € tangente a Cin un punto Pse la molteplicita di intersezione fra C ed r in P & maggiore di I.

Esemrro. SiaCinP? (R)unaconicadiequazione x2+x2—x3 = 0 e unaretta diequazione
r1: X1 — X9 = 0; poiché l'intersezione & solo il puntor; NC = {(0: 1: 1)} = P, allorar; e
tangente a Cin Pe “coincide” con la tangente nel senso geometrico. La conica C; in & (]R{z)
si ottiene deomogeneizzando Crispetto alla variabile non nulla x5 - in questo caso in Psi
ha che xy = 0 - per cui:

Dunque C; ha equazione:

E pari quindi alla circonferenza x2 + y?2 = 1con P = (0, 1). In
questo caso la tangente in Pe chiaramente la retta y = 1. Passando
alle coordinate proiettive dlventa — =1 = x; = x9. Notiamo

come la chiusura proiettiva della tangente affine sia proprio la tangente \ J a
proiettiva.
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EsempIo. Sia Cin & (Rz) la curva di equazione f : y? = x% + x3 = x%(x + 1), una
cubica in quanto ha grado 3. Vogliamo calcolare quali sono le rette tangenti nel punto
P= (-1, 0) € C. Consideriamo pertanto il fascio di rette passanti per Pe le intersechiamo
con la cubica per determinare quali sono tangente con la definizione; guardiamo dunque
quali hanno molteplicita di intersezione maggiore di 1. Il fascio di rette per Pe

x:—1+tvl
i7a p
y =tug

con (vq, vg) direzione di r. Sostituiamo la parametrizzazione di r nell'equazione di C,
costruendo la funzione g ():

202 = (tvg — 1)%tv;
g(t) = (tvg — 1)%tvy — 1202 = t{vy (1203 + 1 - 2tv;) — t02] = Hv312 - 1202 + v2) + V4]

Analizziamo cosa abbiamo trovato:

m = (0 esempre una soluzione: per costruzione abbiamo preso la retta che passava
per P, dunque Pe banalmente intersezione di una retta di qualsiasi direzione con la
cubica.

m  Lamolteplicita di intersezione fra Ce r in Pe la massima potenza di f che divide g;
pertanto & m se t"" &€ la massima potenza di t che divide g. In questo caso, quand’e
che la molteplicita di intersezione e maggiore di 1? Nell’equazione che abbiamo
scritto almeno t2 deve dividere g: 1'unica possibilitd per questa curva di poter
raccogliere un altro t e avere v; = 0. Allora r & la retta verticale che passa per Pe
abbiamo determinato che esiste ed € I'unica tangente in P.

Vediamo ora un caso in cui la retta tangente ad un punto non € unica. Consideriamo la
stessa cubica ma cambiamo il punto, prendendo 'origine Q = (0, 0) € C. Scriviamo il fascio

di rette per Q
X = tw;
|

y = twy

con (wq, wy) direzione. Analogamente a prima:
h(t) = Pw? + Bwy - Pws = 2w - ws + tw3)

Troviamo cosi che t2 si pud sempre raccogliere, dunque in questo
caso la molteplicita di intersezione fra le rette e Q € sempre almeno
2. In particolare, ogni retta per Q ha intersezione maggiore di 2,
dunque é tangente. Osserviamo che nel punto Q la curva si auto-
interseca: ogni retta per l'origine interseca la curva almeno due -
volte, quindi e tangente. Fra queste, ci sono due direzioni speciali per
cui la molteplicita e 3:

Wi -wi=0 = w;=wy, = L(1,1):y=x

B W =-wy = Z(1,-1):y=-x

12.8.0.1 Caso affine

SiaC: f(x,y) = 0in K2 e P = (xg, y,). Osserviamo che possiamo sempre scrivere il polino-
mio come un polinomio centrato in x(, 1/, cioe come polinomio in x — x( e y — 1/ invece che
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come polinomioinxey.
f= apxiy = Y ay(x—xo + o) (y - yo + o) = D bii(x = x0)'y - yo)
$j20 >0 >0
= f(xo, Yo) = boo = f (P)
= f = f(P) + byo(x —xg) + bg1(¥ — yo) + terminidi grado > 1
= f = f(P) + a(x — xq) + f(y — yo) + termini di grado > 1
ponendo a := byq e @ := bgy; nel passaggio indicato con (!) si stanno sottintendendo conti

con il binomio di Newton.

DEFINIZIONE 12.8.2. (DERIVATE PARZIALI).
Dato un polinomio f = Zi,j a;x'y’ € Klx, y], le derivate parziali di f sono i seguenti

of o Of o
= iz;,ﬂijlx 1y 8_y = lzj:”iijly]

polinomi:

. . d d
Siverifica che a = a—];(xo, Yo)epf = a—Jy[(xO, Yo)-
DiMmosTRAZIONE. Se P € C, segue dai ragionamenti precedenti che
f =alx-xg)+ p(y — yo) + terminidigrado > 1.

Applicando la definizione di derivata parziale si hanno:

of : -1 i 9f ; : i1

5 2 @i (x = x0) ™ (y - vo) oy 2 aj (x = x0)' (v = yo)

1,] L]

Valutando in P = (xg, Yo):

d d
Lw=m=c Le)=0=7 0

DEFINIZIONE 12.8.3. (GRADIENTE).
Il gradiente V f ¢ il vettore con componenti le derivate parziali:

Il gradiente valutato in P = (x, yo) & V f (P) = («, f) € K2.

12.8.0.2 Tangente e derivate parziali
Sia r la retta per Pcon direzione v = (v1, ) e descrizione parametrica:
{x = xg +tvg
Y =Yo +tog
Allora:

g(t) = f(xg + tvy, Yo + tvg) = atvy + Ptvg + terminiint digrado > 2 =
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= (avy + Pvg)t + terminiint digrado > 2

Si hanno dunque due possibilita, che dipendono dal coefficiente di t:

I. a=f=0,ovveroV f = 0:il coefficiente &€ nullo indipendentemente dalla retta. Allora,
per ogni r retta per P, 2 | g(f): la molteplicita di intersezione & > 2 e ogni retta per P&
tangentea Cin P.

2. Vf(P) = (a,p) # 0: il coefficiente di t determina in maniera univoca la direzione
della retta, che € quella ortogonale a (o, f). Cio implica che esiste ed € unica la retta
tangente a Cin Ped e quella di direzione (-, @) con equazione a(x —xg) + f(y—yo) = O,

ossia
f f

d
8—X(P)(X—X<))+(9—y(P)(}/—yo)=0-

DEFINIZIONE 12.8.4. (PUNTO SINGOLARE).

Sia Cuna curva affine in K2 di equazione f(x,y) = 0. Un punto P € Ceé detto non singolare o
lisciose V f (P) # 0. Altrimenti Pe detto punto singolare . Una curva Cé detta singolare
se ha almeno un punto singolare, altrimenti e detta curva non singolare o liscia.

Abbiamo visto prima che se P e non singolare esiste ed € unica la tangente a Cin P. Essa ha
equazione

of f

d

d
—(P)(x—xo)+&—y(P)(y—yo)=0

X

e, essendo non singolare, almeno uno dei due coefficienti non e nullo. Se invece P & singolare,
allora ogni retta per Pé tangente a Cin P.

12.8.0.3 Caso proiettivo

Vogliamo analizzare la tangenza nel caso proiettivo. Tuttavia, prima di trattare di punti
singolari o tangenti, ci servira una proprieta dei polinomi omogenei, detta relazione di
Eulero sui polinomi omogenei. Essa vale per un qualsiasi numero di variabili a coefficienti in
un campo qualsiasi e mette in relazione un polinomio omogeneo con sue le derivate parziali,
che per costruzione sono polinomi omogenei di un grado inferiore.

TEOREMA 12.8.1. (RELAZIONE DI EULERO).
Sia F € K[xq, ..., x,,] polinomio omogeneo di grado m e le sue derivate parziali % € K[xg, .., x,,],
i

polinomio omogenei di grado m — 1. Si ha che

Zn:x oF = mF
—=
= 9%

Nella relazione appena annunciata notiamo che moltiplichiamo ciascuna derivata parziale
per x;. Cio e necessario per la buona definizione dell’equazione: siccome le derivate parziali
sono omogenee di grado m — 1, moltiplichiamo per x; affinché la somma sia omogenea di
grado m come il polinomio F.

DiMOSTRAZIONE. Basta mostrarlo per un monomio G = /lx]é) coxconjo + . +j, =
m, A € K. Scrivendone le derivate parziali rispetto ad una variabile e poi moltiplicando
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per x; sistemiamo I'esponente i-esimo:

JG . . . JG . S
— = 40 KL = = = A0 XA
8xi Ji 0 i n Z&xi Ji 0 i n
n &G n . . . . n
= le-x:z‘/l]ix]g ...xj,fz/lx](;) ...x]n’“Z]i:mG O
l:O l l=0 l=0

PROPOSIZIONE 12.8.1. (RETTA TANGENTE E DERIVATE PARZIALI).
Sia Cin P2 una curva di equazione F(x,x1,%3) = 0 con F polinomio omogeneo di gradod e P €
C. Pé non singolare se e solo se almeno una delle derivate parziali di F non e nulla in P, cioée i €

{0,1,2}: 9E (P) # 0. In tal caso esiste ed ¢ unica la retta tangente a Cin Ped ha equazione
ox; 9 q9

JF (P)xg + JoF (P)x; + JOF P)

= X = X = X9,

&XO 0 89('1 L &X2 2

—— —— ——
eK eK eK

i cui coefficienti sono le derivate parziali di Fvalutate in P.

DiMOSTRAZIONE. A meno di proiettivita possiamo supporreche P= (1: a: b) € Uy =
{xg # 0}, cioe che stia nella carta affine Uy identificata a &/ (KZ): Pcorrisponde a (a, b) €
o (Kz) Poniamo f(x,y) := K1, x, y) e sia Cy la curvain o (KZ) di equazione f(x,y) =0
per cui Cé la chiusura proijettiva. Mettiamo in relazione le derivate parziali di f con quelle
Fa partire dalla definizione stessa di f, valutandole nel punto:

d P} d bl

L=Z1xy L@b=21ab

of _ 9F 4 >\ of ne 91 ab (12.1)
@—@(,X,y) (9—y(ﬂ, )—@(,ﬂ, )

Valutiamo la relazione di Eulero sui polinomi omogeneiin (1, a, b):

JdF JdF JdF
2, b +al-(1, a b+ b (1, a, b) = dF(L, a, b) = 0
&XO 9x1 &X2

Siha F(1, a, b) = 0 perché P € C. Riusciamo cosi a esprimere la derivata parziale rispetto
a X in funzione delle altre due:

JF _ JF JF

8x0 Bl a8x1 sz (12.2)
Ne conseguecheVf (a, b) =0 < VF(1, a, b) = (0,0,0); infatti, se il gradiente V f si
annulla in Pallora si annullano le derivate parziali di Frispetto a x;, xg, pertanto per la
relazione di Eulero anche la terza derivata parziale si annulla. Viceversa, se il gradiente
di Fsi annulla bastano le relazioni (12.1) per avere che anche il gradiente di f si annulla.
Dunque, il punto P & non singolare se e solo se VF(1, a, b) # o, verificando la prima parte
della proposizione. Supponendo Pnon singolare, allora la retta tangente affine a C; in P
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ha equazione

of of _
o> @ b)(x—ﬂ)+a—y(ﬂ, b)(y-b) =

La chiusura proiettiva di tale retta affine da la retta tangente proiettiva a Cin P:
d d
o (a, b) (x1 — axg) + of (a, b) (xg — bxg) = 0
X dy

Perle (12.1)si ha
7y (L 2 D) (e = a%0) + 57 (1, 4, b) (2 = bxo) = 0

— (—aj—F(l, a, b)-b2E (1, q, b))xo 2 (1,0, D)%+ 2 (1, 0,0, =0
xl X2 D

(12.2)

JF IF JF
%(P)xO‘FE(P)xl + @(P)xz

OSSERVAZIONE (RETTE TANGENTI: SPAZIO AFFINE E PROIETTIVO A CONFRONTO).

Se C e una curva affine di equazione f(x,y) = 0, per trovare i punti singolare di Cbisogna
risolvere un sistema con I’equazione della curva e le derivate parziali di f. Lequazione
della curva e necessaria perché potrei avere punti in cui il gradiente si annulla ma non
appartengono alla curva! Invece, se C e una curva proiettiva di equazione F(xg, x1,x3) = 0,
per trovare i punti singolari di C bisogna solo risolvere il sistema delle derivate parziali
nulle e non serve mettere anche 'equazione della curva per via della relazione di Eulero.
Infatti, se Pannulla VF, allora dalla relazione di Eulero si ha che

F(P) =+ a&—(P)+b£(P)+c£(P)) 0 = PeC
Jxy dxy

Riassumendo, ecco i sistemi a confronto:

Affine Proiettivo
j;j([x, =0 =0
R
ay~’ dxg

EsSEMPIO.
1. SiaCy: 22 + x3 — 42 = 0 una curva affine e Cla chiusura proiettiva di C, con
equazione F = x(x? + x5 — xox3. Cerchiamo i punti singolari:

JF _ 2 _ .2 _
%o 1 x;=0 xo=0 Xog =t
F

VF=0 & {==2xx;+3x§=0 = {x; =0 oppure Jx; =0
1
£:2x0x2:0 X2:O XQ:O
z9x2

I1 primo non é lecito nel piano proiettivo, dunque Q = (1: 0: 0) € I'unico punto
singolare di Ce osserviamo che corrisponde al punto Q = (0, 0) € K2. A pagina 256
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avevamo visto che nel punto P = (-1, 0) € Cy la curva affine aveva una tangente;
passando alla chiusura proiettiva, P= (1: —1: 0) € Cé non singolare. Scriviamo
la tangente T,C grazie alle derivate parziali:

)
S B)=1, 7 (0) = @xpn +3D (@ = 1, 2 () = (-211) Q) = 0
X X9

Ne segue che T,C: xg + x; = 0. Per ottenere la retta affine associata basta porre
Xo = 1,dacuiTpCy: x + 1 = 0, perfettamente coerente con lo studio fatto nel caso
affine. Avevamo visto che nel punto singolare Q = (1: 0: 0), tutte le rette per esso
hanno molteplicita di intersezione 2 con la curva Cin Q, eccetto due rette speciali
di direzione (1, +1) in cui la molteplicita di intersezione e 3. Q & detto nodo.
Consideriamo la curva affine Cy data da f(x,y) = y2 — x3 e la chiusura proiettiva C
di equazione F(xg, X1, Xg) = Xox3 — x3. Siccome:

OF _ 5 OF _ o, OF

-— = X5, — Xy, — = 2.7('0.7(2
axO A 8.7(1 = a.X2

Allora P = (1: 0: 0) € I'unico punto singolare di C, che corrisponde all’'origine di
o (Kz) Consideriamo il fascio di rette per I'origine in &/ (KZ) evediamo qual e la
molteplicita di intersezione. Sia la generica retta per 'origine:

x=tov . :
r: 1 conv= (v1, vg) direzione di r
y =tug

La intersechiamo con Cy:
gt) =t202 - 1303 =0 = t2(v2 - t3) =0

Segue che la molteplicita di intersezione in Pe 2 se v, # Oed € 3sevy = 0.

Sinoticheirisultati ottenutisono simili al caso precedente:
la differenza sta nel fatto che quasi tutte le rette hanno
molteplicita 2 e c’e solo un’unica retta con molteplicita 3 e
non due come nel caso precedente.

Disegnando la curva affine si nota dunque la presenza di
una cuspide.

OSSERVAZIONE (PUNTI SINGOLARI DELLE CONICHE).
Sia Cuna conica proiettiva. Il numero di punti singolari dipende solo dal rango:

rkC =3 = Cnon ha punti singolari.
rkC =2 = Cha un punto singolare.
rkC=1 = Ce una retta doppia e ogni punto di C e singolare.

Infatti, sia A la matrice simmetrica associata a C, allora I'’equazione associata a Ce le
derivate parziali sono:

2 2 2 2
JF
F=XAX = ZO ai]'xixj - &_xh = ZO ah]-x]- + ZO apXx; = 2 ZO apX;
ij= j= i= i=
! (i=h) (7=h)
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Un punto Prappresentato dal vettore v, ovvero P = [v], € singolare per Cse le derivate
parziali si annullano, cioe se

2 2
Y ;=Y ayv;=0,Yh=0,1,2.
i=0 i=0
In notazione matriciale, se si pensa al prodotto righe per colonne I'indice di riga di a e fissato
(Y
in 1 mentre facciamo variare I'indice di colonna i. Sev = (z?
2
riga di Av pari a zero e proprio la condizione cercata Zizzo a;v;. Ne segue che avere il
gradiente nullo corrisponde a Av = 0, cioe v € ker A. Riassumendo, i punti singolari di C
sono dati dai vettori che stanno nel nucleo della matrice A, che dipende dal rango di A:
m rkA=3 = kerA = {0} = Cnon ha punto singolare.
m rkA=2 = dimkerA=1 = Chaun punto singolare.
m tkA=1 = F= iL2 = (e una rettadoppia e ogni punto di C & singolare; &
esattamente la retta proiettiva associata al nucleo di A: L = P(ker A).

) e il vettore, porre I'’h-esima

Analizziamo il caso rk C = 2 rispetto alla classificazione delle coni- <L
che. Se K = C,C = L1 ULy con Ly # Ly distinte e il punto singolare
e il punto di intersezione delle due rette, ovvero L{ N Ly. Se K = R, a
meno di proiettivita si hanno 2 casi in base alla segnatura:

] (1,1)ZC:L1UL2€P:L10L2.
m  (2,0)/(0,2): La forma quadratica si fattorizza su C e non su R; C ha come sostegno
un unico punto P, che e proprio il punto singolare.

OSSERVAZIONE (PUNTI SINGOLARI E CUBICHE).

Nel piano proiettivo P2 (K) consideriamo C una cubica di equazione F = 0 con deg F = 3.
Se la curva C e riducibile, allora il polinomio F & riducibile per definizione, ma siccome il
grado e solo 3, allora e necessariamente il prodotto di un polinomio di grado 1 per un
altro polinomio di grado 2:

F=G-Hcon degG=1e degH =2

I11luogo degli zeri di F e unione dei luoghi degli zeri di G e H, dunque C e unione di una retta
e di una conica.

Supponiamo invece che Csia irriducibile: C non puo contenere una
retta, altrimenti I’equazione della retta dividerebbe il polinomio F.
Allora C ha al piti un punto singolare. Supponiamo per assurdo ne
abbia almeno due, come Pe Q: potremmo considerare la retta r =
PQ che passa per Pe Q e intersecarla con la curva. Sicuramente
Cnr 2 {P,Q} e, siccome Pe Qsono due punti singolari, allora la

molteplicita di intersezione e almeno 2.
Ma cio non e possibile perché, dallo studio delle intersezioni fra una retta e una curva,

sappiamo che dobbiamo contare con molteplicita fino al grado della curva: qui ci sono 2
punti con molteplicita 2, ma C ha grado 3, dunque la retta dovrebbe essere contenuta
nella curva, il che € una contraddizione!
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Esempr1o. Sia F= x5 +x3 + x3. Essa da una curva senza punti singolari perché le derivate

parziali sono multipli delle coordinate, dunque non possono mai essere tutti nulli

12.9 FASCIDICONICHE PROIETTIVE

DEFINIZIONE 12.9.1. (FASCIO DI CONICHE).

Siano C; e Cy due coniche distinte nel piano proiettivo P2 di equazioni F; e F, dunque con
F; e F5 sono proporzionali. Il fascio di coniche # generato da C; e da C; e dato da tutte
le coniche di equazione

Cyu: AFy + uFy = 0 con (4: p) € PL.

Notiamo che se moltiplichiamo A e u per lo stesso scalare tutta 'equazione viene moltiplicata
per lo stesso scalare, riottenendo la stessa conica di prima; A e 4 vanno presi in P! e non
solo in K.

EsEMPIO.
I. SianoCy: xgx; = 0eCy: (xg — X1)Xg = 0 due coniche, entrambe coppie di rette. Il
fascio da loro generato e C; ,,: Axgxy + pu(xg — X1)xg = AxgXq + uxoXg — Hx1xg = 0.
2. Siano Cy: xgx; = 0e Cy: XgXg = O due coniche. Il fascio da loro generato &
Cout AxoXq + puxoXe = Xo(Axq + pxg) = 0; siccome x = 0 appartiene ad entrambe
le coniche si puo raccogliere.

Dato un fascio di coniche ci si chiede qual ¢ il rango delle coniche del fascio.

DEFINIZIONE 12.9.2. (CONICA DEGENERE).
Una conica Cin P2 si dice degenere quando non ha rango massimo, ovvero se rk C < 3,
dunque quando la matrice non e invertibile.

DIGRESSIONE. Sipuo dimostrare che il rango della conica, “essere riducibili” e “essere
degeneri” sono tutte proprieta proiettive. Dalla classificazione delle coniche proiettive
(reali o complesse) si vede dunque che una conica e degenere se e solo se e riducibile.

12.9.1 Studio delle coniche degeneri di un fascio

Dato un fascio, vogliamo vedere quante e quali sono le coniche degeneri del fascio. Suppo-
niamo che C; e Cy abbiano matrici simmetrica associate A; e Ay, rispettivamente. E chiaro
che la conica del fascio C; , generata da C;, C, sara associata alla combinazione lineare
AAq + pAg delle matrici: € una matrice 3 X 3 i cui elementi sono o 0 o forme lineariin A e p.
Definiamo D(4, u) := det(4A; + uA5), polinomio omogeneoin 4 e . Sihanno due possibilita:
m  D(4, p) =0, quindi tutte le coniche del fascio sono degeneri.
m  D(A, u) € omogeneo di grado 3, dunque le coniche degeneri corrispondono agli zeri
del polinomio Dsu PL. Poiché essi sono al piu 3, ci sono al pilt 3 coniche degeneri.

Tips & TRicKs! O tutte le coniche del fascio sono degeneri o sono al massimo 3, quindi
se in un fascio ne trovo quattro degeneri, allora tutte lo sono!

Nel caso complesso gli zeri (contati con molteplicita) sono pari al grado, dunque si ha sem-
pre almeno una conica degenere. Lo stesso vale anche nel caso reale, essendo il grado del
polinomio dispari. Ristudiamo con quest’ottica gli esempi precedenti.
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EsgmprIO.
1. Ilfascioe Fy: 2(Axgxy + uxgXe — Ux1Xx9) = 0 ed ha matrice

0 A u
A/LM: /1 0 —H]-
u -u 0

Pertanto D(4, u) = det A, , = —A(u?) + u(=Ap) = —2Au2. Ci sono solo due zeri di
cui uno doppio: (4: u) = (1: 0) oppure (0: 1). Questi valori dei parametri ci resti-
tuiscono i polinomi di partenza, corrispondono dunque a Cy e Cy, che sapevamo
gia essere degeneri in quanto coppie di rette. Abbiamo dunque scoperto che C; e
Cy sono le uniche coniche degeneri del fascio.

2. Il fascio e Fo: xg(Ax1 + pxg) = 0. In questo caso il determinante viene iden-
ticamente nullo (D = 0). In questo fascio tutte le coniche hanno una retta in
comune.

DEFINIZIONE 12.9.3. (PUNTI BASE DI UN FASCIO DI CONICHE).
I punti base di un fascio di coniche sono i punti che appartengono a tutte le coniche del

fascio:
{punti base} = ﬂ Ccc P2
CeF

OssSERVAZIONE. [ puntibase diun fascio sono dati dall'intersezione delle due coniche
che generano il fascio, cioe C; N Cy. Infatti, C; N Cy 2 (). C. Viceversa,se P € C; N Cy
allora

Fy(P)=0eFy(P)=0 = (AFy + uFy)(P) =0, YA u = P€C,,, ¥ (A: u) € P

Dunque, per ogni qualunque combinazione lineare presa in Psi annulla, dunque Pé punto
comune a tutte le coniche del fascio, cioe un punto base.

Vediamo i punti base degli esempi precedenti.

EsemprIoO.
I. Per ottenere i punti base del fascio si intersecano le coniche che lo generano:

x0=x1=0

Xox1 =0
> xO:x2=0

(xo —x1)x2 =0 T
X]_—Xz—o

Intersecando due coppie di rette non coincidenti si possono ottenere al pill 4 punti,
ma se ne ottengono meno se qualcuno di questi punti coincide con altri. In questo
caso si hanno 3 puntibase: (1: 0: 0),(0: 1: 0),(0: 0: 1).

2. Ipuntibase sono dati dal sistema:

XoX1 = 0
XoXg = 0
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Xo = 0 € una retta appartenente a tutte le coniche del fascio, dunque si ha una retta
di punti base. L'altro punto base e P = (1: 0: 0); notiamo che quest’ultimo ¢ il punto
base del fascio di rette Ax; + pxy = 0, cioe il fascio di rette che contengono P.

DIGRESSIONE (NODI E CUSPIDI).

Un nodo € un punto Pper cui la retta “generale” per Pha intersezione 2 con la curva e ce
ne sono esattamente 2 che hanno intersezione > 2. Una cuspide € un punto Pin cui la retta
“generale” per Pha intersezione 2 con la curva e ce n’e una sola che ha intersezione > 2

12.10 PARAMETRIZZAZIONE DELLE CONICHE NEL PIANO PROIET-
TIVO

Data 'equazione generale di una conica F = aggx2 + 24¢1XgX1 + -+ + Ag9X2 possiamo
associare a Cil punto (agg: agy: Gge: A11: A12: d99) € P®,in quanto servono sei coordinate
per descrivere una conica. Tale punto la determina univocamente: entrambi sono non nulli
e determinati a meno di multipli. In questo modo otteniamo una corrispondenza biunivoca fra le
coniche in P2 e P5:

{coniche in P2} %} P>

Con questa interpretazione, cosa corrisponde un fascio di coniche? Date C; e Cy coniche,

consideriamo il fascio # da loro generato: aCy: F = Zi]. a;;x;x; corrisponde ad un punto A =

A 5 - : _ C o 5
(agg: - :a99) € PPeaCy: G= Zi,j bjix;x; corrisponde un punto B = (bgg: --- : bgg) € P°.
La conica C; , del fascio e la combinazione lineare di Fe G, dunque i coefficienti dei monomi
sono la combinazione lineare dei coefficienti delle equazioni di C; e Cy:

Cou- AF+ uG = Z(iﬂl] + ybij)xixj «—> P/I,M = (/1(200 + ﬂbooZ ceel /16122 + ,lezz) e p®
i
A C, , associamo il punto P, ,, le cui coordinate omogenee sono combinazioni lineari di A
e B. Facendo variare A e y, il punto P, , descrive in P una retta AB generata dai punti A e
B, pertanto un fascio di coniche corrisponde esattamente ad una retta in P5. Siccome una retta &
individuata da due qualsiasi suoi punti, allo stesso modo il fascio e descritto da qualsiasi sue

due coniche, pertanto la scelta delle coniche da solo una parametrizzazione diversa del fascio.
Questo ci permette di dare alcune informazioni aggiuntive sui punti base:

Tips & TRICKS! (CALCOLO DEI PUNTI BASE CON DUE CONICHE QUALSIASI).

Dato un fascio & di coniche, i punti base del fascio sono dati dall’intersezione di due
qualsiasi coniche del fascio purché siano distinte, ovvero da Cn C dove Ce Csono due coniche
distinte del fascio.

Tips & TRicks! Sia # un fascio di coniche. Esiste sempre una conica C degenere in &,
quindi usiamo C per calcolare i punti base. Siccome e degenere, C e I'unione di due rette
linearmente indipendenti: C = I; U 5. Scegliamo una qualsiasi altra conica C del fascio; i
punti base del fascio sono datidaCn C = (I; N C) U (I3 N C). Ne deduciamo che il numero
di punti base di un fascio di coniche, se sono finiti, sono 4: infatti, ciascuna delle due rette
interseca C al piti in 2 punti.
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COROLLARIO 12.10.1. (INTERSEZIONE DI DUE CONICHE).
Se due coniche C; e Co non hanno una retta in comune, allora

#(C1NCy) < 4.

DiMosTRAZIONE. C; N Cy sono i punti base del fascio generato da C; e Cy. La tesi segue
dall’osservazione precedente. O

TiPs & TRICKS! (CALCOLO DELL'INTERSEZIONE DELLE CONICHE).

Abbiamo cosi anche un metodo per calcolare C; N Cy dato il fascio &. Scriviamo D(4, u),
troviamo una conica degenere C e poi intersechiamo con C; N C. Questo metodo & partico-
larmente utile nel caso avessimo a che fare con coniche irriducibili.

Ci sono diversi tipi di rappresentazione geometrica dei fasci di coniche proiettive; vediamo
quello piu comune.

PROPOSIZIONE 12.10.1. (FASCIO DI CONICHE PER 4 PUNTI IN POSIZIONE GENERALE).
Siano A, B, C, D quattro punti in posizione generale in P2,

La famiglia delle coniche passanti per i quattro punti e un fascio  avente co- .
me punti base esattamente i quattro punti; geometricamente stiamo fissando |5 el
A, B, C, De considerando le coniche che passano per tutti e quattro. Inoltre,
F non contiene rette doppie e contiene esattamente 3 coniche degeneri: esse
sono le coppie di rette che passano per questi 4 punti: ABU CD, ACU BD, i oI
ADUBC

DIMOSTRAZIONE. Siccome i 4 punti sono in posizione generale possiamo scegliere
delle coordinate in P2 tali che i primi 3 sono i punti fondamentali e I'ultimo il punto unita:

A=(1:0:0),B=(0:1:0),C=(0:0:1), D=(1:1:1).

Partiamo dall’equazione di una conica generica e imponiamo che passi peri 4 puntie
vediamo le condizioni risultanti sui coefficienti:

ﬂoox(z) + 2[101.7(0.7(1 + ﬂllx% + 2[1023(0.7(2 + 2&123(1.7(2 + [lzzxg = O
Per A: agg = 0
Per B: a1 = 0
Per C: Ago = 0
Per D: 2001 + 2&02 + 2012 =0 > 19 = —dg1 — A2
= dg1XX1 + AgaXoXe — (Ag1 + Ag2)X1Xg =0

Abbiamo cosi le equazioni di tutte e sole le coniche che passano per A, B, C, D. Siccome
g1 € Agg sono gli unici parametri rimasti, riscriviamo I'equazione evidenziandoli:

a91%1(xg — Xg) + dgaxa(xg — x1) = 0.
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Abbiamo cosi trovato esattamente un fascio di coniche generato dalle due coniche en-
trambe degeneri:
Ci:x1(xg—x2) =0 Co: xp(xg—x1)=0

—_—— —_——

AC  BD AB  CTD
Abbiamo cosi dimostrato la prima affermazione.In questo modo abbiamo gia trovato due
coniche fra quelle degeneri del fascio; possiamo verificare, intersecando le due coniche (e
quindi le quattro rette), che i punti base sono solo A, B, C, D

C; NCy = (ACUBD)N (ABUCD) =
= (ACNAB)U(ACNCD) U (BDNn AB)U (BDNCD) =
= {A/ BI C/ D}

Avremmo potuto evitare questo conto osservando che sono punti base perché per costru-
zione tutte le coniche passano per questi 4 punti e, essendo finiti, non possono essercene
altri. Per trovare l'ultima conica degenere scriviamo la matrice associata a meno di
multipli alla conica generica del fascio e calcoliamo le radici del suo determinante:

0 ap1 ao2
M=|agy 0 —ap1 — do2
age  —Ao1 — o2 0

= D=detM = —ag1a92(ag1 + ag2) + dg2d01(—a01 — Ao2) = —2a91402(401 + d92)

E un polinomio omogeneo in ay; e a5 gia fattorizzato in fattori lineari, pertanto si han-
no esattamente tre coniche degeneri: ag; = 0da Gy, ago = 0 da Cy, mentre la terza
si ottiene sostituendo nell’equazione del fascio agy = —aq1, da cui si ha I'equazione
Ag1XoX1 — Ag1XoXe = 0, 0ssia x¢(x; — x9) = 0, corrispondente alle rette BC e AD. Tutte e
tre le coniche degeneri hanno rango 2 e quindi non ci sono rette doppie nel fascio. O

Tips & TRICKS! (FASCIO DI CONICHE PER QUATTRO PUNTI IN POSIZIONE GENERALE).
Se dobbiamo scrivere un fascio & di coniche per quattro punti procedere come nella
dimostrazione puo esser lungo; in modo piu rapido, scriviamo due delle coniche riducibili
con delle rette per i punti:

l;: AB, ly: CD, I3: AC,14: BD

Le coniche sono C;: [; Uly e Cy: I3Uly; alloral'equazione del fascio & F : Alylg + plgly = 0.

Se un punto di P2 & un punto base di un fascio, allora appartiene a tutte le coniche di esso.
Preso invece un punto non base del fascio, quante coniche passano per esso?

PROPOSIZIONE 12.10.2. (UNICITA DELLA CONICA DEL FASCIO PER IL PUNTO BASE).
Sia F un fascio di coniche e sia P € P2. Se Pnon ¢ un punto base di &, allora esiste ed ¢ unica la conica
del fascio che contiene P.

DiMOSTRAZIONE. Supponiamo di avere due coniche C;, Cy che generano il fascio &
conC;: f; = 0;ilfascio avra equazione & : AF; + uF, = 0. Il punto Pappartiene alla conica
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generale del fascio se e solo se I'equazione della conica e soddisfatta nel punto:
PeC,, & AF;(P)+ uFy(P)=0

Tale equazione puo essere vista come un’equazione in (4: y). Siccome Pnon € un punto
base, allora non appartiene all’intersezione delle due coniche, dunque non e possibile che
entrambe le equazioni si annullino in P:

P¢CinCy = (F1(P),F(P))#(0,0)

Lequazione ha un’unica soluzione in P! che sara proprio (A: u) = (=Fy (P) : Fy (P)),
ottenendo cosi i parametri che descrivono l'unica conica del fascio che contiene P. [

Dal risultato precedente, possiamo enunciare quando cinque punti determinano una conica
proiettiva.

PROPOSIZIONE 12.10.3. (UNICITA DELLA CONICA PER 5 PUNTI (A 4 A 4 NON ALLINEATI)).
Dati cinque punti distinti in P2 a 4 a 4 non allineati®, esiste ed ¢ unica la conica C che li contiene.

“E una condizione piu debole rispetto all’essere solo in posizione generale, perché potrebbero essercene
tre allineati ma non quattro.

DimosTrRAZIONE. Possiamo sempre scegliere 4 di questi punti in posizione generale.
Consideriamo inizialmente A, B, C, D:

m  Sonoin posizione generale: siamo a posto. .
. . . A B c
m Tre sono allineati, per esempio A, B, C. .
. . .. . . . L]
Siccome per ipotesi i quattro punti non sono allineati, allora D

D¢r E¢rconrrettaper A, B, C.
Escludiamo Ce consideriamo A, B, D, E:

m  Sonoin posizione generale: siamo a posto.

m  Tre sono allineati.
Abbiamo gia che D, E ¢ r, dunque i tre punti allineati possono
essere A, D, E oppure B, D, E. Supponendo siano A, D, E,

scartiamo A e otteniamo B, C, D, Ein posizione generale.
Possiamo ora applicare la proposizione precedente: sia & il fascio delle coniche passanti

per A, B, C, D; poiché Enon e un punto base per & in quanto i punti base sono i quattro
punti A, B, C, D, esiste ed e unica la conica C del fascio che passa per E. C e I'unica conica
che contiene i cinque punti. O

Questa dimostrazione da il metodo per trovare la conica che passa per tali 5 punti.

Tips & TRicks! Per trovare una conica & che passa per 5 puntidati A, B, C, D, Ein
P2 potremmo partire dalla conica generale e imporre il passaggio per 5 punti, ma & un
calcolo laborioso. Un metodo piu rapido e invece il seguente:

m scegliere quattro puntiin posizione generale A, B, C, D;

m scrivere quattro rette e il fascio # come nel “Tips & Tricks!” a pag. 267;

m imporre il passaggio per il quinto punto E in modo da trovare la conica &.

OssERVAZIONE. Il passaggio per un punto di una conica generica da equazioni lineari
omogenee sui coefficienti della conica; possiamo pensarlo dunque come un iperpiano in
PP2. E ragionevole aspettarsi che con cinque punti ho cinque iperpiani che, in posizione
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generale, siintersecano in un solo punto. L'ipotesi sui punti a 4 a 4 non allineati serve
a garantire che le condizioni lineari siano indipendenti, cosi da ottenere un punto solo
nell'intersezione degli iperpiani.

ESEMPIO (FASCIO DI CONICHE PER QUATTRO PUNTI ALLINEATI).

Se abbiamo 5 punti di cui 4 allineati su una retta r, allora per
ogni retta s che passa per Pla conica r U s contiene i 5 punti,
quindi ci sono infinite coniche avendo infinite rette s.

PROPOSIZIONE 12.10.4. (FASCIO DI CONICHE PER 3 PUNTI NON ALLINEATI E UNA RETTA
TANGENTE).

Siano 3 punti non allineati A, B, C C P2, e sia una retta r che passi per A
ma non per Be C,ovvero A € re B, C & r. La famiglia delle coniche che
passano per A, B, Ce sono tangentiarin A é un fascio F.

I punti base del fascio & sono solo A, B, C; il fascio non contiene rette
doppie e ci sono solo due coniche degeneri ABU ACer U BC.

DIMOSTRAZIONE. Sia P € run punto diversoda Ae P ¢ BC. A, B, C, Psono in posizione
generale, perché a tre a tre non allineati. Scegliamo le coordinate proiettive taliche A, B, C
sianoipunticoordinati mentre Pil puntounita: A = (1: 0: 0), B=(0:1: 0), C=(0: 0: 1).
Allora la retta r = APha equazione x; — xo = 0. Si consideri la conica generale:

ﬂoox% + 2a01x0x1 + a]_lX% + 2(1023(03('2 + 2&12X1X2 + azzxg =0

Sappiamo gia che il passaggio per i punti coordinati annulla la diagonale della matrice
associata:

Per A: apgg = 0

PerB: ay1 =0 = F=ay1XgX] +a19X1Xg + Ag9XgXo

PerC: 499 =0

Intersechiamo con r: x; = x5 e sostituiamo in F.
2 — —
Ag1XoX1 + A12X] + dg2xox1 =0 = x1((d01 + dg2)X0 + A12X1) =0

Notiamo che x; = 0 e dovuto al fatto che A € r N C. Ne segue che r & tangente alla
conica in A se e solo se A ha molteplicita due, quindi se e solo x; = 0 &€ 'unica soluzione.
Necessariamente il coefficiente di x nell’equazione precedente deve essere nullo, cioe
ag1 + aga =0 = agge = —ay1. Sostituendo nell’equazione si ottiene:

a01XgX1 — Ag1XoXg + a19X1X9 =0 = ag1x(x; —Xg) + a19X1x9 =0

Quest’equazione descrive tutte e sole le coniche per A, B, Ce tangenti arin A;in questo
modo abbiamo verificato che € un fascio &. Le coniche che lo generano sono

C1: xO(Xl—XQ) Cz: X1 X9 .

—_———— = =
BC r AC AB
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Intersecando Cy e Cy otteniamo i punti base:
C1NCy =(BCUTr)N(ACUAB) = (BCN AC) U (BCNAB)U (rn AC)U (r N AB) = {C, B, A}
Scriviamo la matrice per verificare I'assenza di altre coniche degeneri o punti base:

0 agr —ap1
M= aOl 0 1112
—dg1 412 0

D = det M = —ag;(ag1412) — 491(dp1012) = —2a31412

Siccome D e un polinomio omogeneo di grado 3 si ha una radice doppia, ma le due radici
danno le coniche che generano il fascio e dunque le uniche coniche degeneri sono Cy e
Co. O

OsservAzIONE. Un fascio di questo tipo € il primo esempio a pag. 260.
Consideriamo Cy : xgx; = 0eCqy: (xg—x1)xg = 0. Allora, la retta
xo—x1 = O passaperil puntodiintersezione delle prime due rette
xo = 0 e X7 = 0, quindi siamo nella situazione precedente: A e il
punto di intersezione, mentre Be Csono i punti di intersezione
dixs = 0 conxy = 0 e x; = 0. Dunque Cy diventa r U BC, mentre
C; & ABU AC.

Abbiamo gia verificato che i punti base sono solo A, B, Ce che C; e Cy sono le uniche
coniche degeneri di & ed ora osserviamo che la retta r € tangente a tutte le coniche del
fascio.

12.10.1 Impratichiamoci! Fasci di coniche proiettive

EsgErcizio (F.F.P,2.1.).
Nel piano proiettivo reale P2 (R) consideriamo i punti

A=(0:1:2),B=(0:0:1),C=(2:1:2),D=(3:0:1)
Determinare, se esiste, 'equazione di una conica passante per A, B, C, De tangente in C

alla retta » di equazione xg — x9 = 0 che passa per C.

SorLuzioNE. Controlliamo chei 4 punti siano in posizione generale verificando, con i
determinanti, che siano a 3 a 3 non allineati:

#0 — A, B, Cnon allineati #0 — A, B, Dnon allineati

# 0 — B, C, Dnon allineati #0 = A, C, Dnon allineati

—_ o o NHO
N H=NRHROO
= O W N~ N
NH=ODNRO
N H=NRHROO
—_ o WO W

Dunque c’e un fascio & di coniche per A, B, C, D. Scriviamo l'equazione delle quattro
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rette con il determinante formale delle coordinate:

Xo X1 Xg
RettaAB: [0 1 2| =x,=0
0 0 1
Xo X1 Xg
RettaCD: (2 1 2| =x5-—x7(-4)+x9(-3) = x5 +4x; —3x5 =0
3 0
= Cy: xg(xg +4x1 — 3x9)
Xo X1 Xg
RettaBD: [0 0 1| =x;=0
3 0 1
Xo X1 X2
Retta AC: [0 1 2| =-x;(-4)+x5(-2)=4x; -2x3=0 = 2x; -x5=0
2 1 2

= Cy: x1(2x1 — x9)
fascio & : Axqg(xg +4x1 — 3x9) + ux1(2x1 —x9) =0

Queste sono tutte e sole le coniche che passano per A, D. Vogliamo la conica del fascio
che e tangente alla retta r: xy — xg = 0in C. Intersechiamo la conica C; , con la retta r
sostituendo x5 = x( nell’equazione:

),XO(XO + 4x1 — 3x0) aF Mxl(le — xO) =0 — AXO(‘IXI - sz) + Mxl(le - xO) =0
= 2/13(0(23('1 - xo) + ,uxl(le —XO) =0 = (2x1 - XO)(ZAXO + ,lel) =0

Sostituendo x5 = x stiamo parametrizzando la retta r come (xy: x1: xq). Il passaggio
per C = (2: 1: 2) corrisponde al primo fattore x, = 2x. Pertanto, la retta r &€ tangente
alla conica nel punto Cse e solo se anche I'altra soluzione corrisponde al punto C, cioe se e
solo se 24x( + uxy e —xo + 2x1 sono proporzionali:

24 u

det (_1 9

):0 S i+ u=0 = u=-41

Ad esempio, per A = 1e y = —4siha 24xq + pxq = 2xy—4x. Lequazione della conica sara
@ xp(xg +4x1 —3xg) —4x1(2x1 —x) = 0 = B: x3 +4xgx; — 3xgxg — 8x2 +4x x5 = 0,
dunque esiste ed e unica la conica cercata.

Controlliamo se la conica fa quello che deve fare. Passa per i puntidati? Si, infatti:

FA)=F0,1,2)=-8+8=0 A(B) = K0,0,1) =0
ACO)=FR2,1,2)=4+8-12-8+8=0 FD)=F3,0,1)=9-9=0

E tangente arin C? Scriviamo direttamente la tangente alla conica nel punto C = (2: 1: 2)
con le derivate parziali:

jTF = 2.X'0 + 4.X'1 - SX2 j—F = 4XO - 16x1 + 4.X'2 j—F = _3x0 +axq
0 X1 X2

JF _ - JF _Q_ _ JF _ _
7c(21,2)=4+4-6=2 75(21,2)=8-16+6=0 7°(212)=-6+4=2

= 2xO—2.X'2:0 - xO—XZZO

Otteniamo proprio la retta r.
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APPENDICE

NOTE AGGIUNTIVE

“Le note a pié di pagina sono le superfici ingannatrici che permettono ai paragrafi tentacolari di aderire
alla realta piu ampia della biblioteca.”

NICHOLSON BAKER, bibliotecario di Cthulhu.

Riportiamo alcune note, precisazioni e dimostrazioni complementari agli argomenti dei
capitoli principali che possono risultare utili al lettore.

A.1 CAPITOLO 1: SPAZI TOPOLOGICI

A.1.1  Alcune proprieta della continuita
Le seguenti dimostrazioni sulle continuita di funzioni sono da [Munoo].

TEOREMA A.I.I. (CONTINUITA DELL INCLUSIONE; MUNKRES, 18.2B).
7 b

Se Z C Xe sottospazio, l'inclusionei : Z —— Xe una funzione continua.

DIMOSTRAZIONE. Se A & un aperto in X, allorai"! (A) = AN Ze& un aperto in Z per
definizione della topologia di sottospazio. O

TEOREMA A.I.2. (RESTRIZIONE DI UNA FUNZIONE CONTINUA; MUNKRES, 18.2D).
Sef : X ——> Yeuna funzione continua, allora f |, : Z —— Yeé continua per ogni sottospazio
ZCX

DIMOSTRAZIONE. La funzionef|Zé1a composizione dell'inclusionei : Z —— Xconla
funzione f : X —— Y. Poiché la composizione di funzioni continue & continua (teorema

1.2.1, pag. 12), segue la tesi. O

275
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La seguente dimostrazione sulle restrizioni di omeomorfismi e un’elaborazione personale
sulla base dei teoremi precedenti.

COROLLARIO A.L.I. (RESTRIZIONE DI UN OMEOMORFISMO).
Sef : X —— Yéunomeomorfismo,allora f,,: Z —— f(z)éomeomorfismo per ogni sottospa-

2io Z C X. Inparticolare, f o, : X\ Z —— Y\ f(2).

DiMOsSTRAZIONE. Larestrizione diunafunzioneesempre unabiezione e, perilteorema
precedente, & anche continua. Cio vale sia per f, sia per l'inversa f~1; segue dunque la
prima tesi. La seconda parte del corollario vale perché, se f & biettiva, allora

fFX\NZ)=f)\ f(2) =Y\ f(2). 0

ATTENZIONE! Nonvaleilviceversa del teorema precedente: noneverochese A, BC X
sono omeomorfi, allora X\ Ae X\ Bsono omeomorfi Come controesempio, si consideri
A=52\{(0,0, 1), (0, 0, —1)} e B=S' x R: si ha che A e Bsono omeomorfi per proiezione
dall'origine, ma R3 \ A& c.p.a., mentre R3 \ Bnon & neppure connesso.

A.1.2  Strutture topologiche e unione/intersezione insiemistica

La seguente dimostrazione ¢ adattata da [sha]su Mathematics Stack Exchange.

LEMMA A.L.I (INTERNO COME COMPLEMENTARE DELLA CHIUSURA DEL COMPLEMEN-
TARE).
Sia A C X con X spazio topologico. Allora

A°:X\(m).

DIMOSTRAZIONE.

C) Datoche X\ A C X\ A4, segue che X'\ (m) C A. Allora X'\ (m) € un aperto
perché complementare di un chiuso contenuto in A, pertanto X'\ (m) C A°.

D) Sappiamo che A° C A, dunque X\ A C X\ A°. Allora X'\ A° € un chiuso perché
complementare di un aperto contenente X \ A, pertanto X\ A C X\ A° dacui A° C
X\ (XV4). O

PROPOSIZIONE A.L.I. (STRUTTURE TOPOLOGICHE E UNIONE/INTERSEZIONE INSIEMI-
STICA).
Siano {A;};c; una famiglia di sottoinsiemi di uno spazio topologico X. Allora:
1. La chiusura dell'unione degli A; contiene I'unione delle chiusure degli A;; se gli A; sono finiti
allora vale anche il viceversa, ma non necessariamente se |I| = oo.

UsaUs Ua-Umsii<e
iel iel iel iel

2. La chiusura dell’intersezione degli A; é contenuta nell’intersezione delle chiusure degli A;; il



A.

1.

CAPITOLO 1: SPAZITOPOLOGICI 277

viceversa non vale necessariamente.

i€l i€l
3. Llinterno dell’'unione degli A; contiene l'unione degli interni degli A;; il viceversa non vale
necessariamente. o
Ua| 2Uae
i€l i€l
4. L’interno dell'intersezione degli A; é contenuta nell’intersezione degli interni degli A;; se gli A;
sono finiti allora vale anche il viceversa, ma non necessariamente se |I| = oo.
(o] o]
o — (o]
mAl' QﬂAZ ﬂAl —ﬂAl’ S€|1]<OO
i€l i€l i€l i€l
DIMOSTRAZIONE.
I Poiche

ac|Javier
i€l
e la chiusura mantiene 'ordine di inclusione, allora
Ac|javiel
i€l
L'unione degli A; & il pil piccolo insieme che contiene ogni A;, dunque & contenuto

necessariamente in U A;, pertanto vale il caso generale. Ponendoci nel caso finito,

iel
dobbiamo mostrare I’altra inclusione, cioe

Poiche gli A; sono chiusi, la loro unione finita & ancora chiusa e pertanto
U7 - U=
i€l i€l
Per definizione A; C A; Vi, dunque anche le unioni finite mantengono la relazione
di inclusione:
JacUm
i€l i€l
Il passaggio alla chiusura mantiene le relazioni di inclusione:

UacUm=Uz

i€l iel iel
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Segue cosi la tesi. Come controesempio nel caso infinito, si consideri R con la
topologia Euclidea e la famiglia di sottoinsiemi

Mﬁ=ﬂ%lbnzzneN}

Essi sono chiusi, quindi A, = A,. Allora
Uz =Ja.=0©1].
n>2 n>2

Tuttavia,

A4,=0,1=00,112(0, 1= | JZ,
U U

n>2 n>2

Poicheé gli A; sono chiusi, la loro intersezione arbitraria & ancora chiusa e pertanto

Per definizione A; C A; Y i, dunque anche le intersezioni mantengono la relazione
di inclusione:
a4
i€l i€l
Essendo la chiusura il piu piccolo chiuso contenente un sottospazio, segue che
Nac(ac%
i€l i€l i€l

da cui segue la tesi. Come controesempio, si consideri R con la topologia Euclidea.
Presiirazionali Qe gliirrazionali R\ @, essisonodensie quindi@ =R, R\Q =R;
allora

QNR\Q=R.

Tuttavia, @ e R \ @ sono disgiunti, pertanto
QNR\Q)=0=0

e quindi non vale I'altra inclusione.
Passiamo al complementare della chiusura del complementare:

(U] == (ST = 72

Poiché

x\ac(\X\4,

iel i€l

allora
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Pertanto,
o
(UA,) o X\ ﬂWAZ:X\ ﬂX\Alp :X\(X\ UAi) = UAZP.
i€l i€l i€l i€l i€l
Come controesempio, si consideri R con la topologia Euclidea e i sottoinsiemi

Al = [O, 1]eA2 = [%, 1]. Allora

1 1 ©
(AluA2)°:([o, 5[V 1]) =10, 1]° = (0, 1)

A°UA°—010U110—[0 1]°—01u11
1 2 - /2 2/ - 7 - /2 2/

Dunque A;° U As° G (A7 U Ag)°.
IV Passiamo al complementare della chiusura del complementare:

4] -5(FR) = (g

i€l i€l i€l
Poiché
Ux\va 2 JxV4,
i€l i€l
allora
X\(UX\Ai)QX\ Ux A
i€l i€l
Pertanto
0 |
(ﬂAi] c X\ UX\Ai = X\ UX\AiO :X\(X\ ﬂAi) = ﬂAf
i€l i€l i€l i€l i€l

Ponendoci nel caso finito, I'inclusione (!) risulta un uguaglianza per il punto
I. della proposizione, da cui segue la tesi. Come controesempio nel caso infi-
nito, si consideri R con la topologia Euclidea e la famiglia di sottoinsiemi {A,} =
{(1 - %, 1+ %) |n>0,n¢€ N}. Essi sono aperti, quindi A, = A,,°. Allora

ﬂAn": mAn:{l}
n>0 n>0

Tuttavia,

(ﬂ An]o ={1)° = 2. O

n>0

A.1.3  Strutture topologiche e prodotto cartesiano

La dimostrazione del terzo punto ¢ adattata da [Mat] su Mathematics Stack Exchange.

PROPOSIZIONE A.I.2. (STRUTTURE TOPOLOGICHE E PRODOTTO CARTESIANO.).
Siano X, Y due spazi topologici e X X Yl loro prodotto.
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Datix € X, y € Y, siano % = {U}
un sistema fondamentale di intorni diy. Poniamo W; := U; X V; € X X Y. Allora

.y un sistema fondamentale di intornidixe 7" = {V] }je]

e un sistema fondamentale di intornidi (x,y) € X X Y.
Se A C X, BCY,allora AX B= A X B. Inparticolare, il prodotto di chiusi é chiuso.
Se A C X, BC Y,allora(A x B)° = A° X B°. In particolare, il prodotto di aperti ¢ aperti.

DIMOSTRAZIONE.

I

II

Per definizione di sistema fondamentale di intorni si ha
YUellx)AU, e % :U; €U YWelly) Ve 7 : VeV

= ) PerogniintornoU € I(x)eV € Iy),sihaW = UXV € I((x,y)) per
definizione di topologia prodotto. Inoltre, presi gli intorni U; e V; definiti come

sopra, sihache W; = U;xV; € I((x, y)) per definizione di topologia prodotto; segue
che, per ogni intorno Wdi questa forma esiste un W; tale che

W =U XV, CUXV=W.

&= ) Prendiamo un intorno W € I(x, y): esiste un aperto W’ C W. Poiché W’
appartiene al prodotto X X Y, si ha che

W,:UAkXBk
k

con Ay e By aperti di XeY. Preso allora (x,y) € W’, esistono degli aperti A; e By
che contengono rispettivamente x e . Segue dunque che A; € I(x) e B, € I(y) e
dunque dal sistema fondamentale di intorni si ha che esistono U; € %, V; € 7" tali
cheUj € Ay, V; € By. Allora definito W;; := U; X V}, si ha per ogni intorno Wdi X X Y
esiste un Wj; tale che

Wy =U;xV; C A X By CW' CW.

Utilizziamo i risultati del punto 1. con la caratterizzazione per intorni della
chiusura:

(x,y) e AXB < VWelx,y) WN(AXB)# @
& VYUellx), VVely) (UXV)N(AXB)# g
& YUellx), VVely) (UNnA)X(VNB)+go
= VUeIllx), VVelly) UnA+ 93, VNB+ O
— VUellx) UnA+9,VVely) VNB+ o
<& x€eAANYyEB & (x,y) € AXB.

In particolare, se A e Bsono chiusi, avendo che A = A e B = B, otteniamo

AXB=AXB=AXB.
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III =) Datoche A°e¢apertoin Xe B° ¢ apertoinYevale A° C A, B° C B, allora
segue che A° X B° ¢ apertoe A° X B C A X B.
=) Datoche (A X B)° & aperto in XX Y, per definizione della topologia prodotto
allora esistono aperti U; C Xe V; C Ytali che

(AxB°=|JWxw).

1
Poiche U; C A, V; C BV, allora per definizione di intornosihaU; C A°, V; C B° Vi,
e quindi
U(UixVi)ngxB° O
i

A.2 CAPITOLO 2: CONNESSIONE ECOMPATTEZZA

A.2.1 Prodottodic.p.a.

La seguente dimostrazione ¢ adattata da [Eit] e [Scob] su Mathematics Stack Exchange.

LEMMA A.2.1. (PRODOTTO DI C.P.A. SE E SOLO SE OGNI SPAZIO E C.P.A.).
X= Hl.€ X éc.p.a. seesolo se gli X; sono c.p.a. per ognii € L

DIMOSTRAZIONE.

&= ) Poiche le proiezioni z; : X —— X; sono suriezioni continue e in quanto tale
continue passano la c.p.a. allimmagine, segue che X; e c.p.a.

=) Siax = (x)), ey = (yl-) - due punti arbitrari in X.* Essendo X; c.p.a., per ogni

1

i esistono dei cammini continui y; : [0,1] —— X; tali che y;(0) = x; e y;(1) = y;. Per
definizione del prodotto cartesiano, ¢’¢ un unica funzione continuay : [0,1] —— Xtale
cher;oy=y;Vie€l Allorayeuncammino fraxey. O

“Con (- ),;indichiamo un elemento dello spazio X, visto quindi come una tupla ordinata di elementi di
X; indicizzati rispetto a L.

A.2.2  Intersezione di compatti

La seguente dimostrazione € in parte adattata da [useb] su Mathematics Stack Exchan-
ge.

LEMMA A.2.2. (INTERSEZIONE DI COMPATTI IN HAUSDORFF E COMPATTA).

DiMOSTRAZIONE. I compattiin Hausdorff sono chiusi, dunque l'intersezione di due
compatti in Hausdorff é I'intersezione di due chiusi e quindi & ancora un chiuso; essendo
un chiuso in un compatto segue che I'intersezione € compatta. O

ATTENZIONE! Senonvalel'ipotesi di XHausdorff non éin generale vero che I'intersezione
di compatti € compatta! Ad esempio, consideriamo N con la topologia discreta a cui aggiun-
giamo due punti x; e x5 e costruiamo una topologia 7 su X = {x{, x5} U N definita nel
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seguente modo:
AeTseAe P(N)V A={x;JUN V A={x3JUN V A ={x;, x9} UN.

Osserviamo che {x;} U N e compatto Vi = 1, 2, dato che ogni ricoprimento aperto deve
necessariamente contenere o I'insieme {x;} U N o I'insieme {x;, x5} U N. Tuttavia, I'in-
tersezione fra {x;} U N e {x3} U N e N, che ¢ infinito e discreto e quindi certamente non
compatto.

A.3 CAPITOLO 4: TOPOLOGIA QUOZIENTE

A.3.1  Quoziente Hausdorff da contrazione su compatto

La seguente dimostrazione ¢ in parte adattata da [usea] su Mathematics Stack Exchan-
ge.

LEMMA A.3.1. (HAUSDORFF QUOZIENTATO SU COMPATTO PER CONTRAZIONE E Hau-
SDORFF; MANETTI, 5.11).
Dato X spazio topologico di Hausdorffe K C X compatto, allora X/K é di Hausdorff.

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo P # Q € X/K, cioé esistono x, y € Xtali per cui P = [x],
Q =1yl
m SeP, Q# n(K),allorax, y ¢ K. Poiché Xe di Hausdorff, consideriamo degli intorni
aperti disgiunti U € I(x) e V € I(y). Poiche K € un compatto in X di Hausdorff, allora
K é chiuso e il complementare A := X'\ K e aperto. Definiamo

U =AnUcllx) V' :=AnVeIy).

Essi sono ancora intorni aperti rispettivamente di x e y perché A e intorno di
entrambi i punti; inoltre, sono tali percuiU’' NV’ = g, U NK=2ZeV' NK =2,
cioe U’ e V’ sono intorni disgiunti di x e y che non contengono alcun punto di K.
Allora X/K risulta un quoziente di Hausdorff, poiché le immagini tramite 7 diU’ e
V’ sono intorni disgiunti dei punti Pe Q:

zU) € I(P), (V') € I(Q), z(U")nx (V') = @.

m  Supponiamo che Q = 7 (K). Alloray € Ke x ¢ K. Con un procedimento simile a
quello usato nella dimostrazione di “K compatto in X di Hausdorffimplica K chiuso”
(Teorema 2.2.4, pag. 40) si puo definire a partire da un ricoprimento aperto di K
un intorno apertoU € I(x) euno V € I(y) tale percuiy € KC VeUNV = @. Allora
X/K risulta un quoziente di Hausdorff, poiché le immagini tramite 7 diUe Vsono
intorni disgiunti dei punti Pe Q = 7 (K):

z(U) € I(P), (V) € I(Q) = [(n(K)), z(U) Nz (V) = & O

A.4 CAPITOLO 6: ASSIOMI DI NUMERABILITA E SUCCESSIONI

A.4.1 Non prima numerabilita del quoziente

La seguente dimostrazione sulla non prima numerabilita del quoziente R/Z e adattata da
[Scoa]su Mathematics Stack Exchange.
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DiMmosTRAZIONE. Siconsiderila contrazione di Z in R ad un punto, cioe il quoziente
R/Z e si definisca la classe di equivalenza degli interi come [0].

Sia {U,},,.,, una famiglia di intorni aperti di [0]; cerchiamo un intorno aperto di [0] che
non ne contiene nessuno come sottoinsieme, mostrano in tal modo che non formano un
sistema fondamentale di intorni di [0] e pertanto che R/Z non & primo numerabile per
[0].

Sia 7 la mappa quoziente. Per ognin € N ek € Z esisteun ¢, € (0, 1) tale che:

U, Dx [ﬂ(k — &k + gn,k)]
keZ
Perk € Z sia 6, = %5k,k: e sia:

V= E[U(k—5k,k+5k)

kez

Chiaramente Ve un intorno aperto di [0], e vogliamo dimostrare che U, € V per ogni
n € N. Per mostrare cio, fissiamon € N;siha§, < g,,, quindi possiamo sceglie un
numero reale x € (n + 6, n + ¢, ,). Ma allora n(x) € U, \ V, e dunque U, £ V. O

A.5 CAPITOLO 7: OMOTOPIA

A.5.1  Retratto di uno spazio di Hausdorff

La seguente dimostrazione e adattata da [fre] su Mathematics Stack Exchange.

LEMMA A.5.1. (RETRATTO DI UNO SPAZIO DI HAUSDOREFF E CHIUSO).
Dato X spazio topologico di Hausdorffe C C Xun retratto di X, allora C é chiuso.

DimosTrAZIONE. Essendo Cun retratto di X, sappiamo che esiste una funzione conti-
nuar: X —) CC Xtalecher|c = . E lecito pensare alla funzione r come la funzione

r: X —— X in questi termini, 7 = Id. e la sua immagine e C. Allora, ricordando che
I'equalizzatore e definito come

eq(f, g) = {xe X1 f(x) = gx)},
seponiamo f =7 : X — Xeg=idy: X — Xsiha
eq(r, idy) = {x € X | r(x) = Hy(x) =x} =C.

Pertanto eq (r, idy) = C. Inoltre, idy e r sono due funzioni continue con codominio uno
spazio di Hausdorff, quindi I'’equalizzatore & un sottospazio chiuso di X; segue la tesi. [

EsemMpIO. R e (a, b) con —o0 < a < b < oo sono omeomorfi; tuttavia, (a, b) non &€ un
retratto di R in quanto R ¢ Hausdorff, ma (4, b) non e chiuso.
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A.6 CAPITOLO 8: GRUPPO FONDAMENTALE

A.6.1 Lacategoria Ktop

Notando la somiglianza fra definizione di isomorfismo e di equivalenza omotopica, si puo
costruire la categoria Ktop in cui due oggetti sono isomorfi se e solo se sono omotopicamente
equivalenti, come mostreremo nel seguente esercizio.

EseErcizio. Siano Xe Y due spazi topologici. Mostrare che X e Y sono omotopicamente
equivalenti se e solo se X e Ysono isomorfi nella categoria Ktop avente per oggetti gli spazi
topologici e per morfismi le classi di omotopia di mappe continue.

SOLUZIONE.
=) Peripotesiesistono due funzionif : X —— Y, ¢ : Y —— Xtaliche:

fog~MHy gof~Idx

Vogliamo trovare un isomorfismo in Ktop tra X e Y, cioé cerchiamo due morfismi / €
homqep(X, Y), k € homyye,(Y, X) tali che:

hok=Idy®  koh=¥™

X

Ktop

Noto che Id5— = [Idx] e Id% = [Hdy], poniamo h := [f], k= [g] Allora:

(I e
kel =[g]o[f]=[g°f]= M = B
h e k cosi definiti danno un isomorfismo tra Xe Yin Ktop.

&) PeripotesiX ~, Y, cioeesistonodue morfismi/ € hom (ktep) XY, k € hom (ktop) Y X
tali che: o

hok=IHy®  koh=IHy™

Siaf : X —— Yunrappresentantedifeg : Y —— Xunrappresentante di k. Allora:

{hok =[fog]=Id%=[IdY] = fog~ Uy
koh =[gof]=15™ =[] = gof ~ Iy

A.6.2  Funzioni iniettive e sottogruppi fondamentali
La seguente dimostrazione é adattata da[Hag] su Mathematics Stack Exchange.

LEMMA A.6.1. (FUNZIONE INIETTIVA FRA GRUPPI IMPLICA ISOMORFISMO CON SOTTO-
GRUPPO.).

Datidue gruppi Ge H, se f : G ——» Hé omomorfismo iniettivo allora G é isomorfo al sottogruppo
K=f(G)diH

DiMOSTRAZIONE. Banalmente, preso K = f (G) abbiamo ristretto 'omomorfismo iniet-
tivo alla sua immagine, rendendolo suriettivo e dunque biettivo. Per verificare che K e
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sottogruppo usiamo ora il criterio seguente: un sottoinsieme K di H € un sottogruppo se
noneévuotoea, b€ K = ab~! € K. Poiché Gé non vuoto, K = f (G) non & vuoto. Presi
a, b € K, troviamo x, y € Gtaliche f(x) =4, f(y) = b. Allora

ab~t = f(x)f(y)"1f (xy )

COROLLARIO A.6.1. (GRUPPO FONDAMENTALE DI UN RETRATTO).

€ K.

O

Sia A € Xun retratto con retrazioner : X ——» Aeinclusionei : A —— X Allora{(A,a)eé
isomorfo ad un sottogruppo di 71(X, a); in particolare, se =1 (A, a) é di ordine infinito, lo deve essere

anche 1(X, a).

DimosTrAZIONE. Dal corollario 8.7.1, pag. 1141, : 71(A,a) —— 71(X,a) € un omo-
morfismo iniettivo, dunque dal lemma A.6.1 segue la tesi.

A.6.3  Un caso di proiezione stereografica

O

Nel caso n = 2, per scrivere la proiezione stereografica da un puntopsuS? \ NaH= {z =

0} = R2 prendiamo la retta passante perp = (Y, v, 2) eper N=(0, 0, 1).

-1
x-0 y-0 z- =
T-0 7-0 z-1  |i=z=L
y 71
Intersechiamola con il piano H:
= =X
z—O1 X=-3
L— —__Y
T3 T/ VWY =-53
y_ -1 =0
77 71 z=

Allora, la proiezione risulta

f: S2\N—— 3 R?

La funzione & ben definita e continua su $2 \ N; la sua inversa & definita creando la retta per

q=(%, 7, 0)cHCR3eN=(0, 0, 1);

x-0 y-0 z-1 =
T-0 7-0 0-1 :
E intersecandola con il piano H:
x=(1-2)x%
y=Q1-2)y

Z+y?+22=1

=1-z
=1-z

1-2’F+1-2°P+22=1 = 2(F+7°+1)-22(F+7) + (P +7°-1) =0
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=2 -2
Da cui abbiamoz; 9 = 10 % Escludendo z = 1 perché da il Polo Nord, si ha
X+ +
fl: R2 > S2\N

q= (71 y) — f1 (q) _ ( 2% 2y 72+y2_1).

72+y2+1’ 72+y2+1' 72+y2+1

La funzione ¢ ben definita e continua su R2; si verifica relativamente facilmente che f -1, f=
g yefe fl= Id%R, cioé f & omeomorfismo tra S? \ Ne R2.

A.6.4 Gruppiliberi

DEFINIZIONE A.6.1. (PAROLA).
Dato un gruppo G, una parola € un qualunque prodotto di elementi del gruppo e dei loro
inversi.

Se a, b, c sono elementi del gruppo G, alcune possibili parole sono ab, abca™, ccb™1ab. Due
parole sono considerate distinte se non possiamo ricondurci dall’'una all’altra attraverso gli
assiomi di gruppi: ad esempio, ab = acc"'a, ma a # b~1. Una parola puo essere semplificata in
due modi differenti:
m togliendo I'’elemento neutro e o una coppia di elementi adiacentiaa™" o a™"g;
m sostituendo ad una coppia ab il loro prodotto d in G oppure ad una serie di k termini
a...ala potenza a*.

Una parola che non puo essere semplificata ulteriormente e detta ridotta.

1 1

DEFINIZIONE A.6.2. (GRUPPO LIBERO).

Il gruppo libero Fgsu un insieme S € il gruppo i cui elementi sono tutte le parole ridotte
date dagli elementi di S; l'operazione ¢ la concatenazione di parole e I'elemento neutro e
la parola vuota, 1a parola senza alcun elemento di S). Gli elementi di Ssono detti generatori
e il numero di generatori ¢ il rango del gruppo libero.

Un gruppo G e detto libero se isomorfo al gruppo libero Fs generato dal sottoinsieme
ScG

EseMpI0. (Z, +) e un gruppo libero di rango 1, generato da, ad esempio, S = {1}. Esso &
un gruppo libero abeliano.

OSSERVAZIONI.
m  Ogni gruppo finito di rango > 2 e non abeliano.
m  Ogni gruppo non triviale finito non puo essere libero, in quanto gli elementi del-
I'insieme S generante F; hanno ordine infinito.

DEFINIZIONE A.6.3. (PRODOTTO LIBERO).
Dati due gruppi G e H, il prodotto libero G + He il gruppo i cui elementi sono le parole
ridotte date da generatori g; € Geinh; € H, ad esempio g1/1 ... iy

EsemMmpIoO.
m SeG = (a) e H = (b) sono gruppi ciclici infiniti, ogni elemento di G+ H e dato da
prodotti alternati di potenze di a e potenze di b, cioe G+ H = Fscon S = {x, y}.
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Alcune parole sono, ad esempio, 22b%a~1bh o b=2ab=3.

m Preso(Z, +), Z+Z eun gruppo libero dirango 2 come I'esempio precedente: infatti,
ogni gruppo ciclico infinito e isomorfo a Z, dunque ci riconduciamo all’esempio
precedente. Possiamo quindi scrivere Z * Z = (a) * (b), indicando {a} come il
generatore {1} del primo Z e {b} come il generatore {1} del secondo Z. Alcune
parole sono, ad esempio, a3b%a71b = (3)(5)(-1)(1) 0 b=2ab~3 = (-2)(1)(-3).

A.6.5 Somma wedge

DEFINIZIONE A.6.4. (SOMMA WEDGE).
Se (X, xg) e (X, yo) sono due spazi topologici puntati, la somma wedge di X e Yrispetto a
X € Yo e lo spazio quoziente dell'unione disgiunta di X e Yin cui identifichiamo solo i due
punti, cioé poniamo xg ~ Vq:

XVY:i=(XIIY)/~

Nel caso di una famiglia di spazi {(X;, x;)},_, la relazione ~ e tale per cui {x;},_, sono tutti
identificati fra di loro; la somma wedge della famiglia e definita come:

\/ X = (]_[)@)/fv

iel iel

EsEmpIo0. Ilbouquet din circonferenze e una somma wedge di 7 circonferenze.

In questa sede non approfondiamo ulteriormente, ma e interessante sapere come con certi
spazi topologici che si comportano “bene” il teorema di Van Kampen ci da condizioni per cui il
gruppo fondamentale di X V Ye il gruppo libero dei gruppi fondamentali di Xe Y:

(X VY) = m(X) * 7y ().

EseMPIO. Ilbouquet di 2 circonferenze S' v S! ha gruppo fondamentale

1 (St V St) = 7y (1) 2 7y (SY) = Z » 2.

A.7 CAPITOLO 10: APPROFONDIMENTI DI ALGEBRA LINEARE

A.7.1  Determinante di una matrice a blocchi

La seguente dimostrazione sul determinante di una matrice a blocchi e del suo polinomio
caratteristico si basa su integrazioni proprie da [Mar] e da [Gro] su Mathematics Stack
Exchange.

PROPOSIZIONE A.7.I. (POLINOMIO CARATTERISTICO DI UNA MATRICE DIAGONALE A

BLOCCHI).
B|O
+=(ore)

Data una matrice quadrata a blocchi
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il polinomio caratteristico associato C 4(t) si pud scomporre come

Ca(t) = Cp()Ce(D).

dove Cg(t) e Co(t) sono i polinomi caratteristici associati a B e C, rispettivamente.

c|D
mensione 7 X 1, B di dimensione n X m, C di dimensione m X n e D di dimensione m X m.
Supponendo A un blocco invertibile, si puo scomporre la matrice nel seguente modo:

A|IB\ (I, |[Oo\(A] o© I, |A'B
c/p) \ca'|l, /lo[p-ca™B )| O] I,

I (o) L
Calcoliamo il determinante di (ég),notando che( CAn_l I )e( L, ‘ L )sono

triangolari con diagonale tutti 1.

DiMmosTRAZIONE. Data una matrice quadrata ( AlB definita dai blocchi A di di-

det[A1B ) - gt ([ 1o | © Al 0] I, [A'B ) _
c|p/” cAl|L, Jlo|p-ca'B /(O] 1, )/~
_ I, |O Al o I, [A'B ) _
= det CA‘lIm)det(OD—CA‘lB)det((g I, )‘
et Al O
= det OD—CA_lB)

Ciserve calcolare il determinante di una matrice diagonale a blocchi. Presa allora

[o1a)

( P|lO )( I,|0 )
() ‘ I, 0) ‘ Q/
Grazie alle formule di Laplace, possiamo calcolare il determinante delle due matrici

sfruttando le matrici identita presenti. Ad esempio, sviluppando rispetto le righe o le
colonne sulla seconda,

possiamo riscriverla come

olQ 0 | Q 0 |Q

Il risultato & analogo per la prima. Dunque, concludendo:

det (%‘%) = det (A) det (D — CA™'B)
det (%‘%) = det (A) det (D)

det(In O):l~det(ln_I O):l~1-det(l"‘2 O):...:l”"detQ=detQ.
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Pertanto, se vogliamo studiare il polinomio caratteristico C4 () di una matrice diagonale
A ablocchi B e C, abbiamo che

_ B-tI| O
CA(t)—det( o lc-n

):det(B—tI)det(C—tI):CB(t)CC(t). O
A.7.2 Convergenza uniforme

Tutti i ragionamenti qui presenti si applicano anche alle successioni e serie di potenze.

DEFINIZIONE A.7.1. (CONVERGENZA UNIFORME).

Dato un insieme E e un spazio metrico X, una successione di funzioni ( fuitE—— X)
neN

¢ uniformemente convergente su E con limite f : E —— Xse

Ye>0dINe N :Vn >N, xe€ Ed(f,(x), f(x)) <e.

TEOREMA A.7.1. (CRITERIO DI WEIERSTRASS O M-TEST).
Sia ( f n) N una successione di funzioni reali o complesse definite su un insieme A e che esista una
ne

successione di numeri non negativi (M,), . che soddisfino la sequente relazione:
o0
Vn>1,x€A:|f,(0) <M, D M,<o.
n=1

Allora la serie
(o]
2 fr
n=1
converge assolutamente e uniformemente su A. O

Siusa spesso ’M-test assieme al teorema del limite uniforme.

TEOREMA A.7.2. (TEOREMA DEL LIMITE UNIFORME).

Sia ( ”)neN una successione di funzioni reali o complesse continue sullo spazio topologico A nel quale
sono definite. Se la successione converge uniformemente su A allora il limite converge ad una funzione
continua; in particolare, lo stesso si ha nel caso di una serie. ]

A.8 CAPITOLO 11: GEOMETRIA PROIETTIVA

A.8.1 Regoladi Cramer

TEOREMA A.8.1. (REGOLA DI CRAMER).
Si consideri un sistema Ax = b di n equazioni lineari in n incognite, con det A # 0. Il sistema ha un
unica soluzione x, le cui componenti sono

detAi
56 = i=1,..,n,
' o detA

con A; la matrice ottenuta sostituendo la i-esima colonna di A col vettore b. O
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Ad esempio, dato il sistema lineare in 2 equazioni e 2 incognite (in cui ay1499 — 124971 # 0):

a11X1 + a1axe = by ay; aig \[ x1 |\ _( b1
A91X1 + dg99Xg = bz dg1 dg2 X9 b2

Possiamo trovare x e x5 con la regola di Cramer:

by agg ajp by |

_ by agg a1 be
X]=——"""— X9g=——""-—
a11 412 411 412 |

g1 4dg2 g1 dgg

A.9 CAPITOLO 12: CONICHE PROIETTIVE

A.9.1 Regola di Cartesio

TEOREMA A.9.1. (REGOLA DI CARTESIO).

Dato un polinomio f(x) in una sola variabile x, i cui termini non nulli sono in ordine decrescente
rispetto all'esponente, allora il numero di radici positive, contate con molteplicita, sono pari al numero
di cambi di segno tra due coefficienti consecutivi, trascurando eventuali coefficienti nulli. O

Tips & TRicKs! Per trovare il numero di radici negative, basta applicare la regola di
Cartesio al polinomio f (—x): le radici positive di f (—x) saranno le radici negative di f(x).

EsemMp10. Consideriamo il polinomio f(x) = x3 + x2 — x — 1: esso ha solo un cambio
di segno fra il secondo e il terzo termine (sequenza di segni: (+, +, —, —)), dunque ha
esattamente una radice reale positiva. Per le radici negative, notiamo che f (-x) = —x3 +
x2 4+ x — 1 ha due cambi di segno(sequenza di segni: (-, +, +, —)), ovvero f ha due radici
negative contate con molteplicita. Infatti, si fattorizza come:

) =(x+1)%(x-1)

Quindi una radice positiva e una negativa, quest’ultima con molteplicita 2.

Nel caso di una matrice A, come quelle simmetriche che descrivono le coniche affini e
le coniche proiettive, applicando al polinomio caratteristico C, (t) la regola di Cartesio si
possono trovare gli autovalori positivi e negativi. In particolare, noto il rango della matrice,
il numero delle radici nulle z del polinomio caratteristico corrisponde alla differenza tra
la dimensione delle matrice n e il suo rango rk A; allora e sufficiente applicare la regola di
Cartesio solo una volta per trovare il numero p delle radici positive: il numero g di quelle
negative e pariark A —p,datochen =z +p + gez = n — rk A dalle osservazioni precedenti.
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PROPRIETA VARIE ED

EVENTUALI

“La Matematica consiste di fatti veri riguardanti oggetti immaginari.”

PHILIP DAvVIs E REUBEN HERSH, matematici immaginari con opinioni vere.

Riportiamo alcune proprieta utili per il lettore.

B.1

IMMAGINE ECONTROIMMAGINE

Data una funzione f : X —— Y, per ogni sottoinsieme A C Xe B C Yvalgono le seguenti

proprieta:

Immagine Controimmagine
fxcy St
fF W) = f(X f~ 1(f(X))
f(f1(B) € B f f(A))DA2
f(fH(B) = Bn f(X) (f Ia =Anft
FULHF(A) = £(A) fr l(f(f 1(B) =f 1(B)
f(A)=0 & A=0 1B =2 < BCY\ f(X)
f(A)2B < ACC A: f(O) = f1B)2A & f(ACB
fA)2f(X\A) = f(A=fX) | B 2f(Y\B) &= fHB=X
f(X\A)DfX)\f(A) Y\ B) = X\ f~1(B)
f(AU f1(B) C f(A Y f(A)uB 2 AU f1(B)
flAnf1(B) = f(A f 1(f(A)rwB)DArwf (B)

f(A)nB:@ & Anfi(B) =

Date le funzioni f : X —— Yeg : Y ——> Z valgono le seguenti proprieta:

'Uguale se B C f(X), cioe se f suriettiva.
*Uguale se f iniettiva.

291
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= (g0 f)(A) =g(f(A))
= g N)HO=f1EHO)
Data una funzione f : X —— Ye datiisottoinsiemi A;, Ay C Xe By, B, C Yvalgono le

seguenti proprieta:

Immagine ‘ Controimmagine
A1 CAy = f(A1)C f(Ag) | BiCBy = f1(By) C f1(By)
f(A1UAg) = f(A1) U f(Ag) | f71(ByUBy) = f1(By) U f1(By)
f(A1 N Ag) C f(A1) N f(Ag)3 | f7H(ByNBg) = f1(By) N f~(By)
f(A1\ Ag) 2 f(AD)\ f(Ag)* | f7H(By\ By) = f1(By) \ f1(By)

Data una funzione f : X —— Ye date le famiglie di sottoinsiemi {A;} € 2 (X) e {B;} € 2 (Y)

(con I'un insieme di indici anche infinito o non numerabile) valgono le seguenti proprieta:

Immagine Controimmagine
fUal=User | (Un]-Usre
i€l i€l i€l i€l
f(Na)e N = (Na)- N
i€l i€l i€l i€l

B.2 INVERSA DIUNA MATRICE 2X2

Data la matrice A:

QU
~—————

Condet A # 0,1a sua inversa é:
1 d -b
-1 _
A= det A ( - a )

B.3 INVARIANTI TOPOLOGICI PIU COMUNI

CARDINALITA ASSIOMI DI NUMERABILITA
m Cardinalita |X] dello spazio X. m  Separabile: lo spazio contiene un
m Cardinalita |7 della topologia. sottoinsieme denso numerabile.
ASSIOMI DI SEPARAZIONE = Primo numerabile: ogni punto ha
un sistema fondamentale di intorni

m  Tr: per ogni coppia di punti distinti x
e y c’e un intorno aperto contenente
x ma non y; alternativamente, tutti i
punti sono chiusi.

m T2 o Hausdorff: per ogni coppia di
punti distinti x e y esistono due intor-
ni disgiunti. Spazi di Hausdorff sono
sempreTl. m  Connesso: gli unici aperti e chiusi so-

m Discreta: ogni sottoinsieme e aperto. no il vuoto e lo spazio stesso; alterna-

numerabile.

m  Secondo numerabile: la topologia
ha una base di cardinalita numera-
bile. Spazi secondo numerabili sono
sempre separabili e primi numerabili.

CONNESSIONE

3Uguale se f iniettiva.
4Siveda 3.
5Siveda 3.



B.4. INVARIANTI OMOTOPICI PIU COMUNI

B.4

tivamente, lo spazio non e 'unione di

una coppia di aperti/chiusi non vuoti

e disgiunti.

Connesso per archi: per ogni cop-

pia di punti x, y c’¢ un cammino
a:[0,1] — X(con a(0) = xe

a (1) = y). Spazi c.p.a. sono sempre

connessi.

Semplicemente connesso: spazio

c.p.a. il cui gruppo fondamentale e

banale.

Contraibile: spazio con tipo di omo-

topia di un punto; alternativamente,

293

I'identita Id y ¢ omotopica ad una fun-
zione costante. Ogni spazio contrai-
bile € semplicemente connesso.

COMPATTEZZA

= Compatto: ogni ricoprimento aperto
ammette un sottoricoprimento finito.
m Compatto per successioni: ogni
successione ha una sottosuccessione
convergente.
METRICA
m  Metrico: la topologia ¢ indotta da

una distanza; alternativamente, e
omeomorfo ad uno spazio metrico.

INVARIANTI OMOTOPICI PIU COMUNI

Tutti gli invarianti omotopici sono anche invarianti per omeomorfismi.

B.5

Connesso per archi.
Semplicemente connesso.
Se gli spazi sonoc.p.a.,
pi fondamentali sono

i grup-
isomor-

INVARIANTI PROIETTIVI

Birapporto di quattro punti.
Grado di una conica.

fi. Se non sono c.p.a., 7(1)X,xq
e omeomorfo a x(1)Y,y, con

f1 (X x9) — (Y, f (x0)) equiva-

lenza omotopica.

Irriducibilita di una conica.
Conica degenere.
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