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Note per la lettura

‘‘Unmatematico è unamacchina per trasformare caffè in teoremi.”

AlfrédRényi, studioso del teorema di VanMoka-mpen.

S
enza troppe pretese di formalità, com’è intuibile dal termine dal termine tecnicoma-

nualozzo e dalle citazioni a inizio capitolo, queste note sono nate come appunti a quattro

mani basati sul corso diGeometria 2 tenuto dai docenti Alberto Albano, Cinzia Casagrande ed

ElenaMartinengo nell’Anno Accademico 2020-2021 presso il Dipartimento di Matematica

dell’Università degli Studi di Torino.

Il corso è diviso in cinque parti, pertanto abbiamo ritenuto opportuno dividere in altrettante

parti il testo, seguendo l’ordine delle lezioni: Topologia generale, Omotopia, Classificazione

delle superfici topologiche, Approfondimenti di Algebra Lineare e infine Geometria proiet-

tiva. I prerequisiti necessari sono gli argomenti trattati nei corsi diGeometria 1, Algebra 1 e

Analisi 1.

In aggiunta a ciò, potete trovare a fine libro delle utili postille con alcune digressioni interes-

santi, nonché tabelle ed elenchi riepilogativi dei teoremi, delle definizioni e delle proprietà

affrontate.

Per quanto ci piacerebbe esserlo, non siamo esseri infallibili: ci saranno sicuramente sfuggiti

degli errori (o degli orrori, la cui causa è solamente degli autori che non hanno studiato

bene e non dei professori, chiaramente), per cui vi chiediamo gentilmente di segnalarceli su

https://maxmaci.github.io per correggerli e migliorare le future edizioni delmanualoz-

zo.

I disegni sono stati realizzati daMassimo Bertolotti, l’addetto alla grafica e ai capricci di

LATEX (ed èmolto capriccioso, fidatevi). Chi volesse dilettarsi può cercare di distinguere chi

fra i due autori ha scritto cosa, non dovrebbe essere troppo difficile.

Terza edizione, compilato il 28 agosto 2023.

Thiswork is licensed under a Creative Commons Attribution-ShareAlike 4.0 International License.
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capitolo 1
Spazi topologici

‘‘La Topologia generale è unamalattia da cui l’umanità guarirà presto.”

Henri Poincaré, dopo aver letto le prime pagine di un libro di Topologia.

I
mmaginiamo di avere un oggetto costituito di unmagicomateriale elastico che possiamo

allungare, piegare, torcere e rimpicciolire a piacere, ma che non possiamo né strappare

né incollarne parti. L’oggetto che otteniamo dopo queste deformazioni lo consideriamo

‘‘equivalente” a quello iniziale. Che proprietà si mantengono invariate prima e dopo?

Il principale scopo della Topologia è studiare proprio le proprietà che rimangono invariate da

queste deformazioni continue. Per far ciò, è necessario dotare un insieme di una struttura,

detta topologia, chepermetta la definizionedi continuitàdi una funzione edi omeomorfismo,

generalizzando così quelle che abbiamo chiamato ‘‘deformazioni”.

In questo capitolo ci occuperemo dunque di introdurre questi concetti fondamentali per

poi studiare alcuni risultati che ne conseguono. Inoltre, affronteremo alcuni degli assiomi di

separazione e la nozione di distanza.

1.1 spazio topologico

Definizione 1.1.1. (Spazio topologico conassiomi degli aperti).

Uno spazio topologico (𝑋, T ) è un insieme 𝑋 con una famiglia di sottoinsiemi T ⊆ P (𝑋 )
detta topologia che soddisfano gli assiomi degli aperti:

1. Il vuoto e l’insieme stesso sono aperti della topologia: ∅, 𝑋 ∈ T .

2. L’unione arbitraria di aperti è un aperto: dati {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 tali che𝐴𝑖 ∈ T , ∀ 𝑖 ∈ 𝐼, |𝐼 | ≤ ∞,

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 = 𝐴 ∈ T .

3. L’intersezione finita di aperti è aperta: dati {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 tali che𝐴𝑖 ∈ T , ∀ 𝑖 ∈ 𝐼, |𝐼 | < ∞,

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 = 𝐴 ∈ T .

3



4 capitolo 1. spazi topologici

Gli elementi di T si dicono aperti della topologia.

Si può definire equivalentemente suXuna topologia usando gli assiomi dei chiusi:

Definizione 1.1.2. (Spazio topologico conassiomi dei chiusi).

Uno spazio topologico (𝑋, T ) è un insieme 𝑋 con una famiglia di sottoinsiemi T ⊆ P (𝑋 )
detta topologia che soddisfano gli assiomi degli chiusi:

1. Il vuoto e l’insieme stesso sono chiusi della topologia: ∅, 𝑋 ∈ T .
2. L’unione finita di chiusi è un chiuso: dati {𝐶𝑖}𝑖∈𝐼 tali che 𝐶𝑖 ∈ T , ∀ 𝑖 ∈ 𝐼, |𝐼 | < ∞,

�
𝑖∈𝐼

𝐶𝑖 = 𝐶 ∈ T .

3. L’intersezione arbitraria di chiusi è un chiuso: dati {𝐶𝑖}𝑖∈𝐼 tali che 𝐶𝑖 ∈ T , ∀ 𝑖 ∈ 𝐼, |𝐼 | ≤ ∞,

�
𝑖∈𝐼

𝐶𝑖 = 𝐶 ∈ T .

Gli elementi di T si dicono chiusi della topologia.

Osservazione. Per verificare il terzo assioma degli aperti (o, equivalentemente, il

secondo dei chiusi) è sufficiente verificare che sia vero per soli due sottoinsiemi qualunque,

in quanto poi è verificato per induzione.

Esempi.
n Topologia discreta: T = P (𝑋 ), tutti gli insiemi sono aperti.
n Topologia banale: T = {∅, 𝑋}, gli unici aperti sono banali.

1.1.1 Distanza e spazi metrici

Definizione 1.1.3. (Distanza).

Una distanza su un insieme 𝑋 è una funzione 𝑑 ∶ 𝑋 × 𝑋 ℝ che soddisfa le seguenti

proprietà:

1. Positività: ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 e 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦.
2. Simmetria: ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥).
3. Disuguaglianza triangolare: ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧).

Definizione 1.1.4. (Spaziometrico).

Uno spaziometrico (𝑋, 𝑑) è un insieme 𝑋 su cui è definita una distanza 𝑑.

Definizione 1.1.5. (Palla aperta e topologia indottadalla distanza).

Definiamo la palla aperta di centro 𝑥 come

𝐵𝜀 (𝑥) ≔ � 𝑦 ∈ 𝑋 � 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀 � ⊆ 𝑋.

Ogni spaziometrico (𝑋, 𝑑) ha una topologia T𝑑 indotta dalla distanza 𝑑, i cui aperti sono
definiti come

𝐴 ⊆ 𝑋 aperto (𝐴 ∈ T ) se ∀𝑥 ∈ 𝐴, ∃𝜀 > 0 ∶ 𝐵𝜀 (𝑥) ⊆ 𝐴.



1.1 . spazio topologico 5

Esempi.
n Su un qualunque insieme 𝑋 si può definire la distanza banale

𝑑(𝑥, 𝑦) ≔
⎧⎪⎨
⎪⎩

0 se 𝑥 = 𝑦
1 se 𝑥 ≠ 𝑦

.

In questomodo, ogni punto è una palla aperta e dunque ogni sottoinsieme è un

aperto, dando allo spazio la topologia discreta. In particolare, ogni insieme può

essere uno spaziometrico.
n Su 𝑋 = ℝ si può definire come distanza il valore assoluto 𝑑(𝑥, 𝑦) = �𝑥 − 𝑦�. Le palle

aperte di raggio 𝜀 sono dunque

𝐵𝜀 (𝑥) ≔ � 𝑦 ∈ ℝ � �𝑥 − 𝑦� < 𝜀 � ,

e danno luogo alla topologia Euclideaℰucl nel seguentemodo:

𝐴 ⊆ ℝ aperto (𝐴 ∈ ℰucl) se ∀𝑥 ∈ 𝐴, ∃𝜀 > 0 ∶ 𝐵𝜀 (𝑥) ⊆ 𝐴.

n Su 𝑋 = ℝ𝑛 si può definire come distanza la norma Euclidea 𝑑(𝑥, 𝑦) = �𝑥 − 𝑦� che
induce la topologia Euclideaℰucl inmodo analogo al caso precedente.

𝐵𝜀 (𝑥) ≔ � 𝑦 ∈ ℝ𝑛 � �𝑥 − 𝑦� < 𝜀 � ,
𝐴 ⊆ ℝ𝑛 aperto (𝐴 ∈ ℰucl) se ∀𝑥 ∈ 𝐴, ∃𝜀 > 0 ∶ 𝐵𝜀 (𝑥) ⊆ 𝐴.

Attenzione! Non tutte le topologie sono indotte da una distanza! Se esiste una palla

𝐵𝜀 (𝑥) che non è aperta per qualunque distanza 𝑑, allora la topologia non è indotta da una
metrica. Ad esempio, definiamo la topologia dei complementari finiti o topologia

cofinita sull’insieme 𝑋 nel modo seguente:

𝐴 ⊆ 𝑋 aperto (𝐴 ∈ 𝐶𝐹 ) se 𝑋 ⧵ 𝐴 è finito. 𝐶 ⊆ 𝑋 chiuso (𝐶 ∈ 𝐶𝐹 ) se 𝐶 è finito.

n Un aperto𝐴 è tale se il suo complementareC𝐴 è finito, quindi

𝐴 = C (C𝐴) = 𝑋 ⧵ (𝑋 ⧵ 𝐴) = 𝑋 ⧵ {un numero finito di punti} .

n Se 𝑋 è finito, la topologia 𝐶𝐹 coincide con la topologia discreta: ogni sottoinsieme di
𝑋 è finito e dunque un aperto.

n Se 𝑋 è infinito, ad esempio ℝ, la topologia non è quella discreta: [0,1] per la
topologia discreta è un chiusoma per quella 𝐶𝐹 non lo è in quanto non è finito.

Sia𝑋 infinito con topologia cofinita e supponiamo per assurdo che essa sia indotta da una
metrica 𝑑. Consideriamo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 distinti e definiamo 𝜀 ≔ 𝑑(𝑥, 𝑦) > 0. Prendiamo le palle
aperte 𝑈 = 𝐵𝜀/2 (𝑥) e 𝑉 = 𝐵𝜀/2 �𝑦�: esse per disuguaglianza triangolare hanno intersezione
aperta e vuota. Tuttavia, essendo 𝑈 e 𝑉 degli aperti devono essere della forma

𝑈 = 𝑋 ⧵ {un numero finito di punti} e 𝑉 = 𝑋 ⧵ {un numero finito di punti},

dunque l’intersezione è sempre non vuota. Abbiamo un assurdo: 𝑈 ∩ 𝑉 risulta essere
contemporaneamente vuoto e nonvuoto. La cofinita pertanto non è dunque una topologia

indotta da unametrica.
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1.1.1.1 Norme esotiche

Possiamo definire suℝ𝑛 una famiglia di distanze dettenorme; qui di seguito ne elenchiamo
alcune. Definiti i punti 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛 abbiamo:

n Norma infinito:

𝑑∞(𝑥, 𝑦) = max𝑖 �𝑥𝑖 − 𝑦𝑖�

n Norma uno:

𝑑1(𝑥, 𝑦) =
𝑛

∑
𝑖=1

�𝑥𝑖 − 𝑦𝑖�

n Norma due:

𝑑2(𝑥, 𝑦) =
�

𝑛

∑
𝑖=1

�𝑥𝑖 − 𝑦𝑖�
2

n Norma p:

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) =
𝑝√

𝑛

∑
𝑖=1

�𝑥𝑖 − 𝑦𝑖�
𝑝

Si ha lim
𝑝→+∞

𝑑𝑝 = 𝑑∞. Valgono inoltre le seguenti disuguaglianze:

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 𝑑∞(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑2(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑛𝑑∞(𝑥, 𝑦)

Dimostrazione. Supponiamo senza perdere di generalità che 𝑑∞(𝑥, 𝑦) = �𝑥1 − 𝑦1�.

𝑑2(𝑥, 𝑦) = ��𝑥1 − 𝑦1�
2 + … + �𝑥𝑛 − 𝑦𝑛�

2 ≥ ��𝑥1 − 𝑦1�
2 = �𝑥1 − 𝑦1� = 𝑑∞(𝑥, 𝑦)

𝑑1(𝑥, 𝑦) = �𝑥1 − 𝑦1� + … + �𝑥𝑛 − 𝑦𝑛� ≤ �𝑥1 − 𝑦1� + … + �𝑥1 − 𝑦1� = 𝑛 �𝑥1 − 𝑦1� = 𝑛𝑑∞(𝑥, 𝑦)

Poiché i termini �𝑥𝑖 − 𝑦𝑖� sonosemprepositivi, poniamo𝑎𝑖 ≔ �𝑥𝑖 − 𝑦𝑖�; segue che𝑎2
1+…+𝑎2

𝑛 ≤
(𝑎1 + … + 𝑎𝑛)2 perché 𝑎𝑖, … , 𝑎𝑛 ≥ 0. Allora:

�𝑎
2
1 + … + 𝑎2

𝑛 ≤ 𝑎1 + … + 𝑎𝑛 ⟹ 𝑑2 ≤ 𝑑1

Queste disuguaglianze danno le seguenti inclusioni1:

𝐵1 (𝜀) ⊆ 𝐵2 (𝜀) ⊆ 𝐵∞ (𝜀) ⊆ 𝐵1 (𝑛𝜀)

Questo ci porta a dire che le topologie indotte da queste distanze sono la stessa. Prendiamo

ora

𝑋 = C ([0,1]) = �𝑓 ∶ [0,1] ℝ, 𝑓 continua � ∶

esso è uno spazio vettoriale infinito, con 0C ≡ 𝑂[0,1] la funzione identicamente nulla su [0,1].
Possiamo comunque adattare le norme precedenti con delle ‘‘somme infinite”, ossia degli

integrali.

1Qui 𝐵𝑖 (𝑟) indica la palla aperta di raggio 𝑟 e centro fissato 𝑥 rispetto alla norma 𝑖.
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n Norma infinito:

𝑑∞(𝑓, 𝑔) = max
𝑥∈[0,1]

�𝑓 (𝑥) − 𝑔 �𝑦��

n Norma uno:

𝑑1(𝑓, 𝑔) = ∫
1

0
�𝑓 (𝑥) − 𝑔 �𝑦��

n Norma due:

𝑑2(𝑓, 𝑔) = �
∫

1

0
�𝑓 (𝑥) − 𝑔 �𝑦��

2

n Norma p:

𝑑𝑝(𝑓, 𝑔) =
𝑝√∫

1

0
�𝑓 (𝑥) − 𝑔 �𝑦��

𝑝

A differenza del caso suℝ𝑛, ogni norma genera in realtà una topologia distinta!

1.1.2 Finezza: confronto di topologia

Definizione 1.1.6. (Finezza).

Sia 𝑋 un insieme e T1, T2 due topologie di 𝑋. Si dice che T1 èmenofine di T2 se tutti gli
aperti della prima topologia sono aperti della seconda:

∀𝐴 ∈ T1 ⟹ 𝐴 ∈ T2.

Inmodo analogo si dice anche che T2 è più fine di T1.

In altre parole, una topologia più fine ha più aperti rispetto a quella confrontata.

Esempi.
n La topologia banale è lameno fine di tutte, dato che ogni topologia contiene∅, 𝑋.
n La topologia discreta è la più fine di tutte, dato che ogni topologia è contenuta inP (𝑋 ).
n Suℝ la topologia dei complementari finiti èmeno fine di quella Euclidea. Infatti un

aperto𝐴 ∈ 𝐶𝐹 suℝ è definito come𝐴 = ℝ ⧵ {𝑥1, … , 𝑥𝑛}, cioè

𝐴 = (−∞, 𝑥1) ∪ (𝑥1, 𝑥2) ∪… ∪ (𝑥𝑛, +∞) .

Per𝑛punti, gli𝑛+1 intervalli ottenuti sonoaperti della topologiaEuclidea; essendo
unione di aperti, anche𝐴 è un aperto diℰucl

Osservazione. Se definiamo due topologie T1 e T2 di un insieme 𝑋, l’intersezione
T1 ∩ T2 è anch’essa una topologia di 𝑋 e, per costruzione, èmeno fine di T1 e T2.

1.1.3 Base della topologia

Definizione 1.1.7. (Base).

Sia (𝑋, T ) uno spazio topologico.ℬ è una base per T se:

1. La base è costituita da aperti della topologia T : ∀𝐴 ∈ℬ ⟹ 𝐴 ∈ T , ossiaℬ ⊆ T .
2. Tutti gli aperti della topologia sono unioni degli aperti delle basi:

𝐴 ∈ T ⟹ ∃𝐵𝑖 ∈ℬ, 𝑖 ∈ 𝐼 ∶ 𝐴 =�
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖.

Attenzione! Non è detto che la baseℬ sia una topologia! Ad esempio, le unioni sono

aperti della topologia, ma non è detto che siano interne alla baseℬ.
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Esempi.
n Nella topologia Euclidea diℝ𝑛 una base è

ℬ = {𝐵𝜀 (𝑥) | 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝜀 > 0 } .

Infatti, per ogni 𝑥 ∈ 𝐴 aperto esiste un 𝜀𝑥 > 0 tale che 𝐵𝜀𝑥 (𝑥) ⊆ 𝐴 per la definizione
della topologia; segue che

𝐴 =�
𝑥∈𝐴

𝐵𝜀𝑥 (𝑥) .

n Nella topologia Euclidea diℝ una base è

ℬ = { (𝑎, 𝑏) | 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ } .

Un’altra base perℝ nellaℰucl è

ℬ = { (𝑎, 𝑏) | 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ } .

Dato 𝑥 ∈ ℝ, esiste sempre una successione {𝑥𝑛} ∈ ℚ decrescente o crescente tale

che lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 𝑥, essendoℚ denso inℝa. Allora presi 𝑎𝑛 ↘ 𝑎 e 𝑏𝑛 ↗ 𝑏, si ha

(𝑎, 𝑏) = �
𝑛∈ℕ

(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) .

Questa base con estremi razionali ha infiniti elementi, ma inmisuraminore rispetto a

quella ad estremi reali.

aPer una discussione più approfondita a riguardo, si guardi sez. 6.2.3, pag. 77.

Teorema 1.1.1. (Teoremadelle basi;Manetti, 3.7).

Sia𝑋 un insieme eℬ ⊆ P (𝑋 ) una famiglia di sottoinsiemi di𝑋.ℬ è la base di un’unica topologia se e

solo se:

1. L’insieme𝑋 si scrive come unione di elementi della famiglia:

𝑋 = �
𝐵∈ℬ

𝐵.

2. Per ogni punto nell’intersezione di elementi della famiglia deve esserci un altro elemento di essa

che contiene il punto e che è sottoinsieme dell’intersezione:

∀𝐴,𝐵 ∈ℬ ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 ∃𝐶 ∈ℬ ∶ 𝑥 ∈ 𝐶 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵.

Dimostrazione. Siaℬ la famiglia di sottoinsiemi che verifica i punti 1 e 2: devo
trovare una topologia di cuiℬ è base. Definiamo T come

𝐴 ∈ T ⟺ 𝐴 è unione di elementi diℬ

Verifichiamo gli assiomi degli aperti su T .
I 𝑋 ∈ T per l’ipotesi 1,∅ ∈ T perché è l’unione sugli insiemi di indici vuoto (𝐼 = ∅).
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II Sia𝐴𝑖 =�
𝑗
𝐵𝑖𝑗, con 𝐵𝑖𝑗 ∈ℬ. Allora

�
𝑖
𝐴𝑖 =�

𝑖

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝�
𝑗
𝐵𝑖𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖, 𝑗
𝐵𝑖𝑗 ⟹ �

𝑖, 𝑗
𝐴𝑖 ∈ T .

III Sia𝐴,𝐵 ∈ T , cioè𝐴 =�
𝑖
𝐴𝑖 e 𝐵 =�

𝑗
𝐵𝑗 con𝐴𝑖,𝐵𝑗 ∈ℬ. Allora

𝐴 ∩ 𝐵 =
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖
𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∩

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝�
𝑗
𝐵𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖, 𝑗
�𝐴𝑖 ∩ 𝐵𝑗� ∈ T .

Infatti, per l’ipotesi 2 vale

𝐴𝑖 ∩ 𝐵𝑗 =��𝐶 � 𝐶 ∈ℬ, 𝐶 ⊆ 𝐴𝑖 ∩ 𝐵𝑗� ∈ T , ∀ 𝑖, 𝑗.

Esempio. Sia 𝑋 = ℝ eℬ = {[𝑎, 𝑏) | 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}. Verifichiamo cheℬ soddisfa il teorema

appena enunciato.

1. ℝ = �
𝑛∈ℕ

[−𝑛, 𝑛).

2. Preso [𝑎, 𝑏) ∩ [𝑐, 𝑑) si ha che esso è∅ o è [𝑒, 𝑓), con 𝑒 = max {𝑎, 𝑐}, 𝑓 = min {𝑏, 𝑑}; in
entrambi i casi l’intersezione è elemento diℬ.

Esiste dunque una topologia su ℝ che ha base ℬ; questa non è base per la topologia

Euclidea, ad esempio, dato che gli intervalli semiaperti non sono inclusi inℰucl.

Notiamo inoltre che (𝑎, 𝑏) = �
𝑛∈ℕ

�𝑎 +
1
𝑛, 𝑏�, dunque la topologia definitaℬ comprende

gli aperti della topologia Euclidea: ℰucl èmeno fine di questa topologia.

1.1.4 Altri concetti topologici: chiusura, interno, frontiera e densità

Ricordiamo che, dato uno spazio topologico (𝑋, T ) e un sottoinsieme𝐴 ⊆ 𝑋, si ha:
n 𝐴 aperto della topologia se𝐴 ∈ T .
n 𝐴 chiuso della topologia seC𝐴 = 𝑋 ⧵ 𝐴 ∈ T .

Attenzione! Essere aperto oppure essere chiuso non si escludono a vicenda! Un insieme

può essere aperto, chiuso, entrambi o nessuno dei due. Ad esempio, il vuoto e l’insie-

me stesso sono aperti e chiusi allo stesso tempo, dato che per ipotesi sono aperti i loro

complementariC∅ = 𝑋 ⧵∅ = 𝑋 eC𝑋 = 𝑋 ⧵ 𝑋 = ∅ sono anch’essi aperti.

Definizione 1.1.8. (Chiusura).

Sia 𝑋 spazio topologico e𝐴 ⊆ 𝑋. La chiusura𝐴 di𝐴 è il più piccolo chiuso contente𝐴:

𝐴 = �
𝐴⊆𝐶

𝐶 chiuso

𝐶.

Proprietà:
n 𝐴 ⊆ 𝐴.
n 𝐴 è un chiuso in quanto intersezione (arbitraria) di chiusi.
n 𝐴 è un chiuso ⟺ 𝐴 = 𝐴.
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Definizione 1.1.9. (Punto aderente).

Un punto 𝑥 è aderente ad𝐴 se 𝑥 ∈ 𝐴.

Definizione 1.1.10. (Interno).

Sia 𝑋 spazio topologico e𝐴 ⊆ 𝑋. L’interno𝐴o di𝐴 è il più grande aperto contenuto in𝐴:

𝐴o = �
𝐵⊆𝐴

𝐵 aperto

𝐵.

Essa gode delle seguenti proprietà:
n 𝐴o ⊆ 𝐴.
n 𝐴o è un aperto in quanto unione (arbitraria) di aperti.
n 𝐴 è un aperto se e solo se𝐴 = 𝐴o.

Definizione 1.1.11. (Punto interno).

Un punto 𝑥 è interno ad𝐴 se 𝑥 ∈ 𝐴o.

Definizione 1.1.12. (Frontiera).

Sia 𝑋 spazio topologico e 𝐴 ⊆ 𝑋. La frontiera 𝜕𝐴 di 𝐴 sono i punti della chiusura di

𝐴 non contenuti nel suo interno o, in altri termini, i punti aderenti sia ad 𝐴 sia al suo
complementare:

𝜕𝐴 = 𝐴 ⧵ 𝐴o = 𝐴 ∩ 𝑋 ⧵ 𝐴.

Essa gode delle seguenti proprietà:
n 𝜕𝐴 ⊆ 𝐴.
n 𝜕𝐴 è un chiuso.

Definizione 1.1.13. (Insiemedenso).

Sia 𝑋 spazio topologico e𝐴 ⊆ 𝑋. A è denso in 𝑋 se𝐴 = 𝑋 o, in altri termini, tutti i punti di
𝑋 sono aderenti ad𝐴.

Esempio. Il più piccolo chiuso contenenteℚ èℝ, poiché ogni reale è aderente ai razio-
nali. Dunqueℚ è denso inℝ.

Nelle ‘‘Note aggiuntive”, a pag. 276, è descritto il comportamento di chiusure e interni

rispetto all’unione e all’intersezione insiemistica.

1.1.5 Intorni

Definizione 1.1.14. (Intorno).

Sia 𝑋 spazio topologico e 𝑥 ∈ 𝑋. 𝑉 è un intorno di 𝑥 se esiste𝐴 aperto tale che 𝑥 ∈ 𝐴 ⊆ 𝑉 o,
in altri termini, se 𝑥 è interno a 𝑉. Definiamo inoltre la famiglia degli intorni di 𝑥 come

𝐼 (𝑥) = {𝑉 ⊆ 𝑋 | 𝑉 è intorno di 𝑥} ⊆ P (𝑋 ) .

Osservazione. Dato𝐴 ⊆ 𝑋, per ogni 𝑥 ∈ 𝐴 tale che𝐴 è intorno di 𝑥 si può definire un
aperto𝐴𝑥 ⊆ 𝐴, con 𝑥 ∈ 𝐴𝑥. L’unione arbitraria di questi𝐴𝑥 risulta essere contenuta in𝐴 e
pari al suo interno. Dunque, si può definire l’interno di 𝐴 come 𝐴o = {𝑥 ∈ 𝐴 | 𝐴 ∈ 𝐼 (𝑥)};
segue che𝐴 è aperto se e solo se𝐴 è intorno di ogni punto in𝐴.
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Proprietà 1.1.1. (Proprietà degli intorni;Manetti, 3.20, 3.21).

1. Si possono estendere gli intorni: 𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) , 𝑈 ⊆ 𝑉 ⟹ 𝑉 ∈ 𝐼 (𝑥)
2. Le intersezioni di intorni sono ancora intorni: 𝑈, 𝑉 ∈ 𝐼 (𝑥) ⟹ 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ 𝐼 (𝑥)
3. Caratterizzazione della chiusura per intorni: se 𝐵 ⊆ 𝑋, allora 𝑥 ∈ 𝐵 ⟺ ∀𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) 𝑈 ∩

𝐵 ≠ ∅.

Dimostrazione.

I L’aperto𝐴 che soddisfa la definizione di 𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) è per costruzione contenuto anche
in 𝑉, dunque𝐴 è un aperto che soddisfa la definizione di 𝑉 intorno di 𝑥.

II Definiti gli aperti 𝐴𝑈 ⊆ 𝑈, 𝐴𝑉 ⊆ 𝑉 che soddisfano la definizione di intorni di 𝑥,
l’intersezione𝐴 = 𝐴𝑈 ∩𝐴𝑉 è un aperto contenente 𝑥. Dato che𝐴 = 𝐴𝑈 ∩𝐴𝑉 ⊆ 𝑈∩ 𝑉,
𝑈 ∩ 𝑉 per definizione di intorno di 𝑥.

III Per contronominale.

𝑥 ∉ 𝐵 ⟺ 𝑥 ∉ 𝐵 ∧ 𝑥 ∉ 𝜕𝐵
⟺ 𝑥 ∈ 𝑋 ⧵ 𝐵 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵 ∩ 𝑋 ⧵ 𝐵
⟺ 𝑥 ∈ 𝑋 ⧵ 𝐵 ∧ 𝑥 ∉ 𝜕(𝑋 ⧵ 𝐵)
⟺ 𝑥 ∈ (𝑋 ⧵ 𝐵)o

⟺ ∃𝑈 ∈ 𝐼 (𝑋 ) ∶ 𝑥 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝐵
⟺ ∃𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) ∶ 𝑈 ∩ 𝐵 = ∅

Definizione 1.1.15. (Sistema fondamentale di intorni).

Sia 𝑋 spazio topologico, 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝐼 (𝑥) la famiglia degli intorni di 𝑥. Una sottofamiglia
ℐ ⊆ 𝐼 (𝑥) è un sistema fondamentale di intorni di 𝑥 se per ogni 𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) esiste 𝑉 ∈ ℐ
tale che 𝑉 ⊆ 𝑈.

1.2 funzioni continue

Definizione 1.2.1. (Funzione continua).

Siano 𝑋, 𝑌 spazi topologici. Una funzione𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 si dice continua se la controim-
magine di aperti in 𝑌 è un aperto in 𝑋:

∀𝐴 aperto in 𝑌, 𝑓−1 (𝐴) è aperto in 𝑋.

Alternativamente, 𝑓 è continua se la controimmagine di chiusi in 𝑌 è un chiuso in 𝑌.

∀𝐶 chiuso in 𝑌, 𝑓−1 (𝐶) è chiuso in 𝑋.

Osservazioni.
n Si ha la definizione di continuità equivalentemente con chiusi e aperti perché la

controimmagine si ‘‘comporta bene” con i complementari:

𝑓−1 (𝑌 ⧵ 𝐴) = 𝑋 ⧵ 𝑓−1 (𝐴)

n È sufficiente verificare la definizione per gli aperti di una base di 𝑌 dato che la
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controimmagine si ‘‘comporta bene” con le unioni di insiemi:

𝑓−1
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖
𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖
𝑓−1 (𝐴𝑖)

Lemma 1.2.1. (Continuità per chiusura;Manetti, 3.25).

Siano 𝑋, 𝑌 spazi topologici e𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 funzione. 𝑓 è continua se e solo se per ogni𝐴 ⊆ 𝑋 si ha

𝑓 �𝐴� ⊆ 𝑓 (𝐴).

Dimostrazione. Ricordiamo che per ogni funzione si ha:
n 𝑓 �𝑓−1 (𝐶)� ⊆ 𝐶
n 𝐴 ⊆ 𝑓−1 �𝑓 (𝐴)�

⟹ ) Sia𝐴 ⊆ 𝑋. Dobbiamo dimostrare che 𝑓 �𝐴� ⊆ 𝑓 (𝐴). Sappiamo che se un insieme
è contenuto in un altro, lo stesso vale per le immagini e le controimmagini. Allora:

𝑓 (𝐴) ⊆ 𝑓 (𝐴)
𝐴 ⊆ 𝑓−1 �𝑓 (𝐴)� ⊆ 𝑓−1 �𝑓 (𝐴)�

𝑓−1 �𝑓 (𝐴)� è un chiuso in 𝑋, in quanto controimmagine tramite una funzione continua di
un chiuso, e contiene𝐴. Ma allora anche la chiusura, che è il più piccolo chiuso contenente
𝐴, è contenuta in 𝑓−1 �𝑓 (𝐴)�. Segue quindi:

𝐴 ⊆ 𝑓−1 �𝑓 (𝐴)�

𝑓 �𝐴� ⊆ 𝑓 �𝑓−1 �𝑓 (𝐴)�� ⊆ 𝑓 (𝐴).

⟸ ) Sia 𝐶 ⊆ 𝑌 chiuso e sia 𝐴 = 𝑓−1 (𝐶). Dobbiamo dimostrare che 𝐴 è chiuso in 𝑋.
Poiché𝐴 ⊆ 𝐴 è vero per definizione, dimostriamo che𝐴 ⊆ 𝐴. Per ipotesi:

𝑓 �𝐴� ⊆ 𝑓 (𝐴)

𝑓 �𝑓−1 (𝐶)� ⊆ 𝑓 �𝑓−1 (𝐶)� ⊆ 𝐶 = 𝐶.

Applicando nuovamente la controimmagine:

𝑓 �𝑓−1 (𝐶)� ⊆ 𝐶

𝐴 = 𝑓−1 (𝐶) ⊆ 𝑓−1 �𝑓 �𝑓−1 (𝐶)�� ⊆ 𝑓−1 (𝐶) = 𝐴

Dunque la controimmagine𝐴 di un chiuso 𝐶 è un chiuso.

Teorema 1.2.1. (Composizione di funzioni continue;Manetti, 3.26).

La composizione di funzioni continue è continua, ossia

𝑓 ∶ 𝑌 𝑍, 𝑔 ∶ 𝑋 𝑌 continue ⟹ 𝑓 ∘ 𝑔 ∶ 𝑋 𝑍 continua.
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Dimostrazione. La controimmagine della composizione di funzioni 𝑓 ∘ 𝑔 è definita
come �𝑓 ∘ 𝑔�

−1
= 𝑔−1 ∘ 𝑓−1. Se 𝐴 è aperto in 𝑍, allora 𝑓−1 (𝐴) è aperto in 𝑌, e dunque

𝑔−1 �𝑓−1 (𝐴)� è aperto in 𝑋.

Definizione 1.2.2. (Continuità per punti;Manetti, 3.27).

Siano 𝑋, 𝑌 spazi topologici e𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 funzione. Dato 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 è continua in 𝑥 se

∀𝑈 ∈ 𝐼 �𝑓 (𝑥)� ∃𝑉 ∈ 𝐼 (𝑥) ∶ 𝑓 (𝑉 ) ⊆ 𝑈.

Questa è la generalizzazione della definizione tradizionale della continuità affrontata in

AnalisiMatematica 1.

Teorema 1.2.2. (Continuità per punti e per aperti;Manetti, 3.28).

Siano𝑋, 𝑌 spazi topologici e𝑓 ∶ 𝑋 𝑌una funzione. 𝑓 è continuaper aperti se e solo se𝑓 è continua
in 𝑥 per ogni 𝑥 ∈ 𝑋.

Dimostrazione.

⟹ ) Sia 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑈 ∈ 𝐼 �𝑓 (𝑥)�. Per definizione di intorno esiste 𝐴 aperto in 𝑌 tale che
𝑓 (𝑥) ∈ 𝐴 ⊆ 𝑈. Basta porre 𝑉 = 𝑓−1 (𝐴): per continuità è aperto in 𝑋 e, dato che 𝑥 ∈ 𝑓−1 (𝐴)
perché 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐴, allora 𝑉 è intorno di 𝑥. Segue che 𝑓 (𝑉 ) = 𝑓 �𝑓−1 (𝐴)� ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑈.
⟸ ) Sia𝐴 ⊆ 𝑌 aperto. Dobbiamo dimostrare che 𝑓−1 (𝐴) sia aperto. Preso 𝑥 ∈ 𝑓−1 (𝐴) si
ha che 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐴; dunque𝐴 è, in quanto aperto, intorno di 𝑓 (𝑥). Allora, poiché 𝑓 è continua
in 𝑥, esiste un 𝑉 ∈ 𝐼 (𝑥) tale che 𝑓 (𝑉 ) ⊆ 𝐴.
Segue che 𝑥 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑓−1 (𝐴), cioè 𝑓−1 (𝐴) è intorno di 𝑥 poiché contiene un intorno 𝑉 dello
stesso punto. Dunque 𝑓−1 (𝐴) aperto perché è intorno di ogni suo punto.

Definizione 1.2.3. (Funzione aperte e funzione chiusa).

Siano 𝑋, 𝑌 spazi topologici e𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 funzione.
n 𝑓 è aperta se per ogni𝐴 aperto in 𝑋 𝑓 (𝐴) è aperto in 𝑌.
n 𝑓 è chiusa se per ogni 𝐶 chiuso in 𝑋 𝑓 (𝐶) è chiuso in 𝑌.

Osservazione. È sufficiente verificare la definizione di funzione aperta per gli aperti

di una base di 𝑋 perché l’immagine si ‘‘comporta bene” con le unioni di insiemi:

𝑓
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖
𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖
𝑓 (𝐴𝑖) .

1.3 omeomorfismi

Definizione 1.3.1. (Omeomorfismo).

Siano𝑋, 𝑌 spazi topologici e𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 funzione. 𝑓 è un omeomorfismo se è biunivoca,
continua e la sua inversa è continua; più precisamente, esiste 𝑔∶ 𝑌→ 𝑋 continua tale per cui

𝑔 ∘ 𝑓 = 𝐼𝑑𝑋 e 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑌.



14 capitolo 1. spazi topologici

Due spazi topologici si dicono omeomorfi se esiste un omeomorfismo fra i due.

Notazione (Spazi omeomorfi).

La notazione dipende da testo a testo. In questo, indicheremo due spazi topologici 𝑋 e 𝑌
omeomorfi con 𝑋 ≅ 𝑌.

Intuitivamente... Possiamo immaginare l’omeomorfismo come una deformazione

che piega e allunga uno spazio topologico senza formare strappi (𝑓 continua), creare nuo-
vi punti (𝑓 iniettiva), sovrapposizioni (𝑓 suriettiva) o incollamenti (𝑓−1 continua): in questo
modo si può trasformare lo spazio in un altro chemantenga le stesse proprietà topologiche

dell’originale.

Si vede allora facilmente che un quadrato ed un cerchio sono omeomorfi, mentre una sfera

ed un toro (la versione ‘‘topologica” di una ciambella col buco, si veda sez. 8.14.1, pag. 131)

non lo sono, dato che non posso creare né far sparire quel buco; allo stessomodo una retta

non è omeomorfa ad un punto, dato che non posso ‘‘accumulare” tutti i punti della retta in

uno solo!

Seppur questa ‘‘visualizzazione” è una buona intuizione del funzionamento degli omeo-

morfismi, non è completamente accurata. Ad esempio, un nastro di Möbius (per la

definizione si veda sez. 9.4.1, pag. 154) con unmezzo-giro ed uno con tre mezzi-giri sono

omeomorfi, ma con la nostra intuizione non si arriva a dire perché.

Lemma 1.4.1. (Omeomorfismo è biezione aperta e chiusa;Manetti, 3.31).

Siano𝑋, 𝑌 spazi topologici e𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 funzione continua. Allora vale:
1. 𝑓 omeomorfismo se e solo se 𝑓 aperta e biettiva.
2. 𝑓 omeomorfismo se e solo se 𝑓 chiusa e biettiva.

Dimostrazione. Dimostriamo la prima condizione, la seconda è analoga.

⟹ ) Un omeomorfismo è biettivo per definizione. Definita 𝑔 ∶ 𝑌 𝑋 l’inversa

continua dell’omeomorfismo 𝑓, cioè 𝑓−1 = 𝑔, si ha che per ogni 𝐴 ⊆ 𝑋 aperto 𝑔−1 (𝐴) =
𝑓 (𝐴) ⊆ 𝑌 è aperto, e quindi 𝑓 è aperta. ⟸ ) 𝑓 è già biettiva e continua per ipotesi.
L’inversa 𝑔 ∶ 𝑌 𝑋 è continua, perché per ogni𝐴 ∈ 𝑋 aperto 𝑔−1 (𝐴) = 𝑓 (𝐴) è aperto
in quanto 𝑓 è aperta.

Attenzione! Una funzione𝑓 aperta chenon sia omeomorfismo non è necessariamente
una funzione chiusa. Ad esempio, prendiamo la proiezione sulla prima coordinata:

𝑓 ∶ ℝ2 ℝ
(𝑥, 𝑦) 𝑥

n 𝑓 è continua per ovvi motivi.
n 𝑓 è aperta. Infatti, presa una base suℝ2 come �𝐵𝜀(𝑥, 𝑦)�𝜀∈ℝ

, si ha che 𝑓 �𝐵𝜀(𝑥, 𝑦)� =
(𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀) che sono aperti inℝ.

n 𝑓 non è chiusa. Prendiamo 𝐶 = �(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 � 𝑥𝑦 = 1� e definiamo la funzione conti-
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nua

𝑔 ∶ ℝ2 ℝ
(𝑥, 𝑦) 𝑥𝑦

.

Vediamo facilmente come 𝐶 = 𝑔−1 ({1}) e, essendo {1} chiuso inℝ, 𝐶 è controim-
magine continua di un chiuso e dunque chiuso.

Si ha dunque 𝑓 (𝐶) = ℝ ⧵ {0}, che tuttavia non è un chiuso della topologia Euclidea
in quanto la controimmagine non contiene infiniti punti (una base dellaℰucl è
formata da intervalli, che dunque contengono infiniti punti).

1.5 topologia indotta

Definizione 1.5.1. (Topologia indotta).

Dati uno spazio topologico𝑋un insieme 𝑌 euna funzione𝑓 ∶ 𝑌 𝑋, su 𝑌 si puòdefinire
la topologia indotta da 𝑓 come la topologia meno fine tra tutte quelle che rendono 𝑓
continua.

1.6 sottospazio topologico

Definizione 1.6.1. (Topologia di sottospazio).

Sia 𝑋 uno spazio topologico (𝑋, T ) e 𝑌 ⊆ 𝑋 un suo sottoinsieme. Su 𝑌 si può definire la
seguente topologia di sottospazio:

𝑈 ⊆ 𝑌 aperto in 𝑌 ⟺ ∃𝑉 ⊆ 𝑋 aperto in 𝑋(𝑉 ∈ T ) ∶ 𝑈 = 𝑉 ∩ 𝑌.

Definita l’inclusione
𝑖 ∶ 𝑌 𝑋
𝑦 ∈ 𝑌 𝑦 ∈ 𝑋

,

la topologia di sottospazio è la topologia indotta da 𝑖, cioè la topologia meno fine fra tutte
quelle che rendono continua l’inclusione.

Dimostrazione. Dimostriamo la continuità dell’inclusione. Se𝐴 aperto in𝑋, 𝑖−1 (𝐴) =
𝐴∩𝑌è l’insiemedi tutti gli elementidi𝐴 contenuti in 𝑌, cheèaperto in 𝑌perdefinizione.

Definizione 1.6.2. (Aperti, chiusi e basi del sottospazio topologico).

Sia 𝑋 uno spazio topologico (𝑋, T ) e 𝑌 ⊆ 𝑋 un suo sottoinsieme. Allora:
n 𝐴 ⊆ 𝑌 aperto in 𝑌 se𝐴 = 𝑈 ∩ 𝑌 con 𝑈 aperto in 𝑋.
n 𝐶 ⊆ 𝑌 chiuso in 𝑌 se 𝐶 = 𝑉 ∩ 𝑌 con 𝑉 chiuso in 𝑋.
n Se ℬ è una base della topologia di 𝑋, ℬ′ ≔ {𝐵 ∩ 𝑌 | 𝐵 ∈ℬ} è una base della

topologia di sottospazio.

Osservazione. Se 𝐴 ⊆ 𝑌 è aperto della topologia di 𝑋, allora 𝐴 è aperto in 𝑌 poiché
𝐴 = 𝐴 ∩ 𝑌.

Esempi. Sia 𝑌 = [0, 1] ⊂ ℝ = 𝑋 in topologia Euclidea.
n 𝐴 = �1

2 , 1� è aperto in 𝑌 in quanto è già aperto in 𝑋.
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n 𝐴 = �1
2 , 1� è chiuso in 𝑌 in quanto è già chiuso in 𝑋.

n 𝐵 = �1
2 , 1� è aperto in 𝑌 in quanto si ha, ad esempio,𝐴 = �1

2 ,
3
2� ∩ 𝑌.

Lemma 1.6.1. (Chiusuradi un sottoinsiemedi un sottospazio;Manetti, 3.55).

Sia𝐴 ⊆ 𝑌 ⊆ 𝑋 con𝑋 spazio topologico e 𝑌 sottospazio topologico. Definiamo:
n cl𝑌 (𝐴) = chiusura di𝐴 in 𝑌.
n cl𝑋 (𝐴) = chiusura di𝐴 in𝑋.

Alloracl𝑌 (𝐴) = 𝑐l𝑋 (𝐴) ∩ 𝑌.

Dimostrazione. PresoC = {𝐶 ⊆ 𝑋 | 𝐶 chiuso in 𝑋 e𝐴 ⊆ 𝐶}, per definizione di chiusu-
ra si ha

cl𝑋 (𝐴) = �
𝐶∈C

𝐶.

SiaC ′ = {𝐶 ∩ 𝑌 | 𝐶 ∈ C }. Allora, usando i chiusi del sottospazio,

cl𝑌 (𝐴) = �
𝐶∈C

(𝐶 ∩ 𝑌 ) =
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝐶∈C

𝐶
⎞
⎟⎟⎟⎠ ∩ 𝑌 = cl𝑋 (𝐴) ∩ 𝑌.

1.6.1 Immersione

Definizione 1.6.3. (Immersione).

Sia𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 funzione tra 𝑋, 𝑌 spazi topologici. Se

𝑓 continua e 𝑓 iniettiva, allora 𝑓 è un’immersione se e solo se ogni aperto in 𝑋 è contro-
immagine di un aperto di 𝑌 per 𝑓, cioè se e solo se si ha che

𝐵 ⊆ 𝑋 è aperto in 𝑋 ⟺ 𝐵 = 𝑓−1 (𝐴) , 𝐴 aperto in 𝑌.

Osservazione.
n Per costruzione, 𝑓 è immersione se la topologia su𝑋 è la topologia indotta, dunque

lameno fine che rende 𝑓 continua.
n Se sull’immagine 𝑓 (𝑋 ) ⊆ 𝑌mettiamo la topologia di sottospazio di 𝑌, si ha che

𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 immersione ⟺ 𝑓• ∶ 𝑋 𝑓 (𝑋 ) è omeomorfismo

Esempio (Esempio di non immersione.). Consideriamo la funzione

𝑓 ∶ [0,1) ℝ2

𝑡 (cos2𝜋𝑡, sin2𝜋𝑡)
.

Notiamo innanzitutto che 𝑓 ([0, 1)) = 𝑆1. Si ha:
n 𝑓• è continua per ovvi motivi;
n 𝑓• iniettiva, dato che l’unico caso problematico poteva essere 𝑡 = 1,a che non è nel

dominio.
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n 𝑓• suriettiva per costruzione.
Tuttavia, 𝑓• non è immersione, dato che 𝑓−1

• non è continua in 𝑃 = (1, 0) ∈ 𝑆1. Infatti,
gli intorni di 0 in [0, 1) sono del tipo 𝑈 = [0, 𝜀), dunque si dovrebbero avere per ogni 𝑈
un intorno 𝑉 di 𝑃 ∈ 𝑆1 tale che 𝑓−1

• (𝑉 ) ⊆ 𝑈. Tuttavia, solo la parte superiore di 𝑉 ∈ 𝐼 (𝑃)
ha la controimmagine interna ad 𝑈: la parte inferiore, poiché sono le immagini di punti
prossimi all’estremo 1 del dominio, non ha controimmagine in 𝑈. Pertanto, non abbiamo
l’omeomorfismo di 𝑓• e dunque neanche l’immersione di 𝑓.

aSi avrebbe avuto infatti 𝑓• (0) = 𝑓• (1).

Definizione 1.6.4. (Immersione aperta e chiusa).

Sia𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 funzione tra 𝑋, 𝑌 spazi topologici.
n 𝑓 si dice immersione aperta se 𝑓 è aperta.
n 𝑓 si dice immersione chiusa se 𝑓 è chiusa.

Lemma 1.6.2. (Funzione iniettiva aperta/chiusa è immersione aperta/chiusa;

Manetti, 3.59.).

Sia𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 funzione continua tra𝑋, 𝑌 spazi topologici.
1. 𝑓 iniettiva e aperta ⟹ 𝑓 è immersione (aperta).
2. 𝑓 iniettiva e chiusa ⟹ 𝑓 è immersione (chiusa).

Dimostrazione. Dimostriamo il caso chiuso, il caso aperto è analogo. Preso 𝐶 ⊆ 𝑋
chiuso, sappiamo che 𝑓 (𝐶) è chiuso in 𝑌 e che 𝑓 (𝐶) = 𝑓 (𝐶) ∩ 𝑓 (𝑋 ) in quanto 𝑓 (𝐶) ⊆ 𝑓 (𝑋 ).
Dunque 𝑓 (𝐶) è un chiuso del sottospazio 𝑓 (𝑋 ). Segue che ogni chiuso di 𝐶 è un chiuso
dell’immagine di 𝑓, dunque𝑓• ∶ 𝑋 𝑓 (𝑋 ) è:

n continua perché lo è 𝑓;
n biunivoca perché 𝑓• è iniettiva in quanto lo è 𝑓 e suriettiva per definizione;
n chiusa per costruzione.

𝑓• è dunque omeomorfismo ed 𝑓 è immersione (chiusa).

1.7 topologia prodotto

Definizione 1.7.1. (Topologia prodotto e proiezioni).

Siano 𝑃, 𝑄 spazi topologici e 𝑃 × 𝑄 il loro prodotto cartesiano. Definite le proiezioni:

𝑝 ∶ 𝑃 × 𝑄 𝑃
(𝑥, 𝑦) 𝑥

𝑞 ∶ 𝑃 × 𝑄 𝑄
(𝑥, 𝑦) 𝑦

La topologia prodottoP è la topologiameno fine fra quelli che rendono 𝑝 e 𝑞 continue. In
particolare, ricordando l’osservazione a pag. 7, la topologia prodotto è l’intersezione di

tutte le topologie che rendono continue 𝑝 e 𝑞.
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Proprietà 1.7.1. (Proprietà della topologia prodotto;Manetti, 3.61.).

1. Una base della topologiaP è data dagli insiemi della forma 𝑈 × 𝑉 dove 𝑈 ⊆ 𝑃, 𝑉 ⊆ 𝑄 aperti.
2. 𝑝, 𝑞 sono aperte; inoltre per ogni (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃 × 𝑄 le restrizioni

𝑝∣ ∶ 𝑃 × {𝑦} 𝑃
(𝑥, 𝑦) 𝑥

𝑞∣ ∶ {𝑥} × 𝑄 𝑄
(𝑥, 𝑦) 𝑦

sono omeomorfismi.

3. Data𝑓 ∶ 𝑋 𝑃 × 𝑄 con𝑋 spazio topologico, si ha che

𝑓 continua ⟺ 𝑓1 ≔ 𝑝 ∘ 𝑓, 𝑓2 ≔ 𝑞 ∘ 𝑓 continue.

Dimostrazione.

I Dimostriamo che:

(A) La famiglia {𝑈 × 𝑉 } è base per una topologia ‘‘a scatole” T𝑏𝑜𝑥.
(B) P èmeno fine di T𝑏𝑜𝑥.
(C) T𝑏𝑜𝑥 èmeno fine diP .

In questomodo avremo che la topologia T è la topologia prodottoP e ne conosce-

remo una base.

a) Segue dal teorema delle basi (Teorema 1.1.1, Manetti, 3.7). Infatti:

i. 𝑃 × 𝑄 appartiene alla famiglia {𝑈 × 𝑉 }, dato che per definizione gli
insiemi stessi 𝑃 e 𝑄 sono aperti;

ii. l’intersezione di due elementi della famiglia appartiene alla famiglia:

(𝑈1 × 𝑉1) ∩ (𝑈2 × 𝑉2) = (𝑈1 ∩ 𝑈2) × (𝑉1 ∩ 𝑉2)

b) PerdefinizioneP è lamenofine fra tutte le topologie sul prodotto che rendono

𝑝 e 𝑞 continue. Per dimostrare (B) basta vedere che 𝑝, 𝑞 sono continue rispetto
alla topologia T𝑏𝑜𝑥. Presa la proiezione 𝑝, sia 𝑈 ⊆ 𝑃 aperto. Si ha che 𝑝−1 (𝑈 ) =
𝑈 × 𝑄 è aperto in T𝑏𝑜𝑥 in quanto è prodotto di aperti; in particolare sta nella
base! Dunque 𝑝 è continua, e un ragionamento analogo vale per 𝑞.

c) Dobbiamo dimostrare che ogni aperto di T𝑏𝑜𝑥 è anche aperto diP . Presi 𝑈 ⊆ 𝑃,
𝑉 ⊆ 𝑄 allora:

𝑈 × 𝑉 = (𝑈 ∩ 𝑃) × (𝑉 ∩ 𝑄) = (𝑈 × 𝑄) ∩ (𝑃 × 𝑉 ) = 𝑝−1 (𝑈 ) ∩ 𝑞−1 (𝑉 )

Poiché 𝑝, 𝑞 sono continue e 𝑈, 𝑉 sono aperti, anche 𝑝−1 (𝑈 ) , 𝑞−1 (𝑉 ) sono aperti
in P ; segue che la loro intersezione è aperta e dunque 𝑈 × 𝑉 è aperto della
topologiaP .

II Dimostriamo il caso con 𝑝∣, dato che il caso con 𝑞∣ è analogo. Preso un aperto della
base 𝑈 × 𝑉, studiamo gli aperti del sottospazio 𝑃 × {𝑦}.

(𝑈 × 𝑉 ) ∩ �𝑃 × {𝑦}� =
⎧⎪⎨
⎪⎩
∅ se 𝑦 ∉ 𝑉
𝑈 × {𝑦} se 𝑦 ∈ 𝑉
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Gli aperti del sottospazio 𝑃× {𝑦} sono tutte e sole le unioni di 𝑈× {𝑦}, al variare di 𝑈
di aperti dello spazio 𝑃. Si ha dunque

𝑝∣ �𝑈 × {𝑦}� = 𝑈.

𝑝∣ è
n continua perché restrizione della proiezione, che è continua per definizio-

ne;
n biettiva per costruzione;
n aperta per i risultati appena ottenuti;

dunque 𝑝∣ è omeomorfismo e 𝑃 × {𝑦} e 𝑃 sono omeomorfi. Per dimostrare che 𝑝 sia
aperta, preso𝐴 aperto in 𝑃 × 𝑄, si ha

𝑝 (𝐴) = 𝑝
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣�
𝑦∈𝑄

�𝐴 ∩ 𝑃 × {𝑦}�
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ = �

𝑦∈𝑄
𝑝 �𝐴 ∩ 𝑃 × {𝑦}� .

Per i ragionamenti della prima parte, 𝐴 ∩ 𝑃 × {𝑦} è aperto di 𝑃 × {𝑦} e sappiamo
dunque che 𝑝∣ �𝐴 ∩ 𝑃 × {𝑦}� è aperto: ne segue che 𝑝 �𝐴 ∩ 𝑃 × {𝑦}� è aperto in 𝑃 al
variare di 𝑦. Allora anche 𝑝 (𝐴) è aperto in quanto è unione di aperti e dunque 𝑝 è
aperta.

III ⟹ ) Poiché 𝑓 ∶ 𝑋 𝑃 × 𝑄, 𝑝 ∶ 𝑃 × 𝑄 𝑃 e 𝑞 ∶ 𝑃 × 𝑄 𝑄 sono con-

tinue, le composizioni 𝑓1 ≔ 𝑝 ∘ 𝑓 ∶ 𝑋 𝑃, 𝑓2 ≔ 𝑞 ∘ 𝑓 ∶ 𝑋 𝑄 sono banal-
mente continue.

⟸ ) Dobbiamo dimostrare che 𝑓 sia continua. Sia𝐴 = 𝑈×𝑉 ⊆ 𝑃×𝑄 aperto della
base:

𝑓−1 (𝑈 × 𝑉 ) = 𝑓−1 �𝑝−1 (𝑈 ) ∩ 𝑞−1 (𝑉 )� = 𝑓−1 �𝑝−1 (𝑈 )� ∩ 𝑓−1 �𝑞−1 (𝑉 )� =

= �𝑝 ∘ 𝑓�
−1
(𝑈 ) ∩ �𝑞 ∘ 𝑓�

−1
(𝑉 ) = �𝑓1�

−1
(𝑈 ) ∩ �𝑓2�

−1
(𝑉 ) .

Per ipotesi 𝑓1, 𝑓2 sono continue, quindi le loro controimmagini di aperti sono
ancora aperti; essendo la loro intersezione un aperto, segue l’implicazione.

Osservazione. Dalla dimostrazione del primo punto del teorema precedente, date

due basiℬ eC , rispettivamente della topologia su 𝑋 e della topologia su 𝑌, allora

D = {𝑈 × 𝑉 | 𝑈 ∈ℬ, 𝑉 ∈ C }

è una base per la topologia prodotto su 𝑋 × 𝑌.

Nelle ‘‘Note aggiuntive”, a pag. 279, è descritto il comportamento di chiusure, interni,

frontiere e intorni rispetto al prodotto cartesiano.

Osservazione. Il prodotto di un numerofinito di spazi topologici è pari al prodotto

di due spazi:

𝑋 × 𝑌 × 𝑍 = (𝑋 × 𝑌 ) × 𝑍 = 𝑋 × (𝑌 × 𝑍 )

In particolare una base di aperti di 𝑋1 × … × 𝑋𝑛 è data da:

ℬ = {𝐴1 × … × 𝐴𝑛 � 𝐴𝑖 aperto in 𝑋𝑖}
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Digressione (Topologie sui prodotti cartesiani infiniti). Il prodotto cartesia-

no di 𝑛 insiemi 𝑋1, … ,𝑋𝑛 è definito come l’insieme

𝑋1 × … × 𝑋𝑛 ≔ { (𝑥1, … , 𝑥𝑛) | 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖, ∀ 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} } .

Possiamo definire il prodotto cartesiano di una famiglia arbitraria (anche infinita) di

insiemi {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼, indicizzati da 𝐼, come

∏
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖 ≔

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝛼 ∶ 𝐼 �
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖
�
�

𝛼 (𝑖) ∈ 𝑋𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝐼

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
.

Se esiste 𝑖0 tale che 𝑋𝑖0 = ∅, allora∏𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 = ∅ perché tutte le funzioni 𝛼 chiaramente
non hanno valori in 𝑋𝑖0 e quindi non soddisfano la definizione data. Tuttavia, nel caso
|𝐼 | = ∞, anche se ciascuno dei 𝑋𝑖 ≠ ∅, non è garantito che∏𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 ≠ ∅ se non si assume

l’assioma della scelta. In una delle sue molteplici forme, esso afferma che, data una

famiglia arbitraria di insiemi nonvuoti {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼 indicizzati da 𝐼, allora esiste un’applicazione
𝛼 ∶ 𝐼 ⋃𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 tale che 𝛼 (𝑖) ∈ 𝑋𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝐼.
Ci sono alcune importanti differenze a livello topologico. Ad esempio, se |𝐼 | = ∞, la
topologia ‘‘a scatole” T𝑏𝑜𝑥, che abbiamo visto essere indotta dalla base

ℬ = �∏
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖 � 𝑈𝑖 aperto in 𝑋𝑖� ,

e la topologia prodottoP , che possiamo definire come indotta dalla base

D = �∏
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖 � 𝑈𝑖 aperto in 𝑋𝑖 e 𝑈𝑖 = 𝑋𝑖 ∀𝑖 eccetto un numero finito di indici� ,

non coincidono! Nel caso infinito, la topologia a scatole è più fine di quella prodotto:

P ⫋ T𝑏𝑜𝑥.

1.8 assiomi di separazione: t1 e hausdorff

Definizione 1.8.1. (SpazioT1).

Uno spazio topologico 𝑋 si diceT1 se ogni sottoinsieme finito è chiuso, in particolare se e
solo se tutti i punti sono chiusi.

In termini di intorni, 𝑋 è T1 se, presi due punti distinti 𝑥 e 𝑦, esiste un intorno per il punto
𝑥 che non contiene 𝑦 e viceversa:

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 ⟹ ∃𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) 𝑦 ∉ 𝑈 e ∃𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦� 𝑥 ∉ 𝑉.

Dimostrazione. Dimostriamo che la definizione di T1 per chiusi e per intorni sono

equivalenti.

⟹ ) Siano 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 con 𝑥 ≠ 𝑦. Per ipotesi {𝑥} è chiuso, dunque 𝑉 = 𝑋 ⧵ {𝑥} è aperto.
Poiché 𝑦 ≠ 𝑥, allora 𝑦 ∉ {𝑥} e quindi 𝑦 ∈ 𝑉; essendo 𝑉 aperto, 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦�, dunque 𝑉 è intorno
di 𝑦 e banalmente 𝑥 ∉ 𝑉.
⟸ ) Dobbiamo dimostrare che per ogni 𝑥 si ha {𝑥} è chiuso, cioè𝐴 = 𝑋 ⧵ {𝑥} è aperto.
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Sia 𝑦 ∈ 𝐴: 𝑦 ∉ {𝑥} implica 𝑦 ≠ 𝑥. Per ipotesi allora esiste un intorno 𝑉 di 𝑦 tale che 𝑥 ∉ 𝑉.
Necessariamente si ha che 𝑉 ⊆ 𝐴, dunque𝐴 è anch’esso intorno di 𝑦. Per l’arbitrarietà di
𝑦,𝐴 è intorno di ogni suo punto, dunque𝐴 è aperto.

Osservazioni.

1. 𝑋 è T1 se e solo se per ogni punto 𝑥 ∈ 𝑋 si ha

{𝑥} = �
𝑈∈𝐼(𝑥)

𝑈.

2. Ogni spaziometrico è T1.

Dimostrazione.

I ⟹ ) Se 𝑋 è T1, allora ogni {𝑦} ⊆ 𝑋 è chiuso. Fissato 𝑥, prendiamo

𝑦 ∈ �
𝑈∈𝐼(𝑥)

𝑈.

Allora per ogni 𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) si ha {𝑦} ∩ 𝑈 ≠ ∅. Da ciò segue che 𝑥 ∈ {𝑦} = {𝑦}, cioè 𝑦 = 𝑥.
Allora

{𝑥} = �
𝑈∈𝐼(𝑥)

𝑈.

⟸ ) Per dimostrare che 𝑋 è T1 è sufficientemostrare che {𝑥} è chiuso, dato che
ogni insieme finito in 𝑋 si può vedere come unione finita di singoletti {𝑥} e per
gli assiomi dei chiusi otteniamo un chiuso. In particolare, ci basta dimostrare

che {𝑥} ⊆ {𝑥}, essendo l’altra implicazione ovvia per definizione. Sia 𝑦 ∈ {𝑥}. Per
definizione di chiusura per ogni 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦� si ha 𝑉 ∩ {𝑥} ≠ ∅, quindi per ogni 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦�
vale 𝑉 ∩ {𝑥} = {𝑥}, cioè l’intersezione dei 𝑉 deve incontrare {𝑥}:

�
𝑉∈𝐼�𝑦�

𝑉 ∩ {𝑥} = {𝑥}.

Per ipotesi,

�
𝑉∈𝐼�𝑦�

𝑉 = {𝑦},

dunque {𝑦} ∩ {𝑥} = {𝑥}, ma allora 𝑦 ∈ {𝑥} e quindi {𝑥} ⊆ {𝑥}.
II Se 𝑋 è metrico e 𝑥 ∈ 𝑋, il sistema fondamentale di intorni di 𝑋 sono gli intorni

centrati in 𝑋 di raggio arbitrario, cioè 𝐵𝜀 (𝑥). Allora

�
𝑈∈𝐼(𝑥)

𝑈 =�
𝜀>0

𝐵𝜀 (𝑥) = {𝑥}

e segue la tesi per la proposizione precedente.

Definizione 1.8.2. (Spazio di Hausdorff).

Uno spazio topologico 𝑋 si dice di Hausdorff o T2 se per ogni coppia di punti distinti
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esistono due intorni disgiunti:

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 ⟹ ∃𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) e ∃𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦� ∶ 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅.

Osservazioni.

1. 𝑋 è di Hausdorff se e solo se per ogni punto 𝑥 ∈ 𝑋 si ha

{𝑥} = �
𝑈∈𝐼(𝑥)

𝑈.

2. Essere Hausdorff implica essere T1, ma non il viceversa.

3. Ogni spaziometrico è di Hausdorff.

Dimostrazione.

I ⟹ ) Sia 𝑋 di Hausdorff. Fissato 𝑥, sia 𝑦 ∈ 𝑈, con 𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥). Per definizione di 𝑈,
ogni 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦� soddisfa 𝑉 ∩ 𝑈 ≠ ∅. Se 𝑦 ≠ 𝑥, si avrebbe un assurdo, dato che non
esiste alcun 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦� con 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ e dunque 𝑋 non sarebbe di Hausdorff.
⟸ ) Dobbiamo dimostrare che 𝑋 è di Hausdorff. Sia 𝑥 ≠ 𝑦. Allora

𝑦 ∉ {𝑥} = �
𝑈∈𝐼(𝑥)

𝑈. (1.1)

Per definizione di chiusura si ha che per ogni 𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) esiste 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦� tale che
𝑉 ∩ 𝑈 = ∅. Segue dunque la tesi.

II Avendo per ogni coppia di punti distinti due intorni disgiunti in quantoHausdorff,

banalmente i due intorni verificano la definizione di T1 per intorni. Come contro-

esempio per il viceversa, prendiamo la topologia dei complementari finiti 𝐶𝐹 su
uno spazio 𝑋 non finito: essa è T1ma non Hausdorff.

III Presi 𝑥 ≠ 𝑦, allora 𝑑 ≔ 𝑑(𝑥, 𝑦) > 0. Dunque, per disuguaglianza triangolare si ha
sempre che

𝐵𝑑/4 (𝑌 ) ∩ 𝐵𝑑/4 (𝑌 ) = ∅.

Proposizione 1.8.1. (Sottospazi e prodotti di Hausdorff sono Hausdorff;

Manetti, 3.6.8).

Dimostrazione.
n Sia 𝑌 ⊆ 𝑋 con 𝑋 spazio topologico, 𝑌 con la topologia di sottospazio. Prendiamo

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 con 𝑥 ≠ 𝑦. Poiché𝑋 è di Hausdorff esistono 𝑈, 𝑉 ⊆ 𝑋 intorni rispettivamen-
te di 𝑥 e 𝑦 con 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅. Basta prendere allora 𝑈 ∩ 𝑌, 𝑉 ∩ 𝑌: sono intorni sempre di
𝑥 e 𝑦 in 𝑌 che restano comunque disgiunti.

n Sia𝑋×𝑌 con𝑋, 𝑌 spazi topologici. Prendiamo �𝑥1, 𝑦1� ≠ �𝑥2, 𝑦2�. Questo significa
che 𝑥1 ≠ 𝑥2 oppure 𝑦1 ≠ 𝑦2; scegliamo senza perdita di generalità 𝑥1 ≠ 𝑥2.
Essendo𝑋diHausdorff, esistono 𝑈1, 𝑈2 intorni aperti in𝑋 tali che 𝑥1 ∈ 𝑈1, 𝑥2 ∈ 𝑈2
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con 𝑈1 ∩ 𝑈2 = ∅. Allora:

𝑈1 × 𝑌 intorno di �𝑥1, 𝑦1�
𝑈2 × 𝑌 intorno di �𝑥2, 𝑦2�

⟹ 𝑈1 × 𝑌 ∩ 𝑈2 × 𝑌 = (𝑈1 ∩ 𝑈2) × (𝑌 ∩ 𝑌 ) = ∅

Teorema 1.8.1. (𝑋 di Hausdorff se e solo se diagonale di 𝑋 chiusa; Manetti,

3.69).

Sia𝑋 spazio topologico. LadiagonaleΔ ⊆ 𝑋×𝑋 è l’insieme delle coppie che hanno uguali componenti:

Δ ≔ { (𝑥, 𝑥) | 𝑥 ∈ 𝑋 } .

Si ha

𝑋 di Hausdorff ⟺ Δ chiuso in𝑋 × 𝑋.

Dimostrazione.

⟹ ) Dobbiamo dimostrare che Δ è chiuso, cioè (𝑋 × 𝑋 ) ⧵ Δ aperto, ossia (𝑋 × 𝑋 ) ⧵ Δ
è intorno di ogni suo punto. Preso (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑋 × 𝑋 ) ⧵ Δ, 𝑥 ≠ 𝑦 dato che non appartiene
alla diagonale. Poiché 𝑋 è di Hausdorff, esistono 𝑈, 𝑉 intorni aperti disgiunti tali che
𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉. Allora 𝑈 × 𝑉 ∩ Δ = ∅: se così non fosse, ci potrebbero essere dei valori della
diagonale che appartengono ad 𝑈 × 𝑉, cioè esisterebbe almeno una coppia �𝑥′, 𝑦′� tale che
𝑥′ = 𝑦′, ma allora gli intorni non sarebbero disgiunti. Allora (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑉 ⊆ (𝑋 × 𝑋 ) ⧵ Δ.
⟸ ) Siano 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦. Allora (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑋 × 𝑋 ) ⧵ Δ, che è aperto per ipotesi. Neces-
sariamente esiste un aperto della base della topologia prodotto che contiene la coppia:

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑉 ⊆ (𝑋 × 𝑋 ) ⧵ Δ. Per gli stessi ragionamenti della precedente implicazione, si
ha che 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 con 𝑈, 𝑉 intorni aperti disgiunti. Segue che 𝑋 è di Hausdorff.

Proposizione 1.8.2. (Conseguenze degli spazi di Hausdorff).

1. Siano𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 𝑌continue, 𝑌 diHausdorff. Sia𝐶 il luogo dei punti dove𝑓 e𝑔 coincidono,
detto anche equalizzatore:

𝑒𝑞 �𝑓, 𝑔� ≔ � 𝑥 ∈ 𝑋 � 𝑓 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) � .

Allora 𝑒𝑞 �𝑓, 𝑔� è chiuso.
2. Sia𝑓 ∶ 𝑋 𝑋 continua,𝑋 di Hausdorff. Sia 𝐹𝑖𝑥 �𝑓� il luogo dei punti fissi di 𝑓:

𝐹𝑖𝑥 �𝑓� ≔ � 𝑥 ∈ 𝑋 � 𝑓 (𝑥) = 𝑥 � .

Allora 𝐹𝑖𝑥 �𝑓� è chiuso.
3. Siano𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 𝑌 continue, 𝑌 di Hausdorff e𝐴 ⊆ 𝑋 denso in𝑋. Allora

∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑓 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) ⟹ ∀𝑥 ∈ 𝑋 𝑓 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) .
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4. Sia𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua, 𝑌 di Hausdorff. Sia Γ𝑓 il grafico di 𝑓, ossia l’insieme delle coppie
(𝑥, 𝑓 (𝑥)) formate dai punti del dominio e le corrispettive immagini tramite 𝑓:

Γ𝑓 ≔ � (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 � 𝑦 = 𝑓 (𝑥) � .

Allora Γ𝑓 è chiuso in𝑋 × 𝑌.

Dimostrazione.

I Definiamo la funzione

ℎ ∶ 𝑋 𝑌 × 𝑌
𝑥 �𝑓 (𝑥) , 𝑔 (𝑥)�

.

Essa è continua perché le componenti sono continue; considerata la diagonaleΔ𝑌
di 𝑌 × 𝑌, si ha che 𝑒𝑞 �𝑓, 𝑔� = ℎ−1 (Δ𝑌) è la controimmagine tramite una funzione
continua di un chiuso e quindi è un chiuso.

II Basta porre al punto 1. 𝑔 = 𝐼𝑑𝑋.
III Per ipotesi𝐴 ⊆ ℎ−1 (Δ𝑌). In quanto𝐴 è denso in 𝑋,𝐴 = 𝑋. Dunque

𝑋 = 𝐴 ⊆ ℎ−1 (Δ𝑌) = ℎ−1 (Δ𝑌) .

Questo è vero in quanto 𝑌 è di Hausdorff e la diagonaleΔ𝑌 è un chiuso: segue che

ℎ−1 (Δ𝑌) è chiuso e dunque pari alla sua chiusura. Si ha la tesi.
IV Definiamo la funzione continua

𝑙 ∶ 𝑋 × 𝑌 𝑌 × 𝑌
(𝑥, 𝑦) �𝑓 (𝑥) , 𝑦�

.

Allora Γ𝑓 = 𝑙−1 (Δ𝑌) è un chiuso.

1.9 proprietà topologica

Definizione 1.9.1. (Proprietà topologica).

Una proprietà topologica 𝑃 è una caratteristica degli spazi topologici per cui se ogni
spazio 𝑋 che possiede quella proprietà 𝑃 è omeomorfo ad uno spazio 𝑌, allora anche 𝑌 ha
quella proprietà (e viceversa):

𝑋 ≅ 𝑌 ⟹ [𝑋 ha 𝑃 ⟺ 𝑌 ha 𝑃]

In altre parole, una proprietà topologica è invariante rispetto agli omeomorfismi.

Osservazione.
n Dati due spazi omeomorfi 𝑋 ≅ 𝑌, per verificare che 𝑃 è una proprietà topologica è

sufficiente verificare una soltanto delle implicazioni.
n Si può verificare che due spazi non sono omeomorfi trovando una proprietà

topologica che non condividono.
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Lemma 1.9.1. (Se lafunzioneè iniettivacodominioHausdorff implicadominio

Hausdorff;Manetti, esercizio 3.56).

Siano𝑋, 𝑌 spazi topologici con 𝑌 di Hausdorff. Se esiste𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua e iniettiva, allora𝑋 è
di Hausdorff.

Dimostrazione. Siano 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 con 𝑥 ≠ 𝑦. Essendo 𝑓 iniettiva, 𝑓 (𝑥) ≠ 𝑓 �𝑦� ∈ 𝑌:
in quanto 𝑌 è di Hausdorff, esistono 𝑈, 𝑉 intorni aperti disgiunti in 𝑌 che contengono
rispettivamente 𝑓 (𝑥) e 𝑓 �𝑦�. Per continuità di 𝑓 le controimmagini di questi intorni aperti
sono aperte e per iniettività sono ancora disgiunte: allora 𝑓−1 (𝑈 ) , 𝑓−1 (𝑉 ) sono intorni
aperti disgiunti che contengono rispettivamente 𝑥 e 𝑦. Segue che 𝑋 è di Hausdorff.

Proposizione 1.9.1. (Hausdorff è proprietà topologica).

Essere di Hausdorff è una proprietà topologica, ossia

𝑋 ≅ 𝑌 ⟹ [𝑋 è di Hausdorff ⟺ 𝑌 è di Hausdorff ]

Dimostrazione. Sia𝑓 ∶ 𝑌 𝑋un omeomorfismo tra i due spazi. Allora 𝑓 è per
definizione continua e iniettiva. Per il lemma 1.9.1 (Manetti, esercizio 3.56.) segue che se

𝑋 di Hausdorff, 𝑌 è di Hausdorff.

Teorema 1.9.1. (ProdottoHausdorffha fattori Hausdorff).

Gli spazi𝑋, 𝑌 sono di Hausdorff se e solo se𝑋 × 𝑌 è di Hausdorff.

Dimostrazione.

⟹ ) Si veda la proposizione 1.8.1 (Manetti, 3.6.8.).

⟸ ) Fissiamo 𝑦0 ∈ 𝑌. Definita la funzione

𝑓 ∶ 𝑋 𝑋 × 𝑌

𝑥 �𝑥, 𝑦0�
,

essa è continua ed iniettiva, dunque per il lemma 1.9.1 (Manetti, esercizio 3.56.) segue che

𝑋 è di Hausdorff. Preso 𝑥0 ∈ 𝑋 e

𝑓 ∶ 𝑌 𝑋 × 𝑌

𝑦 �𝑥0, 𝑦�
,

allo stessomodo si verifica che 𝑌 è di Hausdorff.





capitolo 2
Connessione e compattezza

‘‘Lisa: Allora, dov’è mio padre?

Professor Frink: Beh, sarebbe ovvio anche per l’individuo più scriteriato, laureato e con specializzazione

in Topologia iperbolica, che Homer Simpson è piombato.. . nella terza dimensione. [. . .] [disegna sulla

lavagna] Ecco un comunissimo quadrato—

CommissarioWinchester: Ehi ehi, rallenta, capuepopolo!

Professor Frink: —ma supponiamo di estendere il quadrato oltre le due dimensioni del nostro universo,

lungo l’ipotetica asse z, qui. [tutti sussultano]Così si ottiene un oggetto tridimensionale noto come

“cubo”, o meglio “Frinkaedro”, in onore dello scopritore!

I Simpson, La paura fa novanta VI.

L
e due proprietà che danno il nome a questo capitolo sono estremamente importanti, in

quanto sono due dei principali invarianti studiati in topologia. Entrambe rappresentano

una generalizzazione di alcuni aspetti affrontati più omeno esplicitamente durante lo studio

dell’Analisi:

n Ci sono sottoinsiemi del piano i cui punti possono essere connessi da una linea arzigo-

golata, una spezzata o un segmento, mente
n Ci sono sottoinsiemi limitati le cui successioni di punti convergono nel sottoinsieme.

Vedremo che la connessione e la compattezza sono definite inmodo abbastanza ba-

silare, seppur non necessariamente siano intuitive a primo acchito. Tuttavia, proprio

in virtù di questa semplicità, sono applicabili in tanti contesti diversi; in particolare, la

compattezza come la definiremo ci permetterà di prendere informazioni note localmente ed

estenderle inmodo che valgano globalmente in tutto lo spazio.

2.1 connessione

Definizione 2.1.1. (Spazio connesso e spazio sconnesso).

Uno spazio topologico 𝑋 si dice connesso se gli unici sottoinsiemi aperti e chiusi sono
∅, 𝑋. Uno spazio non connesso si dice sconnesso.

27
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Lemma 2.1.1. (Condizioni equivalenti della sconnessione;Manetti, 4.2).

Sono condizioni equivalenti:

1. 𝑋 è sconnesso.
2. 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵 con𝐴, 𝐵 aperti, non vuoti, disgiunti.
3. 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵 con𝐴, 𝐵 chiusi, non vuoti, disgiunti.

Dimostrazione.

2 ⟺ 3) Se𝐴 è aperto e disgiunto da 𝐵 tale che 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵 significa che 𝐵 = C𝐴 = 𝑋 ⧵ 𝐴
e dunque 𝐵 chiuso; analogamente per 𝐵 aperto si ha che𝐴 è chiuso: allora𝐴, 𝐵 chiusi e
aperti propri.

1 ⟹ 2) Esiste 𝐴 ≠ ∅,𝑋 con 𝐴 aperto e chiuso. Allora basta porre 𝐵 ≔ C𝐴 = 𝑋 ⧵ 𝐴: è
aperto e chiuso, è disgiunto da𝐴 e tale per cui 𝐵 ≠ ∅,𝑋;𝐴 e 𝐵 soddisfano la tesi.
2 ⟹ 1)Essendo𝐴,𝐵 aperti, si ha che𝐴 è chiuso perché𝐴 = C𝑋 = 𝑋⧵𝐵. Inoltre, essendo
𝐴,𝐵 non vuoti, allora𝐴 ≠ 𝑋. Dunque𝐴 è aperto, chiuso e𝐴 ≠ ∅, 𝑋 e pertanto soddisfa la
tesi: esiste un sottoinsieme aperto e chiuso che non è il vuoto o l’insieme stesso.

Tips & Tricks! Il lemma 2.1.1 (Manetti, 4.2) ci dice che è sufficiente trovare solo due

aperti (o chiusi) che soddisfano la condizione di cui sopra per affermare la sconnessione.

Viceversa, per dimostrare la connessione, dobbiamo dimostrare che per ogni coppia di

aperti (o chiusi) non vuoti, la cui unione è 𝑋, essi non siano disgiunti.

Esempi (Spazi topologici sconnessi in topologia Euclidea).
n 𝑋 = ℝ ⧵ {0} = (−∞, 0) ∪ (0, +∞).
n 𝑋 = [0,1] ∪ (2, 3).

Lemma 2.1.2. (Connesso èdisgiuntoo sottoinsiemedi un aperto/chiuso;Ma-

netti, 4.4).

Sia𝑋 spazio topologico e𝐴 ⊆ 𝑋 con𝐴 aperto e chiuso. Sia 𝑌 ⊆ 𝑋, 𝑌 connesso. Allora 𝑌 ∩ 𝐴 = ∅,cioè
𝑌 ⊆ 𝑌 ⧵ 𝐴, oppure 𝑌 ⊆ 𝐴.

Dimostrazione. Consideriamo 𝑌 ∩ 𝐴: esso è aperto e chiuso perché intersezione di
due aperti e chiusi per ipotesi, in quanto 𝑌 è aperto e chiuso per connessione. Essendo
𝑌 connesso, un suo sottoinsieme aperto e chiuso o è l’insieme vuoto oppure è l’insieme
stesso, cioè 𝑌 ∩ 𝐴 = ∅, cioè 𝑌 ⊆ 𝑌 ⧵ 𝐴, oppure 𝑌 ∩ 𝐴 = 𝑌, cioè 𝑌 ⊆ 𝐴.

Teorema 2.1.1. (Connessione di [0,1]; Manetti, 4.6).

Con la topologia Euclidea,𝑋 = [0,1] è connesso.

Dimostrazione. Supponiamo che 𝑋 = [0,1] = 𝐶 ∪ 𝐷 con 𝐶, 𝐷 entrambi chiusi. Dob-
biamo dimostrare che 𝐶, 𝐷 non sono disgiunti, ossia 𝐶 ∩ 𝐷 ≠ 0. Supponiamo sia 0 ∈ 𝐶 e
poniamo 𝑑 = inf𝐷. Essendo𝐷 un chiuso, 𝑑 ∈ 𝐷 = 𝐷.

n Se 𝑑 = 0, 𝑑 ∈ 𝐶 ∩ 𝐷 ≠ ∅.
n Se 𝑑 > 0 allora [0, 𝑑) ⊆ 𝐶 perché non sta in𝐷. Il passaggio alla chiusuramantiene

l’inclusione, dunque [0, 𝑑] ⊆ 𝐶 = 𝐶. Segue che 𝑑 ∈ 𝐶 e dunque 𝐶 ∩ 𝐷 ≠ ∅.
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Teorema 2.1.2. (Immagine continuadi un connesso è un connesso;Manetti,

4.7).

L’immagine continua di un connesso è un connesso, ossia

𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua, 𝑋 connesso ⟹ 𝑓(𝑋 ) connesso

Dimostrazione. Sia 𝑍 ⊆ 𝑓 (𝑋 ), con 𝑍 aperto e chiuso non vuoto in 𝑓 (𝑋 ). Per dimo-
strare che 𝑓 (𝑋 ) sia connesso ci è sufficiente dimostrare che 𝑍 = 𝑓 (𝑋 ): in questomodo gli
unici aperti e chiusi sono i sottoinsiemi impropri. Siccome 𝑍 aperto e chiuso, esistono𝐴
aperto in 𝑌, 𝐶 chiuso in 𝑌 tali che

𝐴 ∩ 𝑓 (𝑋 ) = 𝑍 = 𝐶 ∩ 𝑓 (𝑋 ) .

Allora si ha

𝑓−1 (𝑍 ) = 𝑓−1 (𝐴) ∩ 𝑓−1 �𝑓 (𝑋 )� = 𝑓−1 (𝐴)

𝑓−1 (𝑍 ) = 𝑓−1 (𝐶) ∩ 𝑓−1 �𝑓 (𝑋 )� = 𝑓−1 (𝐶) ,

ossia 𝑓−1 (𝑍 ) è contemporaneamente uguale alla controimmagine continua di un aperto e
di un chiuso in 𝑌, ossia è aperto e chiuso in 𝑋. Notiamo inoltre che, essendo 𝑍 ≠ ∅, allora
𝑓−1 (𝑍 ) ≠ ∅: essendo 𝑋 connesso per ipotesi, necessariamente 𝑓−1 (𝑍 ) = 𝑋.

Osservazione. Dal teorema precedente segue che essere connesso è una proprietà

topologica! Infatti, se vale per una qualunque funzione continua 𝑓 ∶ 𝑋 𝑌, allora
varrà ancheperomeomorfismi tra𝑋 e 𝑌; inparticolare, si avràper suriettività che𝑓 (𝑋 ) = 𝑌
connesso.

2.1.1 Connessione per archi

Definizione 2.1.2. (Arco).

Un arco o cammino 𝛼 da un punto 𝑥 a un punto 𝑦 in uno spazio topologico 𝑋 è una
funzione continua che parametrizza un percorso finito fra gli estremi 𝑥 e 𝑦:

𝛼 ∶ [0,1] 𝑋 continua ∶ 𝛼 (0) = 𝑥, 𝛼 (1) = 𝑦

Definizione 2.1.3.

Connessione per archi] Uno spazio topologico 𝑋 si dice connesso per archi o c.p.a. o
path-connected se per ogni coppia di punti in 𝑋 esiste un arco che li collega:

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ∃𝛼 ∶ [0,1] 𝑋 continua ∶ 𝛼 (0) = 𝑥, 𝛼 (1) = 𝑦

Teorema 2.1.3. (𝑋 c.p.a. implica 𝑋 connesso;Manetti, 4.7).

Dimostrazione. Sia 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵, con 𝐴, 𝐵 aperti non vuoti. Vogliamo dimostrare
che 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅. Essendo non vuoti, prendiamo 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵. In quanto 𝑋 è c.p.a.,
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esiste il cammino continuo 𝛼 ∶ [0,1] 𝑋 tale che 𝛼 (0) = 𝑎, 𝛼 (1) = 𝑏. Studiamo la
controimmagine di 𝛼:

[0,1] = 𝛼−1 (𝑋 ) = 𝛼−1 (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝛼−1 (𝐴) ∪ 𝛼−1 (𝐵)

Si nota che 𝛼−1 (𝐴) , 𝛼−1 (𝐵) sono entrambi aperti e non vuoti in quanto controimmagini
continue di aperti non vuoti (0 ∈ 𝛼−1 (𝐴) , 1 ∈ 𝛼−1 (𝐵)). Poiché [0,1] è connesso, allora
le controimmagini trovate non sono disgiunte. Segue allora che ∃𝑡 ∈ 𝛼−1 (𝐴) ∩ 𝛼−1 (𝐵) e
quindi:

𝛼 (𝑡) ∈ 𝛼 �𝛼−1 (𝐴) ∩ 𝛼−1 (𝐵)� ⊆ 𝛼 �𝛼−1 (𝐴)� ∩ 𝛼 �𝛼−1 (𝐵)� = 𝐴 ∩ 𝐵

Teorema 2.1.4. (Immagine continuadi uno spazio c.p.a. è un c.p.a.).

L’immagine continua di uno spazio c.p.a. è c.p.a.:

𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua, 𝑋 c.p.a. ⟹ 𝑓(𝑋 ) c.p.a.

Dimostrazione. Considerati 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑓 (𝑋 ), vogliamo trovare un cammino tra i due
punti. Poiché𝑦, 𝑧 ∈ 𝑓 (𝑋 ), consideriamo 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 tali che𝑦 = 𝑓(𝑎) e 𝑧 = 𝑓(𝑏). Poichè𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋
c.p.a., esiste un cammino 𝛼 tale per cui 𝛼 (0) = 𝑎 e 𝛼 (1) = 𝑏. Presa ora la composizione
𝑓 ∘ 𝛼 con la funzione 𝑓,

𝑓 ∘ 𝛼 ∶ [0,1] 𝑋 𝑌,𝛼 𝑓

la funzione ottenuta è continua perché composizione di funzioni continue e inoltre

�𝑓 ∘ 𝛼� (0) = 𝑓 (𝛼 (0)) = 𝑓 (𝑎) = 𝑦

�𝑓 ∘ 𝛼� (1) = 𝑓 (𝛼 (1)) = 𝑓 (𝑏) = 𝑧

Dunque 𝑓 ∘𝛼 è un cammino fra due punti 𝑦, 𝑧 arbitrari in 𝑓 (𝑋 ) e pertanto 𝑓 (𝑋 ) è c.p.a.

Osservazione. Essere c.p.a. è invariante topologico.

Definizione 2.1.4. (Giunzione di cammini).

Dati due cammini in uno spazio 𝑋:

𝛼 ∶ [0,1] 𝑋 𝛼 (0) = 𝑥, 𝛼 (1) = 𝑦

𝛽 ∶ [0,1] 𝑋 𝛽 (0) = 𝑦, 𝛽 (1) = 𝑧

Allora possiamo creare un cammino 𝛼 ∗ 𝛽 con la giunzione di cammini:

(𝛼 ∗ 𝛽) (𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝛼 (2𝑡) se 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
2

𝛽 (2𝑡 − 1) se 1
2 ≤ 𝑡 ≤ 1

(2.1)

Lemma 2.1.3. (Unione di c.p.a. nondisgiunta è c.p.a.).

Sia𝐴, 𝐵 c.p.a.,𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅. Allora𝐴 ∪ 𝐵 c.p.a.
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Dimostrazione. Se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 oppure 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵, esiste per ipotesi un arco che li collega:
dobbiamo allora trovare un arco in 𝐴 ∪ 𝐵 da 𝑥 a 𝑦 per ogni scelta di 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵. Preso
𝑧 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, per ipotesi esistono due cammini ad esso:

𝛼 ∶ [0,1] 𝐴 𝛼 (0) = 𝑥, 𝛼 (1) = 𝑧

𝛽 ∶ [0,1] 𝐵 𝛽 (0) = 𝑧, 𝛽 (1) = 𝑧

Usando la giunzione di cammini, si ha:

(𝛼 ∗ 𝛽) (𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝛼 (2𝑡) se 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
2

𝛽 (2𝑡 − 1) se 1
2 ≤ 𝑡 ≤ 1

Il cammino𝛼 ∗ 𝛽 ∶ [0,1] 𝐴 ∪ 𝐵 è quello richiesto.

Osservazioni.
n Usando la giunzione di cammini, si ha che:

𝑋 è c.p.a. ⟺ ∃𝑧 ∈ 𝑋 ∶ ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∃𝛼 ∶ [0,1] 𝑋 ∶ 𝛼 (0) = 𝑧, 𝛼 (1) = 𝑥

In altre parole, uno spazio è c.p.a. se e solo se esiste un punto per cui ogni altro

punto è collegato tramite un arco.
n Per ogni arco 𝛼 esiste l’arco inverso, percorso al contrario: 𝛼 (𝑡) = 𝛼 (1 − 𝑡).

Definizione 2.1.5. (Segmento).

Inℝ𝑛, un segmento 𝑃𝑄 è la combinazione lineare tra i punti 𝑃 e 𝑄, parametrizzato come

𝑃𝑄 = { 𝑃 + 𝑡𝑄 | 𝑡 ∈ [0,1] } .

Definizione 2.1.6. (Sottoinsieme convesso).

Un sottoinsieme 𝑌 ⊆ ℝ𝑛 è convesso se per ogni coppia di punti esiste un segmento che li
collega contenuto interamente in 𝑌:

∀𝑃, 𝑄 ∈ 𝑌 𝑃𝑄 ⊆ 𝑌 (2.2)

Definizione 2.1.7. (Sottoinsieme stellato).

Un sottoinsieme 𝑌 ⊆ ℝ𝑛 è stellato per 𝑃 se esiste un 𝑃 ∈ 𝑌 tale che per ogni altro punto
esiste un segmento che li collega contenuto interamente in 𝑌:

∃𝑃 ∈ 𝑌 ∶ ∀𝑄 ∈ 𝑌 𝑃𝑄 ⊆ 𝑌 (2.3)

Esempi.
n Gli intervalli aperti e semiaperti sono c.p.a., dunque sono connessi: l’arco 𝛼 è

banalmente il segmento pari all’intervallo aperto.
n Preso 𝑋 ⊆ ℝ𝑛 convesso, qualunque segmento è anche per costruzione un arco: 𝑋 è

anche c.p.a. e dunque connesso.
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n 𝑋 = ℝ2 ⧵ {0} non è convesso, dato che per (0, 1) e (0, −1) non si hanno segmenti
interni ad 𝑋, ma è c.p.a. perché basta prendere un cammino che ‘‘giri attorno”
all’origine; in quanto c.p.a. è anche connesso.

n Preso𝑋 ⊆ ℝ𝑛 stellato per 𝑃 ∈ 𝑋, qualunque segmento con 𝑃 è anche per costruzione
un arco: 𝑋 è anche c.p.a. per l’osservazione a pag. 31 e dunque connesso.

n Ogni insieme convesso è anche stellato per 𝑃, basta fissare un qualunque punto come
nostro 𝑃. In generale, un insieme è convesso se e solo se è stellato rispetto ad ogni
suo punto.

2.1.2 Connessione nella topologia euclidea

Vediamooracheconseguenzehannoquesti teoremi inℝ con la topologiaEuclidea.

Teorema 2.1.5. (Caratterizzazione della connessione suℝ).
Sia 𝐼 ⊆ ℝ. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1. 𝐼 è un intervallo, ossia 𝐼 è convesso.
2. 𝐼 è c.p.a.
3. 𝐼 è connesso.

Dimostrazione.

1) ⟹ 2) Siccome 𝐼 è convesso, 𝐼 è stellato, quindi è 𝐼 c.p.a. e dunque 𝐼 connesso.
2) ⟹ 3)Vale in generale che un insieme c.p.a. è anche connesso.
3) ⟹ 1) Per contronominalemostriamo che se 𝐼 non è un intervallo allora 𝐼 è sconnesso. 𝐼
non intervallo significa che esistono 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 con 𝑎, 𝑐 ∈ 𝐼ma 𝑏 ∉ 𝐼. Ma allora

𝑏 ∉ 𝐼 ⟹ 𝐼 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝𝐼 ∩ (−∞, 𝑏)�������������

∈𝑎

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∪

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝𝐼 ∩ (𝑏, +∞)�������������

∈𝑐

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ossia 𝐼 è unione di aperti, non vuoti e disgiunti, e quindi 𝐼 è sconnesso.

Osservazione.
n Come conseguenza immediata di questo teorema si ha il teorema di esistenza

degli zeri per funzioni continue daℝ inℝ; per tali funzioni vale che l’immagine
continua di un intervallo [𝑎, 𝑏] è un intervallo �𝑓 (𝑎) , 𝑓 (𝑏)�, pertanto se gli estremi
dell’intervallo sono tali per cui 𝑓 (𝑎) < 0 < 𝑓 (𝑏) allora la funzione ammette uno
zero, in quanto 0 ∈ �𝑓 (𝑎) , 𝑓 (𝑏)�.

n Per 𝑛 ≥ 1 la sfera

𝑆𝑛 ≔ �(𝑥1, … , 𝑥𝑛+1) ∣
𝑛+1

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 = 1�

è c.p.a.: infatti, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑛 si trova sempre un arco dato dall’intersezione di 𝑆𝑛 e del
piano𝐻 passante per il centro della sfera, 𝑥 e 𝑦.

Mostriamo un risultato per funzioni continue da 𝑆𝑛 inℝ.

Teorema 2.1.6. (Funzioni continue da continue da 𝑆𝑛 inℝ).
Sia𝑓 ∶ 𝑆𝑛 ℝuna funzione continua. Allora esiiste𝑥 ∈ 𝑆𝑛 tale che𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥). In particolare
𝑓 non è iniettiva.
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Dimostrazione. Costruiamo una funzione 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) −𝑓(−𝑥): essa è continua perché
somma di funzioni continue. Siccome 𝑆𝑛 è connesso, allora 𝑔 (𝑆𝑛) ⊆ ℝ è connesso, quindi

per il teorema precedente 𝑔 (𝑆𝑛) è un intervallo. Preso un punto 𝑦 ∈ 𝑆𝑛 arbitrario, le sue
immagini 𝑔(𝑦) e 𝑔(−𝑦) appartengono all’intervallo dell’immagine 𝑔 (𝑆𝑛), quindi se ne può
considerare il loro puntomedio:

1
2 �𝑔(𝑦) + 𝑔(−𝑦)� =

1
2 �𝑓(𝑦) − 𝑓(−𝑦) + 𝑓(−𝑦) − 𝑓(𝑦)� = 0

Ma allora, poiché 0 ∈ 𝑔 (𝑆𝑛), esiste un ∃𝑥 ∈ 𝑆𝑛 tale che 𝑔(𝑥) = 0, ossia 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥)

Come conseguenza di questo teorema si ha che un aperto diℝ non saràmai omeomorfo ad

un aperto diℝ𝑛.

Teorema 2.1.7. (Aperti diℝnonomeomorfi ad aperti diℝ𝑛).

Sia 𝐼 ⊆ ℝ e 𝑈 ⊆ ℝ𝑛, con 𝑛 ≥ 2. Se 𝐼, 𝑈 sono aperti allora 𝐼 non è omeomorfo a 𝑈.

Dimostrazione. Si consideri un omeomorfismo𝑔 ∶ 𝑈 𝐼. Siccome 𝑈 ⊆ ℝ𝑛 aperto

allora esiste unapalla apertadi raggio𝜀 contenuta in𝑈. Preso il bordo 𝑆𝑛 ⊆ 𝑈, la restrizione
di 𝑓 su di esso 𝑔∣𝑆𝑛 ∶ 𝑆𝑛 𝐼non è iniettiva per il teorema precedente, dunque 𝑔 non è
un omeomorfismo.

Il teorema appena visto è un caso particolare del

Teorema 2.1.8. (Teoremadell’invarianzadella dimensione).

Siano 𝑈 ⊆ ℝ𝑛, 𝑉 ⊆ ℝ𝑚 aperti. Se 𝑈 ≅ 𝑉, allora 𝑛 = 𝑚; equivalentemente, se 𝑛 ≠ 𝑚 allora 𝑈 ≇ 𝑉.

A pag. 129 si può trovare la dimostrazione di un altro caso particolare, quello per gli aperti

diℝ2.

2.1.3 Unioni e prodotti di spazi connessi

Teorema 2.1.9. (Unione arbitraria di sottospazi connessi è un connesso).

Sia {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼 una famiglia di sottoinsiemi di uno spazio topologico𝑋. Se ogni𝑋𝑖 è connesso e⋂𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 ≠ ∅,
allora⋃𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 è connesso.

Dimostrazione. Sia

𝑍 ⊆ 𝑌 ≔�
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖

un aperto e chiuso non vuoto. Vogliamo dimostrare che 𝑍 = 𝑌, cosicché 𝑌 risulti connesso;
basta mostrare l’inclusione 𝑌 ⊆ 𝑍. Se considera l’intersezione di 𝑍 e di un connesso fra gli
{𝑋𝑖}, essa sarà triviale per il lemma 2.1.2:

𝑋𝑖 ∩ 𝑍 =
⎧⎪⎨
⎪⎩
∅
𝑋𝑖

Essendo 𝑍 ≠ ∅ e contenuto in 𝑌, esiste un indice 𝑖0 tale per cui 𝑋𝑖0 ∩ 𝑍 ≠ ∅, da cui segue
che 𝑋𝑖0 ∩ 𝑍 = 𝑋𝑖0, da cui segue che 𝑋𝑖0 ⊆ 𝑍. Siccome⋂𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 ≠ ∅, esisterà sicuramente
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𝑥 ∈ ⋂𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 ⊆ 𝑋𝑖0 ⊆ 𝑍, per cui 𝑥 ∈ 𝑍. Poiché 𝑥 ∈ 𝑋𝑖, ∀ 𝑖 per definizione di intersezione,
segue che per ogni 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑋𝑖 ∩ 𝑍 ≠ ∅. Quindi, se per ogni 𝑖, 𝑋𝑖 ⊆ 𝑍 allora 𝑌 ⊆ 𝑍 e dunque
𝑌 = 𝑍, quindi 𝑌 è connesso perché l’unico aperto e chiuso non vuoto è se stesso.

Teorema 2.1.10. (Prodottodi connessi se e solo se fattori connessi).

𝑋, 𝑌 sono spazi topologici connessi ⟺ 𝑋 × 𝑌 è connesso.

Dimostrazione.

⟸ ) Segue dalla continuità e suriettività delle proiezioni e dal fatto che l’immagine

continua di un connesso è connessa:

𝑝 ∶ 𝑋 × 𝑌 𝑋 continua e suriettiva ⟹ 𝑝(𝑋 × 𝑌) = 𝑋 connesso

𝑞 ∶ 𝑋 × 𝑌 𝑌 continua e suriettiva ⟹ 𝑞(𝑋 × 𝑌) = 𝑌 connesso

⟹ ) Essendo 𝑋 × {𝑦} ≅ 𝑋 con 𝑋 connesso, al variare di 𝑦 ∈ 𝑌 abbiamo delle fibre tutte
connesse che spazzano lo spazio prodotto 𝑋 × 𝑌:

𝑋 × 𝑌 =�
𝑦∈𝑌

𝑋 × {𝑦}

Tuttavia, le 𝑋 × {𝑦} sono tutte disgiunte le une dalle altre e non è sufficiente per affermare
la connessione di 𝑋 × 𝑌! L’idea è quindi quella di creare una sorta di ‘‘guida” connessa la
cui intersezione con le fibre 𝑋 × {𝑦} non sia vuota; posto 𝑋𝑦 = 𝑋 × {𝑦}, prendiamo 𝑥0 ∈ 𝑋 e
definiamo 𝑌𝑥0 ≔ {𝑥0} × 𝑌 ≅ 𝑌 connesso. Poichè 𝑍𝑦 ≔ 𝑋𝑦 ∪ 𝑌𝑥0 è connesso per ogni 𝑦 perché
unione di connessi la cui intersezione è {�𝑥0, 𝑦�}, dalle osservazioni precedenti segue che

𝑋 × 𝑌 =�
𝑦∈𝑌

𝑍𝑦 =�
𝑦∈𝑌

�𝑋𝑦 ∪ 𝑌𝑥0� con�
𝑦∈𝑌

�𝑍𝑦� = 𝑌𝑥0 ≠ ∅.

Dunque 𝑋 × 𝑌 è unione di connessi la cui intersezione non è vuota, quindi per il teorema
precedente è connesso.

Attenzione! L’intersezione di connessi non è necessariamente un connesso! Prendia-

mo suℝ2 con topologia Euclidea la circonferenza unitaria

𝑆1 = {�𝑥, 𝑦� ∈ ℝ2 ∣ 𝑥2 + 𝑦2 = 1}

e il segmento sull’asse 𝑥 dato da [−1, 1] × {0}: essi sono due c.p.a. (e quindi connessi), ma
la loro intersezione è {(−1, 0) , (1, 0)} che è chiaramente sconnessa. Tuttavia, ciò è vero
se lo spazio èℝ con la topologia Euclidea: poiché i connessi sono gli intervalli, la loro

intersezione rimane comunque un intervallo (o al più un punto) che è connesso.

2.1.4 Spazi connessi non c.p.a.

Approfondiamo ora la differenza fra essere spazio connesso o c.p.a., mostrando esempi di

un tipoma non dell’altro. Prima, però, dimostreremo un teorema sulla caratterizzazione di

un insieme denso che ci tornerà utile.
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Teorema 2.1.11. (Caratterizzazione di un insiemedenso).

Sia𝑋 uno spazio topologico e𝐴 ⊆ 𝑋 un suo sottoinsieme, allora

𝐴 è denso ⟺ ∀𝑈 ⊆ 𝑋 aperto e 𝑈 ≠ ∅, 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅.

Dimostrazione.

⟹ ) Se 𝐴 è denso, allora 𝐴 = 𝑋. Supponiamo che esista 𝑉 aperto tale che 𝑉 ∩ 𝐴 = ∅.
Siccome 𝑉 è aperto, allora 𝑋 ⧵ 𝑉 è chiuso, inoltre 𝑉 ∩ 𝐴 = ∅, quindi𝐴 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝑉. Essendo𝐴
contenuto in un chiuso allora lo sarà anche la sua chiusura, siccome è il più piccolo chiuso

che lo contiene:

𝐴 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝑉 ⟹ 𝐴 = 𝑋 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝑉 = 𝑋 ⧵ 𝑉 ⟹ 𝑉 = ∅

Ne segue che l’unico aperto che non interseca𝐴 è l’insieme vuoto.
⟸ ) Consideriamo un chiuso 𝐾 ⊇ 𝐴. Siccome è chiuso, il suo complementare 𝑋 ⧵ 𝐾 è
aperto. Per ipotesi dunque si ha che 𝑉 ∩ 𝐴 ≠ ∅ oppure 𝑉 = ∅; passando al complementare
si ottiene che

𝐴 ⊆ 𝐾 ⟹ 𝑋 ⧵ 𝐾 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝐴 ⟹ 𝑉 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝐴 ⟹ 𝑉 ∩ 𝐴 = ∅
⟹ 𝑉 = ∅ ⟹ 𝐾 = 𝑋 ⟹ 𝐴 = 𝑋

L’ultima implicazione è dovuta al fatto che ogni chiuso che contiene 𝐴 si è dimostrato
essere solo 𝑋, pertanto esso sarà la sua chiusura.

Teorema 2.1.12. (Chiusura e connessione).

Sia𝑋 uno spazio topologico e 𝑌 ⊆ 𝑋 connesso. Allora

∀𝑊 ∶ 𝑌 ⊆ 𝑊 ⊆ 𝑌 ⟹ 𝑊 connesso. (2.4)

In particolare la chiusura di un connesso è connessa.

Dimostrazione. Consideriamo un sottoinsieme 𝑍 ⊆ 𝑊 aperto, chiuso e non vuoto;

dimostriamo che 𝑍 deve coincidere con 𝑊, cioè 𝑊 ammette come aperto e chiuso non

vuoto solo se stesso. Poiché 𝑍 è aperto e chiuso, esistono𝐴 ⊆ 𝑋 aperto, 𝐶 ⊆ 𝑋 chiuso tali
che

𝑊 ∩ 𝐴 = 𝑍 = 𝑊 ∩ 𝐶

Poiché 𝑌 ⊆ 𝑊, l’intersezione di 𝑍 con 𝑌 soddisfa

𝐶 ∩ 𝑌 = 𝐶 ∩ 𝑊∩ = 𝑍 ∩ 𝑌 = 𝐴 ∩ 𝑊 ∩ 𝑌 = 𝐴 ∩ 𝑌

Quindi 𝑍 ∩ 𝑌 è aperto e chiuso in 𝑌: se 𝑍 ∩ 𝑌 è non vuoto segue che 𝑌 ⊆ 𝑍 in quanto 𝑌 è
connesso. Per provare che tale intersezione non èvuota utilizziamo il teoremaprecedente.

Osserviamo che 𝑌 è denso in𝑊, infatti

cl𝑊(𝑌) = cl𝑋(𝑌) ∩ 𝑊 = 𝑌 ∩ 𝑊 = 𝑊.
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Essendo 𝑍 aperto in𝑊 e 𝑌 denso in𝑊, 𝑍 ∩ 𝑌 ≠ ∅. Come già detto, si ha che 𝑍 ∩ 𝑌 = 𝑌, da cui
𝑌 ⊆ 𝑍. Poichè 𝑌 è denso in𝑊 e 𝑍 è chiuso in𝑊, il quale contiene 𝑌, si ha

𝑊 = cl𝑊(𝑌) ⊆ 𝑍 = 𝑍 ⟹ 𝑊 ⊆ 𝑍 ⟹ 𝑊 = 𝑍

E quindi𝑊 connesso

Vediamo ora degli esempi di spazi connessi ma non c.p.a.

Esempio (Senodel topologo).

Sia 𝑌 ⊆ ℝ2 con la topologia euclidea. Il
seno del topologo è lo spazio descritto da

𝑌 = ��𝑥, sin
1
𝑥� ∣ 𝑥 > 0� .

Esso è c.p.a. perché per connettere due

punti basta percorrere la curva stessa del

grafico. Quindi 𝑌 è connesso, dunque per
il teorema 2.1.12 (pag. 35) 𝑌 è connesso.
Tuttavia, 𝑌 non è c.p.a. in quanto 𝑌 =
𝑌 ∪ �(0, 𝑦) ∣ −1 ≤ 𝑦 ≤ 1� ed i punti sull’as-
se delle 𝑦 e sulla curva 𝑌 non si possono
connettere tramite un arco continuo.

0

1

-1

Esempio (La pulce ed il pettine).

Si consideri il ‘‘pettine” come il seguente sottospazio diℝ2 con la topologia euclidea:

𝑌 = {(𝑥, 0) ∣ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1} ∪ �
𝑟∈ℚ

0≤𝑟≤1

�(𝑟, 𝑦) ∣ 0 ≤ 𝑦 ≤ 1�

Presi due punti su 𝑌 si possono collegare fra loro scen-
dendo alla base del pettine [0,1] e risalendo sui ‘‘denti”
di ascissa razionale. Quindi 𝑌 è c.p.a., allora 𝑌 è connesso
e 𝑌 = [0,1] × [0,1]. Si consideri ora la ‘‘pulce”, ossia un
punto 𝑃 di ascissa irrazionale ed ordinata 1, ad esempio

𝑃 = �√2
2 , 1�. Sia 𝑍 = 𝑌 ∪ 𝑃; per il teorema precedente

segue che 𝑍 è connesso, infatti

𝑌 ⊆ 𝑍 ⊆ 𝑌 = [0,1] × [0,1] . 0

1 P

Tuttavia,𝑍nonèc.p.a.: presouncammino𝛼 ∶ [0,1] 𝑍 ⊆ ℝ2 tale che𝛼(𝑡) = �𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)�
con 𝛼(0) = (0,0) e 𝛼(1) = 𝑃, per continuità 𝑦(𝑡) ≠ 0 ⟹ 𝑥(𝑡) ∈ ℚ, ma non è vero per 𝑃 che
ha ascissa irrazionale, dunque non esiste un cammino continuo che colleghi l’origine e 𝑃.
Ne consegue che 𝑍 non è c.p.a..



2.1 . connessione 37

2.1.5 Componenti connesse

L’intuizione geometrica che ci ha portati alla definizione di connessione è stata ‘‘di quanti

pezzi è fatto uno spazio?”. Se uno spazio è connesso è fatto di un solo ‘‘pezzo”, cerchiamo

ora di definire cosa sono i ‘‘pezzi” e come sono fatti.

Definizione 2.1.8. (Componente connessa).

Sia 𝑋 uno spazio topologico e 𝐶 ⊆ 𝑋. Si dice che 𝐶 è una componente connessa se:
n 𝐶 è connesso.
n 𝐶 èmassimale, ovvero 𝐶 ⊆ 𝐴,𝐴 connesso ⟹ 𝐶 = 𝐴.

Scelto 𝑥 ∈ 𝑋 si può definire la componente connessa di un punto come

𝐶(𝑥) = �{𝐶 ∣ 𝐶 connesso, 𝑥 ∈ 𝐶}. (2.5)

La componente connessa di un punto è effettivamente una componente connessa: infatti, è

connessa perché unione di connessi con intersezione nonvuota, avendo 𝑥 stesso, e se𝐶(𝑥) ⊆ 𝐴,
allora 𝑥 ∈ 𝐴 e quindi𝐴 ⊆ 𝐶(𝑥), ossia𝐴 = 𝐶(𝑥).
Vediamo ora qualche proprietà delle componenti connesse, in particolare che sono chiuse e

formano una partizione.

Proprietà 2.1.1. (Proprietà delle componenti connesse).

Sia𝑋 uno spazio topologico. Allora:
1. le componenti connesse sono chiuse;

2. le componenti connesse formano una partizione di𝑋.

Dimostrazione.

I Sia 𝐶 una componente connessa. Per ogni insieme vale che 𝐶 ⊆ 𝐶, ma 𝐶 è connesso,
quindi 𝐶 è connesso. Siccome 𝐶 èmassimale allora 𝐶 = 𝐶, ossia è chiuso.

II Perdimostrare che le componenti connesse formanounapartizionedi𝑋dobbiamo
mostrare che 𝑋 è unione disgiunta delle componenti connesse. Prima di tutto,
notiamo come l’unione delle componenti connesse 𝐶 (𝑥) al variare dei punti 𝑥 ∈ 𝑋
coprono lo spazio:

∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ∈ 𝐶(𝑥) ⟹ 𝑋 =�
𝑥∈𝑋

𝐶(𝑥)

Mostriamo ora che sono disgiunte. Prendiamo due componenti connesse 𝐶 e
𝐷 e supponiamo per assurdo che non siano disgiunte; grazie alla proprietà di
massimalità delle componenti connesse segue che:

𝐶 ∩ 𝐷 ≠ ∅ ⟹ 𝐶 ∪ 𝐷 connesso ⟹ 𝐶 = 𝐶 ∪ 𝐷 = 𝐷

Esempio.

Siaℚ ⊆ ℝ con la topologia Euclidea. La componenti connesse diℚ sono i punti, quindi

i punti sono chiusi inℚ, il che è una riconferma dato che sappiamo cheℚ è Hausdorff.

Tuttavia non possono essere aperti altrimenti avremmo la topologia discreta! Inoltre

siccomeℚ ha più di una componente connessa significa che non è connesso! Inveceℝ è

connesso grazie all’assioma di completezza.

Osservazione. Dati due spazi omeomorfi si ha che hanno lo stesso numero di compo-



38 capitolo 2. connessione e compattezza

nenti connesse in quanto l’immagine continua di connessi è connessa. Quindi il numero

di componenti connesse ci fornisce un criterio per determinare quando due spazi non

sono omeomorfi!

2.2 compattezza

Definizione 2.2.1. (Ricoprimentoaperto e sottoricoprimento).

Sia 𝑋 uno spazio topologico. Un ricoprimento aperto di 𝑋 è una famigliaA = {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 di
aperti di 𝑋 tali che

𝑋 =�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖.

Un sottoricoprimentoℬ di un ricoprimento apertoA è una famiglia di aperti diA la

cui unione è ancora tutto 𝑋.

Esempi (Ricoprimenti aperti).
n ℝ = (−∞, 2) ∪ (0, +∞) è un ricoprimento aperto
n ℝ = �

𝑛∈ℕ
(−𝑛, 𝑛) è un ricoprimento aperto

n ℝ = �
𝑝 primo

(−𝑝, 𝑝) è un ricoprimento aperto

Definizione 2.2.2. (Spazio compatto).

Uno spazio topologico 𝑋 si dice compatto se dato un qualsiasi ricoprimento apertoA si

può sempre estrarre un sottoricoprimento finitoℬ.

L’importanza della definizione risiede nel fatto che non si chiede che esista un ricoprimento

A finito (basterebbe banalmente 𝑋 stesso che è aperto) bensì che da A si possa sempre

estrarre un numero finito di aperti che ricopra ancora 𝑋.

Esempi (spazi non compatti).
n ℝ con la topologia euclidea: se si considera il ricoprimento apertoℝ = (−∞, 2) ∪

(0, +∞), esso non ammette sottoricoprimento finito.
n Gli intervalli aperti o semiaperti della forma [𝑎, 𝑏) hanno come ricoprimento

apertoA = ��𝑎, 𝑏 − 1
𝑛 ��𝑛∈ℕ

, che non ammette un sottoricoprimento finito.

Teorema 2.2.1. (Immagine continuadi un compatto è compatta).

Dati𝑋, 𝑌 spazi topologici,𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua, allora

𝑋 compatto ⟹ 𝑓(𝑋) compatto

Dimostrazione. SiaA = {𝐴𝑖} ricoprimento aperto di 𝑓(𝑋). Per definizione di ricopri-
mento allora:

𝑓(𝑋) ⊆ �
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

Si considerino ora le controimmagini degli aperti 𝐴𝑖 tramite 𝑓, aperte in quanto 𝑓 è
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continua.

𝑋 ⊆ 𝑓−1
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖∈𝐼
𝑓−1 (𝐴𝑖)

Da ciò si evince cheA ′ = �𝑓−1(𝐴𝑖)� è un ricoprimento aperto di 𝑋; essendo 𝑋 compatto, si
può estrarre un sottoricoprimento finito di 𝑋. Riapplicando la funzione 𝑓 troviamo un
sottoricoprimento finito del ricoprimento originale:

𝑋 = 𝑓−1(𝐴1) ∪… ∪ 𝑓−1(𝐴𝑛) ⟹ 𝑓(𝑋) ⊆ 𝐴1 ∪… ∪ 𝐴𝑛 ⟹ 𝑓(𝑋) compatto

Da questo teorema segue che essere compatti è una proprietà topologica.

Teorema 2.2.2. ([0,1] è compatto).
L’intervallo [0,1] ⊆ ℝ con la topologia euclidea è compatto.

Dimostrazione. SiaA = {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 un ricoprimento aperto di [0,1] con 𝐴𝑖 aperti inℝ.
Sia 𝑋 ≔ {𝑡 ∈ ℝ ∣ [0, 𝑡] è coperto da un numero finito di𝐴𝑖}. Questo insieme non è vuoto;
infatti, per 𝑡 = 0:

[0, 𝑡] = [0, 0] = {0} ⟹ ∃𝐴0 ∈ A ∶ {0} ⊆ 𝐴0 ⟹ 0 ∈ 𝑋 ⟹ 𝑋 ≠ ∅

Siccome 𝑋 non è vuoto, per la completezza dei reali ne posso considerare l’estremo su-
periore 𝑏 = sup𝑋. Ci sono due casi, 𝑏 > 1 e 𝑏 ≤ 1: dimostriamo che il primo è possibile
mentre il secondo è assurdo per definizione di estremo superiore:

n 𝑏 > 1: esiste un 𝑡 ∈ 𝑋 tale che 1 < 𝑡 < 𝑏, ma allora[0,1] ⊆ [0, 𝑡] ⊆ 𝐴1 ∪… ∪ 𝐴𝑛
n 𝑏 ≤ 1: 𝑏 ∈ [0,1], dunque esiste𝐴0 ∈ A tale che 𝑏 ∈ 𝐴0 con𝐴0 aperto; per defini-

zione della topologia Euclidea esisterà una palla aperta centrata in 𝑏 contenuta in
𝐴0:

∃𝛿 > 0 ∶ 𝐵𝛿(𝑏) = (𝑏 − 𝛿, 𝑏 + 𝛿) ⊆ 𝐴0.

Sia 0 < ℎ < 𝛿. Consideriamo 𝑏 + ℎ e l’intervallo [0, 𝑏 + ℎ]:

[0, 𝑏 + ℎ] = [0, 𝑡] ∪ [𝑡, 𝑏 + ℎ] ⊆ 𝐴1 ∪… ∪ 𝐴𝑛���������������
𝑡∈𝑋

∪ 𝐴0⏟
𝐵𝛿(𝑏)⊆𝐴0

.

Quindi 𝑏 + ℎ è coperto da un numero finito di aperti, pertanto 𝑏 + ℎ ∈ 𝑋, il che è
assurdo perché 𝑏 = sup𝑋.

Segue che solo il caso 𝑏 > 1 è lecito, da cui si ha che [0,1] è coperto da un numero finito di
aperti del ricoprimento iniziale e quindi è compatto.

Notiamo che questo teorema implica che un intervallo [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ è compatto, essendo

omeomorfo a [0,1]. Vediamo ora un esempio di spazio compatto che non abbia la topologia
euclidea.

Esempio (Uno spazio 𝑋 con la topologia cofinita 𝐶𝐹 è compatto).
Ricordiamo che gli aperti nella topologia 𝐶𝐹 sono i sottoinsiemi il cui complementare
è finito, quindi gli aperti sono pari a 𝑋 privato di un numero finito di punti. Preso un
ricoprimento apertoA = {𝐴𝑖}, scegliamo un aperto 𝐴0 = 𝑋 ⧵ {𝑥1, … , 𝑥𝑛}. Per ricavare
un sottoricoprimento finito di A è sufficiente considerare, per ogni punto 𝑥𝑖 che non
appartiene all’aperto 𝐴0, un aperto del ricoprimento che lo contenga. In questo modo
𝑋 = 𝐴0 ∪ 𝐴1 ∪ 𝐴𝑛 e quindi 𝑋 è compatto.
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Osservazione. Notiamo che se 𝑋 èfinito allora 𝑋 è compatto per qualsiasi topologia:
poiché la sua cardinalità è finita, la sarà anche quella del suo insieme delle parti, da cui scelgo

gli aperti della topologia; un qualunque ricoprimento sarà necessariamente finito. I casi

interessanti di spazi compatti sono quelli il cui insieme di sostegno non è finito.

Inoltre, se 𝑋 ha la topologia discreta vale anche il viceversa:

𝑋 top. discreta ⟹ (𝑋 compatto ⟺ 𝑋 finito)

⟹ ) Consideriamo il ricoprimento apertoA = {𝐴𝑥}𝑥∈𝑋, con𝐴𝑥 ≔ {𝑥} aperti in quanto
𝑋 ha la topologia discreta. Siccome 𝑋 è compatto allora esiste un sottoricoprimento finito,
ovvero un numero finito di aperti diA che ricopre 𝑋, ossia

𝑋 = {𝑥1} ∪ {𝑥2} ∪… {𝑥𝑛} ⟹ 𝑋 = { 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 } ⟹ 𝑋 finito.

2.2.1 Relazioni fra compattezza e altre proprietà topologiche

Teorema 2.2.3. (Chiuso in un compatto è compatto;Manetti, 4.41.1).

Un chiuso in un compatto è un compatto, ovvero se𝑋 è uno spazio topologico compatto, 𝐶 ⊆ 𝑋 chiuso
allora 𝐶 è compatto.

Dimostrazione. SiaA = {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 un ricoprimento di 𝐶. Poiché 𝐶 ⊆ 𝑋 è chiuso,𝐴 ≔ 𝑋⧵𝐶
è aperto in 𝑋: si ha che A ′ = {𝐴𝑖, 𝐴} è un ricoprimento aperto di 𝑋, ma siccome 𝑋 è
compatto esiste un suo sottoricoprimento finito tale che

𝑋 = 𝐴1 ∪… ∪ 𝐴𝑛 ∪ 𝐴𝑙𝔸𝑖 ∈ A .

Segue che

𝐶 = 𝑋 ⧵ 𝐴 = 𝐴1 ∪… ∪ 𝐴𝑛,

ossia 𝐶 è compatto.

Lemma 2.2.1. (Unione finita di compatti è un compatto;Manetti, 4.41.2).

Dimostrazione. Preso un ricoprimento apertoA di 𝐾1 ∪… ∪ 𝐾𝑛, estraiamo un sotto-
ricoprimento finito �A𝑖 per ogni𝐾𝑖 compatto: l’unione �A1 ∪…∪ �A𝑛 è un sottoricoprimento
finito diA che copre 𝐾1 ∪… ∪ 𝐾𝑛.

Teorema 2.2.4. (Compatto in unHausdorff è chiuso;Manetti, 4.48).

Se𝑋 è di Hausdorff e𝐾 ⊆ 𝑋 è compatto, allora𝐾 è chiuso.

Dimostrazione. Per dimostrare che 𝐾 è chiusomostriamo che il suo complementare
è aperto, in particolare mostrando che sia intorno di ogni suo punto. Allora, fissato un 𝑥0
arbitrario nel complementare, dovrà esistere un aperto contenente 𝑥0, che può coincidere
omeno con 𝑋 ⧵ 𝐾, disgiunto da 𝐾.

𝐾 chiuso ⟺ 𝑋 ⧵ 𝐾 aperto ⟺ ∃𝐴 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝐾 con𝐴 aperto ∶ 𝑥0 ∈ 𝐴 ⟺ 𝐴 ∩ 𝐾 = ∅

Per ipotesi 𝑋 è di Hausdorff; fissato 𝑥0 ≠ 𝑦 in 𝑋 ⧵ 𝐾, per ogni 𝑦 ∈ 𝐾 chiaramente 𝑥 ≠ 𝑦,
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dunque esisteranno due intorni aperti 𝑈𝑦 ∈ 𝐼(𝑥0) e 𝑉𝑦 ∈ 𝐼(𝑦) dipendenti dalla scelta di 𝑦 tali
che 𝑈𝑦 ∩ 𝑉𝑦 = ∅. Consideriamo allora, al variare di 𝑦, l’unione di tutti gli intorni aperti 𝑉𝑦:

𝑉 ≔�
𝑦∈𝐾

𝑉𝑦 ⟹ 𝐾 ⊆ 𝑉

Gli aperti {𝑉𝑦} formano un ricoprimento di 𝐾, dunque, essendo 𝐾 compatto, estraiamo
un sottoricoprimento 𝑉𝑦1 ∪… ∪ 𝑉𝑦𝑛. Prendiamo allora gli intorni aperti di 𝑥0 definiti in
precedenza e selezioniamo quelli dati da 𝑦1, … , 𝑦𝑛. Sia

𝑈 = 𝑈𝑦1 ∩… ∩ 𝑈𝑦𝑛 ∈ 𝐼(𝑥0)

Gli aperti 𝑉 e 𝑈 per costruzione non si intersecano, poiché 𝑉 ∩ 𝑈 = ∅, e in particolare
𝑈 ∩ 𝐾 = ∅ perché 𝐾 ⊆ 𝑉. Allora, per le osservazioni iniziali 𝑈 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝐾, cioè 𝑋 ⧵ 𝐾 è intorno
di 𝑥0. Per l’arbitrarietà di 𝑥0, segue che 𝑋 ⧵ 𝐾 è aperto e quindi 𝐾 chiuso.

Teorema 2.2.5. (Teoremadi Heine-Borel inℝ; Manetti, 4.42).

Un sottospazio𝐾 ⊆ ℝ è compatto se e solo se𝐾 è chiuso e limitato.

Dimostrazione.

⟹ ) Siccomeℝ è di Hausdorff e 𝐾 è compatto, per il teorema precedente 𝐾 è chiuso.
Per vedere che è limitato consideriamo un ricoprimento apertoA = {(−𝑛, 𝑛) ∩ 𝐾 }𝑛∈ℕ di

𝐾. Siccome è compatto allora esiste un sottoricoprimento finito

𝐾 ⊆ (−𝑛1, 𝑛1) ∪… ∪ (−𝑛𝑚, 𝑛𝑚)

dunque 𝐾 ⊆ (−𝑀, 𝑀), 𝑀 ≔ max 𝑛𝑖, quindi 𝐾 è limitato.
⟸ ) 𝐾 è limitato, quindi 𝐾 ⊆ [−𝑛, 𝑛] che è compatto; poiché 𝐾 è chiuso per ipotesi e
contenuto in un compatto, per il teorema 2.2.3 è anch’esso compatto.

Attenzione! Il teorema precedente non afferma che gli unici compatti diℝ sono gli

intervalli chiusi e limitati! Anche una loro unione finita (anche disgiunta) potrebbe esserlo.

Teorema 2.2.6. (Funzione su compatto inℝhamassimo/minimo;Manetti, 4.43).

Sia 𝑓 ∶ 𝑋 ℝ con 𝑋 compatto eℝ con la topologia euclidea. Se 𝑓 è continua allora ammette
massimo eminimo.

Dimostrazione. Data 𝑓 continua e 𝑋 compatto, si ha 𝑓(𝑋) compatto; per il teorema
precedente ciò equivale al fatto che 𝑓(𝑋) è chiuso e limitato.

𝑓 (𝑥) limitata ⟹ sup �𝑓 (𝑥)� < +∞
𝑓 (𝑥) chiusa ⟹ sup �𝑓 (𝑥)� = max �𝑓 (𝑥)�

⎫⎪⎬
⎪⎭ ⟹ 𝑓(𝑥) ammette massimo.

Analoga è la dimostrazione per il minimo.
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Attenzione! Per poter parlare di massimo eminimo di una funzione c’è bisogno di

un ordinamento sul codominio; il dominio 𝑋 potrebbe anche non averne uno!

Vogliamo ora vedere come si comporta la compattezza rispetto al prodotto, prima però va

dimostrato un lemma che ci tornerà utile nella dimostrazione del teorema.

Lemma 2.2.2. (Tube lemma).

Siano𝑋, 𝑌 spazi topologici con 𝑌 compatto, 𝑥0 ∈ 𝑋 e𝐴 ⊆ 𝑋 × 𝑌 aperto tale che {𝑥0} × 𝑌 ⊆ 𝐴. Allora
esiste un aperto aperto 𝑈 ⊆ 𝑋 con 𝑥0 ∈ 𝑈 tale che {𝑥0} × 𝑌 ⊆ 𝑈 × 𝑌 ⊆ 𝐴

Dimostrazione. L’aperto𝐴 si può esprimere come unione di aperti della base della
topologia prodotto:

𝐴 =�
𝑖∈𝐼
(𝑈𝑖 × 𝑉𝑖)

con 𝑈𝑖 ⊆ 𝑋, 𝑉𝑖 ⊆ 𝑌. U = {𝑈𝑖 × 𝑉𝑖}𝑖∈𝐼 è un ricoprimento di {𝑥0} × 𝑌; poiché {𝑥0} × 𝑌 è compatto
in quanto omeomorfo a 𝑌, esiste un suo sottoricoprimento finito estratto da daU :

{𝑥0} × 𝑌 ⊆ (𝑈1 × 𝑉1) ∪… ∪ (𝑈𝑛 × 𝑉𝑛)

Poniamo 𝑈 ≔ 𝑈1 ∩… ∩ 𝑈𝑛:

{𝑥0} × 𝑌 ⊆ 𝑈 × 𝑌 ⊆ (𝑈1 × 𝑉1) ∪… ∪ (𝑈𝑛 × 𝑉𝑛) ⊆ 𝐴

𝑈 è l’aperto che soddisfa la tesi.

Teorema 2.2.7. (Prodottodi compatti se e solo se fattori compatti;Manetti,

4.49.2).

Due spazi𝑋, 𝑌 sono compatti se e solo se𝑋 × 𝑌 è compatto.

Dimostrazione.

⟸ ) Le proiezioni 𝑝 e 𝑞 sono funzioni continue e suriettive. Poiché 𝑋 × 𝑌 è compatto e
𝑝 (𝑋 × 𝑌 ) = 𝑋 e 𝑞 (𝑋 × 𝑌 ) = 𝑌, allora 𝑋, 𝑌 sono compatti.
⟹ ) SiaA = {𝐴𝑖} un ricoprimento aperto di𝑋× 𝑌. Per ipotesi 𝑌 è compatto, dunque per
ogni 𝑥 ∈ 𝑋 si ha {𝑥} × 𝑌 compatto in quanto {𝑥} × 𝑌 ≅ 𝑌. Estraiamo un sottoricoprimento
finito daA che copra {𝑥} × 𝑌:

{𝑥} × 𝑌 ⊆ 𝐴𝑥,1 ∪… ∪ 𝐴𝑥,𝑛 = 𝐴𝑥

Gli 𝐴𝑥𝑖 dipendono dal punto 𝑥 scelto. Poiché 𝐴𝑥 è aperto, per il Tube lemma allora esiste
𝑈𝑥 ⊆ 𝑋 aperto tale che

{𝑥} × 𝑌 ⊆ 𝑈𝑥 × 𝑌 ⊆ 𝐴𝑥 = 𝐴𝑥,1 ∪… ∪ 𝐴𝑥,𝑛

Al variare di 𝑥 ∈ 𝑋 si ha un ricoprimentoU = {𝑈𝑥}𝑥∈𝑋 di 𝑋 compatto, dunque possiamo
estrarne un sottoricoprimento finito 𝑋 = 𝑈𝑥1 ∪ … ∪ 𝑈𝑥𝑚. Usando la proiezione sulla
componente 𝑋:

𝑋 × 𝑌 = 𝑝−1(𝑋) = 𝑝−1 �𝑈𝑥1 ∪… ∪ 𝑈𝑥𝑚� = (𝑈𝑥1 × 𝑌) ∪… ∪ (𝑈𝑥𝑚 × 𝑌)

⊆ 𝐴𝑥1 ∪… ∪ 𝐴𝑥𝑚 ⊆ �𝐴𝑥1,1 ∪… ∪ 𝐴𝑥1,𝑛1� ∪… ∪ �𝐴𝑥𝑚,1 ∪… ∪ 𝐴𝑥𝑚,𝑛𝑚�
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Poichè 𝑋 × 𝑌 è coperto da un unione finita di un unione finita di aperti del ricoprimento
A , segue che è compatto.

Noto che il prodotto di compatti è compatto, possiamo generalizzare la caratterizzazione

dei compatti inℝ (teorema 2.2.5) al caso dello spazioℝ𝑛.

Teorema 2.2.8. (Teoremadi Heine-Borel inℝ𝑛; Manetti, 4.42).

Un insieme𝐾 ⊆ ℝ𝑛 è compatto se e solo se𝐾 è chiuso e limitato.

Dimostrazione.

⟹ ) 𝐾 è compatto inℝ𝑛 che èHausdorff, quindi𝐾 è chiusoper il teorema2.2.4 (Manetti,
4.48). Per dimostrare che è limitato consideriamoun ricoprimento di palle aperte centrate

nell’origine e utilizziamo l’ipotesi di 𝐾 compatto:

𝐾 ⊆ �
𝑛∈ℕ

𝐵𝑛(0) ⟹ 𝐾 ⊆ 𝐵𝑛1(0) ∪… ∪ 𝐵𝑛𝑚(0) ⊆ 𝐵𝑀(0)

con𝑀 = max 𝑛𝑖.
⟸ ) 𝐾 è limitato, quindi 𝐾 ⊆ [−𝑎, 𝑎]𝑛 che è compatto perché prodotto di compatti.
Essendo 𝐾 chiuso, per il teorema 2.2.3 (Manetti, 4.41.1) è compatto.

Digressione.

In realtà vale un teorema più generale, che si dimostrerà poi nel corso di Istituzioni di

Analisi: dato uno spazio metrico completo 𝑋, allora 𝐾 ⊆ 𝑋 compatto se e solo se 𝐾 chiuso
e totalmente limitato, cioè ∀𝜀 > 0, 𝐾 è contenuto in un’unione finita di palle di raggio
𝜀. Inℝ𝑛 limitato e totalmente limitato sono equivalenti, ma in generale no; ad esempio,
consideriamo lo spaziometrico delle funzioni continue su [0,1] con distanza dell’estremo
superiore:

C ([0,1]) ≔ �𝑓 ∶ [0,1] ℝ ∣ 𝑓 continua � , con 𝑑 �𝑓, 𝑔� = sup
𝑥∈[0,1]

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|

La palla di centro l’origine 0 e raggio 1

𝐵1(0) = �𝑓 ∶ [0,1] ℝ ∣ 𝑓 continua , −1 ≥ 𝑓(𝑥) ≤ 1 �

è chiusa e limitata, tuttavia inC ([0,1]) non è compatta.

Teorema 2.2.9. (Funzione continuada compattoadHausdorff è chiusa;Ma-

netti, 4.52).

Se𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua con𝑋 è compatto e 𝑌 di Hausdorff, allora 𝑓 è chiusa.

Dimostrazione. Permostrare che 𝑓 è chiusa consideriamo 𝐶 ⊆ 𝑋 chiuso emostriamo
che 𝑓(𝐶) è chiuso usando i teoremi 2.2.3, 2.2.1 e 2.2.4. 𝐶 ⊆ 𝑋 è un chiuso in un compatto,
dunque𝐶 è compatto e pertanto lo è la sua immagine𝑓(𝐶) che è contenuta in 𝑌diHausdorff,
dunque 𝑓(𝐶) è chiuso.

In generale vale il
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Teorema 2.2.10. (Kuratowski-Mròwka).

𝑌 è compatto se e solo se per qualsiasi spazio topologico𝑋 la proiezione𝑝𝑋 ∶ 𝑋 × 𝑌 𝑋 è chiusa.

Noi ne dimostriamo una versione più debole.

Teorema 2.2.11. (Prodotto con compatto implica proiezione chiusa;Manetti,

4.49.1).

Siano𝑋, 𝑌 spazi topologici con 𝑌 compatto, allora la proiezione𝑝 ∶ 𝑋 × 𝑌 𝑋 è chiusa.

Dimostrazione. Preso 𝐶 ⊆ 𝑋× 𝑌 chiuso, vogliamomostrare che 𝑝(𝐶) ⊆ 𝑋 è chiuso. Per
far ciò, mostriamo che il suo complementare 𝑋 ⧵ 𝑝(𝐶) è aperto in quanto intorno di ogni
suo punto. Chiaramente, se 𝑝(𝐶) = 𝑋 allora è già chiuso; se invece 𝑝(𝐶) ≠ 𝑋, allora esiste
𝑥0 ∈ 𝑋 ⧵ 𝑝(𝐶). Si consideri la fibra di 𝑥0 tramite la proiezione 𝑝:

𝑝−1({𝑥0}) = {𝑥0} × 𝑌 ⊆ (𝑋 × 𝑌) ⧵ 𝐶,

con (𝑋 × 𝑌) ⧵ 𝐶 aperto perché complementare in 𝑋 × 𝑌 del chiuso 𝐶. Valgono le ipotesi del
Tube Lemma: esiste 𝑈 ⊆ 𝑋 aperto tale che

∶ {𝑥0} × 𝑌 ⊆ 𝑈 × 𝑌 ⊆ (𝑋 × 𝑌) ⧵ 𝐶.

Poiché la proiezione è continua, si ha

𝑝−1(𝑈) = 𝑈 × 𝑌 ⊆ (𝑋 × 𝑌) ⧵ 𝐶 ⟹ 𝑝−1(𝑈) ∩ 𝐶 = ∅ ⟹ 𝑈 ∩ 𝑝(𝐶) = ∅

Allora 𝑥0 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝑝(𝐶), dunque 𝑋 ⧵ 𝑝 (𝐶) è intorno di 𝑥0. Poiché questo è vero per ogni
𝑥0 ∈ 𝑋 ⧵ 𝑝 (𝐶), 𝑋 ⧵ 𝑝 (𝐶) è intorno di ogni suo punto, quindi aperto. Segue pertanto la
tesi.



capitolo 3
Gruppi topologici

‘‘Di questi giorni, l’angelo della topologia e il diavolo dell’algebra astratta lottano per l’anima di ogni

singola disciplinamatematica.”

HermannWeyl, esorcista topologico.

A
bbiamo definito la struttura di spazio topologico su un insieme con lo scopo principale

di poter definire formalmente la continuità di una funzione. Un altro tipo di struttura

fondamentale per laMatematica è quella di gruppo, un insiemedotato di una operazione binaria

che soddisfa le condizioni di chiusura, associatività, identità ed invertibilità.

In questo capitolo studieremo il gruppo topologico, un oggettomatematico che è dotato

contemporaneamente sia di una struttura di gruppo, sia di una di spazio topologico. In questo

modo, potremo eseguire operazioni algebriche e parlare di continuità allo stesso tempo.

Vedremo inoltre le relazioni fra alcune proprietà che abbiamo già visto e questo nuovo

oggetto di studio.

3.1 gruppi topologici

Conoscendo le strutture di gruppo e spazio topologico su un insieme, vogliamo vedere come

possono essere compatibili fra loro.

Definizione 3.1.1. (Gruppo topologico).

Un insieme 𝐺 si dice gruppo topologico se:
n 𝐺 è un gruppo;
n 𝐺 è uno spazio topologico;
n l’operazione e l’inverso sono funzioni continue:

𝜇 ∶ 𝐺 × 𝐺 𝐺
(𝑥, 𝑦) 𝑥 ⋅ 𝑦

𝑖 ∶ 𝐺 𝐺
𝑥 𝑥−1

Vediamo ora degli esempi noti di gruppi topologici.

45



46 capitolo 3. gruppi topologici

Esempi.
n (ℝ𝑛, + , ℰucl) , (ℂ𝑛, + , ℰucl).
n (ℝ∗, ⋅ , ℰucl) , (ℂ∗, ⋅ , ℰucl) con la topologia indotta di sottospazio.
n �𝑀𝑛,𝑚(ℝ), ⋅ ,ℰucl� con la topologia indotta di sottospazio diℝ𝑛,𝑚.

Osservazione (GL(𝑛,𝕂) è un apertodi𝑀𝑛,𝑛 (𝕂), con𝕂 = ℝoℂ).
Consideriamo la funzione del determinantedet ∶ ℝ𝑛,𝑛 ℝ: essa è continua in quanto
per calcolare il determinante si opera solo con somme e prodotti. Si ha che GL(𝑛,ℝ) è il
complementare dell’insieme delle matrici che hanno determinante nullo, il quale è un

chiuso in quanto controimmagine di {0}, chiuso inℝ, tramite una funzione continua.

GL(𝑛,ℝ) = 𝑀𝑛,𝑛(ℝ) ⧵ det−1 ({0})

Dunque tale gruppo topologico è aperto; analogamente vale per il caso conℂ.

Vediamo ora altri sottogruppi moltiplicativi di𝑀𝑛,𝑛:
n SL, dato da {det𝐴 = 1}, è il gruppo speciale lineare.
n O, determinato dall’equazione𝐴𝑡𝐴 = 𝐼, è il gruppo ortogonale.
n SO = O∩ SL è il gruppo speciale ortogonale.
n U, determinato dall’equazione𝐴𝑡𝐴 = 𝐼, è il gruppo unitario.
n SU = U∩ SL è il gruppo speciale unitario.

Tutti questi sono gruppi topologici, in quanto le operazioni sulle matrici sono continue:
n Moltiplicazionematriciale: è una funzione continua perché definita tramite somme e

prodotti di elementi delle matrici.
n Inversione: è una funzione che ad unamatrice𝐴 associa la sua inversa𝐴−1, ottenuta

moltiplicando
1

det𝐴
per unamatrice ottenuta con particolari prodotti e somme di

elementi della matrice𝐴; per questomotivo è continua.

Osservazione. Per i gruppi topologici in generale vale lamoltiplicazione destra e sinistra:

𝐿ℎ ∶ 𝐺 𝐺
𝑔 ℎ𝑔

𝑅𝑛 ∶ 𝐺 𝐺
𝑔 𝑔ℎ

(𝐿ℎ)−1 = 𝐿ℎ−1(𝑅ℎ)−1 = 𝑅ℎ−1

In particolare sono omeomorfismi. Ne segue che un gruppo topologico è omogeneo: per

ogni 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 esiste un omeomorfismo𝜑 ∶ 𝐺 𝐺 tale che𝜑(𝑔) = ℎ. Infatti, basta porre
𝜑 ≔ 𝐿ℎ𝑔−1 oppure𝜑 ≔ 𝑅𝑔−1ℎ.

Il seguente teorema ci permette di caratterizzare i gruppi topologici di Hausdorff grazie alla

chiusura dell’elemento neutro.

Teorema 3.1.1. (Caratterizzazione dei gruppi topologici di Hausdorff).

Sia𝐺 un gruppo topologico ed 𝑒 ∈ 𝐺 il suo elemento neutro. Si ha che𝐺 di Hausdorff se e solo se {𝑒} è
chiuso.

Dimostrazione.

⟹ ) Se 𝐺 è di Hausdorff è 𝑇1, quindi tutti i punti sono chiusi ed in particolare lo è {𝑒}.
⟸ ) Perdimostrare che𝐺èdiHausdorff siutilizza la caratterizzazionecon ladiagonale
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chiusa. Definita la mappa continua

𝜑 ∶ 𝐺 × 𝐺 𝐺
(𝑔, ℎ) 𝑔ℎ−1

,

si ha che

(𝑔, ℎ) ∈ Δ𝐺 ⟺ 𝑔 = ℎ ⟺ 𝜑 �(𝑔, ℎ)� = 𝑔ℎ−1 = 𝑒.

Ma allora Δ𝐺 = 𝜑−1 ({𝑒}), ed essendo {𝑒} chiuso per ipotesi, Δ𝐺 è chiusa e dunque 𝐺 è di
Hausdorff.

Osservazione (GL(𝑛,ℝ) è sconnesso).
GL(𝑛,ℝ) è unione di due aperti non vuoti disgiunti: notando che le controimmagini
di aperti tramite la funzione determinante det ∶ GL(𝑛,ℝ) ℝ ⧵ {0} sono aperti in
quanto det è continua, si ha

det
−1 ((0, +∞)) = GL+(𝑛,ℝ) det

−1 ((−∞,0)) = GL−(𝑛,ℝ).

Di conseguenza, GL(𝑛,ℝ) = GL+(𝑛,ℝ) ⨿ GL−(𝑛,ℝ).

Dimostriamo un lemma che generalizza il teorema 2.1.9 e che ci sarà utile nella dimostrazio-

ne successiva sulla connessione di alcuni gruppi topologici.

Lemma 3.1.1. (Connessione per fibre;Manetti, 4.18).

Sia𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua. Se 𝑓 è suriettiva aperta o chiusa, 𝑌 è connesso e per ogni 𝑦 ∈ 𝑌 le fibre

𝑓−1(𝑦) sono connesse, allora𝑋 è connesso.

Dimostrazione. Supponiamo che 𝑓 sia aperta e consideriamo𝐴1,𝐴2 ≠ ∅ apertia tale

che 𝑋 = 𝐴1 ∪ 𝐴2. Per dimostrare che 𝑋 è connessomostriamo che𝐴1 ∩ 𝐴2 ≠ ∅.
Poiché 𝑓 aperta, 𝑓(𝐴1), 𝑓(𝐴2) sono aperti. Inoltre, poiché 𝑓 suriettiva,

𝑌 = 𝑓(𝑋) = 𝑓(𝐴1 ∪ 𝐴2) = 𝑓(𝐴1) ∪ 𝑓(𝐴2)

𝑌 è uno spazio connesso e ricoperto dai due aperti 𝑓(𝐴1) e 𝑓(𝐴2), dunque la loro interse-
zione 𝑓(𝐴1) ∩ 𝑓(𝐴2) è non vuota; sia 𝑦0 ∈ 𝑓(𝐴1) ∩ 𝑓(𝐴2). Ma allora

𝑓−1(𝑦0) ∩ 𝐴1 ≠ ∅ 𝑓−1(𝑦0) ∩ 𝐴2 ≠ ∅.

Osserviamo che

�𝑓−1(𝑦0) ∩ 𝐴1� ∪ �𝑓−1(𝑦0) ∩ 𝐴2� = 𝑓−1(𝑦0) ∩ (𝐴1 ∪ 𝐴2) = 𝑓−1(𝑦0) ∩ 𝑋 = 𝑓−1(𝑦0).

Le fibre sono connesse: essendo ricoperte da due aperti, si ha

�𝑓−1(𝑦0) ∩ 𝐴1� ∩ �𝑓−1(𝑦0) ∩ 𝐴2� = 𝑓−1(𝑦0) ∩ 𝐴1 ∩ 𝐴2 ≠ ∅

da cui segue che𝐴1 ∩ 𝐴2 ≠ ∅.
aPer 𝑓 chiusa si considerano dei chiusi𝐴1,𝐴2 ≠ ∅ e si procede inmodo analogo.
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Teorema 3.1.2. (GL+(𝑛,ℝ) eGL(𝑛,ℂ) sono connessi).

Dimostrazione. Si procede per induzione su 𝑛 per GL+(𝑛,ℝ); il caso GL(𝑛,ℂ) è ana-
logo.

𝑛 = 1) Si ha GL+(1,ℝ) = (0, +∞) e GL(1,ℂ) = ℂ ⧵ {0} = ℝ2 ⧵ {0}, che sappiamo essere
connessi.

𝑛 > 1) Supponiamo ora che GL+(𝑛 − 1,ℝ) sia connesso. Per dimostrare che GL(𝑛,ℝ)
è connesso, cerchiamo una funzione continua e suriettiva da GL+(𝑛,ℝ) ad un connesso
che soddisfi le ipotesi del lemma precedente. A tal scopo, consideriamo la funzione che

mappa unamatrice 𝑛 × 𝑛 alla sua prima colonna:

𝑝 ∶ ℝ𝑛,𝑛 ℝ𝑛

𝐴 𝑝(𝐴)
.

Siccomeℝ𝑛,𝑛 = ℝ𝑛 ×ℝ𝑛,𝑛−1 allora 𝑝 è una proiezione, dunque per il punto 2. della proposi-
zione 1.7.1 𝑝 è aperta. La restrizione di 𝑝 a GL+(𝑛,ℝ)

𝑝 ∶ GL+(𝑛,ℝ) ℝ𝑛 ⧵ {0}

è una funzione continua, suriettiva e aperta perché restrizione di una funzione che ha

tutte e tre queste proprietà; inoltre,ℝ𝑛 ⧵ {0} è connesso per 𝑛 > 1.
Rimane soltanto da mostrare che le fibre sono tutte connesse: per far ciò è sufficiente

mostrare che siano tutte omeomorfe ad una particolare fibra connessa. Consideriamo

𝑦0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
0
⋮
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ ℝ𝑛 ⧵ {0} ⟹ 𝑝−1(𝑦0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 ∗ ⋯ ∗
0
⋮
0

𝐴

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

con (∗, … , ∗) ∈ ℝ𝑛−1 arbitrario in quanto non influisce nel calcolo del determinante e
con𝐴 ∈ GL+(𝑛 − 1,ℝ). Segue che 𝑝−1(𝑦0) = ℝ𝑛−1 × GL+(𝑛 − 1,ℝ), dunque 𝑝−1(𝑦0) è una
fibra connessa visto che le due componenti lo sono per ipotesi. Sia 𝑦 ∈ ℝ𝑛 ⧵ {0} e sia
𝐴 ∈ GL+(𝑛,ℝ) tale per cui 𝑝(𝐴) = 𝑦, cioè 𝑦 è la prima colonna di𝐴. Vogliamomostrare che

𝑝−1(𝑦) = 𝐴𝑝−1(𝑦0) = 𝐿𝐴 �𝑝−1(𝑦0)� ,

dove 𝐿𝐴 è l’omeomorfismo della moltiplicazione sinistra

𝐿𝐴 ∶ GL+(𝑛,ℝ) GL+(𝑛,ℝ)
𝐵 𝐴𝐵

,

inmodo tale da avere tutte le fibre omeomorfe a 𝑝−1(𝑦0).
⊇) Presa 𝐵 ∈ 𝑝−1(𝑦0), essa deve essere della forma

𝐵 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 ∗ ⋯ ∗
0
⋮
0

𝐶

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Osservando che

𝑝(𝐴𝐵) = 𝐴𝑝(𝐵) = 𝐴�
1
0
⋮
0
� = 𝑝(𝐴) = 𝑦,

si ha𝐴𝐵 ∈ 𝑝−1 �𝑦�.

⊆) Presa 𝐶 ∈ 𝑝−1(𝑦), essa deve essere della forma

𝐶 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 𝑦

∗ ⋯ ∗
⋮ ⋱ ⋮
∗ ⋯ ∗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Poniamo allora 𝐵 = 𝐴−1𝐶:

𝑝(𝐵) = 𝑝(𝐴−1𝐶) = 𝐴−1𝑝(𝐶) = 𝐴−1𝑦 = 𝐴−1𝑝(𝐴) = 𝑝(𝐴−1𝐴) = 𝑝(𝐼) = 𝑦0.

Poiché 𝐵 ∈ 𝑝−1(𝑦0), allora 𝐶 ∈ 𝐴𝑝−1(𝑦0).
Siccome tutte le fibre sono tutte omeomorfe ad una fibra connessa, allora sono tutte

connesse e valgono le ipotesi del lemma precedente, dunque GL+(𝑛,ℝ) è connesso.

Corollario 3.1.1. (SL (𝑛,ℝ) e SL (𝑛,ℂ) sono connessi).

Dimostrazione. Siccome GL+(𝑛,ℝ) e GL(𝑛,ℂ) sono connessi, basta considerare la
seguente funzione:

𝑓 ∶ GL+(𝑛,ℝ) SL(𝑛,ℝ)

𝐴

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1,1
det𝐴 𝑎1,2 ⋯ 𝑎1,𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛,1
det𝐴 𝑎𝑛,2 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Siccome 𝑓 è continua e suriettiva e GL+(𝑛,ℝ) è connesso, 𝑓(GL+) = SL è connesso.

Corollario 3.1.2. (O non è connesso.).

Dimostrazione. Siccome O è sottogruppo di GL e la connessione è una proprietà

topologica allora O non è connesso. In particolare, si può dividere in base a det = +1 e
det = −1.

Teorema 3.1.3. (SO (𝑛),U (𝑛) e SU (𝑛) sono compatti e connessi).

Dimostrazione. Per dimostrare che sono compatti, essendo sottospazi di GL(𝑛,ℝ) ⊆
ℝ𝑛,𝑛 ≅ ℝ𝑛2

per il teorema di Heine-Borel2.2.8 basta dimostrare che sono chiusi e limitati.

Poiché questi sottospazi sono definiti come luoghi di zeri di polinomi in 𝑎𝑖𝑗, allora sono
chiusi:

SO(𝑛) ≔ �𝐴 ∈ GL(𝑛,ℝ) � 𝐴𝑡𝐴 = 𝐼,det𝐴 = 1 �
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U(𝑛) ≔ �𝐴 ∈ GL(𝑛,ℝ) � 𝐴𝑡𝐴 = 𝐼 �

SU(𝑛) ≔ �𝐴 ∈ GL(𝑛,ℝ) � 𝐴𝑡𝐴 = 𝐼,det𝐴 = 1 �

Siccome SU(𝑛) ⊆ U(𝑛) ⊆ SO(𝑛) basta dimostrare che SO(𝑛) è limitato, usando la norma
Euclideaa suℝ𝑛,𝑛. Se𝐴 ∈ SO(𝑛), la condizione𝐴𝑡𝐴 = 𝐼 implica che

𝑛

∑
𝑖=1

𝑎2
𝑖𝑗 = 1, ∀ 𝑗 = 1, … , 𝑛 ⟹ ‖𝐴‖ =

𝑛

∑
𝑖,𝑗=1

𝑎2
𝑖𝑗 = 𝑛.

Ma allora SO(𝑛) ⊆ 𝑆
√𝑛

⊆ ℝ𝑛,𝑛 ≅ ℝ𝑛2
, dove 𝑆𝑛2−1

√𝑛
è la sfera di raggio √𝑛 inℝ𝑛,𝑛 ≅ ℝ𝑛2

:

dunque, SO(𝑛) è limitato. Ne segue che anche U(𝑛) e SU(𝑛) lo sono, dunque sono tutti
chiusi e limitati inℝ𝑛,𝑛 e quindi sono compatti.
Per dimostrare che sono connessi si procede analogamente al teorema precedente: consi-

deriamo la proiezione sulla prima colonna

𝑝 ∶ SO(𝑛) 𝑆𝑛−1 ⊆ ℝ𝑛

𝐴 𝑝(𝐴)
,

che è una funzione continua, suriettiva e chiusa in quanto è funzione da un compatto a

valori in un Hausdorff, e le cui sue fibre sono connesse, dato che

𝑝−1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
0
⋮
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 ⋯ 0
0
⋮
0

𝐴

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

con𝐴 ∈ SO(𝑛 − 1). Segue che per il lemma 3.1.1 SO(𝑛) è connesso.
aLa norma Euclidea di matriciℝ𝑛,𝑛 corrisponde a visualizzare la matrice 𝐴 ∈ ℝ𝑛,𝑛 come un vettore in

ℝ𝑛2
e usare la norma Euclidea ben nota degli spazi vettoriali reali.

Osservazione. GL e SL non sono compatti perché non sono limitati; inoltre, GL è

aperto e non chiuso.



capitolo 4
Topologia quoziente

‘‘La visione topologica del mondo, rilassata e flessibile, mi metteva amio agio. La Geometria classica mi

sembrava invece moralista e conservatrice. Se la Geometria si veste con un completo, la Topologia indossa

maglietta e jeans.”

David S. Richeson, sarto topologico.

R
iprendiamo l’oggetto elasticamente magico con cui abbiamo introdotto il Capitolo 1: fra

tutte le deformazioni che potevamo fare, incollare parti di esso non era consentito. E se

invece provassimo a farlo? Quello che otterremo non è più uno spazio ‘‘equivalente” per un

topologo a quello originale, ma comunque conmolte yrietà interessanti da studiare.

La topologiaquoziente formalizzaquesto concetto euristicodi ‘‘incollareparti” utilizzando

le relazioni di equivalenza; con il tipico approccio della Topologia Generale, faremo ciò dando

delle semplici (seppur inizialmente poco intuitive) condizioni sulla continuità inmodo da

definire la topologia più adatta per l’insieme quoziente.

4.1 topologia quoziente

Accenniamo fin da subito che la situazione è duale rispetto a quella dei sottospazi, analizzati

nella sezione 1.6, pag. 15.

Definizione 4.1.1. (Topologia quoziente).

Dato𝑋unospazio topologico, 𝑌un insieme e𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 funzione suriettiva, la topologia
quoziente su 𝑌 indotta da 𝑓 è la topologia più fine che rende 𝑓 continua.

Dalla definizione si ha che𝐴 ⊆ 𝑌 è un aperto della topologia quoziente se e solo se 𝑓−1(𝐴) ⊆ 𝑋
è aperto. Notiamo che l’implicazione ⟹ ) è necessaria affinché 𝑓 sia continua, mentre
l’implicazione ⟸ ) èquella checaratterizza la topologiaquoziente: infatti, se si considera

un insieme 𝐵 ⊆ 𝑌 che non è aperto, allora la sua controimmagine 𝑓−1(𝐵) ⊆ 𝑋 non sarà aperta,
altrimenti la topologia su 𝑌 non sarebbe la più fine!

51
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Tips & Tricks! Per verificare che un sottoinsieme sia aperto in 𝑌 con la topologia
quoziente bisogna verificare che la sua controimmagine è aperta.

Vediamo ora un esempio che giustifica la terminologia ‘‘topologia quoziente”.

Esempio. Sia 𝑋 uno spazio topologico e ∼ una relazione di equivalenza su 𝑋. Posto
𝑌 = 𝑋/∼ l’insieme quoziente e

𝜋 ∶ 𝑋 𝑌
𝑥 [𝑥]∼

la proiezione al quoziente, la topologia quoziente su 𝑌 è quella che rende la proiezione
continua.

Ricordiamo il primo teorema fondamentale di isomorfismo per gli insiemi, altresì chiamato decom-

posizione canonica.

Ricordiamo... (Primoteorema fondamentale di isomorfismo).

Data una qualsiasi funzione suriettiva 𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 vi è la seguente
relazione di equivalenza:

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) (4.1)

Inoltre, esiste ed unica ℎ ∶ 𝑋/∼ 𝑌 biunivoca tale che 𝑓 = ℎ ∘ 𝜋,
ponendo ℎ ([𝑥]) ≔ 𝑓(𝑥) inmodo tale che il diagramma commuti.

𝑋 𝑌

𝑋/∼

𝑓

𝜋
∃!ℎ

Dimostrazione. Mostriamo che ℎ è ben definita e biunivoca. Poiché

[𝑥] = [𝑦] ⟺ 𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟺ ℎ([𝑥]) = ℎ([𝑦]),

si ha ℎ ben definita e iniettiva; la suriettività di ℎ segue da quella di 𝑓.

4.2.1 Identificazione

Tenendo amente il concetto di immersione illustrato a pagina 16, definiamo il concetto duale

di identificazione.

Definizione 4.2.1. (Identificazione).

Siano 𝑋, 𝑌 spazi topologici e 𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 una funzione continua e suriettiva; 𝑓 si dice
identificazione se 𝑌 ha la topologia quoziente indotta da 𝑓.

In generale è difficile determinare quando una data funzione è un’identificazione, quindi ne

cerchiamo una condizione sufficiente.

Teorema 4.2.1. (Funzione continua, suriettiva, chiusa/aperta è identifica-

zione chiusa/aperta;Manetti, 5.4).

Sia 𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua, suriettiva e chiusa (o aperta). Allora 𝑓 è un’identificazione chiusa (o
aperta).

Dimostrazione. Supponiamo che 𝑓 sia aperta. Dimostrare che è un’identificazione è
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equivalente al mostrare che𝐴 ⊆ 𝑌 aperto se e solo se 𝑓−1(𝐴) ⊆ 𝑋 aperto.
⟹ ) Segue dalla continuità di 𝑓.
⟸ ) Siccome 𝑓 è suriettiva allora vale 𝑓(𝑓−1(𝐴)) = 𝐴; essendo 𝑓 aperta segue che𝐴 è
aperto perché 𝑓−1(𝐴) è aperto.

Vediamo ora un esempio di identificazione chiusa, ma non aperta.

Esempio. Si consideri la funzione:

𝑓 ∶ [0, 2𝜋] 𝑆1

𝑡 (cos 𝑡, sin 𝑡)
.

Èuna funzione continua, suriettiva e chiusa essendouna funzione da un compatto avalori

in uno spazio di Hausdorff, dunque è un’identificazione chiusa. Tuttavia, 𝑓 non è aperta:
preso l’aperto𝐴 = [0, 1) ⊆ [0, 2𝜋], 𝑓(𝐴) non è aperto in 𝑆1.

f

Osservazione. Gli omeomorfismi sono identificazioni chiuse e aperte.

Che relazione c’è fra identificazioni equozienti dati da relazionidi equivalenza?

Teorema 4.2.2. (Proprietà universaledelle identificazioni;Manetti, 5.6).

Dati𝑋, 𝑌,𝑍 spazi topologici, 𝑔 una qualsiasi funzione continua, 𝑓 identificazione con
le mappe come in figura, allora esiste ed è unicaℎ ∶ 𝑌 𝑍 tale che 𝑔 = ℎ ∘ 𝑓 se e
solo se

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑦),

cioè se e solo se 𝑔 è costante sulle fibre di 𝑓.

𝑋 𝑍

𝑌

𝑔

𝑓
∃!ℎ

Dimostrazione. Idealmente, se 𝑓 fosse invertibile definiremmo ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓−1. . . tuttavia
l’invertibilità di 𝑓 non è fra le ipotesi. Per ovviare a questo, utilizziamo la suriettività
di 𝑓, considerando una controimmagine tramite 𝑓 e facendone l’immagine tramite 𝑔.
Prendiamo dunque 𝑦 ∈ 𝑌 e poniamo

ℎ(𝑦) ≔ 𝑔(𝑥) per qualche 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑦).

Questa costruzione ℎ è ben definita siccome 𝑔 è costante sulle fibre di 𝑓. Verifichiamo che
ℎ è continua tramite la definizione:

𝑈 ⊆ 𝑍 aperto , ℎ−1(𝑈) ⊆ 𝑌 ⟺ 𝑓−1(ℎ−1(𝑈)) ⊆ 𝑋 aperto ⟺ 𝑔−1(𝑈) ⊆ 𝑋 aperto

Siccome 𝑔 è continua, allora lo è anche ℎ.
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Data allora 𝑓 continua,∼ relazione di equivalenza e 𝑋/∼ spazio topologico
con la topologia quoziente indotta dalla proiezione 𝜋, esiste 𝑔 ∶ 𝑋/∼ 𝑌
continua se e solo se

𝑥 ∼ 𝑦 ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦),

ossia se e solo se 𝑓 è costante sulle fibre di 𝜋.

𝑋 𝑌

𝑋/∼

𝑓

𝜋 𝑔

In particolare, se ∼ è la relazione d’equivalenza indotta da 𝑓, e dunque si è
nelle ipotesi del primo teorema fondamentale di isomorfismo degli insiemi, allora

𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)

induce l’esistenza di un’unica funzione 𝑓 biettiva e continua tale che 𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜋.
Dunque vale:

𝑋 𝑌

𝑋/∼

𝑓

𝜋
𝑓

𝑓 omeomorfismo ⟺ 𝑓 identificazione

Riprendiamo l’esempioprecedenteedesaminiamolo in terminidi spazioquoziente.

Esempio (𝐷𝑛/∼≅ 𝑆𝑛).
Consideriamo il caso 𝑛 = 1:

𝑓 ∶ 𝐷1 = [0, 2𝜋] 𝑆1

𝑡 (cos 𝑡, sin 𝑡)
.

La funzione 𝑓 è un identificazione in quanto continua, suriettiva e chiusa perché funzione
da un compatto a valori in un Hausdorff; pertanto

𝑆1 ≅ [0, 2𝜋]/∼≅ [0,1] /∼= 𝐷1/∼,

con∼ la relazione indotta da 𝑓:

𝑠 ∼ 𝑡 ⟺
⎧⎪⎨
⎪⎩
cos 𝑠 = cos 𝑡
sin 𝑠 = sin 𝑡

⟺ 𝑠 = 𝑡 ∨ 𝑠 = 0, 𝑡 = 2𝜋.

Si può generalizzare in dimensione 𝑛 con l’identificazione

𝑓 ∶ 𝐷𝑛 𝑆𝑛

x �2x�1 − ‖x‖2, 2‖x‖2 − 1�
.

Dunque𝐷𝑛/∼≅ 𝑆𝑛 per la relazione

x ∼ y ⟺ x = y ∨ ‖x‖2 = 1 = ‖y‖2.

In altre parole, ogni punto interno è in relazione con sé stesso e tutti i punti sul bordo sono

identificati in un unica classe.

4.2.2 Quozienti tipici

Vedremo ora degli esempi di spazi quoziente usati frequentemente.



4.1 . topologia quoziente 55

Intuitivamente... Quando quozientiamo uno spazio topologico, possiamo immagi-

nare che i punti contenuti nelle classi di equivalenza vengano ‘‘incollati” tutti in un unico

punto per formare un nuovo spazio quoziente. Ad esempio, prendendo il disco𝐷2 con la
relazione di equivalenza∼ che identifica i punti del bordo:

(𝑥1, 𝑦1) ∼ (𝑥2, 𝑦2) ⟺ (𝑥1, 𝑦1) = (𝑥2, 𝑦2) oppure 𝑥2
1 + 𝑦2

1 = 𝑥2
2 + 𝑦2

2 = 1

I punti all’interno del discovengono tutti identificati in classi di equivalenza separate, dunque

passando allo spazio quoziente avremo una classe per ciascun punto interno e un’unica

classeper tutti il bordo. Lospazioquozienteottenutoè 𝑆2: possiamoottenerlovisualmente
‘‘gonfiando” l’interno del disco per poi chiudere il ‘‘palloncino” ottenuto lungo i punti del

bordo, come nella figura seguente.

4.3.0.1 Contrazione di un sottospazio ad un punto

Sia 𝑋 uno spazio topologico,𝐴 ⊆ 𝑋. Su 𝑋 consideriamo la relazione d’equivalenza

𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ 𝑥 = 𝑦 oppure 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,

ovvero ogni punto è in relazione con sé stesso e tutti i punti di𝐴 sono in relazione fra loro,
dunque quozientando si ‘‘contraggono” ad un unico punto.

Esempio (𝐷𝑛/𝑆𝑛−1 ≅ 𝑆𝑛).
Cerchiamo ora di generalizzare l’esempio precedente. Ricordiamo che relazione c’è fra i

dischi e le sfere:

𝐷𝑛 = disco inℝ𝑛 = {x ∈ ℝ𝑛 ∣ ‖x‖ ≤ 1}
𝑆𝑛−1 = bordo di𝐷𝑛 = {x ∈ ℝ𝑛 ∣ ‖x‖ = 1}.

Considerando∼ come la contrazione di 𝑆𝑛−1 ad un punto, si ha che𝐷𝑛/𝑆𝑛−1 ≅ 𝑆𝑛.

Attenzione! Anche se 𝑋 è di Hausdorff non è detto che 𝑋/𝐴 sia di Hausdorff! Se 𝐴
non è chiuso allora 𝑋/𝐴 non è neanche T1: infatti, 𝜋−1([𝐴]) = 𝐴 non chiuso implica che [𝐴]
non lo è, quindi per la caratterizzazione degli spazi T1 (definizione 1.8.1, pag. 20) 𝑋/𝐴 non
èT1. Tuttavia, se𝑋 è di Hausdorff, 𝐾 ⊆ 𝑋 è compatto allora𝑋/𝐾 è di Hausdorff. Nelle ‘‘Note
aggiuntive”, a pag. 282, si può trovare la dimostrazione di ciò.

4.3.0.2 Cono su uno spazio
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Definizione 4.3.1. (Cilindro).

Dato 𝑋 spazio topologico, si definisce cilindro su 𝑋 lo spazio 𝑋 × [0,1].

Definizione 4.3.2. (Cono).

Il cono su 𝑋 spazio topologico è il quoziente

𝐶 (𝑋 ) = (𝑋 × [0,1]) / (𝑋 × {1}) oppure 𝐶 (𝑋 ) = (𝑋 × [0,1]) / (𝑋 × {0}) .

Intuitivamente... Riprendiamo il procedimento intuitivo di incollare parti dello

spazio originale per creare il quoziente per creare il cono dal cilindro: in questo caso, tutti i

punti di una delle basi vengono incollati in uno.

Osservazione. Un cono è sempre c.p.a. rispetto al ‘‘vertice”.

Esempio (Cono su 𝑆𝑛 ≅ 𝐷𝑛+1).

Studiamo i casi al variare della dimensione.

n=0: 𝑆0 = {−1, 1} = 𝑋⇝ 𝑋 × [0,1] ⇝ (𝑋 × [0,1]) / (𝑋 × {0}) ≅ 𝐷1.

S   0=X

X£[0, 1] X£[0, 1]

X£f0g
D1

»=

n=1: 𝑆1 = 𝑋⇝ 𝑋 × [0,1] ⇝ (𝑋 × [0,1]) / (𝑋 × {0}) ≅ 𝐷2.

S   1=X X£[0, 1] X£[0, 1]

X£f0g
D2

»=x
t

x

t
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In generale, considerata la funzione

𝑓 ∶ 𝑆𝑛 × [0,1] 𝐷𝑛+1

(x, 𝑡) 𝑡x
,

essa è continua, suriettiva, chiusa perché funzione da un compat-

to a valori in un Hausdorff, dunque 𝑓 è identificazione e induce
l’omeomorfismo 𝑓 tra il cono 𝐶 (𝑆𝑛) e il disco𝐷𝑛+1. Verifichiamo
che la relazione di equivalenza indotta da 𝑓 è proprio quella di
contrazione:

𝑆𝑛 × [0,1] 𝐷𝑛+1

𝐶 (𝑋 )

𝑓

𝜋
𝑓

(x, 𝑡) ∼ (y, 𝑠) ⟺ 𝑓(x, 𝑡) = 𝑓(y, 𝑠) ⟺ 𝑡x = 𝑠y ⟺
⎧⎪⎨
⎪⎩
x = y, 𝑡 = 𝑠
𝑡 = 𝑠 = 0

Se 𝑡 ≠ 0, x = 𝑠
𝑡y, ma allora

‖x‖ = 1 ⟹ �
𝑠
𝑡 � �y�⏟

=1

= 1 ⟹ �
𝑠
𝑡 � = 1 ⟹ 𝑠 = 𝑡 ⟹ x = y

4.4.0.1 Retta con due origini

Analizziamo un particolare spazio topologico che spesso funge da controesempio (ad esem-

pio per le varietà topologiche, sez. 9.1.4, pag. 139): la retta con due origini. Sia 𝑋 =
ℝ × {𝑎, 𝑏}.

R£fa, bg

R£fa, bg
»

a

b

(0, a)

(0, b)

Vogliamo definire una relazione di equivalenza che lasci ‘‘separate” solo le origini:

(𝑥, 𝛼) ∼ (𝑦, 𝛽) ⟺
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥 = 𝑦, 𝛼 = 𝛽
𝑥 = 𝑦 ≠ 0

Proprietà 4.4.1. (Retta condueorigini). 1. 𝑌 ≔ 𝑋/∼ è c.p.a..
2. 𝑌 non è di Hausdorff.
3. 𝑌 è localmente omeomorfo aℝ.

4. Esistono𝐾1, 𝐾2 ⊆ 𝑌 compatti tali per cui𝐾1 ∩ 𝐾2 non è compatto.



58 capitolo 4. topologia quoziente

Dimostrazione.

I Se i punti [(𝑥, 𝛼)] e [(𝑦, 𝛽)] sono tali che 𝑥 ≠ 0 ≠ 𝑦, basta prendere il segmento 𝑥𝑦
sulla rettaℝ × {𝑎} e proiettarlo. Per unire [(0, 𝑎)] e [(0, 𝑏)] basta unire entrambi
con un cammino al punto [(1, 𝑎)] = [(1, 𝑏)].

II Tutti gli intorni di [(0, 𝑎)] si intersecano con tutti gli intorni di [(0, 𝑏)].
III Ogni punto ha un intorno omeomorfo ad un intervallo aperto diℝ.
IV Basta prendere 𝐾1 = 𝜋 ([−1, 1] × {𝑎}) e 𝐾2 = 𝜋 ([−1, 1] × {𝑏}) compatti in 𝑌, ma

𝐾2 ∩ 𝐾2 = [−1, 0) ∪ (0, 1] non è compatto in 𝑌.

4.4.1 Quoziente di Hausdorff

Cerchiamo ora delle condizioni per avere un quoziente di Hausdorff.

Teorema 4.4.1. (Condizioni sufficienti per il quoziente di Hausdorff).

Sia𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua e identificazione con𝑋 compatto e di Hausdorff. Sono equivalenti:
1. 𝑌 è di Hausdorff.
2. 𝑓 chiusa.
3. 𝐾 = � (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑋 × 𝑋 � 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) � chiuso in𝑋 × 𝑋.

Dimostrazione.

1 ⟹ 3) Poichè 𝑌 è di Hausdorff, la diagonale Δ𝑌 è chiusa (teorema 1.8.1, pag. 23). Si

consideri ora la seguente funzione:

ℎ ≔ 𝑓 × 𝑓 ∶ 𝑋 × 𝑋 𝑌 × 𝑌

(𝑥1, 𝑥2) �𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)�

Essa è continua perché lo è 𝑓. Notiamo che 𝐾 = ℎ−1(Δ𝑌): allora 𝐾 è chiuso in quanto
controimmagine della diagonale, chiusa per ipotesi di Hausdorff.

𝑋 𝑌

𝑋 × 𝑋 𝑌 × 𝑌

𝑋 𝑌

ℎ≔𝑓×𝑓

𝑝1

𝑝2 𝑞2

𝑞1

𝑓

𝑓

3 ⟹ 2) Per dimostrare che 𝑓 è chiusa bisogna far vedere che per ogni 𝐶 ⊆ 𝑋 chiuso
𝑓(𝐶) ⊆ 𝑌 è chiuso; 𝑌 ha la topologia quoziente perché 𝑓 è identificazione, quindi dobbiamo
mostrare che 𝑓−1 �𝑓(𝐶)� ⊆ 𝑋 sia chiuso. Notiamo che 𝑓−1 �𝑓(𝐶)� = 𝑝1(𝐾∩ 𝑝−1

2 (𝐶)); noto che
𝑝−1

2 (𝐶) = 𝑋 × 𝐶 si ha che

𝐾 ∩ 𝑝−1
2 (𝐶) = �(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑋 × 𝑋 ∣ 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ∈ 𝑓 (𝐶)�

= �(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑋 × 𝑋 ∣ 𝑥1 ∈ 𝑓−1 �𝑓 (𝐶)�� ,



4.1 . topologia quoziente 59

da cui

𝑝1(𝐾 ∩ 𝑝−1
2 (𝐶)) = � (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑋 × 𝑋 � 𝑥1 ∈ 𝑓−1 �𝑓 (𝐶)� � = 𝑓−1 �𝑓(𝐶)� .

Concludiamo che 𝑓 è chiusa in base alle proprietà delle proiezioni 𝑝1 e 𝑝2:
n poiché 𝑝2 continua e 𝐶 chiuso, 𝑝−1

2 (𝐶) è chiuso;
n poiché 𝐾 chiuso, 𝑝−1

2 (𝐶) ∩ 𝐾 è chiuso;
n poiché 𝑋 compatto implica che 𝑝1 chiusa, si ha che 𝑝1(𝐾 ∩ 𝑝−1

2 (𝐶)) = 𝑓−1 �𝑓(𝐶)� è
chiuso.

2 ⟹ 1) Serve il teorema diWallace, pertanto non ne affronteremo la dimostrazione.

Osservazione. Nella dimostrazione 1 ⟹ 3) non si è utilizzato che 𝑓 è un’identifica-
zione, dunque vale in generale!





capitolo 5
Azioni di gruppo

‘‘I gruppi, come l’uomo, sono noti sulla base delle loro azioni.”

GuillermoMoreno, un gruppo algebrico che pensava di essere un essere umano.

S
tudieremoora uno strumento importante dell’Algebra: l’azionedi ungruppo𝐺 su un
insieme𝑋. Grazie a ciò, possiamo dire che gli elementi del gruppo ‘‘spostano” gli elementi

dell’insieme in altri, senza dotare l’insieme di alcuna particolare struttura od operazione.

Alcuni gruppi sono definiti proprio sulla base delle azioni, come il gruppo simmetrico: gli

elementi sono le permutazioni sull’insieme!

Per gli scopi della topologia, le azioni di gruppo hanno particolare importanza: se nel

Capitolo 4 abbiamo visto diversi tipi di spazi quozienti, generalmente dando una relazione di

equivalenza su un sottoinsieme relativamente semplice, qui introdurremo quozienti topologici

indotti da queste azioni di gruppo. Fra questi preannunciamo il ruolo di primo piano svolto

dallo spazio proiettivo reale.

5.1 azione di un gruppo su un insieme

Definizione 5.1.1. (Gruppo simmetrico).

Sia 𝑋 un insieme. Si definisce il gruppo simmetrico sull’insieme 𝑋 come:

𝑆(𝑋) ≔ �𝑓 ∶ 𝑋 𝑋 � 𝑓 biunivoca �

Definizione 5.1.2. (Azione di un gruppo su un insieme).

Sia 𝐺 un gruppo e 𝑋 un insieme. Un’azione di 𝐺 su 𝑋 è, equivalentemente:
n unmorfismo di gruppiΦ ∶ 𝐺 𝑆(𝑋), cioèΦ soddisfaΦ(𝑔ℎ) = Φ(𝑔)Φ(ℎ).

n un applicazione
𝜑 ∶ 𝐺 × 𝑋 𝑋

(𝑔, 𝑥) 𝑔. 𝑥
tale che 𝑒. 𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑔. (ℎ. 𝑥) = (𝑔ℎ). 𝑥.

Le due definizioni sono effettivamente equivalenti:

61
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n Se l’azione è definita comemorfismo di gruppiΦ, si pone 𝜑(𝑔, 𝑥) ≔ Φ(𝑔)(𝑥), dove
Φ(𝑔) ∈ 𝑆(𝑋).

n Se l’azione è definita come applicazione𝜑, si pone

Φ(𝑔) ∶ 𝑋 𝑋
𝑥 𝜑(𝑔, 𝑥)

.

Definizione 5.1.3. (Relazione di equivalenzadell’azione).

Su 𝑋 si definisce una relazione di equivalenza dettata dall’azione di un gruppo 𝐺:

𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ ∃𝑔 ∈ 𝐺 ∶ 𝑦 = 𝑔. 𝑥

Dimostrazione. Dimostriamo che è una relazione di equivalenza:
n Riflessività: 𝑥 ∼ 𝑥 in quanto 𝑥 = 𝑒. 𝑥.
n Simmetria: poiché 𝑦 = 𝑔. 𝑥, allora 𝑥 = 𝑔−1. 𝑦 (𝑔−1 ∈ 𝐺).
n Transitività: poiché 𝑦 = 𝑔. 𝑥, 𝑧 = ℎ. 𝑦, allora 𝑧 = ℎ. �𝑔. 𝑥� = (ℎ𝑔). 𝑥 e ℎ𝑔 ∈ 𝐺.

Definizione 5.1.4. (Orbita di un elemento).

Le classi di equivalenza date da questa relazione sono dette orbite:

[𝑥] = 𝑂 (𝑥) = 𝐺. 𝑥 ≔ � 𝑦 ∈ 𝑋 � ∃𝑔 ∈ 𝐺 ∶ 𝑦 = 𝑔. 𝑥 � = � 𝑔. 𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝑔 ∈ 𝐺 �

L’insieme quoziente è detto spazio delle orbite e si denota 𝑋/𝐺.

Esempio. Il gruppoGL(𝑛,ℝ) agisce con l’insiemeℝ𝑛 con lamoltiplicazionematrice per
vettore𝜑(𝐴,v) = 𝐴v. Analizziamo le orbite:

n Per ogni𝐴 ∈ GL(𝑛,ℝ),𝐴0 = 0; dunque 𝐺.0 = {0}.
n Fissato v ≠ 0, per ogni vettorew ≠ 0 esiste sempre𝐴 ∈ GL(𝑛,ℝ) tale chew = 𝐴v,

dunque 𝐺.v = ℝ𝑛 ⧵ {0}.
Quindiℝ𝑛/GL(𝑛,ℝ) = {𝑎, 𝑏} con 𝑎 = [0] e 𝑏 = [v],v ≠ 0.

5.2 stabilizzatore di un elemento

Definizione 5.2.1. (Stabilizzatoredi un elemento).

Lo stabilizzatore di un elemento 𝑥 è l’insieme degli elementi di 𝐺 che fissano 𝑥:

𝐻𝑥 ≔ �𝑔 ∈ 𝐺 ∣ 𝑔. 𝑥 = 𝑥�

𝐻𝑥 è un sottogruppo di isotropia di 𝑥. Se𝐻𝑥 è banale, allora l’azione è detta libera.

Dimostrazione. 𝐻𝑥 è chiuso rispetto all’azione:
n 1𝐺 ∈ 𝐻𝑥 per definizione dell’azione 𝑔., in quanto 1𝐺. 𝑥 = 𝑥, ∀𝑥.
n Per ogni 𝑔, ℎ ∈ 𝐻𝑥, allora �𝑔ℎ� . 𝑥 = 𝑔. (ℎ. 𝑥) = 𝑔. 𝑥 = 𝑥.

Osservazione. L’insieme 𝐺/𝐻𝑥 dei laterali sinistri di𝐻𝑥 in 𝐺 è in corrispondenza biuni-
voca con l’orbita 𝑂 (𝑥). Se 𝐺 è finito, la cardinalità dell’orbita è l’indice di𝐻𝑥 in 𝐺.
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Dimostrazione. Sia data

𝛼 ∶ 𝐺/𝐻𝑥 𝑂 (𝑥)
𝑔.𝐻𝑥 𝑔. 𝑥

.

Mostriamo che 𝛼 è ben definita e biunivoca.
1. Ben definizione: se 𝑔.𝐻𝑥 = 𝑔̃.𝐻𝑥 allora 𝑔−1𝑔̃ = ℎ ∈ 𝐻𝑥, dunque 𝑔̃ = 𝑔ℎ ∈ 𝐻𝑥. Si ha:

𝛼 �𝑔̃.𝐻𝑥� = 𝑔̃. 𝑥 = �𝑔ℎ� . 𝑥 = 𝑔. (ℎ. 𝑥) = 𝑔. 𝑥 = 𝛼 �𝑔.𝐻𝑥�

Poiché 𝑔.𝐻𝑥 = 𝑔̃.𝐻𝑥 si ha 𝑔. 𝑥 = 𝑔̃. 𝑥 e la funzione è ben definita.
2. Iniettività: vale la seguente catena di implicazioni:

𝛼 �𝑔1.𝐻𝑥� = 𝛼 �𝑔2.𝐻𝑥� ⟹ 𝑔1. 𝑥 = 𝑔2. 𝑥 ⟹ 𝑔−1
2 . �𝑔1. 𝑥� = 𝑔−1

2 . �𝑔2. 𝑥�

⟹ �𝑔−1
2 . 𝑔1� . 𝑥 = 1𝐺. 𝑥 = 𝑥

Ne segue che �𝑔−1
2 𝑔1� ∈ 𝐻𝑥, dunque 𝑔−1

2 𝑔1 = ℎ ∈ 𝐻𝑥 e 𝑔1.𝐻𝑥 = 𝑔2.𝐻𝑥.
3. Suriettività: se 𝑦 ∈ 𝑂 (𝑥), per definizione ∃𝑔 ∈ 𝐺 ∶ 𝑦 = 𝑔. 𝑥, cioè 𝑦 = 𝛼 �𝑔.𝐻𝑥�.

Segue, dal teorema di Lagrange, che

|𝑂 (𝑥)| = [𝐺 ∶ 𝐻𝑥] =
|𝐺|
|𝐻𝑥|

.

Osservazione. Punti nella stessa orbita hanno stabilizzatori coniugati:

𝑥2 = 𝑔. 𝑥1 ⟹ 𝐻𝑥2 = 𝑔.𝐻𝑥1. 𝑔
−1

Dimostrazione.

⊆) Sia ℎ ∈ 𝐻𝑥2. Poiché per ipotesi 𝑥2 = 𝑔. 𝑥1, si ha

ℎ. 𝑥2 = 𝑥2 ⟹ ℎ. �𝑔. 𝑥1� = 𝑔. 𝑥1 ⟹ �𝑔−1ℎ𝑔� . 𝑥1 = 𝑥1.

Segue che per ogni ℎ ∈ 𝐻𝑥2 si ha 𝑔
−1ℎ𝑔 ∈ 𝐻𝑥1, ma allora ℎ = 𝑔 �𝑔

−1ℎ−1𝑔� 𝑔−1 ∈ 𝑔.𝐻𝑥1. 𝑔
−1.

Pertanto, per l’arbitrarietà di ℎ si ha 𝐻𝑥2 ⊆ 𝑔.𝐻𝑥1. 𝑔
−1. ⊇) Sia ℎ ∈ 𝐻𝑥1 e consideriamo

𝑔ℎ𝑔−1. Se applico 𝑔ℎ𝑔−1 all’elemento 𝑥2:

�𝑔ℎ𝑔−1� . 𝑥2 = �𝑔ℎ𝑔−1� . 𝑔. 𝑥1 = �𝑔ℎ� . �𝑔−1𝑔� . 𝑥1 = �𝑔ℎ� . 𝑥1 = 𝑔. (ℎ) . 𝑥1 = 𝑔. 𝑥1 = 𝑥2

Pertanto, per ogni ℎ ∈ 𝐻𝑥1 si ha �𝑔ℎ𝑔
−1� . 𝑥2 = 𝑥2 e per l’arbitrarietà di ℎ segue 𝑔.𝐻𝑥1. 𝑔

−1 ⊆
𝐻𝑥2

5.3 azione per omeomorfismi

Definizione 5.3.1. (Azione peromeomorfismi).

Sia 𝑋 uno spazio topologico e 𝐺 un gruppo che agisce su 𝑋. Diciamo che 𝐺 agisce per
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omeomorfismi se per ogni 𝑔 ∈ 𝐺 l’applicazione

𝜃𝑔 ∶ 𝑋 𝑋
𝑥 𝑔. 𝑥

è un omeomorfismo. Questo è equivalente a chiedere che l’azione sia data da un omomorfismo

di gruppi

Φ ∶ 𝐺 {omeomorfismi 𝑋→ 𝑋 } ≤ 𝑆 (𝑥).

Lemma 5.3.1. (𝐺 agisce peromeomorfismi se e solo se 𝜃𝑔 è continua, ∀𝑔 ∈ 𝐺).

Dimostrazione.

⟹ ) 𝐺 agisce per omeomorfismi se 𝜃𝑔 è un omeomorfismo per ogni 𝑔, dunque banal-
mente 𝜃𝑔 è continua.
⟸ ) Dobbiamo dimostrare che 𝜃𝑔 è un omeomorfismo. Notiamo che per ogni 𝑔, ℎ ∈ 𝐺
vale 𝜃𝑔 ∘ 𝜃ℎ = 𝜃𝑔ℎ:

�𝜃𝑔 ∘ 𝜃ℎ� (𝑥) = 𝜃𝑔 (𝜃ℎ (𝑥)) = 𝜃𝑔 (ℎ. 𝑥) = 𝑔. (ℎ. 𝑥) = �𝑔ℎ� . 𝑥 = 𝜃𝑔ℎ (𝑥) , ∀𝑥 ∈ 𝑋.

Inoltre, vale 𝜃𝑒 = 𝐼𝑑𝑋:
𝜃𝑒 (𝑥) = 𝑒. 𝑥 = 𝑥 = 𝐼𝑑 (𝑥) , ∀𝑥 ∈ 𝑋.

Allora, si verifica che

�𝜃𝑔−1 ∘ 𝜃𝑔� (𝑥) = 𝜃𝑔−1𝑔 (𝑥) = 𝜃𝑒 (𝑥) = 𝐼𝑑𝑋 (𝑥) = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑔 ∈ 𝐺,

cioè l’inversa di 𝜃𝑔 è 𝜃𝑔−1. Di conseguenza, anche �𝜃𝑔�
−1

= 𝜃𝑔−1 è continua per ipotesi

perché 𝑔−1 ∈ 𝐺, dunque segue la tesi.

Proposizione 5.3.1. (Azione peromeomorfismi e proiezione aperta).

1. Sia𝑋 uno spazio topologico e𝐺 un gruppo che agisce su𝑋 per omeomorfismo. La proiezione
𝜋 ∶ 𝑋 𝑋/𝐺dall’insieme allo spazio delle orbite𝑋/𝐺 è aperta e, se𝐺 è finito, 𝜋 è anche
chiusa.

2. Sia𝑋 uno spazio topologico di Hausdorff e𝐺 gruppo finito che agisce su𝑋 per omeomorfismi.
Allora𝑋/𝐺 è di Hausdorff.

Dimostrazione.

I Dato 𝐴 ⊆ 𝑋 aperto, vogliamo dimostrare che 𝜋 (𝐴) è aperto in 𝑋/𝐺 e quindi, per
definizione di topologia quoziente, che 𝜋−1 (𝜋 (𝐴)) è aperto in 𝑋. Ogni elemento
di 𝐴 è contenuto in un orbita, dunque 𝜋 (𝐴) contiene le orbite degli 𝑥 ∈ 𝐴; la
controimmagine 𝜋−1 (𝜋 (𝐴)) risulta dunque pari all’unione di tutte le orbite in 𝑋
che intersecano l’insieme𝐴, che indichiamo con 𝑔.𝐴:

𝜋−1 (𝜋 (𝐴)) = �
𝑔∈𝐺

𝑔.𝐴.
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Ma allora 𝑔.𝐴 = �𝑔. 𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝐴� è un aperto al variare di 𝑔 ∈ 𝐺 poiché un omeomorfi-
smo porta aperti in aperti; l’unione di aperti è aperta, dunque 𝜋−1 (𝜋 (𝐴)) è aperto
in 𝑋 e, come desiderato, 𝜋 (𝐴) è aperto in 𝑋/𝐺. Inmodo analogo con 𝐶 ⊆ 𝑋 chiuso
otteniamo che

𝜋−1 (𝜋 (𝐶)) = �
𝑔∈𝐺

𝑔. 𝐶,

con 𝑔. 𝐶 chiuso per omeomorfismo. In particolare, essendo 𝐺 finito, segue che
l’unione dei 𝑔. 𝐶 è finita e dunque anch’essa è un chiuso in 𝑋 e, come desiderato,
𝜋 (𝐶) chiuso in 𝑋/𝐺.

II Siano𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋/𝐺distinti; vogliamodimostrare che esistono intorni di𝑝 e 𝑞disgiunti.
Siano 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 tali che 𝜋 (𝑥) = 𝑝 e 𝜋 �𝑦� = 𝑞 e consideriamo il gruppo finito 𝐺 =
�𝑔1 = 1𝐺, 𝑔2, … , 𝑔𝑛�. Le orbite di 𝑥 e 𝑦 sono distinte: se così non fosse, si avrebbe
𝜋 (𝑥) = 𝜋 �𝑦� e cioè 𝑝 = 𝑞, il che è assurdo! Allora 𝑔𝑖. 𝑥 ≠ 𝑔𝑦. 𝑦 , ∀ 𝑖, 𝑗. Definiti
in 𝑋 due intorni aperti 𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) e 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦� disgiunti per Hausdorff, possiamo
considerare altri intorni aperti disgiunti 𝑔𝑖. 𝑈 ∈ 𝐼 �𝑔𝑖. 𝑥� , 𝑔𝑖. 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑔𝑖. 𝑦�. Allora

̃𝑈 ≔�
𝑖
𝑔𝑖. 𝑈 ̃𝑉 ≔�

𝑖
𝑔𝑖. 𝑉

sono entrambi aperti. Vogliamo costruire degli opportuni 𝑈 ∈ 𝐼 (𝑥) e 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑦� in
modo che siano intorni aperti disgiunti tali che, costruiti come sopra ̃𝑈 , ̃𝑉, si abbia
̃𝑈 ∩ ̃𝑉 = ∅. In questo modo, passando al quoziente con 𝜋, si otterranno degli
intorni 𝜋 � ̃𝑈 � di 𝑝 e 𝜋 � ̃𝑉 � di 𝑞 che soddisfano 𝜋 � ̃𝑈 � ∩ 𝜋 � ̃𝑉 � = ∅.

n Costruiamo 𝑈 e 𝑉: per ogni 𝑖 sappiamo che 𝑥 ≠ 𝑔𝑖. 𝑦 in 𝑋 in quanto le orbite
di 𝑥 e 𝑦 sono distinte. In quanto 𝑋 è di Hausdorff, si ha che per ogni 𝑖 ∃𝑈𝑖, 𝑉𝑖
intorni aperti disgiunti tali che 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 e 𝑔𝑖. 𝑦 ∈ 𝑉𝑖. Notiamo che 𝑦 ∈ 𝑔−1

𝑖 . 𝑉𝑖;
allora definiamo

𝑈 ≔
𝑛
�
𝑖
𝑈𝑖 ∈ 𝐼 (𝑥) 𝑉 ≔

𝑛
�
𝑖=1

𝑔−1
𝑖 . 𝑉𝑖 ∈ 𝐼 �𝑦� .

n Ricaviamo ̃𝑈 e ̃𝑉: per ogni elemento di 𝐺, ossia per per ogni 𝑖, abbiamo

𝑈 ∩ �𝑔𝑖. 𝑉 � ⊆ 𝑈𝑖 ∩ �𝑔𝑖. 𝑔−1
𝑖 . 𝑉𝑖� = 𝑈𝑖 ∩ 𝑉𝑖 = ∅ ⟹ 𝑈 ∩ �𝑔𝑖. 𝑉 � = ∅.

Allora per ogni 𝑖, 𝑗 abbiamo

�𝑔𝑖. 𝑈 � ∩ �𝑔𝑗. 𝑉 � = �𝑔𝑖. 𝑈 � ∩ �𝑔𝑖𝑔−1
𝑖 𝑔𝑗. 𝑉 � = 𝑔𝑖. �𝑈 ∩ �𝑔−1

𝑖 𝑔𝑗� . 𝑉 � ,

ma 𝑔−1
𝑖 𝑔𝑗 ∈ 𝐺, dunque 𝑈 ∩ �𝑔−1

𝑖 𝑔𝑗� . 𝑉 = ∅. Segue che

�𝑔𝑖. 𝑈 � ∩ �𝑔𝑗. 𝑉 � = ∅ ⟹
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖
𝑔𝑖. 𝑈

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∩

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖
𝑔𝑖. 𝑉

⎞
⎟⎟⎟⎠ = ∅ ⟹ ̃𝑈 ∩ ̃𝑉 = ∅.

Esempio. (ℤ, +) agisce inℝ per traslazione:

𝑚. 𝑥 = 𝑥 + 𝑚
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Semettiamo suℝ la topologia Euclidea, allora l’azione è per omeomorfismi, dato che per

ogni scelta di𝑚 ∈ ℤ
𝜃𝑚 ∶ ℝ ℝ

𝑥 𝑥 + 𝑚

è continua.
n Orbite: 𝑂 (𝑥) = {𝑥 + 𝑚 ∣ 𝑚 ∈ ℤ} rappresenta tutti i numeri che hanno mantissa

uguale. Ad esempio, l’orbita di 𝑥 = 1.5 continue 1.5, 2.5, −1.5, ….
n Stabilizzatore: 𝐻𝑥 = {𝑚 ∈ 𝑍 ∣ 𝑥 + 𝑚 = 𝑥} = {0} è banale, dunque l’azione è libera.
n Spazio delle orbite: ℝ/ℤ è insiemisticamente in corrispondenza biunivoca con [0, 1),

in particolare un sistema di rappresentanti di ℝ/ℤ sono le orbite al variare di

𝑥 ∈ [0,1). In termini topologici, lo spazio delle orbite è compatto poiché

𝜋 ([0, 1]) = ℝ/ℤ

ed è omeomorfo a 𝑆1.

Dimostrazione. Consideriamo

𝑓 ∶ ℝ 𝑆1 ⊆ ℝ
𝑡 (cos (2𝜋𝑡) , sin (2𝜋𝑡))

.

n 𝑓 è continua.
n 𝑓 è suriettiva.
n Si ha 𝑓 (𝑡1) = 𝑓 (𝑡2) ⟺ 𝑡1 − 𝑡2 ∈ ℤ ⟺ 𝑡1, 𝑡2 nella stessa orbita ⟺ 𝜋 (𝑡1) =

𝜋 (𝑡2) ⟺ 𝑡1 ∼ 𝑡2
Allora la relazione di equivalenza indotta da 𝑓 è quella dell’azione diℤ suℝ.
Inoltre, 𝑓 induce 𝑓 ∶ ℝ/ℤ 𝑆1 continua per le proprietà della topo-

logia quoziente e che rende commutativo il diagramma a lato. Infatti 𝑓 è
biunivoca inquantosuriettiva-essendoloè𝑓-e iniettiva-per conseguenza
del sistema di rappresentanti che si ha suℝ/ℤ.

ℝ 𝑆1

ℝ/ℤ

𝑓

𝜋
∃𝑓

Inoltre, essendoℝ/ℤ compatto ed 𝑆1 di Hausdorff, 𝑓 è chiusa e dunque 𝑓 è l’omeomorfismo
cercato. Per questomotivo, si ha anche che 𝑓 è un’identificazione aperta.

Digressione. Si può sempre vedereℝ2 come lo spazio dei complessiℂ. Allora

𝑆1 = {𝑧 ∣ |𝑧| = 1} ⊂ ℂ

e la funzione di prima si può anche riscrivere equivalentemente nelle forme

(cos (2𝜋𝑡) , sin (2𝜋𝑡)) ↔ cos (2𝜋𝑡) + 𝑖 sin (2𝜋𝑡) ↔ 𝑒2𝜋𝑖𝑡. (5.1)

Esempio. Ricordiamo che il gruppo GL(𝑛,ℝ) agisce con l’insiemeℝ𝑛 con lamoltipli-
cazionematrice per vettore𝜑(𝐴,v) = 𝐴v. Sappiamo che ci sono solo due orbite, dunque
lo spazio delle orbite èℝ𝑛/GL(𝑛,ℝ) = {[0] , [v]}. L’azione è per omeomorfismi, dato che,
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fissato𝐴 ∈ 𝐺,
𝜃𝐴 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑛

v 𝐴v
,

è continua. Tuttavia,ℝ𝑛/GL(𝑛,ℝ)non è diHausdorff. Infatti, {[v]} è apertomanon chiuso
inℝ𝑛/𝐺 in quanto 𝜋−1 ([v]) = ℝ𝑛 ⧵ {0}, che è un apertoma non è un chiuso diℝ𝑛: ℝ𝑛/𝐺 non
è T1 e tantomeno è di Hausdorff.

5.3.1 Spazio proiettivo reale

In questa sezione introduciamo uno spazio topologicomolto importante per i nostri studi,

lo spazio proiettivo reale. Nel Capitolo 9 guarderemo il suo comportamento come varietà

topologica, mentre nel Capitolo 11 tratteremo una sua generalizzazione su un qualunque campo

𝕂 con gli strumenti dell’algebra lineare, oltre a discutere topologicamente lo spazio proiettivo

complesso.

Esempio. Il gruppo moltiplicativo ℝ∗ = ℝ ⧵ {0} agisce su ℝ𝑛+1 ⧵ {0} con l’azione di
moltiplicazione per uno scalare 𝜆.x ≔ 𝜆x. L’azione è per omeomorfismi in quanto,
fissato 𝜆 ∈ 𝐺,

𝜃𝜆 ∶ ℝ𝑛+1 ⧵ {0} ℝ𝑛+1 ⧵ {0}
x 𝜆x

è continua.
n Orbite: le orbite

𝑂 (x) = {𝜆x ∣ 𝜆 ∈ 𝐺}

rappresentano tutte le rette vettoriali passanti per l’origine inℝ𝑛+1 private dell’o-
rigine.

n Spazio delle orbite: ℙ𝑛 (ℝ) ≔ �ℝ𝑛+1 ⧵ {0}� / �ℝ𝑛+1 ⧵ {0}� è lo spazio proiettivo reale,
spazio topologico rispetto alla topologia quoziente indotta dall’azione.

Definizione 5.3.2. (Spazio proiettivo reale).

Lo spazio proiettivo realeℙ𝑛 (ℝ) oℝℙ𝑛 di dimensione 𝑛 è lo spazio topologico delle
rette vettoriali passanti l’origine inℝ𝑛+1, a cui son state tolte l’origine. È definito come lo
spazio quoziente rispetto all’azione del gruppomoltiplicativoℝ∗ = ℝ ⧵ {0}:

ℙ𝑛 (ℝ) = �ℝ𝑛+1 ⧵ {0}� / (ℝ∗ = ℝ ⧵ {0}) .

Proposizione 5.3.2. (ℙ𝑛 (ℝ) è di Hausdorff, compatto e c.p.a.).

Dimostrazione.

I Dati 𝑝, 𝑞 ∈ ℙ𝑛 (ℝ), 𝑝 ≠ 𝑞, sono della forma 𝑝 = [x] e 𝑞 = [y]. Allora

[x] ≠ [y] ⟹ ℒ0 (x) ≠ ℒ0 (y) ,

conℒ0 (x) , ℒ0 (y) le rettevettoriali descritte dax ey. Prendiamo gli intorni aperti
disgiunti 𝑈 ⧵ {0} ∈ 𝐼 (x), 𝑉 ⧵ {0} ∈ 𝐼 (y) inℝ𝑛+1 ⧵ {0}. Allora, passando al quoziente,
𝜋 (𝑈 ⧵ {0}) e 𝜋 (𝑉 ⧵ {0}) formano due fasci di rette a forma di ‘‘doppio cono infinito”



68 capitolo 5. azioni di gruppo

con vertice nell’origine; questi due coni sono intorni aperti in quanto

𝜋−1 (𝜋 (𝑈 ⧵ {0})) = 𝑈 ⧵ {0} 𝜋−1 (𝜋 (𝑉 ⧵ {0})) = 𝑉 ⧵ {0} .

e inoltre sono intorni disgiunti di 𝑝 e 𝑞, dunqueℙ𝑛 (ℝ) è di Hausdorff.
II Per dimostrare cheℙ𝑛 (ℝ) è compatto, dimostriamo che 𝜋 (𝑆𝑛) = ℙ𝑛 (ℝ), dato che

𝑆𝑛 ⊆ 𝑅𝑛+1 ⧵ {0} è compatto. Notiamo che, presa l’orbita di un vettore v, si ha

[v] = {𝜆v ∣ 𝜆 ∈ ℝ∗} = � 𝜆‖v‖
v

‖v‖ � 𝜆 ∈ ℝ∗ � = {𝜇x ∣ 𝜇 ∈ ℝ∗} = [x]

dove 𝜇 ≔ 𝜆‖v‖ ∈ ℝ∗ e x ≔ v/‖v‖ ∈ 𝑆1; ogni orbita dello spazio proiettivo reale
si può scrivere come l’orbita di un vettore appartenente alla sfera 𝑆𝑛. Segue che
𝜋∣𝑆𝑛 è suriettiva, cioè 𝜋∣𝑆𝑛 (𝑆𝑛) = ℙ𝑛 (ℝ) e dunque 𝜋 (𝑆𝑛) = ℙ𝑛 (ℝ). Dato che 𝑆𝑛 è
compatto e c.p.a., segue che anche lo spazio proiettivo reale è compatto e c.p.a. in

quanto immagine continua di 𝑆𝑛.



capitolo 6
Assiomi di numerabilità e
successioni

‘‘Non ti ho tradito! Dico sul serio. . . Ero.. . rimasto senza benzina. Avevo una gomma a terra. Non avevo i

soldi per prendere il taxi. La tintoria nonmi aveva portato il tight. C’era il funerale di miamadre! Era

crollata la casa! C’è stato un.. . terremoto! Una tremenda inondazione! Le cavallette! Non è stata colpa

mia! Lo giuro su Dio!”

Jake ”Joliet” Blues, The Blues Brothers.

D
allo studio dell’Analisi sono ben note le successioni a valori reali e le loro proprietà. In

questo capitolo porremo la nostra attenzione sulle successioni con codominio uno

spazio topologico. Inoltre, riprenderemo dal Capitolo 2 la trattazione dei compatti per studiare

la relazione che hanno con le successioni.

Prima fare tutto ciò, tuttavia, abbiamobisognodi introdurre degli assiomidinumerabilità,

in modo da garantire l’esistenza di insiemi numerabili di oggetti topologici; la maggior parte

degli spazi topologici più comuni soddisfano almeno uno di questi assiomi.

Il capitolo si conclude con un approfondimento delle successioni negli spazi metrici.

6.1 numerabilità

Definizione 6.1.1. (Insiemenumerabile).

Un insieme𝑋 ènumerabile o di cardinalità numerabile se è finito oppure esiste una biezione
tra l’insieme 𝑋 e i naturaliℕ.

Definizione 6.1.2. (Secondoassiomadi numerabilità (A base numerabile)).

Uno spazio topologico 𝑋 è a base numerabile, o soddisfa il secondo assioma di numera-

bilità, se esiste una baseℬ della topologia tale cheℬ sia di cardinalità numerabile.

69
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Definizione 6.1.3. (Primoassiomadi numerabilità).

Uno spazio topologico𝑋 è primo numerabile, o soddisfa ilprimoassiomadi numerabilità,

se ogni punto ammette un sistema fondamentale di intorni che sia numerabile.

Osservazioni.

1. Il secondo assioma di numerabilità implica il primo.

2. Se 𝑋 è finito, 𝑋 soddisfa sempre i due assiomi.
3. Se 𝑋 è spaziometrico, 𝑋 è sempre primo numerabile.
4. Se 𝑋 è a base numerabile, ogni sottospazio 𝑌 di 𝑋 è a base numerabile. In particolare 𝑌 è

primo numerabile.

5. Se 𝑋 e 𝑌 sono a base numerabile, allora 𝑋 × 𝑌 è a base numerabile. In particolare 𝑋 × 𝑌 è
primo numerabile.

6. Non èvero che il quoziente di𝑋 spazio a base numerabile (o primonumerabile) è sempre
a base numerabile (o primo numerabile).

Dimostrazione.

I Se𝑋 ha base numerabileℬ e 𝑥 ∈ 𝑋, allora {𝐴 ∈ℬ ∣ 𝑥 ∈ 𝐴} è un sistema fondamen-
tali di intorni di 𝑥 ed è chiaramente numerabile.

II Ogni base e sistema fondamentale di intorni contiene necessariamente unnumero

finito di elementi.

III Preso 𝑥 ∈ 𝑋, �𝐵1/𝑛 (𝑥)�𝑛∈ℕ
è un sistema fondamentale di intorni ed è numerabile.

IV Seℬ è una base numerabile per 𝑋, {𝐴 ∩ 𝑌 ∣ 𝐴 ∈ℬ} è base numerabile per 𝑌.
V Seℬ𝑋 è una base numerabile per 𝑋 eℬ𝑌 base numerabile per 𝑌, allora

{𝐴 × 𝐵 ∣ 𝐴 ∈ℬ𝑋, 𝐵 ∈ℬ𝑌}

è base di 𝑋 × 𝑌 numerabile.
VI La contrazionediℤ inℝ adunpunto, cioè il quozienteℝ/ℤ, nonèprimonumerabile

né tanto meno a base numerabile, pur essendo ℝ a base numerabile in quanto

metricoa.

aNelle ‘‘Note aggiuntive”, a pag. 283, si può trovare la dimostrazione di ciò.

Esempio. ℝ con la topologia Euclidea è a base numerabile. Infatti, presa

ℬ = {(𝑎, 𝑏) ∣ 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ, 𝑎 < 𝑏} ,

è una base perché, dati 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑥 < 𝑦,

�𝑥, 𝑦� = �
𝑎,𝑏∈ℚ
𝑥<𝑎<𝑏<𝑦

(𝑎, 𝑏) .

ed è numerabile, essendo definita in base ai razionaliℚ, che sono numerabili.

Proposizione 6.1.1. (Ogni ricoprimento aperto ammette un sottoricopri-

mentonumerabile in spazio a base numerabile).

Sia𝑋 a base numerabile. Ogni ricoprimento aperto di𝑋 ammette un sottoricoprimento numerabile.
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Dimostrazione. SiaA un ricoprimento aperto di 𝑋 eℬ una base numerabile per 𝑋.
Preso 𝑥 ∈ 𝑋 esiste un 𝑈𝑥 ∈ A che lo contiene in quantoA ricoprimento e un 𝐵𝑥 ∈ℬ tale

che 𝑥 ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝑈𝑥 in quantoℬ base. Abbiamo così determinato un sottoinsieme numerabile

della baseℬ:
�ℬ ≔ {𝐵𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑋 }

In particolare, esiste 𝐸 ⊆ 𝑋 numerabile tale che

�ℬ ≔ {𝐵𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝐸}

Se consideriamo ora �A ≔ {𝑈𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝐸}, notiamo che:
n �A ⊆ A ;
n �A è numerabile perché lo è 𝐸;
n Si ha

𝑋 = �
𝐵𝑥∈ �ℬ

𝐵𝑥 =�
𝑥∈𝐸

𝐵𝑥 ⊆�
𝑥∈𝐸

𝑈𝑥.

Segue che �A è un sottoricoprimento numerabile diA .

Definizione 6.1.4. (Spazio separabile).

Uno spazio topologico𝑋 si dice separabile se contieneun sottoinsieme𝐸 denso enumerabile.

Esempi.
n Se 𝑋 è numerabile, allora è separabile perché l’insieme stesso è un sottoinsieme

numerabile e denso.
n ℝ𝑛 con la topologia Euclidea è separabile perché si ha 𝐸 = ℚ𝑛 denso inℝ𝑛.

Lemma 6.1.1. (Base numerabile implica separabile).

Se𝑋 è a base numerabile, allora è separabile.

Dimostrazione. Siaℬ una base numerabile. Prendiamo

𝐸 ≔ { 𝑥𝑈 ∈ 𝑈 | 𝑈 ∈ℬ } .

n 𝐸 è numerabile perché lo èℬ, avendo preso un punto per ogni elemento della base

numerabile.
n 𝐸 è denso: se 𝐴 ⊆ 𝑋 è aperto non vuoto, allora esiste 𝑈 ∈ ℬ tale che 𝑥𝑢 ∈ 𝑈 ⊆ 𝐴,

dunque 𝑥𝑈 ∈ 𝐴 e allora 𝐸 ∩ 𝐴 ≠ ∅.

Proposizione 6.1.2. (𝑋metrico a base numerabile se e solo se separabile).
Sia𝑋 spazio metrico. 𝑋 è sempre primo numerabile, mentre è a base numerabile se e solo se separabile.

Dimostrazione. Per la prima affermazione, si veda l’osservazione a pag. 70; mostria-

mo ora la seconda.

⟹ ) Sempre vera per ogni spazio anche nonmetrico (lemma 6.1.1).
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⟸ ) Sia 𝐸 ⊆ 𝑋 sottoinsieme numerabile e denso. Definiamo

ℬ ≔ �𝐵1/𝑛 (𝑒) � 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑛 ∈ ℕ � .

Questo insieme è numerabile, mostriamo che sia una base. Per far ciò, fissiamo 𝑈 ⊆ 𝑋
aperto e prendiamo 𝑥 ∈ 𝑈: vogliamo trovare un aperto diℬ contenuto in 𝑈 e contenente
𝑥.a Sia 𝑛 ∈ ℕ tale che 𝐵1/𝑛 (𝑥) ⊆ 𝑈. Cerchiamo opportuni 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑚 ∈ ℕ tale che

𝑥 ∈ 𝐵1/𝑚 (𝑒) ⊆ 𝐵1/𝑛 (𝑥) ⊆ 𝑈

Consideriamo la palla 𝐵1/2𝑛 (𝑥). Siccome 𝐸 è denso in 𝑋, esiste 𝑒 ∈ 𝐸 ∩ 𝐵1/2𝑛 (𝑥). Prendiamo
ora la balla [sic.] 𝐵1/2𝑛 (𝑒) ∈ℬ:

n contiene 𝑥 perché se 𝑒 ∈ 𝐵1/2𝑛 (𝑥), allora 𝑑 (𝑒, 𝑥) <
1
2𝑛 , dunque 𝑥 ∈ 𝐵1/2𝑛 (𝑒)

n 𝐵1/2𝑛 (𝑒) ⊆ 𝐵1/𝑛 (𝑥) ⊆ 𝑈; infatti, preso 𝑦 ∈ 𝐵1/2𝑛 (𝑒) si ha

𝑑 �𝑥, 𝑦� ≤ 𝑑 (𝑥, 𝑒) + 𝑑 �𝑒, 𝑦� <
1
2𝑛 +

1
2𝑛 =

1
𝑛,

da cui segue 𝑦 ∈ 𝐵1/𝑛 (𝑥) ⊆ 𝑈.
aGli elementi della base sono già aperti banalmente. Per l’arbitrarietà di 𝑥, troviamo un ricoprimento

aperto di 𝑈 costituito da aperti diℬ contenuto interamente in 𝑈, cioè 𝑈 = ⋃𝑖∈𝐼 𝐵𝑖.

Esempio. Si puòvedere cheℝ𝑛 è base numerabile inmodo alternativo a quanto già vista
perché è uno spaziometrico ed è separabile.

Attenzione! Un insieme con una certa topologia può essere a base numerabile (o

primo numerabile), ma non necessariamente rispetto ad un’altra!

Esempio (Rettadi Sorgenfrey).

Consideriamo 𝑋 = ℝ con la topologia avente come base

ℬ = { [𝑎, 𝑏) | 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 < 𝑏 } .

Mostriamo cheℬ è base per una topologia, 𝑋 è separabile, primo numerabile ma non è a
base numerabile.

n Base per una topologia: usiamo il teorema delle basi (1.1.1, Manetti, 3.7).

I 𝑋 = ⋃𝐵∈ℬ 𝐵 è ovvio.
II Prendiamo𝐴 = [𝑎, 𝑏) , 𝐵 = [𝑐, 𝑑) e consideriamo

∀𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 = [max {𝑎, 𝑏} , min {𝑐, 𝑑})

Basta prendere 𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐵 ∈ℬ per soddisfare 𝑥 ∈ 𝐶 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵.
n Separabile: 𝐸 = ℚ è numerabile ed è denso perché vale sempre [𝑎, 𝑏) ∩ ℚ ≠ ∅,

dunque ogni aperto non vuoto interseca 𝐸; segue che 𝑋 è separabile.
n Primo numerabile: se 𝑎 ∈ ℝ, allora

��𝑎, 𝑎 +
1
𝑛��𝑛∈ℕ
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è un sistema fondamentale di intorni di 𝑎 numerabile. Preso 𝑈 intorno di 𝑎, esiste
𝑏 > 𝑎 tale che [𝑎, 𝑏) ⊆ 𝑈; inoltre, esiste 𝑛 ∈ ℕ tale che 𝑎 + 1

𝑛 < 𝑏, cioè

�𝑎, 𝑎 +
1
𝑛� ⊆ [𝑎, 𝑏) ⊆ 𝑈.

n Non a base numerabile: presa una base �ℬ per 𝑋, mostriamo che non è numerabile.
Sia 𝑥 ∈ ℝ; allora

[𝑥, ∞) =�
𝑦>𝑥

�𝑥, 𝑦�

è aperto. In particolare, esiste un aperto 𝑈 (𝑥) = [𝑥, 𝑏) ∈ �ℬ con 𝑏 > 𝑥 dipendente
dalla scelta del punto 𝑥 per cui 𝑥 ∈ 𝑈 (𝑥) ⊆ [𝑥, ∞). Notiamo che se 𝑥 ≠ 𝑦, allora
𝑈 (𝑥) ≠ 𝑈 �𝑦�: preso 𝑦 > 𝑥, segue che se 𝑥 ∉ �𝑦, ∞� ⊇ 𝑈 �𝑦� allora 𝑥 ∉ 𝑈 �𝑦� e quindi
𝑈 (𝑥) ≠ 𝑈 �𝑦�. L’applicazione

ℝ �ℬ
𝑥 𝑈 (𝑥)

è iniettiva, dunque �ℬ non è in iniezione con i naturali e pertanto �ℬ non è numerabile.

Riassumendo, le relazioni tra gli assiomi di numerabilità e la separabilità sono le seguenti:

Separabile

A base

numerabile

Primo

numerabile

se 𝑋
èm

etr
ico

6.2 successioni

Definizione 6.2.1. (Successione).

Una successione in uno spazio topologico𝑋 è una funzione𝑎 ∶ ℕ 𝑋. La indichiamo
con {𝑎𝑛}𝑛∈ℕ = {𝑎𝑛} ≔ {𝑎(𝑛)}𝑛∈ℕ.

Definizione 6.2.2. (Convergenzadi una successione).

Sia {𝑎𝑛} una successione in 𝑋. Diciamo che {𝑎𝑛} converge a 𝑝 ∈ 𝑋 se

∀𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝� ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈, ∀𝑛 ≥ 𝑛0.

Osservazione. Se 𝑋 è di Hausdorff, una successione convergente ha un unico limite.

Dimostrazione. Supponiamo che {𝑎𝑛} converga a 𝑝 e 𝑞; mostriamo che 𝑝 = 𝑞. Siano
𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝� e 𝑉 ∈ 𝐼 �𝑞� arbitrari.
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n Siccome {𝑎𝑛} converge a 𝑝, esiste 𝑛0 tale che 𝑎𝑛 ∈ 𝑈, per ogni 𝑛 ≥ 𝑛0.
n Siccome {𝑎𝑛} converge a 𝑞, esiste 𝑛1 tale che 𝑎𝑛 ∈ 𝑉, per ogni 𝑛 ≥ 𝑛1.

Allora 𝑎𝑛 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 per ogni 𝑛 ≥ max{𝑛0, 𝑛1}, quindi 𝑈 ∩ 𝑉 ≠ ∅ e pertanto 𝑝 = 𝑞 perché 𝑋 è
di Hausdorffa.

aIn particolare abbiamo usato la contronominale della definizione di Hausdorff:

¬ �𝑝 ≠ 𝑞 ⟹ ∃𝑈 ∈ 𝐼(𝑝), 𝑉 ∈ 𝐼(𝑞) ∶ 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅� → ∀𝑈 ∈ 𝐼(𝑝), 𝑉 ∈ 𝐼(𝑞), 𝑈 ∩ 𝑉 ≠ ∅ ⟹ 𝑝 = 𝑞

Definizione 6.2.3. (Limite).

Se 𝑋 è di Hausdorff e {𝑎𝑛} è convergente, ha senso parlare del limite della successione:

𝑝 = lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛.

Se 𝑋 non è di Hausdorff, la stessa successione può convergere a più punti, dunque non
esiste il limite della successione.

Esempi.
n Se 𝑋 ha la topologia banale T = {𝑋, ∅}, l’unico intorno di qualunque punto è 𝑋.

Allora ogni successione {𝑎𝑛} in 𝑋 converge sempre ad un qualunque punto 𝑝.
n Se 𝑋 ha la topologia discreta, una successione {𝑎𝑛} in 𝑋 converge a 𝑝 se e solo se

esiste 𝑛0 tale che 𝑎𝑛 = 𝑝, per ogni 𝑛 ≥ 𝑛0, cioè se la successione è definitamente

costante. Infatti, nella topologia discreta anche il singoletto �𝑝� è intorno di 𝑝,
dunque alla fine la successione avrà solo termini nel singoletto.

Osservazione. Se 𝑋 spaziometrico, 𝑎𝑛 converge a 𝑝 se e solo se

∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∶ 𝑑 �𝑎𝑛, 𝑝� < 𝜀, ∀𝑛 ≥ 𝑛0

Dimostrazione.

⟹ ) 𝑈 = 𝐵𝜀 �𝑝� è l’intorno di convergenza che soddisfa l’implicazione.
⟸ ) Sia 𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝�. Allora esiste 𝜀 > 0 tale che 𝐵𝜀 �𝑝� ⊆ 𝑈; per le ipotesi esiste 𝑛0 tale che

𝑑 �𝑝, 𝑎𝑛� < 𝜀, per ogni 𝑛 ≥ 𝑛0, cioè 𝑎𝑛 ∈ 𝐵𝜀 �𝑝� ⊆ 𝑈. Dunque 𝑎𝑛 ∈ 𝑈, per ogni 𝑛 ≥ 𝑛0.

6.2.1 Punti di accumulazione

Definizione 6.2.4. (Puntodi accumulazione per la successione).

Un punto 𝑝 ∈ 𝑋 è punto di accumulazione per la successione {𝑎𝑛} se

∀𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝� , ∀𝑁 ∈ ℕ ∃𝑛 ≥ 𝑁 ∶ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈.

Esercizio. Se𝑋 è spaziometrico, allora 𝑝 è un punto di accumulazione per {𝑎𝑛} se e solo
se

∀𝜀 > 0, ∃𝑛0 ∶ 𝑑 �𝑎𝑛, 𝑝� < 𝜀, ∀𝑛 ≥ 𝑛0.
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Definizione 6.2.5. (Puntodi accumulazione per il sottoinsieme e derivato).

Un punto 𝑝 ∈ 𝑋 è punto di accumulazione per il sottoinsieme 𝐵 ⊆ 𝑋 se

∀𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝� , ∃𝑏 ∈ 𝐵 ∶ 𝑏 ∈ 𝑈 ⧵ �𝑝� .

L’insieme dei punti di accumulazione per il sottoinsieme 𝐵 è chiamato derivato di 𝐵 e si
indica con 𝐵′.

Esercizio. Data la successione {𝑎𝑛} in 𝑋 e definito𝐴 ≔ {𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ∈ ℕ}:
n Un punto di accumulazione 𝑝 ∈ 𝑋 per la successione {𝑎𝑛} non è mai punto di

accumulazione per l’insieme𝐴.
n Un punto di accumulazione 𝑝 ∈ 𝑋 per l’insieme 𝐴 in generale non è punto di

accumulazione per la successione {𝑎𝑛}; se 𝑋 èmetrico, allora vale l’implicazione.

6.2.2 Sottosuccessioni

Definizione 6.2.6. (Sottosuccessione).

Una sottosuccessione di {𝑎𝑛} è la composizione di 𝑎 ∶ ℕ 𝑋 con un’applicazione
strettamente crescente

𝑘 ∶ ℕ ℕ
𝑛 𝑘 (𝑛)

.

Si indica con �𝑎𝑘𝑛�𝑛∈ℕ
=�𝑎𝑘𝑛�.

Lemma 6.2.1. (Lemmadelle successioni).

Sia {𝑎𝑛} una successione su𝑋 e 𝑝 ∈ 𝑋. Valgono le seguenti implicazioni:

1) {𝑎𝑛} converge a 𝑝
⇓

2) {𝑎𝑛} ha una sottosuccessione convergente a 𝑝
⇓

3) 𝑝 è un punto di accumulazione per {𝑎𝑛}
⇓

4) 𝑝 ∈ 𝐴 dove𝐴 = {𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ∈ ℕ} ⊆ 𝑋

Dimostrazione.

1) ⟹ 2) La sottosuccessione convergente è la successione stessa.
2) ⟹ 3) Sia �𝑎𝑘(𝑛)� una sottosuccessione convergente a 𝑝 e sia 𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝� arbitrario.
Se 𝑎𝑘(𝑛) converge a 𝑝 si ha che esiste 𝑛0 tale che 𝑎𝑘(𝑛) ∈ 𝑈, per ogni 𝑛 ≥ 𝑛0. Poiché 𝑘 (𝑛)
è strettamente crescente, esiste 𝑛1 tale che 𝑘 (𝑛) ≥ 𝑁,, per ogni 𝑛 ≥ 𝑛1. Allora preso
𝑛 = max {𝑛0, 𝑛1}, abbiamo che 𝑎𝑘(𝑛) ∈ 𝑈, 𝑘 (𝑛) ≥ 𝑁. Segue che 𝑝 è punto di accumulazione
per {𝑎𝑛}.
3) ⟹ 4) Per definizione di chiusura, 𝑝 ∈ 𝐴 se e solo se per ogni 𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝� 𝐴 ∩ 𝑈 ≠ ∅.
Prendiamo 𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝�: essendo 𝑝 punto di accumulazione per {𝑎𝑛}, esiste 𝑛 tale che 𝑎𝑛 ∈ 𝑈 e
𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅.
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Lemma 6.2.2. (In𝑋 primonumerabile 𝑎𝑛 hauna sottosuccessione convergente
a 𝑝 se 𝑝di accumulazione per 𝑎𝑛).
Sia𝑋 primo numerabile, {𝑎𝑛} successione in𝑋 e 𝑝 ∈ 𝑋. Allora vale anche 3) ⟹ 2) del teorema 6.2.1.
In altre parole, {𝑎𝑛} ha una sottosuccessione convergente a 𝑝 se e solo se 𝑝 è di accumulazione per {𝑎𝑛}.

Dimostrazione.

⟹ ) Vale per 2) ⟹ 3) del teorema 6.2.1.
⟸ ) Sia {𝑈𝑚}𝑚∈ℕ sistema fondamentale di intorni di 𝑝 numerabile per ipotesi, essendo
𝑋 primo numerabile. Consideriamo i seguenti insiemi:

̃𝑈𝑚 ≔ 𝑈1 ∩… ∩ 𝑈𝑚, ∀𝑚 ∈ ℕ

n ̃𝑈𝑚 è intorno di 𝑝, in quanto intersezione finita di intorni di 𝑝.
n ̃𝑈𝑚 = 𝑈1 ∩… ∩ 𝑈𝑚 ⊇ 𝑈1 ∩… ∩ 𝑈𝑚 ∩ 𝑈𝑚+1 = ̃𝑈𝑚+1.

Segue che � ̃𝑈𝑚� è ancora un sistema fondamentale di intorni numerabile di 𝑝: infatti, se 𝑉
è intorno di 𝑝, ∃𝑚 ∶ 𝑉 ⊇ 𝑈𝑚 ⊇ ̃𝑈𝑚. Ameno di sostituire 𝑈𝑚 con ̃𝑈𝑚, possiamo supporre che
𝑈1 ⊇ 𝑈2 ⊇ 𝑈3 ⊇ …. Costruiamo una sottosuccessione di {𝑎𝑛} convergente a 𝑝:

n ∃𝑘 (1) ∈ ℕ ∶ 𝑎𝑘(1) ∈ 𝑈1.
n ∃𝑘 (2) ≥ 𝑘 (1) + 1 ∶ 𝑎𝑘(2) ∈ 𝑈2.
n ...

E così via: per ogni𝑚 esiste 𝑘 (𝑚) ≥ 𝑘 (𝑚 − 1) + 1 tale che 𝑎𝑘(𝑚) ∈ 𝑈𝑚, ottenendo così una
sottosuccessione �𝑎𝑘(𝑚)�. Notiamo in particolare che

𝑚2 ≥ 𝑚1 ⟹ 𝑎𝑘(𝑚2) ∈ 𝑈𝑚2 ⊆ 𝑈𝑚1 (6.1)

Mostriamo che �𝑎𝑘(𝑛)� converge a 𝑝. Sia 𝑉 intorno di 𝑝: dal sistema fondamentale di intorni
esiste𝑚0 tale che 𝑈𝑚0 ⊆ 𝑉. Da (6.1) si ha che per ogni𝑚 ≥ 𝑚0 𝑎𝑘(𝑚) ∈ 𝑈𝑚0 ⊆ 𝑉.

Proposizione 6.2.1. (Caratterizzazione della chiusura con successioni).

Sia𝑋 uno spazio topologico primo numerabile, 𝑌 ⊆ 𝑋 e 𝑝 ∈ 𝑋. Sono equivalenti:
n esiste una successione in 𝑌 convergente a 𝑝;
n 𝑝 è di accumulazione per una successione in 𝑌;
n 𝑝 ∈ 𝑌.

Dimostrazione.

1) ⟹ 2)Non è necessario che 𝑋 sia primo numerabile, in quanto segue dal lemma 6.2.1
(pag. 75).

2) ⟹ 3) Non è necessario che 𝑋 sia primo numerabile. Se 𝑝 di accumulazione per
{𝑎𝑛} con 𝑎𝑛 ∈ 𝑦, ∀𝑛, allora 𝐴 = {𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ∈ ℕ} ⊆ 𝑌. Segue dal lemma 6.2.1 (pag. 75) che
𝑝 ∈ 𝐴 = {𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ∈ ℕ} ⊆ 𝑌.
3) ⟹ 1) Sia {𝑈𝑛} un sistema fondamentale di intorni di 𝑝 tale che 𝑈𝑛 ⊇ 𝑈𝑛+1, ∀𝑛. Allora

𝑝 ∈ 𝑌 ⟹ ∀𝑛 𝑌 ∩ 𝑈𝑛 ≠ ∅ ⟹ ∀𝑛∃𝑦𝑛 ∈ 𝑌 ∩ 𝑈𝑛.

In modo analogo a (6.1) (pag. 76), se 𝑛2 ≥ 𝑛1, allora 𝑦𝑛2 ∈ 𝑈𝑛2 ⊆ 𝑈𝑛1. Allora �𝑦𝑛� è una
successione in 𝑌 e converge a 𝑝. Infatti, sia 𝑉 intorno di 𝑝: dal sistema fondamentale di
intorni esiste 𝑛0 tale che 𝑈𝑛0 ⊆ 𝑉. Dal ragionamento analogo a (6.1) si ha che per ogni
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𝑛 ≥ 𝑛0 𝑦𝑛 ∈ 𝑈𝑛0 ⊆ 𝑉.

Osservazione. Preso uno spazio topologico 𝑋 primo numerabile, se 𝑌 ⊆ 𝑋 è un sot-
toinsieme denso, cioè 𝑌 = 𝑋, allora per la proposizione precedente ogni elemento 𝑝 ∈ 𝑋
ammette una successione in 𝑌 convergente al punto 𝑝. Inℝ, ciò comporta che ogni reale
può essere approssimato da una successione di soli razionali, dato cheℚ = ℝ.

6.3 successioni e compatti

Proposizione 6.3.1. (Successioni di compatti ;Manetti, 4.46).

Sia 𝑋 spazio topologico e sia 𝐾𝑛 ⊆ 𝑋, ∀𝑛 ∈ ℕ un sottospazio chiuso, compatto e non vuoto.

Supponiamo inoltre che

𝐾𝑛 ⊇ 𝐾𝑛+1 ∀𝑛 ⟹ 𝐾1 ⊇ 𝐾2 ⊇ 𝐾3 ⊇ …

Allora

�
𝑛≥1

𝐾𝑛 ≠ ∅.

Dimostrazione. Consideriamo𝐴𝑛 ≔ 𝐾1 ⧵ 𝐾𝑛:
n 𝐾𝑛 chiuso in𝑋 implica che𝐾𝑛 chiuso in𝐾1. Allora𝐴𝑛 è complementare di un chiuso,

dunque aperto in 𝐾1, ∀𝑚 ≥ 1.
n Dato che 𝐾𝑛 ⊇ 𝐾𝑛+1, allora𝐴𝑛 ⊆ 𝐴𝑛+1 ∀𝑛 ≥ 1.

Sia𝑁 ∈ ℕ. Osserviamo che

𝑁
�
𝑛=1

𝐴𝑛 = 𝐴𝑁 = 𝐾1 ⧵ 𝐾𝑁 ⫋ 𝐾1,

dunque nessuna unione finita degli𝐴𝑛 ricopre 𝐾1, cioè

�
𝑛∈ℕ

𝐴𝑛 ⫋ 𝐾1.

Allora anche l’unione arbitraria degli𝐴𝑛 non copre 𝑋, altrimenti {𝐴𝑛} sarebbe un ricopri-
mento aperto di 𝐾1 che non ammette sottoricoprimento finito, il che è assurdo in quanto
𝐾1 è compatto! Pertanto,

�
𝑛≥1

𝐴𝑛 = �
𝑛≥1

𝐾1 ⧵ 𝐾𝑛 = 𝐾1 ⧵
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑛≥1

𝐾𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠ ⫋ 𝐾1 ⟹ �

𝑛≥1
𝐾𝑛 ≠ ∅.

Lemma 6.3.1. (Ogni successione in un compattoha punti di accumulazione).

In uno spazio topologico compatto𝑋 ogni successione in𝑋 ha punti di accumulazione.

Dimostrazione. Sia {𝑎𝑛} successione in 𝑋. Per definizione, 𝑝 ∈ 𝑋 punto di accumula-
zione per {𝑎𝑛} se e solo se

∀𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝� , ∀𝑁 ∈ ℕ ∃𝑛 ≥ 𝑁 ∶ 𝑎𝑛 ∈ 𝑈.
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Per𝑁 fissato sia𝐴𝑁 ≔ {𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ≥ 𝑁 } ⊆ 𝑋. Allora 𝑝 ∈ 𝑋 punto di accumulazione per {𝑎𝑛} se e
solo se

∀𝑈 ∈ 𝐼 �𝑝� , ∀𝑁 ∈ ℕ 𝑈 ∩ 𝐴𝑁 ≠ ∅ ⟺ ∀𝑁 ∈ ℕ, 𝑝 ∈ 𝐴𝑁 ≔ 𝐶𝑁
Dunque

{punti di accumulazione di {𝑎𝑛}} = �
𝑁∈ℕ

𝐶𝑁

e {𝑎𝑛} ha punti di accumulazione se e solo se

�
𝑁∈ℕ

𝐶𝑁 ≠ ∅

n 𝐴𝐵 ≠ ∅ per definizione, dunque 𝐶𝑁 è un chiuso non vuoto.
n 𝐶𝑁 è chiuso in 𝑋 compatto, quindi 𝐶𝑁 compatto.

Poiché𝐴𝑁 = {𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ≥ 𝑁 } ⊇ 𝐴𝑁+1 = {𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ≥ 𝑁 + 1}, si ha

𝐶𝑁 = 𝐴𝑁 ⊇ 𝐴𝑁+1 = 𝐶𝑁+1.

Abbiamo trovato una successione di compatti contenuto l’uno nel successivo. Allora per

la proposizione 6.3.1 (Manetti, 4.46, pag. 77) si ha che

�
𝑛≥1

𝐶𝑁 ≠ ∅.−

Segue che esiste un punto di accumulazione per la successione.

6.3.1 Compattezza per successioni

Definizione 6.3.1. (Compatto per successioni).

Sia𝑋 spazio topologico. 𝑋 si dice compatto per successioni se ogni successione ammette

una sottosuccessione convergente.

Osservazione. Per il lemma 6.2.1 (pag. 75), se 𝑋 è compatto per successioni allora ogni
successione in 𝑋 ha un punto di accumulazione.

Lemma 6.3.2. (Compattezza e primanumerabilità).

Sia𝑋 primo numerabile. Allora:
1. 𝑋 compatto per successioni se e solo se ogni successione in𝑋 ha un punto di accumulazione.
2. 𝑋 compatto se e solo se𝑋 compatto per successioni.

Dimostrazione.

I ⟹ ) Vale per l’osservazione precedente.

⟸ ) Vale per il lemma 6.2.2 (pag. 76): se ogni successione ha un punto di ac-

cumulazione in 𝑋 primo numerabile, allora ogni sottosuccessione ammette una
sottosuccessione convergente a 𝑝, cioè 𝑋 è compatto per successioni.

II Se 𝑋 è compatto, allora ogni successione in 𝑋 ha dei punti di accumulazione e per
il punto 1. segue che 𝑋 è compatto per successioni.
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Proposizione 6.3.2. (Caratterizzazione della compattezza in termini di

successioni).

Sia𝑋 uno spazio topologico a base numerabile. Allora sono equivalenti:
1. 𝑋 compatto;
2. 𝑋 compatto per successioni;
3. ogni successione in𝑋 ammette un punto di accumulazione.

Dimostrazione. Sappiamogià che2) ⟺ 3)e1) ⟹ 2)dal lemmaprecedente. Dob-
biamo dimostrare che 2) ⟹ 1). Dimostriamo per contronominale che¬1) ⟹ ¬2): se
𝑋 non è compatto, allora𝑋nonè compattoper successioni, cioè esiste una sottosuccessione
in 𝑋 che non ha alcuna sottosuccessione convergente.

n Poiché 𝑋 non compatto, esiste �A ricoprimento aperto di 𝑋 che non ha sottoricopri-
menti finiti.

n Poiché 𝑋 a base numerabile, esisteA sottoricoprimento di �A che è numerabile.

Poiché ogni sottoricoprimento diA è anche un sottoricoprimento di �A , significa cheA
non ha sottoricoprimenti finiti. DefiniamoA ≔ {𝐴𝑛}𝑛∈ℕ; allora

∀𝑛 ∈ ℕ
𝑛
�
𝑗=1

𝐴𝑗 ⫋ 𝑋 ⟹ ∃𝑥𝑛 ∈ 𝑋 ⧵
𝑛
�
𝑗=1

𝐴𝑗

Costruiamo così una successione {𝑥𝑛} in 𝑋 tale per cui 𝑥𝑛 ∉ 𝐴𝑗 ∀𝑗 ≤ 𝑛. Mostriamo che {𝑥𝑛}
non ha sottosuccessioni convergenti. Sia �𝑥𝑘(𝑛)� una sottosuccessione arbitraria di {𝑥𝑛} e
sia 𝑝 ∈ 𝑋, mostriamo che essa non converga ad un qualunque 𝑝.

n A è un ricoprimento di 𝑋 ⟹ ∃𝑁 ∶ 𝑝 ∈ 𝐴𝑁
n Per definizione della successione {𝑥𝑛}, abbiamo che 𝑥𝑛 ∉ 𝐴𝑁 ∀𝑛 ≥ 𝑁, dato che 𝑥𝑛 ∉

𝐴𝑗 ∀𝑗 ≤ 𝑛, in particolare in𝐴𝑁 per ogni 𝑛 ≥ 𝑁; si ha allora 𝑥𝑘(𝑛) ∉ 𝐴𝑛 ∀𝑛 ∶ 𝑘 (𝑛) ≥ 𝑁.
Essendo 𝑘 (𝑛) crescente, esiste 𝑛0 tale che 𝑘 (𝑛) ≥ 𝑁, ∀𝑛 ≥ 𝑛0. Segue che se 𝑛 ≥ 𝑛0 allora
𝑥𝑘(𝑛) ∉ 𝐴𝑁. Poiché𝐴𝑁 è intorno di 𝑝, segue che �𝑥𝑘(𝑛)� non converge a 𝑝.

Teorema 6.3.1. (Equivalenzadella compattezza per spazimetrici).

Sia𝑋 spazio metrico. Allora𝑋 è compatto se e solo se𝑋 è compatto per successioni.

Compatto per

successioni

Compatto

Ogni successione ha

un punto di accumulazione

𝑋 a ba
se n

ume
rabi

le

𝑋met
rico

p
ri
m
o

n
u
m
er
a
b
il
e

6.4 spazi metrici completi

Definizione 6.4.1. (Successione di Cauchy).
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Sia (𝑋, 𝑑) uno spaziometrico. Una successione {𝑎𝑛} si dice di Cauchy se

∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ 𝑑 (𝑎𝑛, 𝑎𝑚) < 𝜀, ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0.

Definizione 6.4.2. (Spaziometrico completo).

Uno spaziometrico (𝑋, 𝑑) si dice completo se ogni successione di Cauchy è convergente.

Osservazioni.

1. Ogni successione convergente è di Cauchy.

2. Una successione di Cauchy è convergente se e solo se ha punti di accumulazione.

3. Una successione di Cauchy è convergente se ha una sottosuccessione convergente.

4. Se 𝑋 è compatto, allora ogni successione di Cauchy è convergente.
5. Se 𝑋 è spazio metrico compatto, allora 𝑋 è spazio metrico completo; non è vero il

viceversa.

Dimostrazione.

I Se 𝑎𝑛 → 𝑝 per 𝑛 → +∞ significa che

∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ 𝑑 �𝑎𝑛, 𝑝� < 𝜀, ∀𝑛 ≥ 𝑛0.

Considerati 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 si ha

𝑑 (𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ 𝑑 �𝑎𝑛, 𝑝� + 𝑑 �𝑝, 𝑎𝑛� < 2𝜀.

Per l’arbitrarietà di 𝜀 vale la convergenza.
II ⟹ ) Sempre vera per 6.2.1 (pag. 75).

⟸ ) Sia {𝑎𝑛} una successione di Cauchy e 𝑝 un suo punto di accumulazione. Sia
𝜀 > 0: dalla definizione di successione di Cauchy esiste 𝑛0 tale per cui 𝑑 (𝑎𝑛, 𝑎𝑚) <
𝜀∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0. Essendo 𝑝di accumulazione, esiste𝑛1 ≥ 𝑛0 tale per cui 𝑑 �𝑝, 𝑎𝑛1� < 𝜀.
Allora, se 𝑛 ≥ 𝑛0 si ha

𝑑 �𝑎𝑛, 𝑝� ≤ 𝑑 �𝑎𝑛, 𝑎𝑛1� + 𝑑 �𝑎𝑛1, 𝑝� < 2𝜀,

dunque {𝑎𝑛} converge a 𝑝.
III Poiché𝑋 èmetrico,𝑋 è primo numerabile, dunque avere un punto di accumulazio-

ne è equivalente ad avere una sottosuccessione convergente.

IV Se 𝑋 è compatto, ogni successione ha punti di accumulazione, in particolare

quelle di Cauchy: per il punto 2. tutte le successioni di Cauchy risultano allora

convergenti.

V Segue dal punto 4. Un controesempio del viceversa èℝ𝑛, dato che è completoma
non è compatto (si veda il teorema seguente).

Teorema 6.4.1. (ℝ𝑛 in top. Euclidea è spaziometrico completo).

ℝ𝑛 conmetrica Euclidea è uno spazio metrico completo.

Dimostrazione. Sia {𝑎𝑛} di Cauchy inℝ𝑛. Mostriamo che {𝑎𝑛} è eventualmente limita-
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taa. Poiché la successione di Cauchy è definita per ogni 𝜀, fissiamo 𝜀 = 1. Allora

∃𝑛0 ∶ ‖𝑎𝑛 − 𝑎𝑚‖ ≤ 1 ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0.

Sia𝑀 ≔ max0, …, 𝑛0‖𝑎𝑛‖. Se 𝑛 ≥ 𝑛0 si ha

‖𝑎𝑛‖ = �𝑎𝑛 − 𝑎𝑛0 + 𝑎𝑛0� ≤ �𝑎𝑛 − 𝑎𝑛0� + �𝑎𝑛0� ≤ 1 +𝑀.

Questo significa che {𝑎𝑛} ⊆ 𝐵1+𝑀 (0). Questa palla chiusa è uno spaziometrico indotto inℝ𝑛

e compatto, cioè è uno spazio metrico completo. Allora la successione di Cauchy, trovandosi

in uno spaziometrico completo, converge in esso, e dunque converge anche inℝ𝑛.

aSupponendo chiaramente che la successione sia ben definita, ci interessa solamente che la successio-

ne sia limitata dopo un 𝑛0: prima di ciò ho un numero finito di termini 𝑎0, … , 𝑎𝑛0
< ∞ e posso chiara-

mente prendere una palla (chiusa) che li contenga, ad esempio di raggio𝑀 + 1 con𝑀 definito come nella

dimostrazione.

Attenzione! La completezza non è una proprietà topologica! Per esempio,ℝ e (0, 1)
conmetrica Euclidea sono omeomorfi rispetto alla topologia indotta dalla metrica, maℝ
abbiamo appena dimostrato che è completo, mentre (0, 1) si può vedere che non lo è!
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capitolo 7
Omotopia

‘‘Molto spesso si è ripetuto che la Geometria è l’arte di ragionare bene su figure mal fatte; in ogni caso

queste figure, per non ingannarci, devono soddisfare determinate condizioni; le proporzioni possono essere

grossolanamente distorte, ma le posizioni relative del le varie parti non devono essere interrotte.”

Henri Poincaré, dopo aver finito di leggere il già citato libro di Topologia.

F
inora abbiamo visto omeomorfismi tra spazi topologici sotto tanti aspetti diversi, de-

finendo così rigorosamente quella che era l’intuizione del magico materiale elastico.

Tuttavia, la definizione di omeomorfismo èmolto rigida e possiamo osservare delle ‘‘equiva-

lenze di forma” che non riesce pertanto a descrivere.

Ad esempio, si possono considerare equivalenti figure con lo stesso numero di buchi. Sotto

questo punto di vista, le figure corrispondenti alla letteraO eP sono equivalenti, dato che
hanno entrambe un solo buco, mentre X non lo è perché non ne ha. Allo stesso tempo,

nessuna di queste è omeomorfa all’altra: infatti, se togliamo dalle tre figure un punto come

il nodo di raccordo delle ‘‘stanghette” (o perO un punto qualunque), otteniamo perO una

componente connessa, perP due e perX ben quattro distinte.
Preceduto da un approfondimento sulle componenti connesse e c.p.a., nel presente capi-

tolo formalizzeremo questo tipo di equivalenza più debole e allo stesso tempo più ampia:

l’omotopia.

7.1 lemma di incollamento

Lemma 7.1.1. (Lemmadi incollamento).

Siano 𝑋, 𝑌 spazi topologici e 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵. Siano 𝑓 ∶ 𝐴 𝑌 e 𝑔 ∶ 𝐵 𝑌 continue tali che

𝑓 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, cioè 𝑓∣𝐴∩𝐵 = 𝑔∣𝐴∩𝐵. Consideriamo l’incollamento ℎ ∶ 𝑋 𝑌
definito da

ℎ (𝑥) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑓 (𝑥) 𝑥 ∈ 𝐴
𝑔 (𝑥) 𝑥 ∈ 𝐵

Se𝐴 e 𝐵 sono entrambi aperti o entrambi chiusi in𝑋, allora ℎ è continua.

85
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Dimostrazione. Supponiamo𝐴 e 𝐵 aperti. Sia 𝑈 ⊆ 𝑌 aperto. Allora

ℎ−1 (𝑈 ) = 𝑓−1 (𝑈 )�������
⊆𝐴

∪ 𝑔−1 (𝑈 )�������
⊆𝐵

.

Essendo 𝑓, 𝑔 continue, segue che 𝑓−1 (𝑈 ) è aperto in𝐴 e 𝑔−1 (𝑈 ) è aperto in 𝐵. In quanto
𝐴, 𝐵 aperti, per definizione di aperto del sottospazioa 𝑓−1 (𝑈 ) e 𝑔−1 (𝑈 ) sono aperti su 𝑋 e
pertanto ℎ−1 (𝑈 ) aperto. Il caso di𝐴 e 𝐵 chiusi è analogo.

aPoiché un aperto del sottospazio è dato dall’intersezione del sottospazio con un aperto di 𝑋, se abbiamo
che anche il sottospazio è aperto di 𝑋, l’intersezione è aperta: in questo caso ogni aperto del sottospazio è
anche aperto di 𝑋.

7.2 componenti connesse e componenti c.p.a.

Riprendiamo la trattazione delle componenti connesse e c.p.a. introdotte nel Capitolo 2.

Definizione 7.2.1. (Componente connessa).

Una componente connessa di 𝑋 spazio topologico è un sottospazio 𝐶 ⊆ 𝑋 connesso

massimale, ossia per ogni𝐴 connesso tale per cui 𝐶 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑋 si ha 𝐶 = 𝐴.

Osservazioni.
n Le componenti connesse formano una partizione di 𝑋.
n Se 𝑥 ∈ 𝑋 si può definire la componente connessa che contiene 𝑥:

𝐶 (𝑥) ≔�{ 𝐶 ⊆ 𝑋 | 𝑥 ∈ 𝐶, 𝐶 connesso } .

n Le componenti connesse possono essere viste come classi di equivalenza per la se-

guente relazione su 𝑋: presi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

𝑥 ∼𝐶 𝑦 ⟺ ∃𝐶 ⊆ 𝑋 connesso ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶.

Dimostrazione. Mostriamo che la relazione è di equivalenza:
n Riflessività: poiché {𝑥} è sempre un connesso, vale 𝑥 ∼𝐶 𝑥.
n Simmetria: ovvia dalla definizione.
n Transitività: supponiamo 𝑥 ∼𝐶 𝑦, 𝑦 ∼𝐶 𝑧. Allora esistono 𝐶, 𝐷 ⊆ 𝑋 connessi tali che

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 e 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐷. Allora 𝐶∪𝐷 contiene sia 𝑥 che 𝑧; inoltre, essendo 𝑦 ∈ 𝐶∩𝐷 si ha
𝐶 ∩ 𝐷 ≠ ∅, dunque 𝐶 ∪ 𝐷 è un connesso: vale 𝑥 ∼𝐶 𝑧.

Dimostriamo che la classe di equivalenza 𝐶0 = [𝑥] di ∼ coincide con la componente
connessa 𝐶 contente 𝑥, ossia 𝐶 = 𝐶(𝑥) = 𝐶0.
⊆) Per ogni 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 per definizione di∼ si ha 𝑥 ∼𝐶 𝑦, ossia 𝐶 ⊆ 𝐶0 = [𝑥] = [𝑦].
⊇) Sia 𝑧 ∈ 𝐶0 = [𝑥], dove 𝑥 ∈ 𝐶 componente connessa. Allora 𝑥 ∼𝐶 𝑧, dunque deve
esistere 𝑇 ⊆ 𝑋 connesso tale che 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑇. Consideriamo 𝐶 ∪ 𝑇: poiché sono entrambi
connessi e 𝑥 ∈ 𝐶 ∩ 𝑇 ≠ ∅, segue che 𝐶 ∪ 𝑇 è ancora connesso. In quanto 𝐶 è componente
connessa, poiché 𝐶 ⊆ 𝐶 ∪ 𝑇, permassimalità abbiamo 𝐶 = 𝐶 ∪ 𝑇, cioè 𝑇 ⊆ 𝐶. Allora 𝑧 ∈ 𝐶;
per arbitrarietà di 𝑧 ricaviamo che 𝐶0 ⊆ 𝐶.
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Definizione 7.2.2. (Componente c.p.a.).

Una componente c.p.a. di 𝑋 è una classe di equivalenza per la seguente relazione su 𝑋:
presi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

𝑥 ∼𝐴 𝑦 ⟺ ∃𝛼 ∶ 𝐼 𝑋 cammino continuo ∶ 𝛼 (0) = 𝑥, 𝛼 (1) = 𝑦.

Dimostrazione. Mostriamo che sia una relazione di equivalenza:
n Riflessività: poiché esiste sempre il cammino costante

𝑐𝑥 ∶ 𝐼 𝑋
𝑡 𝑥

(7.1)

nel punto 𝑥, 𝑥 ∼𝐴 𝑥 è vero.
n Simmetria: se 𝑥 ∼𝐴 𝑦 sappiamo che esiste un cammino 𝛼 ∶ 𝐼 𝑋 tale per cui

𝛼 (0) = 𝑥, 𝛼 (1) = 𝑦. Possiamo definire il cammino inverso

𝛼 ∶ 𝐼 𝑋
𝑡 𝛼 (1 − 𝑡)

. (7.2)

⋄ 𝛼 è continuo, perché composizione di applicazioni continue:

𝐼 𝐼 𝑋
𝑡 1 − 𝑡 𝛼 (1 − 𝑡)

𝛼

⋄ 𝛼 (0) = 𝛼 (1) = 𝑦, 𝛼 (1) = 𝛼 (0) = 𝑥.
Allora il cammino 𝛼 definisce 𝑦 ∼𝐴 𝑥.

n Transitività: supponiamo 𝑥 ∼𝐴 𝑦, 𝑦 ∼𝐴 𝑧. Allora esistono cammini𝛼, 𝛽 ∶ 𝐼 𝑋
tali che 𝛼 (0) = 𝑥, 𝛼 (1) = 𝑦, 𝛽 (0) = 𝑦, 𝛽 (1) = 𝑧. Usando la giunzione di cammini

(𝛼 ∗ 𝛽) (𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝛼 (2𝑡) se 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
2

𝛽 (2𝑡 − 1) se 1
2 ≤ 𝑡 ≤ 1

otteniamo che

(𝛼 ∗ 𝛽) (0) = 𝛼 (0) = 𝑥
(𝛼 ∗ 𝛽) (1) = 𝛽 (1) = 𝑧.

Poiché 𝛼 ∗𝛽 soddisfa le ipotesi del lemma di incollamento, esso è continua e collega
con un cammino unico 𝑥 e 𝑧, dunque vale 𝑥 ∼𝐴 𝑧.

Osservazioni.

1. Le componenti c.p.a. formano una partizione di 𝑋.
2. Sia 𝐶 ⊆ 𝑋 un sottospazio c.p.a. per cui vale che se esiste𝐴 c.p.a. tale che 𝐶 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑋

allora 𝐶 = 𝐴. Ne consegue che 𝐶 è una componente c.p.a. – in altre parole, le
componenti c.p.a. sono sottospazi c.p.a. massimali.

3. In generale le componenti c.p.a. non sono né aperte né chiuse.

4. Se𝐴 è una componente c.p.a., allora𝐴 è c.p.a. e dunque connessa: 𝐴 è interamente
contenuta in una componente connessa, cioè le componenti connesse sono unioni
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di componenti c.p.a..

Dimostrazione. Dimostriamo il punto 2. Supponiamoper assurdo che esista 𝑧 ∈ 𝑋⧵𝐶
tale che esista un cammino 𝛼 tra un punto 𝑥 ∈ 𝐶 e 𝑧. Definiamo 𝐴 ≔ 𝐶 ∪ Im 𝛼, con Im 𝛼
il percorso di 𝛼 in 𝑋. Si ha che 𝐴 è c.p.a., essendo esso unione di spazi c.p.a.: 𝐶 lo è per
ipotesi e Im 𝛼 lo è banalmente per definizione. In particolare,𝐴 ⊆ 𝐶, dunque per ipotesi
𝐴 = 𝐶. Ma allora 𝑧 ∈ 𝐴 = 𝐶, il che è assurdo! Segue che non esiste alcun cammino con
punti esterni a 𝐶, dunque 𝐶 è componente c.p.a. di 𝑋.

Esempio. Ricordiamo l’esempio della pulce e il pettine, cioè lo spazio

𝑋 = 𝑌 ∪ {𝑝} ⊆ ℝ2 con 𝑌 = (𝐼 × {0}) ∪�
𝑟∈ℤ

({𝑟} × 𝐼 ) e 𝑝 =
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
√2
2 , 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Questo spazio è connessoma non c.p.a.. Infatti, le componenti c.p.a. sono due: 𝑌 e �𝑝�.

7.3 omotopia tra funzioni continue

Intuitivamente... Dati due spazi topologici𝑋, 𝑌 e due funzioni𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 𝑌, si ha
un’omotopia tra le due funzioni se una funzione può essere ‘‘deformata inmodo continuo”

nell’altra (e viceversa). Per far ciòvogliamo trovare una famiglia di funzioni �𝑓𝑡�𝑡∈[0, 1]
tale

che ogni funzione𝑓𝑡 ∶ 𝑋 𝑌 sia continua e vari ‘‘con continuità” al variare di 𝑡 ∈ [0, 1]
fra 𝑓0 = 𝑓 e 𝑓1 = 𝑔.

Definizione 7.4.1. (Omotopia).

Due funzioni continue𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 𝑌sidiconoomotope seesisteuna funzione𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌
continua tale che 𝐹 (𝑥,0) = 𝑓 (𝑥) e 𝐹 (𝑥,1) = 𝑔 (𝑥) per ogni 𝑥 ∈ 𝑋. La funzione 𝐹 è detta
omotopia tra 𝑓 e 𝑔.

Notazione. Denotiamo le funzioni omotope con 𝑓 ∼ 𝑔. Inoltre, denotiamo gli elementi
della famiglia di funzioni �𝑓𝑡�𝑡∈[0, 1]

nel seguentemodo:

∀𝑡, 𝑓𝑡 ≔ 𝐹(⋅, 𝑡) ∶ 𝑋 𝑌 ∶ 𝑓0 = 𝑓, 𝑓1 = 𝑔

Osservazione. Dato un segmento𝐴𝐵, la funzione

𝐼 𝐴𝐵
𝑡 𝑡𝐴 + (1 − 𝑡)𝐵

è biunivoca e, in particolare, è omeomorfismo.

Esempio. Dato un sottospazio 𝑌 ⊆ ℝ𝑛 convesso, per ogni spazio topologico 𝑋 e per ogni
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coppia di funzioni𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 𝑌 continue, allora 𝑓 e 𝑔 sono omotope.

Dimostrazione. L’omotopia è

𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌
(𝑥, 𝑡) (1 − 𝑡) 𝑓 (𝑥) + 𝑡𝑔 (𝑥)

.

n 𝐹 è ben definita. Se 𝑥 ∈ 𝑋, abbiamo 𝑓 (𝑥) , 𝑔 (𝑥) ∈ 𝑌 convesso: esiste allora il
segmento 𝑓 (𝑥) 𝑔 (𝑥) ⊆ 𝑌, cioè (1 − 𝑡) 𝑓 (𝑥) + 𝑡𝑔 (𝑥) ∈ 𝑌, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 ∈ 𝐼.

n 𝐹 è continua perché composizione di funzioni continue:

𝑋 × 𝐼 𝑌 × 𝑌 × 𝐼 ⊆ ℝ2𝑛+1 𝑌 ⊆ ℝ𝑛

(𝑥, 𝑡) �𝑓 (𝑥) , 𝑔 (𝑥) , 𝑡� (1 − 𝑡) 𝑓 (𝑥) + 𝑡𝑔 (𝑥)

n 𝐹 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥) , 𝐹 (𝑥, 1) = 𝑔 (𝑥) , ∀𝑥 ∈ 𝑋.

Osservazione. Sia 𝑌 ⊆ ℝ𝑛 non necessariamente convesso e𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 𝑌 continue

tali che 𝑓 (𝑥) 𝑔 (𝑥) ⊆ 𝑌, ∀𝑥 ∈ 𝑋. Allora 𝑓 è omotopa a 𝑔 con la stessa omotopia 𝐹 definita
qui sopra nel caso di 𝑌 convesso.

Attenzione! Nel parlare di omotopie è estremamente importante verificare che siano

ben definite! Infatti, prendiamo ad esempio 𝑌 = 𝑆1 ⊆ ℝ2 e le funzioni costanti in 𝑝 e in 𝑞,
rispettivamente

𝑓 ∶ 𝑋 𝑆1

𝑥 𝑝
𝑔 ∶ 𝑋 𝑆1

𝑥 𝑞
.

Considerata

𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 ℝ2

�𝑥, 𝑦� (1 − 𝑡) 𝑓 (𝑥) + 𝑡𝑔 (𝑥) = (1 − 𝑡) 𝑝 + 𝑡𝑞
,

essa non è ben definita in 𝑌: presi due punti della sfera 𝑆1 il segmento non èmai contenuto
in essa!

Lemma 7.4.1. (Omotopia è relazione di equivalenza).

Siano𝑋, 𝑌 due spazi topologici. L’omotopia è una relazione di equivalenza sull’insieme delle funzioni
continue da𝑋 e 𝑌.

Dimostrazione.
n Riflessività: sia𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 continua. Consideriamo

𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌
(𝑥, 𝑡) 𝑓 (𝑥)

.

⋄ È continua perché lo è 𝑓;
⋄ 𝐹 (𝑥,0) = 𝐹 (𝑥,1) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋.
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Allora 𝑓 ∼ 𝑓.
n Transitività: supponiamo 𝑓 ∼ 𝑔, cioè esiste 𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌 tale che 𝐹 (𝑥,0) = 𝑓 (𝑥)

e 𝐹 (𝑥,1) = 𝑔 (𝑥), per ogni 𝑥 ∈ 𝑋. Consideriamo

𝐺 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌
(𝑥, 𝑡) 𝐹 (𝑥,1 − 𝑡)

.

⋄ È continua perché composizione di funzioni continue.

⋄ 𝐺 (𝑥,0) = 𝐹 (𝑥,1) = 𝑔 (𝑥) e 𝐺 (𝑥,1) = 𝐹 (𝑥,0) = 𝑓 (𝑥) , per ogni 𝑥 ∈ 𝑋.
Allora 𝑔 ∼ 𝑓.

n Transitiva: siano 𝑓, 𝑔, ℎ ∶ 𝑋 𝑌 continue, 𝑓 ∼ 𝑔 e 𝑔 ∼ ℎ, cioè esistono

𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌 e𝐺 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌 con

𝐹 (𝑥,0) = 𝑓 (𝑥) 𝐹 (𝑥,1) = 𝑔 (𝑥)𝐺 (𝑥,0) = 𝑔 (𝑥) 𝐺 (𝑥,1) = ℎ (𝑥)

per ogni 𝑥 ∈ 𝑋. Consideriamo𝐻 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌definita come

𝐻 (𝑥, 𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝐹 (𝑥,2𝑡) 𝑡 ∈ �0, 1
2 �

𝐺 (𝑥,2𝑡 − 1) 𝑡 ∈ �1
2 , 1�

⋄ 𝐻 è continua per il lemma di incollamento:
∗ È ben definita per 𝑡 = 1

2 .

∗ 𝐻 è continua separatamente su 𝑋 × �0, 1
2 � e 𝑋 × �

1
2 , 1�, entrambi chiusi.

⋄ 𝐻 (𝑥,0) = 𝐹 (𝑥,0) = 𝑓 (𝑥) , 𝐻 (𝑥,1) = 𝐺 (𝑥,1) = ℎ (𝑥) per ogni 𝑥 ∈ 𝑋.
Allora 𝑓 ∼ ℎ.

Lemma 7.4.2. (Composizione di omotopie;Manetti, 10.13).

Siano𝑋, 𝑌, 𝑍 spazi topologici e siano𝑓1, 𝑓2 ∶ 𝑋 𝑌 continue ed omotope,𝑔1, 𝑔2 ∶ 𝑌 𝑍

continue ed omotope. Allora𝑔1 ∘ 𝑓1, 𝑔2 ∘ 𝑓2 ∶ 𝑋 𝑍 sono omotope, ossia

𝑓1 ∼ 𝑓2, 𝑔1 ∼ 𝑔2 ⟹ 𝑔1 ∘ 𝑓1 ∼ 𝑔2 ∘ 𝑓2

Dimostrazione. Sappiamo che:

n esiste 𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌 continua con 𝐹 (𝑥,0) = 𝑓1 (𝑥) , 𝐹 (𝑥,1) = 𝑓2 (𝑥) , ∀𝑥 ∈ 𝑋.
n esiste𝐺 ∶ 𝑌 × 𝐼 𝑍 continua con 𝐺 �𝑦,0� = 𝑔1 �𝑦� , 𝐺 �𝑦,1� = 𝑔2 �𝑦� , ∀𝑦 ∈ 𝑌.

Sia
𝐻 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑍

(𝑥, 𝑡) 𝐺 (𝐹 (𝑥, 𝑡) , 𝑡)

n 𝐻 è continua perché composizione di funzioni continue.
n 𝐻 (𝑥,0) = 𝐺 (𝐹 (𝑥,0) ,0) = 𝐺 �𝑓1 (𝑥) ,0� = 𝑔1 �𝑓1 (𝑥)� , ∀𝑥 ∈ 𝑋.
n 𝐻 (𝑥,1) = 𝐺 (𝐹 (𝑥,1) ,1) = 𝐺 �𝑓2 (𝑥) ,1� = 𝑔2 �𝑓2 (𝑥)� , ∀𝑥 ∈ 𝑋.

Allora𝐻 è l’omotopia cercata.



7.5 . equivalenza omotopica 91

7.5 equivalenza omotopica

Dati due spazi topologici, diciamo che essi sono omeomorfi se esistono due omeomorfismi

l’uno l’inverso dell’altro. Proviamo ora ad analizzare il caso in cui indeboliamo la relazione

tramite l’omotopia.

Definizione 7.5.1. (Omotopicamente equivalenti).

Siano 𝑋, 𝑌 due spazi topologici. 𝑋 e 𝑌 sono omotopicamente equivalenti, o che han-
no lo stesso tipo di omotopia, se esistono due applicazioni continue 𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 e

𝑔 ∶ 𝑌 𝑋 tali che 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋 e 𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌. In tal caso, 𝑓 e 𝑔 si dicono equivalenze
omotopiche.

Osservazioni.

1. Se 𝑋 e 𝑌 sono omeomorfi, allora sono anche omotopicamente equivalenti.
2. Consideriamo 𝑋 = ℝ𝑛 in topologia Euclidea e 𝑌 = {∗}, con ∗ un punto. Allora 𝑋 e 𝑌

sono omotopicamente equivalenti.

Dimostrazione.

I L’omotopia è una relazione riflessiva, dunque se abbiamo ℎ = 𝑘 e ℎ ∼ ℎ, allora
ℎ ∼ 𝑘. Nel caso di un omeomorfismo, preso 𝑓 con inverga 𝑔, si ha

𝑔 ∘ 𝑓 = 𝐼𝑑𝑋 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑌 ⟹ 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋 𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌.

II Consideriamo

𝑓 ∶ ℝ𝑛 𝑌 = {∗}
𝕩 ∗

𝑔 ∶ 𝑌 = {∗} ℝ𝑛

∗ 𝑔 (∗) = 0

𝑓 e 𝑔 sono continue, inoltre:

𝑓 ∘ 𝑔 ∶ 𝑌 = {∗} 𝑌 = {∗}
∗ ∗

⟹ 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑌

𝑔 ∘ 𝑓 ∶ ℝ𝑛 ℝ𝑛

x 0
⟹ 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑂ℝ𝑛 (applicazione nulla)

Poiché𝑓∘𝑔 = 𝐼𝑑𝑌, per 1. allora 𝑓∘𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌. Abbiamo che 𝑔∘𝑓 = 𝑂ℝ𝑛 è omotopa a 𝐼𝑑ℝ𝑛,

in quantoℝ𝑛 è convesso e due applicazioni continue a valori inℝ𝑛 sono sempre
omotope, come dimostrato nell’esempio a pag. 88. Una di queste, ad esempio, è la

seguente:

𝐹 ∶ ℝ𝑛 × 𝐼 ℝ𝑛

(𝑥, 𝑡) 𝑡 ⋅ x
..

n 𝐹 è continua.
n 𝐹 (x,0) = 0 = �𝑔 ∘ 𝑓� (𝑥).
n 𝐹 (x,1) = x = 𝐼𝑑ℝ𝑛 (x).

Attenzione! Se 𝑛 > 0,ℝ𝑛 e {∗} non sono omeomorfi, dato che non possono essere in
corrispondenza biunivoca.
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Osservazione. Essere omotopicamente equivalenti è una relazione di equivalenza sull’in-

sieme degli spazi topologici.

Dimostrazione.
n Riflessività: 𝑋 ∼ 𝑋 se e solo se esistono 𝑓, 𝑔 continue per cui 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋, 𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑋.

Ponendo 𝑓 ≔ 𝐼𝑑𝑋 ≕ 𝑔 vale banalmente 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑋 ∼ 𝐼𝑑𝑋. Simmetria: ovvia
dalla definizione.

n Transitività: da 𝑋 ∼ 𝑌 e 𝑌 ∼ 𝑍 si hanno
⋄ 𝑓 ∶ 𝑋 𝑌, 𝑔 ∶ 𝑌 𝑋 continue tali che 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋, 𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌.

⋄ ℎ ∶ 𝑌 𝑍, 𝑘 ∶ 𝑍 𝑌 continue tali che 𝑘 ∘ ℎ ∼ 𝐼𝑑𝑌, ℎ ∘ 𝑘 ∼ 𝐼𝑑𝑍.
Vogliamo trovare 𝑎 ∶ 𝑋 𝑍, 𝑏 ∶ 𝑍 𝑋 continue tali che 𝑏 ∘ 𝑎 ∼ 𝐼𝑑𝑋, 𝑎 ∘ 𝑏 ∼
𝐼𝑑𝑍. Se definiamo

𝑎 ≔ ℎ ∘ 𝑓 ∶ 𝑋 𝑍 𝑏 ≔ 𝑔 ∘ 𝑘 ∶ 𝑍 𝑋.

Si ha allora

𝑏 ∘ 𝑎 = �𝑔 ∘ 𝑘� ∘ �ℎ ∘ 𝑓� = 𝑔 ∘ (𝑘 ∘ ℎ) ∘ 𝑓

𝑎 ∘ 𝑏 = �ℎ ∘ 𝑓� ∘ �𝑔 ∘ 𝑘� = ℎ ∘ �𝑓 ∘ 𝑔� ∘ 𝑘.

Dalla composizione di funzioni omotope

𝑓 ∼ 𝑓
⟹ (𝑘 ∘ ℎ) ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑦 ∘ 𝑓

𝑘 ∘ ℎ ∼ 𝐼𝑑𝑌 ⟹ 𝑔 ∘ (𝑘 ∘ ℎ) ∘ 𝑓 ∼ 𝑔 ∘ 𝐼𝑑𝑦 ∘ 𝑓.
𝑔 ∼ 𝑔

Osserviamo che

𝑏 ∘ 𝑎 = 𝑔 ∘ (𝑘 ∘ ℎ) ∘ 𝑓 ∼ 𝑔 ∘ 𝐼𝑑𝑌 ∘ 𝑓 = 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋

e quindi 𝑏 ∘ 𝑎 ∼ 𝐼𝑑𝑋. In modo analogo

𝑘 ∼ 𝑘
⟹ �𝑓 ∘ 𝑔� ∘ 𝑘 ∼ 𝐼𝑑𝑦 ∘ 𝑘

𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌 ⟹ ℎ ∘ �𝑓 ∘ 𝑔� ∘ 𝑘 ∼ 𝑔 ∘ 𝐼𝑑𝑦 ∘ 𝑓
ℎ ∼ ℎ

fa si che

𝑎 ∘ 𝑏 = ℎ ∘ �𝑓 ∘ 𝑔� ∘ 𝑘 ∼ ℎ ∘ 𝐼𝑑𝑌 ∘ 𝑘 = ℎ ∘ 𝑘 ∼ 𝐼𝑑𝑍
da cui si ha 𝑎 ∘ 𝑏 ∼ 𝐼𝑑𝑍.

7.5.1 Spazi contraibili

Definizione 7.5.2. (Spazio contraibile).

Uno spazio topologico è contraibile o contrattile se ha lo stesso tipo di omotopia di un

punto.
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Esempi.

1. ℝ𝑛 è contraibile: si veda l’osservazione precedente.
2. Dall’esempio precedente, per transitività del tipo di equivalenza, si può affermare

che tutti iℝ𝑛 sono tutti omotopicamente equivalenti tra di loro.
3. Ogni sottospazio 𝑋 ⊆ ℝ𝑛 convesso è contraibile.
4. Ogni sottospazio 𝑋 ⊆ ℝ𝑛 stellato è contraibile.

Dimostrazione. Dimostriamo l’esempio 4): l’esempio 3) è automaticamente dimo-
strato perché un convesso è stellato per ogni suo punto. Sia 𝑃0 ∈ 𝑋 il punto rispetto al
quale𝑋 è stellato e consideriamo l’inclusione del singoletto {𝑃0} in𝑋 e la funzione costante
da 𝑋 al punto, entrambe costanti:

𝑖 ∶ {𝑃0} 𝑋 𝑔 ∶ 𝑋 {𝑃0}

n La funzione

𝑔 ∘ 𝑖 ∶ {𝑃0} {𝑃0}

è pari all’identità 𝐼𝑑�𝑃0�
del singoletto e dunque ovviamente omotopa ad essa.

n La funzione
𝜑 ≔ 𝑖 ∘ 𝑔 ∶ 𝑋 𝑋

𝑃 𝑃0

è costante;vogliamodimostrare che𝜑 èomotopaa 𝐼𝑑𝑋. Siccome𝑋è stellato rispetto
a 𝑃0, per ogni 𝑃 ∈ 𝑋 si ha 𝑃𝑃0 ⊆ 𝑋. Allora definiamo la funzione

𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑋
(𝑃, 𝑡) 𝑡𝑃 + (1 − 𝑡) 𝑃0

.

Ha senso definire ciò proprio perché su 𝑋 ⊆ ℝ𝑛 ci sono le operazioni di somma
e prodotto per scalari. Oltre ad essere ben definita per quanto detto prima, 𝐹 è
continua e 𝐹 (𝑃,0) = 𝑃0 = 𝜑 (0), 𝐹 (𝑃,1) = 𝑃 = 𝐼𝑑𝑋 (𝑃). Si ha l’omotopia cercata.

Esempio. ℝ2 ⧵ {(0, 0)} non è né convesso, né stellato.

Lemma 7.5.1. (𝑋 contraibile implica 𝑋 c.p.a.).

Dimostrazione. Con il seguente diagramma ricordiamo le funzioni in gioco con la

contraibilità:

{∗} 𝑋
𝑔

𝑓 (costante)

Necessariamente dobbiamomappare 𝑔 ad un punto di 𝑥0 ∈ 𝑋. Il singoletto e 𝑋 sono in
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equivalenze omotopica, in particolare da ciò si ha una funzione costante in 𝑥0:

𝜑 ≔ 𝑔 ∘ 𝑓 ∶ 𝑋 𝑋
𝑥 𝑥0

Poiché 𝑓 e 𝑔 sono in equivalenza omotopica, si ha che𝜑 ∼ 𝐼𝑑𝑋, cioè esiste un omotopia fra
le due funzioni:

𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑋 continua ∶ 𝐹 (𝑥,0) = 𝜑 (𝑥) = 𝑥0, 𝐹 (𝑥,1) = 𝐼𝑑𝑋 (𝑥) = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑋

Fissato 𝑥 ∈ 𝑋, sia𝛼 ∶ 𝐼 𝑋dato da 𝛼 (𝑡) ≔ 𝐹 (𝑥, 𝑡):
n 𝛼 è continua perché lo è 𝐹.
n 𝛼 (0) = 𝐹 (𝑥,0) = 𝑥0, 𝛼 (1) = 𝐹 (𝑥,1) = 𝑥.

Segue che 𝛼 è un cammino da 𝑥0 a un qualunque punto 𝑥 in 𝑋, dunque 𝑋 è c.p.a..

Esercizio. Se 𝑋 e 𝑌 sono omotopicamente equivalenti, allora:
1. 𝑋 è c.p.a. ⟺ 𝑌 è c.p.a..
2. 𝑋 è connesso ⟺ 𝑌 è connesso.

Dimostrazione. Siano 𝑓, 𝑔 le equivalenze omotopiche.

𝑋 𝑌
𝑓

𝑔

I ⟹ ) Considerato 𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌, l’omotopia tra le due funzioni è tale per cui:

𝐹 ∶ 𝑌 × 𝐼 𝑌 ∶ 𝐹(𝑦,0) = 𝑓(𝑔(𝑦)), 𝐹(𝑦,1) = 𝑦, ∀𝑦 ∈ 𝑌

Possiamo usare 𝐹 per costruire, ad 𝑦 ∈ 𝑌 fissato, un arco in 𝑌 che collega 𝑦 ad un
punto di 𝑓 (𝑋 ) ⊆ 𝑌. Infatti, consideriamo𝛼 ∶ 𝐼 𝑌dato da 𝛼 (𝑡) = 𝐹 �𝑦, 𝑡�:

n 𝛼 è continua perché lo è 𝐹.
n 𝛼(0) = 𝐹(𝑦,0) = 𝑓(𝑔(𝑦)) ∈ 𝑓(𝑋), 𝛼(1) = 𝐹(𝑦,1) = 𝑦.

Supponendo 𝑋 c.p.a., allora 𝑓 (𝑋 ) è c.p.a. Per i ragionamenti appena fatti abbiamo
che ogni punto di 𝑌ha un arco che lo collega ad un punto di 𝑓 (𝑋 ); presi due punti di
𝑌 possiamo ricondurci sempre a due punti (non necessariamente distinti) in 𝑓 (𝑋 )
che possiamo collegare con un cammino 𝛾 opportuno in quanto 𝑓 (𝑋 ) c.p.a.. Per
giunzione di cammini possiamo collegare con un cammino in 𝑌 i due punti di 𝑌,
pertanto per arbitrarietà dei punti scelti 𝑌 è c.p.a..
⟸ ) Supponendo che 𝑌 sia c.p.a., applicando all’equivalenza omotopica 𝑔 ∘ 𝑓 ∼
𝐼𝑑𝑋 un procedimento analogo a ⟹ ) si ha che 𝑋 è c.p.a.

II ⟹ ) Sia 𝑋 connesso. Sia 𝑌 = ⋃𝑖 𝑌𝑖 la scomposizione di 𝑌 in componenti con-
nesse. Poiché 𝑋 è connesso, allora 𝑓 (𝑋 ) ⊆ 𝑌𝑖 per un certo 𝑖. Allora �𝑓 ∘ 𝑔� (𝑌 ) ⊆ 𝑌𝑖.
Consideriamo l’omotopia 𝐹 ∶ 𝑌 × 𝐼 𝑌 associata a 𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌. Come nel punto
I possiamo definire per ogni punto di 𝑌 un cammino 𝛼 (𝑡) = 𝐹 �𝑦, 𝑡� tra 𝑦 e un punto
di 𝑓 (𝑋 ). Poichè per ogni 𝑦 ∈ 𝑌 abbiamo 𝛼 (0) ⊆ 𝑌𝑖 per un certo 𝑖 e 𝐼 è c.p.a., allora
𝛼 (𝐼 ) ⊆ 𝑌𝑖. Pertanto, anche 𝐹 (𝑋 × 𝐼 ) ⊆ 𝑌𝑖, ma 𝐹 (𝑋 × {1}) = 𝑌, il che significa che
𝑌𝑖 = 𝑌, cioè 𝑌 è connesso.
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⟸ ) Supponendo che 𝑌 sia connesso, applicando all’equivalenza omotopica
𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋 un procedimento analogo a ⟹ ) si ha che 𝑋 è connesso.

Esempio. Le sfere 𝑆𝑛, ∀𝑛 ≥ 1 sono spazi topologici c.p.a. non contraibili. Lo dimo-
streremo solo per il caso 𝑛 = 1, i restanti casi si esamineranno in corsi successivi di
Geometria.

7.6 retratti e retratti di deformazione

Definizione 7.6.1. (Retratto).

Sia 𝑋 uno spazio topologico e𝐴 ⊆ 𝑋 un suo sottospazio. Diciamo che𝐴 è un retratto di 𝑋
se esiste una funzione 𝑟 ∶ 𝑋 𝐴 continua detta retrazione tale che 𝑟∣𝐴 = 𝐼𝑑𝐴, ossia
𝑟 (𝑎) = 𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝐴.

Osservazione. Se 𝑟 è una retrazione, per costruzione è suriettiva, dunque𝐴 eredita da
𝑋 tutte le proprietà topologiche che si trasmettono permappe continue alle immagini - ad
esempio connesso, c.p.a., compatto - nonché le proprietà ereditarie - ad esempioHausdorff,

base numerabile.

Esempi.
n Dato 𝑥0 ∈ 𝑋, {𝑥0} è sempre un retratto: infatti la mappa costante 𝑋 {𝑥0}

soddisfa banalmente le ipotesi di retrazione.
n Presi 𝑋 = [0, 1],𝐴 = (0, 1] non è un retratto di 𝑋 dato che non è compatto!.
n Presi 𝑋 = [0,1], �𝐴 = {0, 1} non è un retratto dato che non è connesso!.

Esempi (Retrazione radiale).

Sia 𝑋 = ℝ𝑛 ⧵ {0} e 𝐴 = 𝑆𝑛−1 ⊆ 𝑋. Vogliamo definire una retrazione di 𝑋 su 𝐴, cioè una
funzione continua 𝑟 ∶ ℝ𝑛 ⧵ {0} 𝐴 = 𝑆𝑛−1 tale che 𝑟∣𝑆𝑛−1 = 𝐼𝑑𝑆𝑛−1. Definiamo allora

la retrazione radiale:

𝑟 ∶ ℝ𝑛 ⧵ {0} 𝑆𝑛−1

x 𝑟 (x) = x

‖x‖

n 𝑟 è ben definita perché se x ≠ 0 allora ‖x‖ ≠ 0.
n 𝑟 continua.
n Se x ∈ 𝑆𝑛−1, allora ‖x‖ = 1, cioè per ogni x ∈ 𝑆𝑛−1 si ha

𝑟 (x) =
x

‖x‖ = x.

Esempio (Retrazione lineare).

Sia𝑋 = 𝑆1× 𝐼 e𝐴 = 𝑆1×{0}. Vogliamo definire una retrazione di𝑋 su𝐴, cioè una funzione
continua 𝑟 ∶ 𝑋 = 𝑆1 × 𝐼 𝐴 = 𝑆1 × {0} tale che 𝑟∣𝑆1×{0} = 𝐼𝑑𝑆1×{0}. Definiamo allora la

retrazione lineare:

𝑟 ∶ 𝑆1 × 𝐼 𝑆1 × {0}
(x, 𝑡) = (𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑟((x, 𝑡)) = (𝑥, 𝑦, 0)

(7.3)



96 capitolo 7. omotopia

n 𝑟 è ben definita.
n 𝑟 continua.
n Se x ∈ 𝑆1 × {0}, allora 𝑡 = 0, cioè per ogni (x, 𝑡) ∈ 𝑆1 × {0} si ha

𝑟 ((x, 𝑡)) = (x, 0) = (x, 𝑡) .

Definizione 7.6.2. (Retrattodi deformazione).

Sia 𝑋 uno spazio topologico e𝐴 ⊆ 𝑋 un suo sottospazio. Diciamo che𝐴 è un retratto di
deformazione se:

n 𝑟∣𝐴 = 𝐼𝑑𝐴, cioè 𝑟 è un retratto;
n se 𝑖 ∶ 𝐴 𝑋 è l’inclusione di𝐴 in𝑋, allora 𝑖 ∘ 𝑟 ∶ 𝑋 𝑋 è omotopa all’iden-

tità di 𝑋, ossia 𝑖 ∘ 𝑟 ∼ 𝐼𝑑𝑋.

Osservazione. Se𝐴 è un retratto di deformazione di 𝑋, allora𝐴 e 𝑋 hanno lo stesso
tipo di omotopia.

Dimostrazione. Le funzioni [𝑟]𝑋𝐴 e 𝑖 ∶ 𝐴 𝑋 sono continue. Allora:
n 𝑖 ∘ 𝑟 ∼ 𝐼𝑑𝑋 per ipotesi.
n 𝑟 ∘ 𝑖 ∶ 𝐴 𝐴 è la restrizione di 𝑟 ad𝐴 che, per ipotesi, è proprio l’identità di𝐴,

cioè 𝑟 ∘ 𝑖 = 𝑟∣𝐴 = 𝐼𝑑𝐴 e banalmente sono omotope.

Esempio. Mostriamoche 𝑆𝑛−1 ⊆ ℝ𝑛⧵{0} ≕ 𝑋 èunretrattodideformazione. Utilizziamo
la retrazione radiale definita a pag. 95:

𝑟 ∶ ℝ𝑛 ⧵ {0} 𝑆𝑛−1

x 𝑟 (x) = x

‖x‖

Considerando l’inclusione 𝑖 ∶ 𝑆𝑛−1 𝑋, definendo per comodità:

̃𝑟 ≔ 𝑖 ∘ 𝑟 ∶ 𝑋 𝑋
x x

‖x‖

Vogliamo che ̃𝑟 sia omotopa a 𝐼𝑑𝑋. Osserviamo che per ogni x ∈ 𝑋 = ℝ𝑛 ⧵ {0} il segmento
da x a x

‖x‖ non contiene, per costruzione, l’origine: allora esso è interamente contenuto in

𝑋 = ℝ𝑛 ⧵ {0}. Dunque, riprendendo l’osservazione di pag. 89, definiamo l’omotopia

𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑋
(x, 𝑡) (1 − 𝑡)x + 𝑡 x‖x‖

.

Infatti, 𝐹 è ben definita, continua e 𝐹 (x,0) = x

‖x‖ = ̃𝑟 (x) , 𝐹 (𝑥,1) = x = 𝐼𝑑𝑋 (x).

Corollario 7.6.1. (𝑆𝑛−1 omotopa aℝ𝑛 ⧵ {1 punto}).
In generale vale che 𝑆𝑛−1 è retratto di deformazione diℝ𝑛 ⧵ {un punto}; in particolare hanno lo stesso
tipo di omotopia.
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Intuitivamente... Se l’omeomorfismo permette di deformare uno spaziomantenendo

certe qualità, l’equivalenza omotopica risulta essere una formapiù debole di trasformazio-

ne, in cui posso sempre deformare uno spazio perdendo tuttavia certe qualità. Riprendendo

l’intuizione (non sempre corretta) di omeomorfismo enunciata nel Capitolo 1, possia-

mo vedere allora l’equivalenza omotopica come una deformazione che piega e allunga

uno spazio senza formare strappi (𝑓 continua) ma che permette fino ad un certo punto
sovrapposizioni e incollamenti (ad esempio, non posso far sparire alcuni fori né ammassare

indiscriminatamente troppi punti). Dunque, sotto queste condizioni, posso rendere la

retta un punto, mentre il piano senza un punto si può trasformare un una circonferenza. Allo

stesso tempo però, non posso ‘‘concentrare” la sfera in uno solo punto. Ancor più che con

il ragionamento intuitivo sull’omeomorfismo è necessario esercitare estrema cautela

nell’applicare questa nozione euristica di omotopia.

Definizione 7.7.1. (Bouquetdi circonferenze).

Un bouquet di 𝑛 circonferenze è uno spazio topologico ottenuto unendo in un punto 𝑛
copie di 𝑆1.

n=2

n=4

Esempi (Altri esempi di equivalenze omotopiche).

1. ℝ2 ⧵ {2 punti} ha lo stesso tipo di omotopia di un bouquet di due circonferenze: si può
ottenere attraverso una composizione continua di retrazioni radiali e lineari.
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2. ℝ2 ⧵ {𝑛 punti} ha lo stesso tipo di omotopia di un bouquet di 𝑛 circonferenze.
3. ℝ3 ⧵ {1 retta} ha lo stesso tipo di omotopia diℝ2 ⧵ {1 punto} per retrazioni lineari,

dunque ha la stessa omotopia di 𝑆1 per i ragionamenti precedenti.
4. Perℝ3 ⧵ {2 rette} dobbiamo distinguere a seconda della relazione fra le due rette.

n Se le rette sono disgiunte, 𝑋 è sempre omeomorfo a

ℝ3 ⧵ {asse z} ⧵ �𝑥 = 𝑦 = 1� ≕ ̃𝑋 ,

cioè lo spazioℝ3 privato di due rette perpendicolari al piano 𝑥𝑦 e distinte.
Considerato ora 𝑌 = {piano xy} ⧵ {(0,0) , (1,1)}, questo risulta un retratto
di deformazione di ̃𝑋 con retrazione:

𝑟 ∶ ̃𝑋 𝑌
�𝑥, 𝑦, 𝑧� �𝑥, 𝑦, 0�

Infatti, la funzione è sempre ben definita, continua e, considerata la restri-

zione di 𝑟 ad 𝑌, segue che banalmente che è l’identità di 𝑌 in quanto tutti
i punti di 𝑌 hanno già la forma �𝑥, 𝑦, 0�. Guardando invece ̃𝑟 = 𝑖 ∘ 𝑟 con

𝑖 ∶ 𝑌 ̃𝑋, un’omotopia con 𝐼𝑑 ̃𝑋 è

𝐹 ∶ ̃𝑋 × 𝐼 ̃𝑋 ∶ 𝐹 ��𝑥, 𝑦, 𝑧� , 𝑡� = �𝑥, 𝑦, 𝑡𝑧� .

Infatti, 𝐹 è banalmente ben definita, continua e

𝐹 (x,0) = �𝑥, 𝑦, 0� = ̃𝑟 (x) 𝐹 (x,1) = �𝑥, 𝑦, 𝑧� = 𝐼𝑑 ̃𝑋 (x) .

Segue che ̃𝑋, e dunque anche 𝑋 per omeomorfismo, ha la stessa omotopia
diℝ2 ⧵ {2 punti} e di un bouquet di due circonferenze.

n Se le due rette sono incidenti, a meno di omeomorfismi si intersecano

nell’origine. Consideriamo dunque 𝑋 = ℝ3 ⧵ {𝑟1 ∪ 𝑟2} e lo spazio 𝐴 =
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𝑆2 ⧵ {𝑃1, 𝑃2, 𝑄1, 𝑄2}. Se prendiamo la retrazione

𝑟 ∶ 𝑋 𝐴
x x

‖x‖
.

e l’omotopia

̃𝑟 ≔ 𝑖 ∘ 𝑟 ∶ 𝑋 𝑋
x x

‖x‖

si verifica inmodo analogo a come visto nel caso della sfera e dello spazio

privato dell’origine (esempio a pag. 96), trattando con una retrazione radiale

ben definita e la sua omotopia nota, che𝐴 è retratto di deformazione di 𝑋.
Segue allora che hanno lo stesso tipo di omotopia.





capitolo 8
Gruppo fondamentale

‘‘LaGeometria algebrica sembra aver acquisito la reputazione di essere esoterica, esclusiva emolto astratta,

con adepti che stanno segretamente complottando per impadronirsi di tutto il resto dellaMatematica. Da

un certo punto di vista quest’ultimo punto è esatto.”

DavidMumford, assolutamente non un adepto della Geometria algebrica.

N
el Capitolo 7, abbiamo studiato diverse proprietà legate all’omotopia, mostrando alcuni

esempi di spazi omotopicamente equivalenti. Tuttavia, non abbiamo ancora formaliz-

zato un aspetto dell’intuizione iniziale: come contiamo i buchi di una figura?

In questo capitolo proseguiamo la trattazione introducendo un oggetto algebrico che asso-

ciamo come invariante ad uno spazio topologico: il gruppo fondamentale. Definendo

una versione dell’omotopia specifica dei cammini, utilizziamo questo gruppo formato dalle

classi di equivalenza omotopica di cammini chiusi permostrare in termini rigorosi la presenza

di buchi.

Inoltre, largo spazio sarà lasciato alla dimostrazione del primo gruppo fondamentale non

banale, quello della circonferenza.

8.1 omotopie fra cammini

Notazione. Se non specificato differentemente, useremo 𝐼 per indicare l’intervallo
[0,1] con la topologia euclidea.

Definizione 8.1.1. (Omotopia di cammini).

Siano𝛼, 𝛽 ∶ 𝐼 𝑋due cammini entrambi da 𝑎 a 𝑏. Allora 𝛼, 𝛽 sono cammini omotopi

se esiste 𝐹 ∶ 𝐼 × 𝐼 𝑋 tale che

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (𝑡,0) = 𝛼 (𝑡)
𝐹 (𝑡,1) = 𝛽 (𝑡)

∀𝑡 ∈ 𝐼 è omotopia tra 𝛼 e 𝛽;

101
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e

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (0, 𝑠) = 𝑎
𝐹 (1, 𝑠) = 𝑏

∀𝑠 ∈ 𝐼 𝐹 (⋅, 𝑠) è sempre un cammino tra 𝑎 e 𝑏

ba

¯(t )

®(t )

F

I£   I  

µX

F(1 , s)=b

F(0 , s)=a
F(t , 1)=¯(t )

F(t , 0)=®(t )

𝐹 è detta omotopia di cammini o omotopia a estremi fissi .

Definizione 8.1.2. (Insiemedei cammini).

Indichiamo conΩ(𝑋; 𝑎, 𝑏) l’insieme dei cammini in 𝑋 da 𝑎 a 𝑏.

Osservazione. L’omotopia di cammini è una relazione di equivalenza suΩ(𝑋; 𝑎, 𝑏).

Dimostrazione.
n Riflessività: presa 𝐹 (𝑡, 𝑠) ≔ 𝛼 (𝑡), essa è ben definita, continua e

𝐹 (𝑡,0) = 𝛼 (𝑡) , 𝐹 (𝑡,1) = 𝛼 (𝑡) , 𝐹 (0, 𝑠) = 𝛼 (0) = 𝑎, 𝐹 (1, 𝑠) = 𝛼 (1) = 𝑏,

cioè è omotopia di cammini tra 𝛼 e 𝛼 e quindi 𝛼 ∼ 𝛼.
n Simmetria: da 𝛼 ∼ 𝛽 sappiamo che esiste 𝐹 omotopia di cammini per cui

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (𝑡,0) = 𝛼 (𝑡)
𝐹 (𝑡,1) = 𝛽 (𝑡)

Per avere 𝛽 ∼ 𝛼, poniamo ̃𝐹 (𝑡, 𝑠) ≔ 𝐹 (𝑡,1 − 𝑠): essa è ben definita, continua e

̃𝐹 (𝑡,0) = 𝐹 (𝑡,1) = 𝛽 (𝑡) , ̃𝐹 (𝑡,1) = 𝐹 (𝑡,0) = 𝛼 (𝑡)
̃𝐹 (0, 𝑠) = 𝐹 (0, 𝑠) = 𝑎, ̃𝐹 (1, 𝑠) = 𝐹 (1, 𝑠) = 𝑏

cioè è omotopia di cammini tra 𝛽 e 𝛼 e quindi 𝛽 ∼ 𝛼.
n Transitività: da 𝛼 ∼ 𝛽 abbiamo

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (𝑡,0) = 𝛼 (𝑡)
𝐹 (𝑡,1) = 𝛽 (𝑡)

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (0, 𝑠) = 𝑎
𝐹 (1, 𝑠) = 𝑏

mentre da 𝛽 ∼ 𝛾 ⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐺 (𝑡,0) = 𝛽 (𝑡)
𝐺 (𝑡,1) = 𝛾 (𝑡)

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐺 (0, 𝑠) = 𝑎
𝐺 (1, 𝑠) = 𝑏
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Definita allora la seguente funzione

𝐻 (𝑡, 𝑠) ≔
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (𝑡,2𝑠) se 𝑠 ∈ �0, 1

2 �
𝐺 (𝑡,2𝑠 − 1) se 𝑠 ∈ �1

2 , 1�

Essa è ben definita, continua per il lemma di incollamento e tale per cui

𝐻 (𝑡,0) = 𝐹 (𝑡,0) = 𝛼 (𝑡) , 𝐻 (𝑡,1) = 𝐺 (𝑡,1) = 𝛾 (𝑡)
𝐻 (0, 𝑠) = 𝑎, 𝐻 (1, 𝑠) = 𝑏

cioè è omotopia di cammini tra 𝛼 e 𝛾 e dunque 𝛼 ∼ 𝛾.

Ricordiamo... Abbiamo già definito due ‘‘operazioni” fra insiemi di cammini, senza

averle necessariamente formalizzate:
n Prodotto di cammini:

∗ ∶ Ω (𝑋; 𝑎, 𝑏) × Ω (𝑋; 𝑏, 𝑐) Ω (𝑋; 𝑎, 𝑐)
(𝛼, 𝛽) 𝛼 ∗ 𝛽

n Inversione di cammini:

⋅ ∶ Ω (𝑋; 𝑎, 𝑏) Ω (𝑋; 𝑏, 𝑎)
𝛼 𝛼

Osservazione. Si ha 𝛼 = 𝛼. Infatti, essendo 𝛼 (𝑡) = 𝛼 (1 − 𝑡), si ha

⟹ 𝛼 (𝑡) = 𝛼 (1 − 𝑡) = 𝛼 (𝑡)

Lemma 8.2.1. (Composizioni di omotopie di cammini; Kosniowski, 14.2).

Dati 𝛼, 𝛼′ ∈ Ω (𝑋; 𝑎, 𝑏) e 𝛽, 𝛽′ ∈ Ω (𝑋; 𝑏, 𝑐), in termini di omotopie di cammini:

𝛼 ∼ 𝛼′ e 𝛽 ∼ 𝛽′ ⟹ 𝛼 ∗ 𝛽 ∼ 𝛼′ ∗ 𝛽′

Dimostrazione. Esistono 𝐹,𝐺 ∶ 𝐼 × 𝐼 𝑋 tali che

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (𝑡,0) = 𝛼 (𝑡)
𝐹 (𝑡,1) = 𝛼′ (𝑡)

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (0, 𝑠) = 𝑎
𝐹 (1, 𝑠) = 𝑏

, ∀𝑡, 𝑠 ∈ 𝐼

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐺 (𝑡,0) = 𝛽 (𝑡)
𝐺 (𝑡,1) = 𝛽′ (𝑡)

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐺 (0, 𝑠) = 𝑏
𝐺 (1, 𝑠) = 𝑐

, ∀𝑡, 𝑠 ∈ 𝐼

Consideriamo𝐻 ∶ 𝐼 × 𝐼 𝑋data da

𝐻 (𝑡, 𝑠) ≔
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (2𝑡, 𝑠) se 0 ≤ 𝑡 ≤ 1

2
𝐺 (2𝑡 − 1, 𝑠) se 1

2 ≤ 𝑡 ≤ 1

n 𝐻 è ben definita per 𝑡 = 1
2 .
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n 𝐻 è continua per il lemma di incollamento, essendo definito sui chiusi �0, 1
2 � × 𝐼 e

�1
2 , 1� × 𝐼 è continua su di essi.

n Per ogni 𝑡 è omotopia in quanto
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐻 (𝑡,0) = (𝛼 ∗ 𝛽) (𝑡)
𝐻 (𝑡,1) = (𝛼′ ∗ 𝛽′) (𝑡)

n Per ogni 𝑠 ∈ 𝐼 ha estremi fissi:
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐻 (0, 𝑠) = 𝐹 (0, 𝑠) = 𝑎
𝐻 (1, 𝑠) = 𝐺 (1, 𝑠) = 𝑐

𝐹 è l’omotopia a estremi fissi cercata.

Lemma 8.2.2. (Cambiamentodi parametri;Manetti, 11.3).

Sia𝛼 ∶ 𝐼 𝑋un cammino e𝜙 ∶ 𝐼 𝐼una funzione continua tale che𝜙 (0) = 0 e𝜙 (1) = 1.
Allora 𝛼 ∘ 𝜙 ∼ 𝛼.

Dimostrazione. Sia 𝐹 ∶ 𝐼 × 𝐼 𝑋data da 𝐹 (𝑡, 𝑠) ≔ 𝛼 (𝑠𝜙 (𝑡) + (1 − 𝑠) 𝑡).
n 𝑠𝜙 (𝑡) + (1 − 𝑠) 𝑡 è una combinazione lineare che è contenuta in 𝐼 ⊆ ℝ ∀𝑡, 𝑠 ∈ 𝐼 per

convessità dell’intervallo 𝐼, da cui segue che 𝐹 è ben definita.
n 𝐹 continua perché composizione di funzioni continue.
n Per ogni 𝑡 ∈ 𝐼 è omotopia in quanto

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (𝑡,0) = 𝛼 (𝑡)
𝐹 (𝑡,1) = 𝛼 (𝜙 (𝑡))

n Per ogni 𝑠 ∈ 𝐼 ha estremi fissi:
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (0, 𝑠) = 𝛼 (0)
𝐹 (1, 𝑠) = 𝛼 (𝑠 + 1 − 𝑠) = 𝛼 (1)

𝐻 è l’omotopia a estremi fissi cercata tra 𝛼 e 𝛼 ∘ 𝜙.

Definizione 8.2.1. (Cammino costante).

Il cammino costante 𝐶𝑎 nel punto 𝑎 è un cammino che non si spostamai da esso, cioè è
descritto dalla funzione costante nel punto

𝐶𝑎 ∶ 𝐼 𝑋
𝑡 𝑎

Proprietà 8.2.1. (Proprietà dell’omotopia di cammini;Manetti, 11.4 e 11.6).

Sia𝑋 spazio topologico e si considerino i cammini

𝛼 ∈ Ω (𝑋; 𝑎, 𝑏) 𝛽 ∈ Ω (𝑋; 𝑏, 𝑐) 𝛾 ∈ Ω (𝑋; 𝑐, 𝑑)
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Valgono le seguenti proprietà:

1. Associatività: (𝛼 ∗ 𝛽) ∗ 𝛾 ∼ 𝛼 ∗ (𝛽 ∗ 𝛾).
2. Rapporto coi cammini costanti: 𝐶𝑎 ∗ 𝛼 ∼ 𝛼 ∼ 𝛼 ∗ 𝐶𝑏.
3. Inverso: 𝛼 ∗ 𝛼 ∼ 𝐶𝑎 e 𝛼 ∗ 𝛼 ∼ 𝐶𝑎.

Dimostrazione.

I Scriviamo i due cammini:

((𝛼 ∗ 𝛽) ∗ 𝛾) (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼 (4𝑡) 𝑡 ∈ �0, 1
4 �

𝛽 (4𝑡 − 1) 𝑡 ∈ �1
4 ,

1
2 �

𝛾 (2𝑡 − 1) 𝑡 ∈ �1
2 , 1�

((𝛼 ∗ (𝛽 ∗ 𝛾))) (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼 (2𝑡) 𝑡 ∈ �0, 1
2 �

𝛽 (4𝑡 − 2) 𝑡 ∈ �1
2 ,

3
4 �

𝛾 (4𝑡 − 3) 𝑡 ∈ �3
4 , 1�

I due cammini differiscono per una riparametrizzazione 𝜙 ∶ 𝐼 𝐼 di 𝛼 ∗ (𝛽 ∗ 𝛾)
definita in questomodo:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

2𝑠 = 4𝑡
4𝑠 − 2 = 4𝑡 − 1
4𝑠 − 3 = 2𝑡 − 1

⟹

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑠 = 2𝑡 𝑡 ∈ �0, 1
4 �

𝑠 = 𝑡 + 1
4 𝑡 ∈ �1

4 ,
1
2 �

𝑠 = 𝑡
2 +

1
2 𝑡 ∈ �1

2 , 1�

𝜙 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

2𝑡 𝑡 ∈ �0, 1
4 �

𝑡 + 1
4 𝑡 ∈ �1

4 ,
1
2 �

𝑡
2 +

1
2 𝑡 ∈ �1

2 , 1�

n 𝜙 è ben definita e continua per lemma di incollamento.
n 𝜙 (0) = 0 e 𝜙 (1) = 1.
n ((𝛼 ∗ (𝛽 ∗ 𝛾))) (𝜙 (𝑡)) = ((𝛼 ∗ 𝛽) ∗ 𝛾) (𝑡).

Per il lemma del cambiamento di parametro i due cammini sono omotopi.

II Scriviamo i due cammini:

(𝐶𝑎 ∗ 𝛼) (𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑎 𝑡 ∈ �0, 1

2 �
𝛼 (2𝑡 − 1) 𝑡 ∈ �1

2 , 1�

(𝛼 ∗ 𝐶𝑏) (𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝛼 (2𝑡) 𝑡 ∈ �0, 1
2 �

𝑏 𝑡 ∈ �1
2 , 1�

I due cammini differiscono per delle riparametrizzazioni di 𝛼, che denotiamo con
𝜙 ∶ 𝐼 𝐼 e𝜓 ∶ 𝐼 𝐼, definite così:

𝜙 (𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

0 𝑡 ∈ �0, 1
2 �

2𝑡 − 1 𝑡 ∈ �1
2 , 1�

𝜓 (𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

2𝑡 𝑡 ∈ �0, 1
2 �

1 𝑡 ∈ �1
2 , 1�

n 𝜙 e𝜓 son ben definite e continue per lemma di incollamento.
n 𝜙 (0) = 0, 𝜓 (0) = 0 e 𝜙 (1) = 1,𝜓 (1) = 1.
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n (𝐶𝑎 ∗ 𝛼) (𝑡) = 𝛼 (𝜙 (𝑡)) e (𝛼 ∗ 𝐶𝑏) (𝑡) = 𝛼 (𝜓 (𝑡)).
Per il lemmadel cambiamentodi parametro i due cammini sonoentrambi omotopi

a 𝛼, si hanno quindi le equivalenze omotopiche cercate.
III È sufficiente dimostrare che 𝛼 ∗ 𝛼 ∼ 𝐶𝑎. Possiamo immaginare di rappresentare

tutte le parametrizzazioni di cammini definiti da un omotopia sul piano 𝐼 × 𝐼, con
𝑡 sulle ascisse e 𝑠 sulle ordinate. In questomodo, i punti 𝑎 di inizio e 𝑏 di fine sono
rappresentati dai segmenti verticali in 𝑡 = 0 e in 𝑡 = 1, mentre i cammini 𝛼 di
inizio e 𝛽 fine sono segmenti orizzontali in 𝑠 = 0 e 𝑠 = 1. Dunque, all’interno di
𝐼 × 𝐼 possiamo trovare, fissato 𝑠, tutti i cammini 𝐹 (⋅, 𝑠) di estremi 𝑎 e 𝑏 compresi tra
i cammini 𝛼 e 𝛽: essi sono rappresentati da segmenti orizzontali.

Nel nostro caso, possiamo considerare il punto 𝑎 di
inizio e il punto 𝑏 di fine del cammino 𝛼. Nei due
cammini ‘‘esterni” o il cammino non si sposta mai

da 𝑎 (𝐶𝑎), oppure percorre tutto il cammino 𝛼 fino
a 𝑏, che è raggiunto per 𝑡 = 1

2 , e torna poi indietro
per lo stesso cammino (𝛼 ∗ 𝛼). Tuttavia, dobbiamo
considerare anche cammini che percorrono 𝛼 fino
ad un punto 𝑐 intermedio fra 𝑎 e 𝑏, stanno fermi in
𝑐 per poi tornare indietro. Definiamo la seguente
omotopia:

®

Ca
t

®(2t)

s

1

10

®

®

®

Il punto sta fermo

𝐹 (𝑡, 𝑠) ≔

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝛼 (2𝑡) se 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠
2

𝛼 (𝑠) se 𝑠
2 ≤ 𝑡 ≤ 1 − 𝑠

2
𝛼 (2 − 2𝑡) se 1 − 𝑠

2 ≤ 𝑡 ≤ 1

Verifichiamo che lo sia:
n 𝐹 è ben definita grazie alla ben definizione di 𝛼: tutti i valori di 𝐹 risultano

interni ad 𝑋;
n 𝐹 è continua per il lemma di incollamento;
n 𝐹 (𝑡,0) = 𝛼 (0) = 𝐶𝑎 (𝑡) , 𝐹 (𝑡,1) = 𝛼 ∗ 𝛼 (𝑡) e 𝐹 (0, 𝑠) = 𝑎 = 𝐹 (1, 𝑠).

In questomodo teniamo conto della possibilità del cammino di ‘‘fermarsi” per un

certo tempo in un particolare punto 𝛼 (𝑠).

8.3 gruppo fondamentale

Definizione 8.3.1. (Laccio).

Sia 𝑋 uno spazio topologico e fissiamo un punto 𝑥0 ∈ 𝑋. I lacci o cappi sono i cammini
chiusi in 𝑋, cioè tutti i cammini il cui punto iniziale e finale coincidono. Il loro insieme si
denota comeΩ(𝑋; 𝑥0, 𝑥0).

Osservazione. Possiamo notare come per ogni 𝛼, 𝛽 ∈ Ω (𝑋; 𝑥0, 𝑥0) si ha

𝛼 ∗ 𝛽 ∈ Ω (𝑋; 𝑥0, 𝑥0) 𝛼 ∈ Ω (𝑋; 𝑥0, 𝑥0) .

Allora, se quozientiamo l’insieme dei lacci rispetto alla relazione di equivalenza data
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dall’omotopia di cammini, esso possiede una struttura di gruppo:

𝜋1(𝑋, 𝑥0) = Ω (𝑋; 𝑥0, 𝑥0) /! ∼

Preso un laccio 𝛼, indichiamo la sua classe di equivalenza in 𝜋1(𝑋, 𝑥0) con [𝛼]. Allora:
n Il prodotto di cammini dà un operazione ben definita su 𝜋1(𝑋, 𝑥0) grazie al lemma

8.2.1 (Kosniowski, 14.2):

[𝛼] ⋅ [𝛽] = [𝛼 ∗ 𝛽] .

n L’operazione appena definita è associativa per il primo punto della proposizione

8.2.1 (Manetti, 11.4 e 11.6).

n �𝐶𝑥0� è l’elemento neutro, sempre per la proposizione 8.2.1 (Manetti, 11.4 e 11.6):

�𝐶𝑥0� ⋅ [𝛼] = [𝛼] = [𝛼] ⋅ �𝐶𝑥0� .

n [𝛼] è l’inverso di [𝛼], cioè [𝛼]−1 ≔ [𝛼], per la proposizione 8.2.1 (Manetti, 11.4 e 11.6):

[𝛼] ⋅ [𝛼] = �𝐶𝑥0� = [𝛼] ⋅ [𝛼] .

Attenzione! La proposizione 8.2.1 (Manetti, 11.4 e 11.6) ci garantisce che la composi-

zione di cammini omotopi è omotopa

(𝛼 ∗ 𝛽) ∗ 𝛾 ∼ 𝛼 ∗ (𝛽 ∗ 𝛾) ,

dunque possiamo parlare della classe [𝛼 ∗ 𝛽 ∗ 𝛾]. Tuttavia, al di fuori del quoziente non
ha senso 𝛼 ∗ 𝛽 ∗ 𝛾! L’ordine con cui congiungiamo i cammini dà luogo a due cammini
certamente omotopi,ma non uguali, dato che la parametrizzazione variaa.

aQuesto si vede chiaramente nella dimostrazione della proposizione.

Definizione 8.3.2. (Gruppo fondamentale).

Dato uno spazio topologico 𝑋 e fissato un punto 𝑥0, detto punto base, il gruppo fonda-
mentale con punto base 𝑥0 è il gruppo 𝜋1(𝑋, 𝑥0) definito nell’osservazione precedente. Si
chiama anche primo gruppo fondamentale o gruppo di Poincaré.

8.3.1 Dipendenza dal punto base

Teorema 8.3.1. (𝜋1 dipendedalla componente c.p.a.).

Il gruppo fondamentale dipende solo dalla componente c.p.a. contente il punto base 𝑥0. In altre parole,
se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 appartengono alla stessa componente c.p.a., preso un arco 𝛾 da 𝑥 a 𝑦 e considerata la
funzione

𝛾# ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑥) 𝜋1�𝑋, 𝑦�
[𝛼] [𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾]

,

è ben definita ed è un isomorfismo di gruppi, cioè 𝜋1(𝑋, 𝑥) ≅ 𝜋1�𝑋, 𝑦�.

Ricordiamo... Una funzione fra due gruppi𝑓 ∶ (𝐺, ⋅𝐺) (𝐻, ⋅𝐻) è un omomorfi-
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smo di gruppi se

𝑓 (𝑎 ⋅𝐺 𝑏) = 𝑓 (𝑎) ⋅𝐻 𝑓 (𝑏) ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺

Se 𝑓 è biettiva, allora parliamo di isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione.
n 𝛾# è ben definito in quanto la classe [𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾] è ben definita per la composizione

dei cammini ed è la classe di equivalenza di un cappio di 𝑦 (𝛾 parte da 𝑦 e raggiunge
𝑥, con 𝛼 compie un cammino chiuso in 𝑥 per tornare al punto di partenza 𝑦).

n 𝛾# è un omomorfismo di gruppi:

𝛾# ([𝛼] ⋅ [𝛽]) = 𝛾# ([𝛼 ∗ 𝛽]) = [𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛽 ∗ 𝛾] = [𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝐶𝑥 ∗ 𝛽 ∗ 𝛾] =
= [𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾 ∗ 𝛾 ∗ 𝛽 ∗ 𝛾] = [𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾] ⋅ [𝛾 ∗ 𝛽 ∗ 𝛾] = 𝛾# ([𝛼]) ⋅ 𝛾# ([𝛽])

Infatti, anche l’elemento neutrovienemappato all’elemento neutro del codominio:

𝛾# ([𝐶𝑥]) = [𝛾 ∗ 𝐶𝑥 ∗ 𝛾] = [𝛾 ∗ 𝛾] = �𝐶𝑦�

n Possiamo associare inmodo analogo al cammino 𝛾 il cammino

𝛾# ∶ 𝜋1�𝑋, 𝑦� 𝜋1(𝑋, 𝑥)
[𝛼] [𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾]

Inmodo assolutamente analogo a comevisto sopra, si vede che è un omomorfismo;

verifichiamo ora che 𝛾# e 𝛾# siano l’uno l’inverso dell’altro:

𝛾# (𝛾# ([𝛼])) = 𝛾# ([𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾]) = [𝛾 ∗ 𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾 ∗ 𝛾] = [𝐶𝑥 ∗ 𝛼 ∗ 𝐶𝑥] = [𝛼]
𝛾# (𝛾 ([𝛼])) = 𝛾# ([𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾]) = [𝛾 ∗ 𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾 ∗ 𝛾] = �𝐶𝑦 ∗ 𝛼 ∗ 𝐶𝑦� = [𝛼]

Segue che allora 𝛾# è biettiva.

Osservazioni.
n Se due punti 𝑥1 e 𝑥2 stanno in componenti connesse per archi diverse, non c’è

alcuna relazione tra 𝜋1(𝑋, 𝑥1) e 𝜋1(𝑋, 𝑥2).
n Se 𝑋 è c.p.a., il suo gruppo fondamentale è unico ameno di isomorfismo.

Esempio. Sia 𝑌 ⊆ ℝ𝑛 un sottospazio convesso e 𝑦0 ∈ 𝑌. Allora 𝜋1�𝑌, 𝑦0� = {1} è banale;
in particolare, allora 𝜋1�ℝ𝑛, 𝑦0� è banale per ogni 𝑛.

Dimostrazione. Sia [𝛼] ∈ 𝜋1�𝑌, 𝑦0�. Vogliamo mostrare che [𝛼] = �𝐶𝑦0�, cioè che
𝛼 ∼ 𝐶𝑦0. Consideriamo 𝐹 ∶ 𝐼 × 𝐼 𝑌 tale che

𝐹 (𝑡, 𝑠) ≔ 𝑠 (𝛼 (𝑡)) + (1 − 𝑠) 𝑦0
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n 𝐹 risulta ben definita, essendo una combinazione convessa al variare di 𝑠 ∈ [0,1]
tra 𝛼 (𝑡) ∈ 𝑌 per 𝑡 fissato e 𝑦0 ∈ 𝑌 che è un sottospazio convesso.

n 𝐹 è continua perché composizione di applicazioni continue.
n Per ogni 𝑡 ∈ 𝐼 è omotopia in quanto

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (𝑡,0) = 𝑦0 = 𝐶𝑦0 (𝑡)
𝐹 (𝑡,1) = 𝛼 (𝑡)

n Per ogni 𝑠 ∈ 𝐼 ha estremi fissi:
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐹 (0, 𝑠) = 𝑠𝛼 (0) + (1 − 𝑠) 𝑦0 = 𝑠𝑦0 + (1 − 𝑠) 𝑦0 = 𝑦0
𝐹 (1, 𝑠) = 𝑠𝛼 (1) + (1 − 𝑠) 𝑦0 = 𝑠𝑦0 + (1 − 𝑠) 𝑦0 = 𝑦0

Segue che 𝐹 è un omotopia di cammini tra 𝐶𝑦0 e 𝛼, dunque segue la tesi.

Definizione 8.4.1. (Spazio semplicemente connesso).

Uno spazio topologico𝑋 è semplicemente connesso se è c.p.a. e ha gruppo fondamentale

banale.

Esempi.
n ℝ𝑛 è semplicemente connesso.
n Ogni convesso diℝ𝑛 è semplicemente connesso.

8.4.1 Mappe continue e omomorfismo di gruppi

Notazione. 𝑓 ∶ (𝑋, 𝑥0) �𝑌, 𝑦0� indica una funzione continua𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 tale

che 𝑓 (𝑥0) = 𝑦0.

Osservazione. Consideriamo𝑓∗ ∶ 𝑋 𝑌 continua e due cammini 𝛼 in 𝑋 da 𝑎 a 𝑏 e
𝛽 in 𝑋 da 𝑏 a 𝑐.

𝐼 𝑋 𝑌𝛼

𝑓∘𝛼

𝑓
𝐼 𝑋 𝑌𝛽

𝑓∘𝛽

𝑓

Si ha che:

1. 𝑓 ∘ (𝛼 ∗ 𝛽) = �𝑓 ∘ 𝛼� ∗ �𝑓 ∘ 𝛽�.
2. 𝑓 ∘ 𝛼 = 𝑓 ∘ 𝛼.
3. Se 𝛼 ∼ 𝛼′, allora 𝑓 ∘ 𝛼 ∼ 𝑓 ∘ 𝛼′.

Proposizione 8.4.1. (Funzionecontinuafraspazi eomeomorfismotragruppi

fondamentali).

Dati𝑋, 𝑌 spazi topologici, due punti 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑦0 ∈ 𝑌 e𝑓 ∶ (𝑋, 𝑥0) �𝑌, 𝑦0� funzione continua,
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si può associare un omomorfismo tra i corrispettivi gruppi fondamentali:

𝑓∗ ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) 𝜋1�𝑌, 𝑦0�

[𝛼] �𝑓 ∘ 𝛼�

Dimostrazione.
n 𝑓∗ è ben definita. Infatti, 𝑓 ∘ 𝛼 ∈ Ω �𝑌; 𝑦0, 𝑦0� e se [𝛼] = [𝛼′], 𝛼 ∼ 𝛼′. Per il punto 3

dell’osservazione precedente, si ha 𝑓 ∘ 𝛼 ∼ 𝑓 ∘ 𝛼′, cioè �𝑓 ∘ 𝛼� = �𝑓 ∘ 𝛼′�.
n 𝑓∗ è un omeomorfismo di gruppi. Infatti, presi [𝛼] , [𝛽] ∈ 𝜋1(𝑋, 𝑥0), si ha:

𝑓∗ ([𝛼] ⋅ [𝛽]) = 𝑓∗ ([𝛼 ∗ 𝛽]) = �𝑓 ∘ (𝛼 ∗ 𝛽)� = ��𝑓 ∘ 𝛼� ∗ �𝑓 ∘ 𝛽�� = �𝑓 ∘ 𝛼� ⋅ �𝑓 ∘ 𝛽� =
= 𝑓∗ ([𝛼]) ⋅ 𝑓∗ ([𝛽])

Inoltre, 𝑓∗ ��𝐶𝑥0�� = �𝑓 ∘ 𝐶𝑥0� = �𝐶𝑦0�.

8.5 digressione: categorie

Definizione 8.5.1. (Categoria). Una categoriaC consiste di:
n una classeOb (C ), i cui elementi sono detti oggetti diC ;
n per ogni coppia di oggetti𝑋 e 𝑌 diC una classe homC (𝑋, 𝑌 ), i cui elementi sono detti

morfismi da 𝑋 a 𝑌;
n per ogni terna di oggetti 𝑋, 𝑌, 𝑍 un’operazione binaria detta composizione di

morfismi:

homC (𝑋, 𝑌 ) × homC (𝑌,𝑍 ) homC (𝑋,𝑍 )
�𝑓, 𝑔� 𝑔 ∘ 𝑓

Questi oggetti devono soddisfare i seguenti assiomi:

1. Associatività: per ogni 𝑓 ∈ homC (𝑋, 𝑌 ) , 𝑔 ∈ homC (𝑌,𝑍 ) , ℎ ∈ homC (𝑍,𝑊 ) si ha

ℎ ∘ �𝑔 ∘ 𝑓� = �ℎ ∘ 𝑔� ∘ 𝑓 in homC (𝑋,𝑊 )

2. Identità: per ogni oggetto 𝑋 esiste unmorfismo identità 𝐼𝑑𝑋 ∈ homC (𝑋,𝑋 ) tale
che

𝑓 ∘ 𝐼𝑑𝑋 = 𝑓 ∀𝑓 ∈ homC (𝑋, 𝑌 )
𝐼𝑑𝑋 ∘ 𝑔 = 𝑔 ∀𝑔 ∈ homC (𝑍,𝑋 )

Si dimostra che 𝐼𝑑𝑋 è unico per ogni oggetto 𝑋.

Definizione 8.5.2. (Isomorfismo).

Un morfismo 𝑓 ∈ homC (𝑋, 𝑌 ) si dice isomorfismo se esiste 𝑔 ∈ homC (𝑌,𝑋 ) tale che
𝑔 ∘ 𝑓 = 𝐼𝑑𝑋 e 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑌; in tal caso 𝑔 è unico e si pone 𝑔 = 𝑓−1. Inoltre, due oggetti 𝑋 e 𝑌
sono isomorfi se esiste 𝑓 ∈ homC (𝑋, 𝑌 ) isomorfismo.

Esempi (Esempi di categorie).

1. Set Oggetti: insiemi.

Morfismi: applicazioni tra insiemi.
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2. Gr oGrp Oggetti: gruppi.

Morfismi: omomorfismi di gruppi.

3. Vect𝕂 Oggetti: spazi vettoriali su campo𝕂.

Morfismi: applicazioni lineari.

4. Top Oggetti: spazi topologici.

Morfismi: applicazioni continue.

5. Top* Oggetti: spazi topologici con punto base quali (𝑋, 𝑥0).
Morfismi: applicazione continue𝑓 ∶ (𝑋, 𝑥0) (𝑌, 𝑦0).

6. Ktop Oggetti: spazi topologici.

Morfismi: classi di omotopia di funzioni continue da 𝑋 a 𝑌.a
7. Preso uno spazio topologico 𝑋, si può considerare la categoria seguente:

Ouv(𝑋)
oOp(𝑋)

Oggetti: aperti di 𝑋.

Morfismi: inclusioni.
Nello specifico, se 𝑈, 𝑉 ⊆ 𝑋 aperti, allora

homC (𝑈, 𝑉 ) =
⎧⎪⎨
⎪⎩

∅ se 𝑈 ⊈ 𝑉
{𝑖} se 𝑈 𝑖↪ 𝑉

.

aLa composizione inKtop è garantita dalla composizione di omotopie (lemma 7.4.2, Manetti 10.13).

Attenzione! Come si evince dall’esempio 6., i morfismi delle categorie possono anche

non essere funzioni!

8.5.1 Funtori

Definizione 8.5.3. (Funtore).

SianoA , ℬ due categorie. Un funtore 𝐹 ∶ A ℬ consiste di due funzioni:

1. una funzione sugli oggetti

𝐹 ∶ Ob (A ) Ob (ℬ)
𝑥 𝐹 (𝑥)

.

2. una funzione sui morfismi che, a seconda della sua costruzione, definisce due tipi di

funtori:
n parliamo di funtore covariantea se, per ogni coppia di oggetti 𝑋, 𝑌 inA ,

si ha un’applicazione

𝐹 ∶ homA (𝑋, 𝑌 ) homℬ((𝑋 ) , 𝐹 (𝑌 ))
𝑓 𝐹 �𝑓�

che preserva i morfismi identità e la composizione:

⋄ Identità: per ogni 𝑋 ∈ Ob (A )

𝐹 (𝐼𝑑𝑋) = 𝐼𝑑𝐹(𝑋 )
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⋄ Composizione: per ogni 𝑓 ∈ homA (𝑋, 𝑌 ) , 𝑔 ∈ homA (𝑌,𝑍 )

𝐹 �𝑔 ∘ 𝑓� = 𝐹 �𝑔� ∘ 𝐹 �𝑓�

𝑋 𝑌 𝐹 (𝑋 ) 𝐹 (𝑌 )

𝑍 𝐹 (𝑍 )

𝑓

𝑔∘𝑓 𝑔

𝐹�𝑓�

𝐹�𝑔∘𝑓� 𝐹�𝑔�

n Parliamo di funtore controvariante se, per ogni coppia di oggetti 𝑋, 𝑌 in
A , si ha un’applicazione

𝐹 ∶ homA (𝑋, 𝑌 ) hom (A ) 𝐹 (𝑌 )𝐹 (𝑋 )
𝑓 𝐹 �𝑓�

che preserva i morfismi identità, mentre inverte la direzione della compo-

sizione:

⋄ Identità: per ogni 𝑋 ∈ Ob (A ):

𝐹 (𝐼𝑑𝑋) = 𝐼𝑑𝐹(𝑋 )

⋄ Composizione: per ogni 𝑓 ∈ homA (𝑋, 𝑌 ) , 𝑔 ∈ homA (𝑌,𝑍 ):

𝐹 �𝑔 ∘ 𝑓� = 𝐹 �𝑓� ∘ 𝐹 �𝑔�

𝑋 𝑌 𝐹 (𝑋 ) 𝐹 (𝑌 )

𝑍 𝐹 (𝑍 )

𝑓

𝑔∘𝑓 𝑔

𝐹�𝑓�

𝐹�𝑔∘𝑓� 𝐹�𝑔�

aIn letteratura, il funtore covariante spesso viene indicato anche solo come funtore.

Osservazioni. Un funtore porta:
n isomorfismi in isomorfismi;
n oggetti isomorfi in oggetti isomorfi.

Dimostrazione. Se 𝑓 ∈ homA (𝑋, 𝑌 ) è isomorfismo inA , esiste 𝑔 ∈ homA (𝑌,𝑋 ) tale
che 𝑔 = 𝑓−1, cioè 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝐼𝑑𝑋, 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑌. Ma allora, se 𝐹 è covariante,

𝐹 �𝑔� ∘ 𝐹 �𝑓� = 𝐹 �𝑔 ∘ 𝑓� = 𝐹 (𝐼𝑑𝑋) = 𝐼𝑑𝐹(𝑋 )
𝐹 �𝑓� ∘ 𝐹 �𝑔� = 𝐹 �𝑓 ∘ 𝑔� = 𝐹 (𝐼𝑑𝑌) = 𝐼𝑑𝐹(𝑌 )

𝐹 �𝑓� ∈ homℬ((𝑋 ) , 𝐹 (𝑌 )) è isomorfismo con inverso 𝐹 �𝑔� ∈ homℬ((𝑌 ) , 𝐹 (𝑋 )). Se 𝐹 è
controvariante,

𝐹 �𝑔� ∘ 𝐹 �𝑓� = 𝐹 �𝑓 ∘ 𝑔� = 𝐹 (𝐼𝑑𝑌) = 𝐼𝑑𝐹(𝑌 )
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𝐹 �𝑓� ∘ 𝐹 �𝑔� = 𝐹 �𝑔 ∘ 𝑓� = 𝐹 (𝐼𝑑𝑋) = 𝐼𝑑𝐹(𝑋 )

𝐹 �𝑓� ∈ homℬ((𝑌 ) , 𝐹 (𝑋 )) è isomorfismo con inverso 𝐹 �𝑔� ∈ homℬ((𝑋 ) , 𝐹 (𝑌 )).

Esempi.

1. 𝐹 ∶ Gr Set
Oggetti: (𝐺, ⋅) ↦ 𝐺

Morfismi: �𝑓 ∶ 𝐺 𝐻� ↦ �𝑓 ∶ 𝐺 𝐻�
Questo funtore covariante si chiama anche funtore dimenticante, in quanto associa

un gruppo all’insieme su cui si basa.

𝐹 ∶ Top Set

Oggetti: (𝐺, T ) ↦ 𝐺

Morfismi: �𝑓 ∶ 𝐺 𝐻� ↦ �𝑓 ∶ 𝐺 𝐻�
Inmodo analogo, si definisce il funtore dimenticante fraTop e Set, che associa lo
spazio topologico all’insieme sui cui abbiamo definito la topologia.

2. 𝐹 ∶ Vect𝕂 Vect𝕂

Oggetti: 𝑉↦ 𝑉 ∗ = �applicazioni lineari𝑉 𝕂�

Morfismi: �𝑓 ∶ 𝑉 𝑊 lineare� ↦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑓𝑡 ∶ 𝑊 ∗ 𝑉 ∗

𝜑 𝜑 ∘ 𝑓

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑉 𝑊 𝕂𝑓 𝜑

Questo funtore controvariante è chiamato funzione trasposta.

3. 𝐹 ∶ Top∗ Gr

Oggetti: (𝑋, 𝑥0) ↦ 𝜋1(𝑋, 𝑥0)

Morfismi: �𝑓 ∶ (𝑋, 𝑥0) �𝑌, 𝑦0�� ↦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑓∗ ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) 𝜋1�𝑌, 𝑦0�

[𝛼] �𝑓 ∘ 𝛼�

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Questo funtore covariante si basa sull’omomorfismo tra gruppi fondamentali in-

dotto da𝑓 ∶ (𝑋, 𝑥0) �𝑌, 𝑦0�.

Dimostrazione. Dimostriamo la funtorialità dell’ultimo esempio.
n Identità: per ogni (𝑋, 𝑥0) ∈ Ob �Top∗�:

𝐹 (𝐼𝑑𝑋) = (𝐼𝑑𝑋)∗ ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) 𝜋1(𝑋, 𝑥0)
[𝛼] [𝐼𝑑𝑋 ∘ 𝛼] = [𝛼]

⟹ (𝐼𝑑𝑋)∗ = 𝐼𝑑𝜋1�𝑋,𝑥0�

n Composizione: Siano

(𝑋, 𝑥0) �𝑌, 𝑦0� (𝑍, 𝑧0)
𝑓 𝑔
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Vogliamo che 𝐹 �𝑔 ∘ 𝑓� = �𝑔 ∘ 𝑓�
∗
= 𝑔∗ ∘ 𝑓∗:

𝐹 �(𝑔 ∘ 𝑓)(𝛼)� = �𝑔 ∘ 𝑓�
∗
([𝛼]) = �𝑔 ∘ 𝑓 ∘ 𝛼� = 𝑔∗ ��𝑓 ∘ 𝛼�� = 𝑔∗ �𝑓∗ ([𝛼])� = �𝑔∗ ∘ 𝑓∗� ([𝛼])

8.6 omeomorfismi e gruppi fondamentali

Corollario 8.6.1. (Omeomorfismo di spazi implica isomorfismo di gruppi

fondamentali).

Se𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 è un omeomorfismo, allora𝑓∗ ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) 𝜋1�𝑌, 𝑦0� è isomorfismo di grup-
pi, per ogni 𝑥0 ∈ 𝑋.

Ricordiamo... Se 𝑔 ∘ 𝑓 è una funzione biunivoca, allora 𝑓 è iniettiva e 𝑔 è suriettiva.

Corollario 8.7.1. (Retratti e omomorfismi di gruppi fondamentali).

Sia𝐴 ⊆ 𝑋 un retratto con retrazione 𝑟 ∶ 𝑋 𝐴 e inclusione 𝑖 ∶ 𝐴 𝑋. Si ha che:
n ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑖∗ ∶ 𝜋1(𝐴, 𝑎) 𝜋1(𝑋, 𝑎) è un omomorfismo iniettivo.

n ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑟∗ ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑎) 𝜋1(𝐴, 𝑎) è un omomorfismo suriettivo.

Dimostrazione. Sappiamo dalla definizione che 𝑟∣𝐴 = 𝐼𝑑𝐴; poiché

𝑟 ∘ 𝑖 ∶ 𝐴 𝐴
𝑥 𝑟 (𝑥)

si ha 𝑟 ∘ 𝑖 = 𝑟∣𝐴 = 𝐼𝑑𝐴. Allora, passando con il funtore all’omomorfismo di gruppi

𝜋1(𝐴, 𝑎) 𝜋1(𝑋, 𝑎) 𝜋1(𝐴, 𝑎)
𝑖∗

𝑟∗∘𝑖∗

𝑟∗

notiamo che 𝑟∗ ∘ 𝑖∗ = (𝑟 ∘ 𝑖)∗ = (𝐼𝑑𝐴)∗, cioè 𝑟∗ ∘ 𝑖∗ è biettiva. In particolare, per quanto
ricordato poco sopra 𝑖∗ è iniettiva e 𝑟∗ suriettiva.

Teorema 8.7.1. (Isomorfismotragruppi fondamentali; Kosniowski, 15.12).

Siano𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 𝑌 continue, omotope e 𝑥0 ∈ 𝑋. Allora esiste un isomorfismo di gruppi

𝜑 ∶ 𝜋1�𝑌, 𝑓 (𝑥0)� 𝜋1�𝑌, 𝑔 (𝑥0)�

tale che

𝑔∗ = 𝜑 ∘ 𝑓∗.
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Più precisamente, data l’omotopia𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌 tra 𝑓 e 𝑔, allora

𝛾 ≔ 𝐹 (𝑥0, 𝑡) ∶ 𝐼 𝑌

è un arco da 𝐹 (𝑥0,0) = 𝑓 (𝑥0) a 𝐹 (𝑥0,1) = 𝑔 (𝑥0); dunque

𝛾# ∶ 𝜋1�𝑌, 𝑓(𝑥0)� 𝜋1�𝑋, 𝑔(𝑥0)�
[𝛼] [𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾]

è un isomorfismo di gruppi e si ha:

𝑔∗ = 𝛾# ∘ 𝑓∗

𝜋1(𝑋, 𝑥0)

𝜋1�𝑌, 𝑓(𝑥0)� 𝜋1�𝑋, 𝑔(𝑥0)�

𝑓∗ 𝑔∗

𝛾#

Corollario 8.7.2. (Funzioneomotopa all’identità e isomorfismodi gruppi).

Se𝑓 ∶ 𝑋 𝑋 è una funzione omotopa all’identità, allora𝑓∗ ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) 𝜋1�𝑋, 𝑓 (𝑥0)� è
isomorfismo di gruppi, per ogni 𝑥0 ∈ 𝑋.

Dimostrazione. Data l’omotopia 𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 𝑌 tra 𝑓 e 𝐼𝑑𝑋, allora

𝛾 ≔ 𝐹 (𝑥0, 𝑡) ∶ 𝐼 𝑌

è un arco da 𝐹 (𝑥0,0) = 𝑓 (𝑥0) a 𝐹 (𝑥0,1) = 𝐼𝑑𝑋 (𝑥0) = 𝑥0; dunque, per il teorema precedente
segue che

𝛾# ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) 𝜋1�𝑋, 𝑓 (𝑥0)�

é un isomorfismo di gruppi e si ha

𝑓∗ = 𝛾# ∘ (𝐼𝑑𝑋)∗ = 𝛾# ∘ 𝐼𝑑𝜋1�𝑋,𝑥0�
= 𝛾#.

In particolare, ne segue che 𝑓∗ = 𝛾# è isomorfismo.

Ricordiamo... Siano 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 degli insiemi e 𝑓, 𝑔, ℎ delle applicazioni come nel
diagramma seguente,

𝐴 𝐵 𝐶 𝐷
𝑓 𝑔

𝑔∘𝑓

ℎ

ℎ∘𝑔

tali per cui 𝑔 ∘ 𝑓, ℎ ∘ 𝑔 sono biunivoche. Segue che 𝑓 è biunivoca; infatti:
n 𝑓 è iniettiva perché 𝑔 ∘ 𝑓 è iniettiva.
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n 𝑓 è suriettiva: preso 𝑏 ∈ 𝐵 e il corrispettivo 𝑔 (𝑏) ∈ 𝐶, dal fatto che 𝑔 ∘ 𝑓 è biunivoca
segue che esiste 𝑎 ∈ 𝐴 ∶ 𝑔 �𝑓 (𝑎)� = �𝑔 ∘ 𝑓� (𝑎) = 𝑔 (𝑏). Essendo ℎ ∘ 𝑔 biunivoca, 𝑔 è
iniettiva, dunque 𝑏 = 𝑓 (𝑎) e quindi 𝑓 suriettiva; segue la tesi.

Teorema 8.8.1. (Invarianzaomotopicadel gruppo fondamentale;Manetti,

11.22).

Siano𝑋, 𝑌 spazi topologici e𝑓 ∶ 𝑋 𝑌un’equivalenza omotopica. Allora per ogni 𝑥0 ∈ 𝑋 si ha
che

𝑓∗ ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) 𝜋1�𝑌, 𝑓(𝑥0)�

è isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. In quanto 𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 è un’equivalenza omotopica, necessaria-

mente esiste 𝑔 ∶ 𝑌 𝑋 continua tale che

𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋 𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌

Su 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋 applichiamo il teorema precedente.

𝜋1(𝑋, 𝑥0)

𝜋1�𝑋, 𝑔 �𝑓 (𝑥0)�� 𝜋1(𝑋, 𝑥0)

�𝑔∘𝑓�
∗

(𝐼𝑑𝑋)∗=𝐼𝑑𝜋1�𝑋,𝑥0�
a

𝛾#
isomorfismo di gruppi

Per il corollario appena visto, poiché 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋, segue che �𝑔 ∘ 𝑓�∗ = 𝑔∗ ∘ 𝑓∗ è isomorfismo
di gruppi. Allora consideriamo lo schema seguente:

𝜋1(𝑋, 𝑥0) 𝜋1�𝑌, 𝑓 (𝑥0)� 𝜋1�𝑋, 𝑔 �𝑓 (𝑥0)��

𝜋1�𝑌, 𝑓 �𝑔 �𝑓 (𝑥0)���

𝑓∗

𝑔∗∘𝑓∗=�𝑔∘𝑓�∗

𝑔∗

𝑓∗∘𝑔∗
𝑓∗

Sapendo che 𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌, possiamo dimostrare inmodo analogo, usando come punto base
𝑓 (𝑥0) ∈ 𝑌, che 𝑓∗ ∘ 𝑔∗ = �𝑓 ∘ 𝑔� è isomorfismo di gruppi. Applicando il ragionamento
insiemistico ricordato in precedenza (pag. 115) segue che 𝑓∗ è un omomorfismo biettivo,
cioè un isomorfismo.

aIl funtore covariantemanda l’identità 𝐼𝑑𝑋 nell’identità 𝐼𝑑𝜋1�𝑋,𝑥0� (si veda pag. 113).

Corollario 8.8.1. (Gruppo fondamentale di c.p.a. è proprietàomotopica).

Se𝑋 e 𝑌 sono spazi topologici c.p.a. e omotopicamente equivalenti, allora hanno gruppi fondamentali
isomorfi.
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Dimostrazione. Dal teorema appena dimostrato sappiamo che se due spazi sono

omotopicamente equivalenti, il gruppo fondamentale di 𝑋 rispetto ad un qualunque
punto base in 𝑋 è isomorfo a quello di 𝑌 rispetto 𝑓 (𝑥0). In particolare, se gli spazi sono
c.p.a., il loro gruppo fondamentale è unico ameno di omomorfismi. Segue che il gruppo

fondamentale di 𝑋 è isomorfo all’unico gruppo fondamentale di 𝑌.

Corollario 8.8.2. (Spazio contraibile è semplicemente connesso).

Sia𝑋 uno spazio topologico contraibile. Allora𝑋 è semplicemente connesso.

Dimostrazione. 𝑋 contraibile significa che𝑋ha lo stesso tipodi omotopiadi {∗}. Segue
che, per il corollario precedente, il gruppo fondamentale di 𝑋 è banale:

𝜋1(𝑋 ) ≅ 𝜋1({∗}) = {1}

Essendo 𝑋 contraibile, 𝑋 è anche c.p.a., dunque vale la tesi.

Corollario 8.8.3. (Retrattodi deformazione e isomorfismi di gruppi fonda-

mentali).

Sia𝐴 ⊆ 𝑋 un retratto di deformazione. Allora per ogni 𝑎 ∈ 𝐴

𝑖∗ ∶ 𝜋1(𝐴, 𝑎) 𝜋1(𝑋, 𝑎) 𝑟∗ ∶ 𝜋1(𝑋, 𝑎) 𝜋1(𝐴, 𝑎)

è isomorfismo di gruppi.

8.9 numero di lebesgue

Per poter calcolare il gruppo fondamentale delle sfere 𝑆𝑛, con 𝑛 ≥ 2, abbiamo prima bisogno di
qualche risultato preliminare.

Definizione 8.9.1. (Distanzadi unpuntodaun insieme inunospaziometrico).

Sia (𝑋, 𝑑) uno spazio metrico e 𝐶 ⊆ 𝑋 un sottoinsieme non vuoto; preso 𝑥 ∈ 𝑋, la distanza
di 𝑥 da 𝐶 è definita come:

𝑑 (𝑥, 𝐶) ≔ inf
𝑦∈𝐶

𝑑 �𝑥, 𝑦�

Vediamo alcune proprietà.

Proprietà 8.9.1. (Proprietà della distanzada un insieme).

1. Vale 𝑑 (𝑥, 𝐶) ≥ 0, inoltre 𝑑 (𝑥, 𝐶) = 0 se e solo se

∀𝜀 > 0, ∃𝑦 ∈ 𝐶 ∶ 𝑑 �𝑥, 𝑦� < 𝜀

ossia se e solo se 𝑥 ∈ 𝐶.
2. Fissato il sottoinsieme 𝐶 e facendo variare il punto 𝑥, si vede che la funzione ‘‘distanza da 𝐶”

𝑑 ∶ 𝑋 ℝ
𝑥 𝑑 (𝑥, 𝐶)

è continua.
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Dimostrazione. Dimostriamo la proprietà 2. Presi 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑋 e 𝑦 ∈ 𝐶 si ha che

𝑑 (𝑥, 𝐶) ≤ 𝑑 �𝑥, 𝑦� ≤ 𝑑 (𝑥, 𝑧) + 𝑑 �𝑧, 𝑦� ⟹ 𝑑 (𝑥, 𝐶) − 𝑑 (𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑 �𝑧, 𝑦� , ∀𝑦 ∈ 𝐶.

Dunque, al variare di 𝑦,

𝑑 (𝑥, 𝐶) − 𝑑 (𝑥, 𝑧) ≤ inf
𝑦∈𝐶

𝑑 �𝑧, 𝑦� = 𝑑 (𝑧, 𝐶) ⟹ 𝑑 (𝑥, 𝐶) − 𝑑 (𝑧, 𝐶) ≤ 𝑑 (𝑥, 𝑧) .

Scambiando simmetricamente 𝑥 e 𝑧 si ottiene |𝑑 (𝑥, 𝐶) − 𝑑 (𝑧, 𝐶)| ≤ 𝑑 (𝑥, 𝑧); per l’arbitrarietà
di 𝑥 e 𝑦 ∈ 𝐶 allora la funzione 𝑑 è continua.

Lemma 8.9.1. (Lemmadel numerodi Lebesgue; Kosniowski, teorema 23.4).

Sia (𝑋, 𝑑) uno spazio metrico compatto e siaA un ricoprimento aperto di𝑋. Allora esiste 𝛿 > 0 tale
che, per ogni palla aperta 𝐵 in𝑋 di diametro minore di 𝛿, ∃𝑈 ∈ A ∶ 𝐵 ⊆ 𝑈.

Dimostrazione. Siccome𝑋 è compatto, alloraA ammette un sottoricoprimentofinito

{𝑈1, … , 𝑈𝑛} di aperti. Si considerino i complementari 𝐶𝑗 ≔ 𝑋 ⧵ 𝑈𝑗, chiusi in 𝑋:

𝐶1 ∩⋯ ∩ 𝐶𝑛 = (𝑋 ⧵ 𝑈1) ∩⋯ ∩ (𝑋 ⧵ 𝑈𝑛) = 𝑋 ⧵ (𝑈1 ∪⋯ ∪ 𝑈𝑛) = 𝑋 ⧵ 𝑋 = ∅

Per ogni 𝑗 = 1, … , 𝑛 sia𝑓𝑗 ∶ 𝑋 ℝ la funzione distanza da 𝐶𝑗: è continua, 𝑓𝑗 ≥ 0 e si
annulla su 𝐶𝑗 chiuso. La funzione

𝐹 ≔ max{𝑓1, … , 𝑓𝑛}

è continua perché è il massimo di funzioni continue e, inoltre, vale che 𝐹 > 0. Infatti,
osserviamo che

𝑓𝑗 ≥ 0, ∀ 𝑗 ⟹ 𝐹 ≥ 0

Tuttavia. se esistesse 𝑥0 ∈ 𝑋 tale che 𝐹(𝑥0) = 0 allora 𝑓𝑗(𝑥0) = 0, ∀ 𝑗, dunque 𝑥0 ∈ 𝐶𝑗, ∀ 𝑗:
tale punto non esiste, in quanto 𝐶1 ∩⋯ ∩ 𝐶𝑛 = ∅, quindi 𝐹 > 0 su 𝑋. Siccome 𝐹 è continua
e strettamente positiva su un compatto, allora 𝐹 ammetteminimo 𝛿 > 0. Sia 𝐵 una palla
aperta in 𝑋 con diametrominore di 𝛿 e sia 𝑥1 ∈ 𝐵, allora

max �𝑓1(𝑥1) … , 𝑓𝑛(𝑥1)� = 𝐹(𝑥1) ≥ 𝛿 ⟹ ∃𝑗 ∈ {1, … , 𝑛} ∶ 𝑓𝑗(𝑥1) ≥ 𝛿

cioè tale che 𝑑(𝑥1, 𝐶𝑗) ≥ 𝛿 > diam𝐵. Preso 𝑦 ∈ 𝐵, 𝑑(𝑦, 𝑥1) < diam𝐵 < 𝛿 ≤ 𝑑(𝑥1, 𝐶𝑗) fa si che
𝑦 ∉ 𝐶𝑗 e quindi 𝐵 ∩ 𝐶𝑗 = ∅.

Definizione 8.9.2. (Numerodi Lebesgue).

Il numero 𝛿 descritto nel lemma precedente è detto numero di Lebesgue del ricoprimentoA .

Corollario 8.9.1. (Un cammino si suddivide negli aperti del ricoprimento).

Sia𝑋 uno spazio topologico,𝛼 ∶ 𝐼 𝑋un cammino eA un ricoprimento di𝑋. Allora esiste una
suddivisione finita 0 = 𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ ⋯ ≤ 𝑡𝑘 = 1 di [0,1] tale che

∀𝑖 = 0, … , 𝑘 − 1∃𝑈𝑖 ∈ A ∶ 𝛼([𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]) ⊆ 𝑈𝑖,
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ossia l’immagine di ogni intervallo della suddivisione è contenuta nel corrispettivo aperto del ricopri-

mento.

Dimostrazione. 𝐼 è uno spaziometrico compatto: sia

�A ≔ �𝛼−1(𝑈) ∣ 𝑈 ∈ A �

ricoprimento aperto di 𝐼 e 𝛿 il numero di Lebesgue del ricoprimentoA . Basta scegliere
una partizione opportuna per poter applicare il lemma:

|𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖| < 𝛿 ⟹ ∀𝑖, ∃𝜀 ∶ 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖 + 2𝜀 < 𝛿 ⟹ diam(𝑡𝑖 − 𝜀, 𝑡𝑖+1 + 𝜀) < 𝛿
⟹ ∃𝑈𝑖 ∈ A ∶ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1] ⊆ 𝛼−1(𝑈𝑖) ⟹ 𝛼([𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]) ⊆ 𝑈𝑖

Osservazione. Sia 𝑋 uno spazio topologico. Preso un punto 𝑥0 ∈ 𝐴 ⊆ 𝑋, l’inclusione
𝑖 ∶ 𝐴 𝑋del sottoinsieme𝐴 in 𝑋 induce unmorfismo di gruppi

𝑖∗ ∶ 𝜋1(𝐴, 𝑥0) 𝜋1(𝑋, 𝑥0)
[𝛼] [𝑖 ∘ 𝛼]

.

Il morfismo associa ad un laccio 𝛼 ∶ 𝐼 𝐴 in 𝐴 con punto base 𝑥0 lo stesso laccio

𝑖 ∘ 𝛼 ∶ 𝐼 𝑋ma visto in 𝑋, sempre con punto base 𝑥0. Ricordiamo, per il corolla-
rio 8.8.3 (pag. 117), che se𝐴 è un retratto allora 𝑖∗ è iniettivo; segue che se𝐴 è un retratto
di deformazione allora 𝑖∗ è un isomorfismo di gruppi. Consideriamo l’immagine di 𝑖∗, ossia

𝐺𝐴 ≔ Im 𝑖∗ = 𝑖∗(𝜋1(𝐴, 𝑥0)) ⊆ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) .

Esso è il sottogruppo di 𝜋1(𝑋, 𝑥0) dei cammini 𝛾 che hanno almeno un rappresentante la
cui immagine è interamente contenuta in𝐴:

𝐺𝐴 = { [𝛾] ∈ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) � ∃ ̃𝛾 con [ ̃𝛾] = [𝛾] ∈ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) ∶ ̃𝛾([0,1]) ⊆ 𝐴 }

Quindi, ad ogni sottoinsieme di𝑋possiamo associare un sottogruppo del gruppo fondamentale
definito dall’immagine del morfismo indotto dall’inclusione ed è formato esattamente

dalle classi di cammini che ammettono rappresentante con immagine interamente contenuta

nel sottoinsieme.

8.10 teorema di van kampen sui generatori

Ricordiamo... Sia 𝐺 un gruppo qualsiasi e 𝑆 ⊆ 𝐺 sottoinsieme. Si dice che 𝑆 genera il
gruppo 𝐺 se ogni 𝑔 ∈ 𝐺 si può scrivere come prodotto finito di elementi di 𝑆 e di loro inversi.

Vediamo ora un risultato generale per poter avere qualche informazione in più sui gruppi

fondamentali, partendo proprio la nozione di generatore. Si riuscirà a calcolare il gruppo

fondamentale 𝜋1(𝑋, 𝑥0) di generici spazi 𝑋 nel corso diGeometria 4.

Teorema 8.11.1. (TeoremadiVanKampen sui generatori;Manetti, 11.25).

Sia𝑋 uno spazio topologico e siano𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 aperti tali che
n 𝐴, 𝐵 e𝐴 ∩ 𝐵 sono c.p.a.;
n 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅;
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n 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵.a
Sia 𝑥0 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵; consideriamo le inclusioni 𝑖 ∶ 𝐴 𝑋 e 𝑗 ∶ 𝐵 𝑋 con i loro morfismi indotti

𝑖∗ ∶ 𝜋1(𝐴, 𝑥0) 𝜋1(𝑋, 𝑥0) 𝑗∗ ∶ 𝜋1(𝐵, 𝑥0) 𝜋1(𝑋, 𝑥0).

Siano inoltre𝐺𝐴 ≔ Im 𝑖∗ e 𝐺𝐵 ≔ Im 𝑗∗. Allora 𝜋1(𝑋, 𝑥0) è generato da𝐺𝐴 ∪ 𝐺𝐵.

aPer il teorema 2.1.9, pag. 33 questo implica che 𝑋 è c.p.a.

Dimostrazione. Sia [𝛼] ∈ 𝜋1(𝑋, 𝑥0). Mostriamo che [𝛼] si può scrivere come prodotto
finito di elementi di𝐺𝐴∪𝐺𝐵. Siccome {𝐴, 𝐵} è un ricoprimento aperto di𝑋, per il corollario
8.9.1 (pag. 118) esiste una partizione 0 = 𝑡0 ≤ 𝑡𝑖 ≤ ⋯ ≤ 𝑡𝑘 = 1 tale che ∀𝑖 = 0, … , 𝑘 −
1, 𝛼([𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]) ⊆ 𝐴 oppure⊆ 𝐵. Si consideri ora

𝛼𝑖 ≔ 𝛼∣[𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]
∶ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] 𝑋, ∀ 𝑖 = 1, … , 𝑘

Si può pensare ad essa come un cammino in 𝑋, se lo riparametrizziamo su [0,1]. Per il
lemma sul cambiamento di parametri (pag. 104) si ottiene con la giunzione di cammini

𝛼 ∼ (((𝛼1 ∗ 𝛼2) ∗ 𝛼3) ∗ …) ∗ 𝛼𝑘.

Utilizziamo ora la connessione per archi. Essendo𝐴, 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵 c.p.a., allora ∀𝑖 = 0, … , 𝑘:
n se 𝛼(𝑡𝑖) ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 si sceglie un arco 𝛾𝑖 ∶ 𝐼 𝐴 ∩ 𝐵da 𝑥0 a 𝛼(𝑡𝑖);
n se 𝛼(𝑡𝑖) ∈ 𝐴 ⧵ 𝐵 si sceglie un arco 𝛾𝑖 ∶ 𝐼 𝐴da 𝑥0 a 𝛼(𝑡𝑖);
n se 𝛼(𝑡𝑖) ∈ 𝐵 ⧵ 𝐴 si sceglie un arco 𝛾𝑖 ∶ 𝐼 𝐵da 𝑥0 a 𝛼(𝑡𝑖).
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Grazie a 𝛾𝑖 ora si può ottenere un cammino chiuso: ∀𝑖 = 1, … , 𝑘 sia 𝛽𝑖 ≔ (𝛾𝑖−1 ∗ 𝛼𝑖) ∗ 𝛾𝑖: è ben
definito e, per costruzione, è un cammino chiuso con punto base 𝑥0, quindi segue che [𝛽𝑖] ∈
𝜋1(𝑋, 𝑥0). Mostriamo ora che Im 𝛽𝑖 è contenuta o in𝐴 o in 𝐵. Fissato 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘} , Im 𝛼𝑖 =
𝛼([𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]) è contenuto o in𝐴 o in 𝐵, osserviamo che

Im 𝛼𝑖 ⊆ 𝐴 ⟹ 𝛼(𝑡𝑖−1) ∈ 𝐴, 𝛼(𝑡𝑖) ∈ 𝐴 ⟹ 𝛾𝑖−1 e 𝛾𝑖 entrambi a valori in𝐴
⟹ Im 𝛽𝑖 ⊆ 𝐴 ⟹ [𝛽𝑖] ∈ 𝐺𝐴

Inmodo analogo si puòmostrare da Im 𝛼𝑖 ⊆ 𝐵 che [𝛽𝑖] ∈ 𝐺𝐵. Quindi [𝛽𝑖] ∈ 𝐺𝐴 ∪ 𝐺𝐵, ∀ 𝑖 e

[𝛼] = [𝛼1 ∗ ⋯ ∗ 𝛼𝑘] = [𝛽1 ∗ ⋯ ∗ 𝛽𝑘] = [𝛽1]⋯ [𝛽𝑘],

pertanto 𝐺𝐴 ∪ 𝐺𝐵 generano 𝜋1(𝑋, 𝑥0).
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Corollario 8.11.1. (𝑋datodadueaperti semplicementeconnessi nondisgiun-
ti è semplicemente connesso;Manetti, 11.26).

Sia𝑋 uno spazio topologico e siano𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 aperti tali che:
1. 𝐴 e 𝐵 sono semplicemente connessi;
2. 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅ è c.p.a.;

3. 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵.
Allora𝑋 è semplicemente connesso.

Dimostrazione. Per il teorema 2.1.3 𝑋 è c.p.a., essendo unione di c.p.a. con inter-
sezione non vuota. Siccome l’intersezione non è vuota, sia 𝑥0 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵: le ipotesi del
teorema di Van Kampen appena dimostrato sono soddisfatte, quindi 𝜋1(𝑋, 𝑥0) è generato
da 𝐺𝐴 e 𝐺𝐵. Tuttavia𝐴 è semplicemente connesso, dunque 𝜋1(𝐴, 𝑥0) = {1}; considerando
𝑖∗ ∶ 𝜋1(𝐴, 𝑥0) 𝐺𝐴 suriettiva, 𝐺𝐴 = {1} e, con procedimento analogo, si vede che
𝐺𝐵 = {1}. Siccome 𝜋1(𝑋, 𝑥0) è generato da 𝐺𝐴 ∪ 𝐺𝐵 = {1}, allora 𝜋1(𝑋, 𝑥0) = {1}.

8.12 gruppo fondamentale della sfera

Osservazione (Proiezione stereografica).

Si ha che∀𝑝 ∈ 𝑆𝑛, 𝑆𝑛 ⧵ {1 punto} ≅ ℝ𝑛 tramite la proiezione stereografica. Per definirla,
si consideri la sfera 𝑆𝑛 centrata nell’origine e privata del punto𝑁 = (0, 0, … , 1), dettopolo
Nord : la proiezione stereografica sarà la mappa

𝜋 ∶ 𝑆𝑛 ⧵ {𝑁} 𝐻 ≔ �(𝑥0, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛+1 ∣ 𝑥𝑛 = 0�

che al punto 𝑄 ∈ 𝑆𝑛 associa l’intersezione 𝜋 (𝑄) della retta per𝑁 e 𝑄 con l’iperpiano𝐻.
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La proiezione stereograficaa è in particolare un omeomorfismo e, poiché𝐻 ≅ ℝ𝑛 (in quanto
iperpiano diℝ𝑛+1), si ha 𝑆𝑛 ⧵ {1 punto} ≅ ℝ𝑛.

aNelle ‘‘Note aggiuntive”, a pag. 285, si può trovare la proiezione stereografica per 𝑛 = 2.

Corollario 8.12.1. (𝑆𝑛 è semplicemente connessa, ∀𝑛 ≥ 2; Manetti, 11.27).
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Dimostrazione. Applichiamo il teorema di Van Kampen, scegliendo degli aperti adatti.

Sia:
n 𝑁 = (0, … , 0, 1) ∈ 𝑆𝑛 il polo Nord.
n 𝑆 = (0, … , −1) ∈ 𝑆𝑛 il polo Sud.

Definiamo𝐴 ≔ 𝑆𝑛 ⧵ {𝑁}: esso è aperto, c.p.a., omeomorfo aℝ𝑛 per la proiezione stereografica
e, siccomeℝ𝑛 è contraibile, lo è anche𝐴; dunque sarà semplicemente connesso. Lo stesso è
vero per 𝐵 ≔ 𝑆𝑛 ⧵ {𝑆}. Si ha 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑆𝑛 ⧵ {𝑁, 𝑆} c.p.a. se 𝑛 ≥ 2, 𝐴 ∩ 𝐵 è non vuoto e inoltre
𝑆𝑛 = 𝐴 ∪ 𝐵; per il corollario 8.11.1 si ha che 𝑆𝑛 è semplicemente connesso.

Attenzione! 𝑋 contraibile implica 𝑋 semplicemente connesso, ma non vale il viceversa!
Infatti, le sfere 𝑆𝑛, 𝑛 ≥ 2 sono semplicemente connessemanon sonocontraibili perchénon sono
omotopicamente equivalenti ad un punto. Pertanto, il tipo di omotopia di 𝑋 determina il
gruppo fondamentale di 𝑋, ma non vale il viceversa!

8.13 gruppo fondamentale della circonferenza

Nella sezioneprecedente abbiamoanalizzato il gruppo fondamentale delle sfere 𝑆𝑛 per𝑛 ≥ 2:
ci domandiamo ora cosa succede per la circonferenza 𝑆1. Siccome la dimostrazione1 sarà
lunga e articolata, preannunciamo che il gruppo fondamentale che otterremo non è banale,

ma è 𝜋1�𝑆1� ≅ ℤ: nello specifico, l’isomorfismo rappresenta il numero di giri con segno che un
cammino chiuso fa intorno alla circonferenza. Dunque, la nostra intenzione è di formalizzare

il concetto che ogni intervallo fra due interi consecutivi ‘‘copre” la circonferenza.

0 1 2 3

e

8.13.1 Mappa esponenziale

Definizione 8.13.1. (Mappa esponenziale).

Lamappaesponenziale si può considerare comeproiezione adunquoziente per l’azione

diℤ suℝ, cioè è la seguente funzione continua e aperta:

𝑒 ∶ ℝ 𝑆1

𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝑡

Con questa notazione si considera 𝑆1 ⊆ ℂ, per cui 𝑆1 = { 𝑧 ∈ ℂ | |𝑧| = 1 }.a

aSi veda a riguardo la digressione a pag. 66.

Utilizzeremo come punto base per i nostri scopi il punto (1,0) ∈ ℝ2, equivalente a 1 ∈ ℂ.

8.13.1.1 Rivestimento

Vogliamo ora utilizzare questa proprietà per definire il numero di giri che fa un cammino

chiuso intorno alla circonferenza.

1Per la dimostrazione del teorema seguiremo il capitolo 16 di [Kos80].
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Lemma 8.13.1. (Apertouniformemente rivestitodi 𝑆1).

Sia 𝑈 ⫋ 𝑆1 aperto. Allora

𝑒−1(𝑈) = ∐
𝑛∈ℤ

𝑉𝑛

con 𝑉𝑛 ⊆ ℝ aperto; la restrizione 𝑒∣𝑉𝑛 ∶ 𝑉𝑛 𝑈 è un omeomorfismo∀𝑛 ∈ ℤ.

Definizione 8.13.2. (Uniformemente rivestito).

Un tale 𝑈 aperto di un qualsiasi spazio topologico 𝑋 si dice uniformemente rivestito.

Dimostrazione. Si consideri un punto non in 𝑈, ad esempio supponiamo 1 ∉ 𝑈. Si ha

𝑒−1(1) = {𝑡 ∈ ℝ ∣ 𝑒2𝜋𝑖𝑡 = cos(2𝜋𝑡) + 𝑖 sin(2𝜋𝑡) = 1} = ℤ ⟹ ℤ ∩ 𝑒−1(𝑈) = ∅

Dunque, ℤ è disgiunto dalla controimmagine di 𝑈. Poniamo ora 𝑉0 ≔ 𝑒−1(𝑈) ∩ [0,1] =
𝑒−1(𝑈) ∩ (0, 1), in quanto la controimmagine di 𝑈 non contiene interi.

n 𝑉0 è aperto inℝ in quanto intersezione di aperti.
n La restrizione 𝑒∣𝑉0

è iniettiva.

n 𝑒(𝑉0) = 𝑈 in quanto 𝑒 ((0, 1)) = 𝑆1 ⧵ {1} e 𝑈 ⊆ 𝑆1 ⧵ {1}
per ipotesi.

Siccome 𝑒 è aperta, la restrizione 𝑒∣𝑉0
∶ 𝑉0 𝑈 è un omeo-

morfismo in quanto è biunivoca, continua e aperta. Definiamo

ora 𝑉𝑛 ≔ 𝑉0 + 𝑛 = {𝑥 + 𝑛 ∣ 𝑥 ∈ 𝑉0}, ∀𝑛 ∈ ℤ. Allora:

𝑒−1(𝑈) = �
𝑛∈ℤ

𝑉𝑛 e 𝑉𝑛 ⊆ (𝑛, 𝑛 + 1)

Quindi 𝑉𝑛 ∩ 𝑉𝑚 = ∅ se 𝑛 ≠ 𝑚, che implica l’iniettività
della funzione 𝑒∣𝑉𝑛 e il fatto che la somma di sopra sia di-
sgiunta. Essendo 𝑒(𝑉𝑛) = 𝑈, allora 𝑒∣𝑉𝑛 ∶ 𝑉𝑛 𝑈 è un

omeomorfismo.
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8.13.2 Sollevamento

Definizione 8.13.3. (Sollevamento).

Sia 𝛼un cammino in 𝑆1. Un sollevamentodi 𝛼 è una funzione continua
𝛼̃ ∶ 𝐼 ℝ tale che commuti il diagramma a lato, cioè tale che

𝛼 = 𝑒 ∘ 𝛼̃. Più in generale, dato 𝑋 spazio topologico e 𝑓 ∶ 𝑋 𝑆1

continua, un sollevamento di 𝑓 è la funzione ̃𝑓 ∶ 𝑋 ℝ continua

tale che 𝑓 = 𝑒 ∘ ̃𝑓.

ℝ

𝐼 𝑆1

𝑒

𝛼

𝛼̃

Se 𝛼̃ è un sollevamento di 𝛼, allora:

∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝑒(𝛼̃(𝑡)) = 𝛼(𝑡) ⟹ 𝑒2𝜋𝑖𝛼̃(𝑡) = cos(2𝜋𝛼̃(𝑡)) + 𝑖 sin(2𝜋𝛼̃(𝑡)) = 𝛼(𝑡)

Dunque 2𝜋𝛼̃(𝑡) è una determinazione dell’angolo per 𝛼(𝑡) ∈ 𝑆1; muovendosi con continuità su 𝑆1

tramite 𝛼 ci simuove inmaniera continua anche tramite 𝛼̃, ossia 2𝜋𝛼̃ è unadeterminazione

continua dell’angolo per 𝛼.
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Esempio. Fissato 𝑛 ∈ ℤ, si consideri il cammino:

𝛾 ∶ 𝐼 𝑆1

𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑡

Ad esempio, per 𝑛 = 1 si percorre un giro in senso antiorario, con 𝑛 = 2 si percorrono due
giri in senso antiorario, con 𝑛 = −1 si percorre un giro in senso orario. Un sollevamento di
𝛾 è dato da 𝑦̃ ∶ 𝐼 ℝ con 𝛾(𝑡) = 𝑒( ̃𝛾(𝑡)). Poiché 𝛾 è già scritto in forma esponenziale, si
ha ̃𝛾(𝑡) = 𝑛𝑡.

Andiamo ora a verificare l’esistenza di sollevamenti per cammini e vedere se e quando sono

unici.

Teorema 8.13.1. (Sollevamentodi cammini).

Ogni cammino 𝛼 ∶ 𝐼 𝑆1 ammette un sollevamento 𝛼̃ ∶ 𝐼 ℝ. Inoltre, fissato il punto
iniziale, il sollevamento è unico: fissato 𝑥0 ∈ ℝ tale che 𝑒(𝑥0) = 𝛼(0), ossia 𝑥0 ∈ 𝑒−1(𝛼(0)) fibra di
𝛼(0) ∈ 𝑆1, esiste ed è unico 𝛼̃ ∶ 𝐼 ℝ sollevamento di 𝛼 a partire da 𝑥0, cioè 𝛼̃(0) = 𝑥0.

Dimostrazione.
n Esistenza: Per dimostrare l’esistenza si considerano degli aperti uniformemente rive-

stiti, dividendo 𝐼 inmodo tale da avere sottointervalli la cui immagine tramite 𝛼 sia
contenuta in un aperto rivestito; costruiremo induttivamente il sollevamento ‘‘a pez-

zi”, componendo con le inverse locali dell’esponenziale. Per ogni 𝑝 ∈ 𝑆1 puntodella
circonferenza, sia 𝑈𝑝 ⫋ 𝑆1 un intorno aperto connesso di 𝑝. Allora 𝑈𝑝 è uniformemente

rivestito e {𝑈𝑝}𝑝∈𝑆1 è un ricoprimento aperto di 𝑆1. Sia 𝛼 ∶ 𝐼 𝑆1 un cammi-

no; per il corollario 8.9.1 del teorema di Lebesgue si ha che esiste una suddivisione

0 = 𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ ⋯ ≤ 𝑡𝑘 = 1 tale che

∀𝑖 = 1, … , 𝑘, 𝛼([𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]) ⊆ 𝑈𝑖 aperto del ricoprimento.

Costruiamo ora il sollevamento ‘‘a pezzi” induttivamente su ciascun intervallino

[0, 𝑡𝑖]: prima si costruisce il passo base per [0, 𝑡1] poi, assumendo di aver già defi-
nito il sollevamento fino a 𝑡𝑖, lo si costruisce fino a 𝑡𝑖+1.

𝑡1 Posto 𝛼̃(0) = 𝑥0, per [0, 𝑡1] si ha che 𝛼 ([0, 𝑡1]) ⊆ 𝑈1 uniformemente rivestito;
pertanto, per il lemma 8.13.1 (pag. 123) vale

𝑒−1(𝑈1) = ∐
𝑛∈ℤ

𝑉𝑛 aperto inℝ tale che 𝑒∣𝑉𝑛 ∶ 𝑉𝑛 𝑈1 è omeomorfismo.

Siccome 𝑥0 ∈ 𝑒−1(𝛼(0)) e 𝛼(0) ∈ 𝑈1 allora 𝑥0 ∈ 𝑒−1(𝑈1). Tuttavia, i 𝑉𝑛 sono
disgiunti, quindi esiste unico 𝑛 per cui 𝑥0 ∈ 𝑉𝑛. Siccome 𝑒∣𝑉𝑛 ∶ 𝑉𝑛 𝑈1 è un

omeomorfismo, allora ha un’inversa locale

𝜑 ≔ �𝑒∣𝑉𝑛�
−1

∶ 𝑈1 𝑉𝑛.
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Poniamo ora come primo ‘‘pezzo” del sollevamento:

�𝛼1 ≔ 𝜑 ∘ 𝛼∣[0, 𝑡1]
, �𝛼1 ∶ [0, 𝑡1] ℝ

𝑡𝑖+1 Supponiamo di avere definito�𝛼𝑖 ∶ [0, 𝑡𝑖] ℝ continua, sollevamento di

𝛼∣[0, 𝑡𝑖]
, ossia il sollevamento di 𝛼 da 0 fino a 𝑡𝑖. Procedendo analogamente al

primo intervallo: consideriamo 𝛼 ([𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]) ⊆ 𝑈𝑖+1 uniformemente rivestito,
tale per cui

𝑒−1(𝑈𝑖+1) = ∐
𝑚∈ℤ

𝑊𝑚

con𝑊𝑚 aperti. Fra questi𝑊𝑚 scegliamo quello che contiene il punto di parten-
za.

�𝛼𝑖(𝑡𝑖) ∈ 𝑒−1 (𝛼(𝑡𝑖)) ⟹ �𝛼𝑖(𝑡𝑖) ∈ 𝑒−1 (𝑈𝑖+1) ⟹ ∃!𝑚∶ �𝛼𝑖(𝑡𝑖) ∈ 𝑊𝑚.

Sia

𝜓 ≔ �𝑒∣𝑊𝑚
�
−1

∶ 𝑈𝑖+1 𝑊𝑚

e poniamo�𝛼𝑖+1 ∶ [0, 𝑡𝑖+1] ℝ inversa locale che estende il sollevamento

�𝛼𝑖 come segue:

�𝛼𝑖+1(𝑡) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
�𝛼𝑖(𝑡) 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑖]
𝜓 ∘ 𝛼(𝑡) 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]

Tale funzione è continua per il lemma di incollamento 7.1.1.

Procedendo in questo modo definiamo 𝛼̃ ∶ [0,1] ℝ sollevamento di 𝛼 a
partire da 𝑥0.

n Unicità: Sia �𝛼 ∶ [0,1] ℝ un altro sollevamento di 𝛼 a partire da 𝑥0. Sia 𝑌
l’insieme dove 𝛼̃ e �𝛼 coincidono:

𝑌 ≔ {𝑡 ∈ 𝐼 ∣ 𝛼̃(𝑡) = �𝛼(𝑡)}

Allora:

⋄ 0 ∈ 𝑌 ⟹ 𝑌 ≠ ∅ dato che 𝛼̃(0) = �𝛼(0) = 𝑥0.
⋄ 𝑌 è chiuso in quanto luogo dei punti su cui coincidono duemappe continue a
valori in uno spazio diHausdorff.

Mostriamo che 𝑌 è anche aperto, così per la connessione di 𝐼 si ha che 𝑌 = 𝐼, il che
implica 𝛼̃ = �𝛼. Per dimostrare che 𝑌 è aperto dimostriamo che è intorno di ogni
suo punto, usando gli intorni uniformemente rivestiti. Sia 𝑡0 ∈ 𝑌 e sia 𝛼(𝑡0) ∈ 𝑆1.
Sia 𝑈 un intorno aperto di 𝛼(𝑡0) uniformemente rivestito; si ha

𝑒−1(𝑈) = ∐
𝑛∈ℤ

𝑉𝑛

e vale inoltre

𝛼̃(𝑡0) = �𝛼(𝑡0) ∈ 𝑒−1 (𝛼(𝑡0)) ⊆ 𝑒−1(𝑈)

Per il lemma 8.13.1 (pag. 123) esiste ed è unico 𝑛 tale che 𝛼̃(𝑡0) = �𝛼(𝑡0) ∈ 𝑉𝑛 aperto
inℝ. Poniamo𝐴 ≔ 𝛼̃−1(𝑉𝑛) ∩ �𝛼−1(𝑉𝑛). Si ha:
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⋄ 𝐴 è aperto in 𝐼 in quanto intersezione di controimmagine tramite funzioni
continue di aperti.

⋄ 𝑡0 ∈ 𝐴.
Mostriamo ora che le due funzioni coincidano su𝐴, ossia 𝛼̃(𝑡) = �𝛼(𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝐴. Se
𝑡 ∈ 𝐴, per definizione di 𝐴 si ha che 𝛼̃(𝑡) e �𝛼(𝑡) ∈ 𝑉𝑛, dunque per definizione di
sollevamento

𝑒 (𝛼̃(𝑡)) = 𝑒 ��𝛼(𝑡)� = 𝛼(𝑡).

Ma 𝑒∣𝑉𝑛 è iniettiva perché è un omeomorfismo, quindi se 𝛼̃(𝑡) = �𝛼(𝑡) si ha𝐴 ⊆ 𝑌 e
dunque 𝑡0 è interno a 𝑌. Per l’arbitrarietà di 𝑡0 vale 𝑌 aperto.

8.13.2.1 Grado di un cammino

Definizione 8.13.4. (Gradodi un cammino chiuso in 𝑆1).

Sia 𝛼 ∶ 𝐼 𝑆1 un cammino chiuso con punto base 1 ∈ 𝑆1 e sia 𝛼̃ ∶ 𝐼 ℝ l’unico

sollevamento di 𝛼 a partire da 𝑥0 = 0 ∈ 𝑒−1(1). Si definisce grado di 𝛼 come il punto finale
del sollevamento:

deg(𝛼) ≔ 𝛼̃(1).

Osservazione (deg(𝛼) ∈ ℤ).
Quella appena data è una buona definizione grazie al teorema precedente, che assicura che

il sollevamento esiste ed è unico. Inoltre deg(𝛼) ∈ ℤ: per definizione di sollevamento,
siccome il cammino è chiuso

𝛼̃(1) ∈ 𝑒−1(𝛼(1)) = 𝑒−1(𝛼(0)) = 𝑒−1(1) = ℤ.

Il grado conta il numero di giri con segno di 𝛼 intorno a 𝑆1, dove il segno è positivo se gira
in senso antiorario, e negativo se gira in senso orario.

Abbiamo così formalizzato il numero di giri con segno intorno a 𝑆1.

Esempi.
n Sia 𝛼(𝑡) = 𝑒2𝜋𝑖𝑡, con 𝑡 ∈ [0,1], e sia 𝛼̃(𝑡) = 𝑡 il sollevamento di 𝛼 a partire da

𝑥0 = 0. Siccome 𝛼̃(1) = 1, allora deg 𝛼 = 1, quindi 𝛼 percorre solo un giro in senso
antiorario intorno a 𝑆1.

n Fissato 𝑛 ∈ ℤ, sia
𝛾 ∶ 𝐼 𝑆1

𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑡
.

Esso è un cammino chiuso con punto base 1. Il sollevamento di 𝛾 con punto base
𝑥0 = 0 è dato da ̃𝛾(𝑡) = 𝑛𝑡, dunque deg 𝛾 = ̃𝛾(1) = 𝑛.

Osservazione (deg 𝛼 con puntobase arbitrario).

Sia𝛼 ∶ 𝐼 𝑆1 un cammino chiuso con punto base 1, �𝛼0 il sollevamento di 𝛼 con punto
base 𝑥0 = 0. Preso 𝑛 ∈ ℤ, si consideri �𝛼𝑛 ∶ 𝐼 ℝdefinita come �𝛼𝑛 = �𝛼0 + 𝑛. Siccome
per ogni punto nella fibra del punto iniziale esiste ed è unico il sollevamento, e siccome la

fibra in questo caso èℤ si ha che, per ogni intero, il sollevamento sarà il traslato di �𝛼0. Per
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mostrarlo, osserviamo che �𝛼𝑛 è continuo ed è un sollevamento di 𝛼, infatti

𝑒 (�𝛼𝑛(𝑡)) = 𝑒2𝜋𝑖 �𝛼𝑛(𝑡) = 𝑒2𝜋𝑖(�𝛼0(𝑡)+𝑛) = 𝑒2𝜋𝑖�𝛼0(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑛 = 𝛼(𝑡)

Il suo punto iniziale è 𝑛, infatti �𝛼𝑛(0) = �𝛼0(0) + 𝑛 = 𝑛. Quindi �𝛼𝑛 è il sollevamento di 𝛼 a
partire da 𝑥0 = 𝑛. Inoltre,

�𝛼𝑛(1) − �𝛼𝑛(0) = �𝛼0(1) + 𝑛 − (�𝛼0(0)�
=0

+𝑛) = �𝛼0(1) = deg 𝛼.

Pertanto deg 𝛼 = 𝛼̃(1) − 𝛼̃(0) con 𝛼̃ un sollevamento qualsiasi. Si può quindi riformulare la
definizionedi gradodiuncamminochiuso𝛼 in 𝑆1 con puntobase qualsiasi come ladifferenza
fra il punto finale e quello iniziale di un sollevamento 𝛼̃ qualsiasi del cammino:

deg(𝛼) ≔ 𝛼̃(1) − 𝛼̃(0).

Vediamo ora come si comporta il grado rispetto al prodotto di cammini.

Teorema 8.13.2. (Gradodel prodottodi cammini è sommadei gradi).

Siano 𝛼, 𝛽 cammini chiusi in 𝑆1 con punto base 1. Allora

deg(𝛼 ∗ 𝛽) = deg 𝛼 + deg 𝛽.

Dimostrazione. Sia 𝛼̃ il sollevamento di 𝛼 a partire da 𝑥0 = 0. Allora definiamo
𝑎 ≔ 𝛼̃(1) = deg 𝛼 ∈ ℤ. Sia �𝛽 il sollevamento di 𝛽 a partire da 𝑎; si ha:

deg 𝛽 = �𝛽(1) − �𝛽(0) = �𝛽(1) − 𝑎

Siccome 𝛼̃(1) = �𝛽(0) si può considerare il cammino congiunto 𝛼̃ ∗ �𝛽 ∶ 𝐼 ℝ. Dimo-
striamo che è un sollevamento di 𝛼 ∗ 𝛽:

𝑒 �𝛼̃ ∗ �𝛽(𝑡)� = 𝑒2𝜋𝑖𝛼̃∗ �𝛽(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝑒2𝜋𝑖𝛼̃(𝑡), 𝑡 ∈ �0, 1

2 �
𝑒2𝜋𝑖 �𝛽(2𝑡−1), 𝑡 ∈ �1

2 , 1�
=
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝛼(2𝑡), 𝑡 ∈ �0, 1
2 �

𝛽(2𝑡 − 1), 𝑡 ∈ �1
2 , 1�

= 𝛼 ∗ 𝛽(𝑡)

(𝛼̃ ∗ �𝛽)(0) = 𝛼̃(0) = 0 ⟹ deg(𝛼 ∗ 𝛽) = (𝛼̃ ∗ �𝛽)(1) = �𝛽(1) = 𝑎 + deg 𝛽 = deg 𝛼 + deg 𝛽

Si può dimostrare, anche se in questa sede non lo faremo, che il grado è invariante per omoto-

pia di cammini; concettualmente consiste nel costruire un sollevamento fra le omotopie per

mostrare che hanno lo stesso grado.

Teorema 8.13.3. (Teoremadimonodromia).

Siano 𝛼, 𝛽 cammini chiusi in 𝑆1 con punto base 1 e supponiamo che 𝛼 e 𝛽 siano cammini omotopi.
Allora deg 𝛼 = deg 𝛽, cioè il grado è invariante per omotopia di cammini.

8.13.3 Dimostrazione del gruppo fondamentale della circonferenza

Teorema 8.13.4. (Gruppo fondamentale di 𝑆1).

𝜋1�𝑆1,1� ≅ ℤ
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Dimostrazione. Sia

Φ ∶ 𝜋1�𝑆1,1� ℤ
[𝛼] deg 𝛼

.

Vogliamo dimostrare che è un isomorfismo di gruppi per ottenere la tesi.
n Φ è un’applicazione ben definita per il teorema di monodromia.
n Φ è unmorfismo di gruppi: dati [𝛼], [𝛽] ∈ 𝜋1�𝑆1,1� si ha che

Φ([𝛼] ⋅ [𝛽]) = Φ([𝛼 ∗ 𝛽]) = deg(𝛼 ∗ 𝛽) = deg 𝛼 + deg 𝛽 = Φ([𝛼]) + Φ([𝛽])

n Φ è suriettiva: per ogni 𝑛 ∈ ℤ, esiste un cammino chiuso 𝛾 in 𝑆1 e di grado 𝑛, per cui
Φ([𝛾]) = 𝑛.

n Φ è iniettiva; per far ciò, mostriamo che kerΦ è banale. Sia [𝛼] ∈ kerΦ, vogliamo
dimostrare che [𝛼] = [𝐶1], cioè 𝛼 ∼ 𝐶1 cammino costante in 𝑆1. Per ipotesi deg 𝛼 =
Φ([𝛼]) = 0, quindi consideriamo il sollevamento di 𝛼 con punto base 𝑥0 = 0. Si
ha deg 𝛼 = 𝛼̃(1) = 0, cioè 𝛼 è un cammino chiuso. Siccomeℝ è contraibile, allora

è semplicemente connesso, dunque 𝜋1(ℝ,0) = {1} e [𝛼̃] ∈ 𝜋1(ℝ,0) = {1}. Pertanto,
[𝛼̃] = [𝐶0]: esiste un’omotopia di cammini 𝐹 ∶ 𝐼 × 𝐼 ℝ fra 𝛼̃ e 𝐶0. 𝐹 è continua
e: ⎧⎪⎨

⎪⎩
𝐹(𝑡,0) = 𝛼̃(𝑡)
𝐹(𝑡,1) = 0

∀𝑡 ∈ 𝐼 e 𝐹(0, 𝑠) = 𝐹(1, 𝑠) = 0, ∀𝑠 ∈ 𝐼.

Sia𝐺 ≔ 𝑒 ∘ 𝐹 ∶ 𝐼 × 𝐼 𝑆1: 𝐺 è continua e vale che:

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝐺(𝑡,0) = 𝑒(𝐹(𝑡,0)) = 𝑒(𝛼̃(𝑡)) = 𝛼(𝑡)
𝐺(𝑡,1) = 𝑒(𝐹(𝑡,1)) = 𝑒(0) = 1

, ∀ 𝑡 ∈ 𝐼 e 𝐺(0, 𝑠) = 𝐺(1, 𝑠) = 1, ∀𝑠 ∈ 𝐼.

𝐺 è un’omotopia di cammini fra 𝛼 e 𝐶1 in 𝑆1, pertantoΦ iniettiva.

8.13.4 Alcune conseguenze del gruppo fondamentale della circonferenza

Osserviamo ora, con un esempio sulla circonferenza, che il corollario 8.11.1 non vale se𝐴 e 𝐵
non sono aperti.

Esempio. Siano 𝑋 = 𝑆1, 𝐴 = (𝑆1 ∩ {𝑦 > 0}) ∪ {(1,0)} e 𝐵 = 𝑆1 ∩ {𝑦 ≤ 0}: notiamo come
non sono aperti in 𝑋.

n 𝐴 ≅ (0, 1] ⊆ ℝ convesso in ℝ, allora 𝐴 è contraibile e dunque
semplicemente connesso.

n 𝐵 = 𝑆1 ∩ {𝑦 ≤ 0} ≅ [0,1] convesso inℝ, allora 𝐵 è contraibile e
dunque semplicemente connesso.

Si ha che 𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵 = {(1, 0)} ≠ ∅ e c.p.a., ma 𝑋 = 𝑆1 come
abbiamo appena dimostrato non è semplicemente connesso!

A

B

Corollario 8.13.1. (Circonferenzanon è retrattodel disco;Manetti, 12.38).

Sia𝐷 ⊆ ℝ2 il disco unitario e𝐴 = 𝜕𝐷 il suo bordo, ossia𝐴 = 𝑆1. Allora𝐴 non è un retratto di𝐷.

Dimostrazione. Se 𝐴 fosse un retratto, allora 𝜋1(𝐴) dovrebbe essere isomorfo ad
un sottogruppo di 𝜋1(𝐷) perché l’inclusione induce un omomorfismo iniettivo (per il
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corollario 8.7.1, pag. 114). Tuttavia, 𝜋1(𝐴) ≅ 𝜋1�𝑆1� ≅ ℤ e 𝐷 ⊆ ℝ2 convesso fa si che
𝜋1(𝐷) ≅ {1}, il che è un assurdo in quantoℤ ≰ {1}!.

Osservazione. Allo stessomodo, se 𝑋 è uno spazio topologico semplicemente connesso e
𝐴 ⊆ 𝑋 con𝐴 ≅ 𝑆1, allora𝐴 non può essere un retratto di 𝑋.

Corollario 8.13.2. (Teoremadel punto fissodi Brouwer;Manetti, 12.39).

Sia𝐷 ⊆ ℝ2 il disco unitario e sia𝑓 ∶ 𝐷 𝐷 continua. Allora 𝑓 ha un punto fisso, ossia esiste
𝑥0 ∈ 𝐷 tale che 𝑓(𝑥0) = 𝑥0.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che 𝑓 non abbia punti fissi, ossia 𝑓(𝑥0) ≠
𝑥0, ∀𝑥0 ∈ 𝐷. Utilizziamo 𝑓 per costruire una retrazione che non può esistere topologica-

menteparlando.

Sia 𝑟 ∶ 𝐷 𝜕𝐷 retrazione continua con 𝑟𝜕𝐷 = 𝐼𝑑𝜕𝐷 definita nel modo
seguente: se 𝑆 la semiretta aperta uscente da 𝑓(𝑥), dunque escludendo
il punto 𝑓(𝑥), e passante per 𝑥 ≠ 𝑓(𝑥) per ipotesi dell’assurdo, poniamo
𝑟(𝑥) ≔ 𝑆 ∩ 𝜕𝐷.

D

@D

x

f(x) Se 𝑥 ∈ 𝜕𝐷, allora 𝑥 = 𝑟(𝑥), quindi 𝑟∣𝜕𝐷 = 𝐼𝑑𝜕𝐷, ossia 𝑟 retrazione, il che è

assurdo per il corollario precedente.

8.13.4.1 Invarianza della dimensione

Grazie al calcolodel gruppo fondamentaledella circonferenza si riesconoancheadimostrare

dei casi particolari del teorema di invarianza della dimensione (che verrà affrontato nel corso di

Topologia Algebrica).

Teorema 8.13.5. (Teoremadi invarianzadella dimensione).

Siano 𝑈 ⊆ ℝ𝑛 e 𝑉 ⊆ ℝ𝑚 aperti. Se 𝑈 e 𝑉 sono omeomorfi allora 𝑛 = 𝑚. Per contronominale, se 𝑛 ≠ 𝑚
allora 𝑈 e 𝑉 non sono omeomorfi.

Esempio. Sia 𝑈 ⊆ ℝ𝑛 aperto con 𝑛 ≥ 2. Allora 𝑈 non è omeomorfo ad un aperto diℝ.
Per dimostrarlo basta considerare una palla 𝐵 inℝ𝑛 ed un intervallo 𝐼 inℝ e togliere ad

entrambe un punto: nel primo caso si ottiene ancora un connesso, mentre nel secondo uno

sconnesso, dunque non possono essere omeomorfi.

Teorema 8.13.6. (Aperti diℝ𝑛 di 𝑛 ≥ 3non sonoomeomorfi ad aperti diℝ2).

Sia 𝑈 ⊆ ℝ𝑛 aperto con 𝑛 ≥ 3. Allora 𝑈 non è omeomorfo ad un aperto diℝ2.

Dimostrazione. Ragionando per assurdo, ipotizziamo che 𝑈 sia omeomorfo ad un
aperto diℝ2. Sia 𝐵 ⊆ 𝑈 una palla aperta di centro 𝑝, allora 𝐵 è omeomorfo ad un aperto
𝐴 diℝ2. Sia 𝑞 ∈ 𝐴 il punto corrispondente a 𝑝 tramite l’omeomorfismo, dunque 𝐵 ⧵ {𝑝} è
omeomorfo a𝐴 ⧵ {𝑞}, ma 𝐵 ⧵ {𝑝} ha lo stesso tipo di omotopia di 𝑆𝑛−1. Infatti, sia 𝑆 una sfera
centrata in 𝑝 tale per cui 𝑆 ⊂ 𝐵, si ha che 𝑆 ≅ 𝑆𝑛−1 e 𝑆 ⊂ 𝐵 ⧵ {𝑝} è un retratto di deformazione.
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Supponiamo per semplicità che 𝑝 = 0; la retrazione è data da

𝑟 ∶ 𝐵 ⧵ {0} 𝑆
𝑥 𝑅 𝑥

‖𝑥‖

con 𝑅 raggio di 𝑆. Segue che𝐴 ⧵ {𝑞} ha lo stesso tipo di omotopia di 𝑆𝑛−1, 𝑛 ≥ 3 ⟹ 𝑛−1 ≥
2 ⟹ 𝑆𝑛−1 è semplicemente connesso, cioè 𝐴 ⧵ {𝑞} è semplicemente connesso. 𝐴 aperto
implica l’esistenza di 𝐶 circonferenza centrata in 𝑞 tale che 𝐶 ⊂ 𝐴. Si ha che 𝐶 è un retratto
-ma in generale non di deformazione! - di𝐴 ⧵ {𝑞}, sempre con la stessa retrazione di prima

𝑓 ∶ 𝐴 ⧵ {𝑞} 𝐶

𝑥 = 𝑞 + (𝑥 − 𝑞) 𝑞 + 𝑟(𝐶) 𝑥−𝑞‖𝑥−𝑞‖

con 𝑟(𝐶) raggio di 𝐶 e lo spostamento dovuto al fatto che 𝐶 è centrata in 𝑞. Se 𝑥0 ∈ 𝐶 ⊂
𝐴 ⧵ {𝑞}, siccome esso è un retratto, si ha cheℤ ≅ 𝜋1(𝐶, 𝑥0) ≤ 𝜋1�𝐴 ⧵ {𝑞}, 𝑥0� ≅ {1}, da cui
l’assurdo.

Attenzione! Non abbiamo potuto supporre che𝐴 fosse una palla perché non sappia-
mo che ‘‘forma” abbia dato l’omeomorfismo!

8.13.5 Gruppo fondamentale del prodotto

Teorema 8.13.7. (Gruppo fondamentale del prodotto;Manetti, 11.17).

Siano𝑋 e 𝑌 spazi topologici, 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑦0 ∈ 𝑌. Allora:

𝜋1�𝑋 × 𝑌, (𝑥0, 𝑦0)� ≅ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) ⊕ 𝜋1�𝑌, 𝑦0�

Attenzione! Con ⊕ si intende la somma diretta di gruppi, da intendersi nel caso di
un numero finito di gruppi come prodotto cartesiano i cui morfismi sono componente per

componente. È diversa dalla somma diretta fra spazi vettoriali, dato in quest’ultimo caso essa è

un’operazione interna!

Dimostrazione. Un cammino𝛼 ∶ 𝐼 𝑋 × 𝑌 è determinato dalle sue componenti
𝛼 = (𝛼1, 𝛼2) con 𝛼1 ∶ 𝐼 𝑋 e 𝛼2 ∶ 𝐼 𝑌, dunque c’è la seguente corrispondenza
biunivoca:

Ω�𝑋 × 𝑌; (𝑥0, 𝑦0), (𝑥0, 𝑦0)� ↔ Ω (𝑋; 𝑥0, 𝑥0) × Ω �𝑌; 𝑦0, 𝑦0� .

Allo stesso modo, la mappa 𝐹 ∶ 𝐼 × 𝐼 𝑋 × 𝑌 è determinata dalle sue componenti
(𝐹1, 𝐹2) con 𝐹1 ∶ 𝐼 × 𝐼 𝑋 e 𝐹2 ∶ 𝐼 × 𝐼 𝑌; inoltre, si ha che 𝐹 è omotopia fra i cam-
mini 𝛼 e 𝛽 se e solo se 𝐹𝑖 è un’omotopia di cammini fra 𝛼𝑖 e 𝛽𝑖. Dunque c’è una corrispon-
denza biunivoca tra i quozienti:

𝜋1�𝑋 × 𝑌, (𝑥0, 𝑦0)� ↔ 𝜋1(𝑋, 𝑥0) ⊕ 𝜋1�𝑌, 𝑦0�
[𝛼] ↔ ([𝛼1], [𝛼2])
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Essa è anche un morfismo di gruppi, dato che 𝛼 ∗ 𝛽 = (𝛼1 ∗ 𝛽1, 𝛼2 ∗ 𝛽2): i gruppi sono
isomorfi.

8.14 alcuni esempi di gruppi fondamentali

8.14.1 Toro

Definizione 8.14.1. (Toro).

Il toro 𝑇 è lo spazio dato dal prodotto 𝑆1 × 𝑆1.

Siccome 𝑆1 ⊂ ℝ2, si ha sicuramente che 𝑇 ⊂ ℝ4; tuttavia, esso è omeomorfo al sottospazio 𝑋
diℝ3 che possiamo visualizzare come una ‘‘ciambella”. In particolare, si può definire come
effetto della rotazione attorno all’asse 𝑧 di una circonferenza a esso disgiunta.

z Per il teorema precedente si ha

𝜋1(𝑇 ) = 𝜋1�𝑆1 × 𝑆1� = 𝜋1�𝑆1� ⊕ 𝜋1�𝑆1� = ℤ ⊕ℤ

Siccomeℤ è un gruppo ciclico infinito, posso conside-

rare per il gruppo fondamentale 𝜋1�𝑆1� i generatori
{−1} e {1}, cioè la classe del cappio di grado 1 e quella
di grado −1; si utilizzerà come generatore standard
𝛾(𝑡) = 𝑒2𝜋𝑖𝑡.

Per il toro, dunque, consideriamo i generatori

corrispondenti a (1, 0) e (0, 1) inℤ ⊕ ℤ; scelto
pertanto il punto base 𝑥0 = (1, 1) si hanno:

n 𝛼(𝑡) = (𝑒2𝜋𝑖𝑡, 1), corrispondente ad un gi-
ro nel senso della circonferenza indicata

in rosso.
n 𝛽(𝑡) = (1, 𝑒2𝜋𝑖𝑡), corrispondente ad un gi-

ro nel senso della circonferenza indicata

in blu.

®

¯
x0

8.14.2 Un gruppo fondamentale non abeliano

Sia 𝑋 = 𝑆1 ∨ 𝑆1 l’unione ad un punto di due circonferenze inℝ2, cioè il bouquet di due
circonferenze che abbiamo trattato a pag. 97. Il gruppo fondamentale 𝜋1(𝑋, 𝑥0) è il gruppo
libero2 ℤ∗ℤ, i cui generatori sono due cammini [𝛼] e [𝛽], uno per ciascuna circonferenza. Es-
so è infinito e non abeliano perché, preso ad esempio come punto base 𝑥0, essi non commutano,
ossia [𝛼 ∗ 𝛽] ≠ [𝛽 ∗ 𝛼].

8.14.3 Spazio proiettivo reale

Consideriamo ora il caso dello spazio proiettivo reale, che abbiamo introdotto nel capitolo

Capitolo 5. Ricordiamo la definizione 5.3.2,

ℙ𝑛 (ℝ) = �ℝ𝑛+1 ⧵ {0}� /∼,

dove 𝑥 ∼ 𝑦 ⟺ ∃𝜆 ∈ ℝ ⧵ {0} ∶ 𝑦 = 𝜆𝑥, cioè ∼ è la relazione indotta dall’azione diℝ ⧵ {0}
suℝ𝑛+1 ⧵ {0} permoltiplicazione. Ricordiamo inoltre la proposizione 5.3.2 per cuiℙ𝑛 (ℝ)
è compatto e connesso; si ha inoltre che ℙ𝑛 (ℝ) è di Hausdorff. Considerata la restrizione

2Nelle ‘‘Note aggiuntive”, a pag. 286, si può trovare un approfondimento a riguardo.
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della proiezione𝜋0 ≔ 𝜋∣𝑆𝑛 ∶ 𝑆
𝑛 ℙ𝑛 (ℝ), essa è continua, suriettiva e chiusa in quanto

funzioneda compatto inHausdorff, quindi𝜋0 è un’identificazione. Pertanto,ℙ𝑛 (ℝ) è anche
un quoziente di 𝑆𝑛 rispetto alla relazione che identifica i punti antipodali 𝑝 e −𝑝. Si consideri
dunque la funzione associata, omeomorfismo di 𝑆𝑛:

𝜑 ∶ 𝑆𝑛 𝑆𝑛
𝑝 −𝑝

Tale relazione di equivalenza su 𝑆𝑛 è indotta dall’azione del gruppo {±1} permoltiplicazione,
dunque𝜋0 ∶ 𝑆𝑛 ℙ𝑛 (ℝ) è sia chiusa, sia aperta. In particolare, se 𝑈 ⊂ 𝑆𝑛 è un aperto su

cui 𝜋0 è iniettiva, allora𝜋0∣𝑆𝑛
∶ 𝑈 𝜋0(𝑈) è un omeomorfismo perché continua, biunivoca e

aperta. Da notare che, se 𝜋0 è iniettiva su 𝑈, allora 𝑈 ⫋ 𝑆𝑛; preso 𝑝0 ∈ 𝑆𝑛, se 𝑈 ⊆ 𝑆𝑛 ⧵ {𝑝0} ≅ ℝ𝑛

segue che 𝜋0(𝑈) aperto inℙ𝑛 (ℝ) è omeomorfo ad un aperto diℝ𝑛. Analizziamo alcuni casi
di dimensione bassa:

n 𝑛 = 1: retta proiettiva realeℙ1 (ℝ).
n 𝑛 = 2: piano proiettivo realeℙ2 (ℝ). La sua descrizione geometrica esplicita può

essere complicata, tuttavia possiamo trovare unmodello che ci permetta di studiarlo

comodamente. Data la mappa𝜋0 ∶ 𝑆2 ℙ2 (ℝ) e considerata la calotta superiore
della sfera compreso l’equatore, cioè 𝐶 ≔ 𝑆2 ∩ {𝑧 ≥ 0}, si ha che 𝜋0(𝐶) = ℙ2 (ℝ). Dun-
que,𝜋0∣𝐶

∶ 𝐶 ℙ2 (ℝ) è ancora chiusa ed è ancora un’identificazione. Il piano

proiettivo si può vedere come la calotta superiore con i punti antipodali dell’equatore

identificati.

@D
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Sia ora 𝐷 ⊂ ℝ2 il disco unitario; si ha che 𝐷 ≅ 𝐶 tramite la
proiezione ortogonale dei punti della calotta superiore sul piano

𝑥𝑦, dunque𝐷 ℙ2 (ℝ) è un’identificazione che identifica i
punti antipodali su 𝜕𝐷. Lo spazio quoziente che otteniamo su 𝐷
(e anche su 𝐶, chiaramente) è omeomorfo a ℙ2 (ℝ) e prende il
nomemodello piano diℙ2 (ℝ).

Da ciò si vede, anche intuitivamente, che il gruppo fondamentale risulta un gruppo

di due elementi:

𝜋1�ℙ2 (ℝ) , 𝑝0� = ℤ/2ℤ = ℤ2 = �0, 1�
Vediamo il perché. Preso un punto base 𝑝0:
⋄ Qualunque cappio contenuto all’interno del disco, cioè senza toccare alcun punto

del bordo, è omotopicamente equivalente al camminobanale𝐶0 (e quindi la classe
è [𝐶0]).

p
0

C
0

⋄ Qualunque cappio che va ‘‘oltre il bordo” una volta, attraversando il cammino

banale e torna indietro al punto base non è banale. Infatti, non possiamo ridurre
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il cammino ad un cappio sul piano (dato che non avremmo più i punti sul bordo

antipodali), al più possiamo ‘‘ruotarlo” attorno al punto base per ottenere un altro

cappio omotopico al primo che attraversa sempre il bordo3.
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Omotopi

Tuttavia, un cappio che va oltre il bordo due volte è omotopicamente equivalente al

cammino costante. Infatti, possiamo ‘‘ruotare” la seconda parte del cappio (nell’im-

magine indicata con 3 e 4, cioè la parte del laccio dopo che ha già attraversato una
volta il bordo) inmodo da ottenere il cammino come in figura.
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In questo modo, percorrendo il cappio si attraversa il bordo e, quando si arriva al

punto base per la prima volta, si torna indietro e si ripercorre il percorso appena

fatto all’indietro.
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In termini di classi si ha

[𝛼]2 = [𝛼 ∗ 𝛼] = �𝐶𝑝0� ,

ottenendo quindi come gruppo fondamentale un gruppo di due soli elementi.

3Per semplicità, nelle figure abbiamo preso come punto il centro del disco. Questi ragionamenti e quelli

successivi si adattano facilmente anche nel caso di un punto generico, ponendo una leggera deformazione al cappio

inmodo da fare rotazioni ‘‘lecite”, cioè chemantengono i punti del cammino posti sul bordo antipodali.
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capitolo 9
Varietà topologiche

‘‘Non dovete mai, mai, mai fare il taglia e incolla a mano, per carità di Dio! [. . .] A fare il taglia e incolla si

diventa scemi.”

Simone Ramello, studente con stress post-traumatico causato da Art Attack.

L
a Terra è piatta o sferica? Per un topologo, la risposta è: dipende da come la si guarda.

Sappiamo che vista nello spazio la Terra è una sfera; tuttavia, se ci troviamo in una zona

piana, nei nostri dintorni appare sufficientemente piatta. In modo analogo, su un foglio i

triangoli sono quelli ben noti con somma degli angoli interni un angolo piatto, se prendiamo

tre punti ben distanti sulla Terra il ‘‘triangolo” che otteniamo ha sommamaggiore! Com’è

possibile?

Le varietà topologiche sono la risposta formale a ciò: una varietà topologica è uno spazio

che localmente ha le stesse proprietà di uno spazio Euclideo reale. In particolare, in questa

trattazione ci occuperemo principalmente di varietà topologiche di dimensione 2 e di come

poterle classificarle ameno di omeomorfismi.

9.1 varietà topologiche

Definizione 9.1.1. (Localmente euclideo).

Uno spazio topologico 𝑋 si dice localmente euclideo di dimensione 𝑛 se ogni punto di
𝑋 ammette un intorno aperto omeomorfo ad una palla aperta 𝐵𝜀 diℝ𝑛. Per ogni punto
𝑥 ∈ 𝑋 si parla di carta (𝑈, 𝜑𝑥), cioè la coppia dell’intorno aperto 𝑈 ∈ 𝐼(𝑥) omeomorfo aℝ𝑛

e dell’omeomorfismo𝜑𝑥 ∶ 𝑈 ℝ𝑛.

Osservazione. Equivalentemente,𝑋 è localmente euclideo se ogni punto di𝑋 ammette
un aperto omeomorfo aℝ𝑛. Questa definizione è lecita perché ogni palla aperta inℝ𝑛 è
omeomorfa aℝ𝑛 e la composizione di omeomorfismi è un omeomorfismo.

137
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Definizione 9.1.2. (Varietà topologica).

Uno spazio topologico 𝑋 si dice varietà topologica di dimensione 𝑛 se 𝑋 è di Hausdorff,
connesso, a base numerabile e localmente euclideo di dimensione 𝑛.

Esempi.
n ℝ𝑛 è una varietà topologica di dimensione 𝑛.
n 𝑆𝑛 è una varietà topologica compatta di dimensione 𝑛, in quanto per la proiezione

stereografica si ha che 𝑆 ⧵ {∗} ≅ ℝ.
n ℙ𝑛(ℝ) è una varietà topologica compatta di dimensione 𝑛.
n Ogni aperto connesso di una varietà topologica di dimensione 𝑛 è una varietà

topologica di dimensione 𝑛.

Osservazione. La dimensione di una varietà topologica è ben definita per l’invarianza

della dimensione.

Osservazioni.

1. Una varietà topologica è c.p.a.

2. Se 𝑋 è una varietà topologica di dimensione 𝑛 e 𝑌 è una varietà topologica di
dimensione𝑚 allora 𝑋 × 𝑌 è una varietà topologica di dimensione 𝑛 + 𝑚.

Dimostrazione.

I Consideriamo un punto 𝑥0 ∈ 𝑋 e la sua componente c.p.a.:

𝐶 = � 𝑦 ∈ 𝑋 � ∃𝛼 ∶ 𝐼 𝑋, 𝛼 (0) = 𝑥0, 𝛼 (1) = 𝑦 �

Vogliamo dimostrare che 𝐶 è aperto e chiuso. Notiamo che per ogni 𝑦 ∈ 𝐶, essendo
𝑋 localmente Euclideo, esiste un intorno aperto𝑈 ∈ 𝐼(𝑦) tale che𝑈 ≅ 𝐵𝜀, per qualche

𝜀 > 0. Poiché 𝐵𝜀 è un aperto c.p.a. diℝ𝑛, anche 𝑈 è c.p.a. per omeomorfismo. Ma
allora, per giunzione di cammini, esiste un cammino da 𝑥0, passante per 𝑦 e che
congiunge un qualunque punto dell’intorno 𝑈, cioè 𝑈 ⊆ 𝐶. Al variare di 𝑦 ∈ 𝐶 trovo
una collezione di carte {𝑈𝑖}𝑖∈𝐼 tale che 𝑦 ∈ 𝑈𝑖 per qualche 𝑖 ∈ 𝐼, quindi

𝐶 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖.

Per le osservazioni precedenti, 𝑈𝑖 ⊆ 𝐶, ∀ 𝑖 ∈ 𝐼. Segue che

�
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖 ⊆ 𝐶,

quindi 𝐶 coincide con l’unione degli aperti {𝑈𝑖}𝑖∈𝐼 e dunque è aperto.
Consideriamo ora 𝑦 ∈ 𝑋 ⧵ 𝐶: poiché 𝑋 è localmente euclideo, esiste un intorno
aperto 𝑈 ∈ 𝐼(𝑦) con 𝑈 ≅ 𝐵𝜀 ⊆ ℝ𝑛 per qualche 𝜀 > 0. In particolare, 𝑈 ∩ 𝐶 = ∅, in
quanto se così non fosse potrei sempre trovare un cammino passante per un punto

in 𝑈 ∩ 𝐶 che connette 𝑥0 con gli altri punti di 𝑈. Ma allora 𝑈 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝐶, 𝑋 ⧵ 𝐶 è intorno
di ogni suo punto, cioè è aperto e pertanto 𝐶 è chiuso. Ne consegue che 𝐶 è un aperto
e chiuso in𝑋 connesso con 𝐶 ≠ ∅, dato che 𝑥0 ∈ 𝐶. Allora 𝐶 = 𝑋 e dunque𝑋 è c.p.a..
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II Sappiamo che 𝑋 × 𝑌 è di Hausdorff, connesso e a base numerabile perché prodotto
di spazi che lo sono. Consideriamo per ogni punto in 𝑋 e in 𝑌 rispettivamente le
carte (𝑈, 𝜑𝑥) e �𝑈, 𝜑𝑦�, con𝜑𝑥 ∶ 𝑈 ℝ𝑛 e𝜑𝑦 ∶ 𝑉 ℝ𝑚. Consideriamo, per

ogni �𝑥, 𝑦�:
𝜓𝑥,𝑦 ∶ 𝑈 × 𝑉 ℝ𝑛 ×ℝ𝑚

�𝑥, 𝑦� �𝜑𝑥(𝑥), 𝜑𝑦(𝑦)�

Si vede che 𝜓𝑥,𝑦 è continua, biettiva perché le componenti lo sono e l’inversa
𝜓−1
𝑥,𝑦 = �𝜑−1

𝑥 , 𝜑−1
𝑦 � è continua perché sono ovviamente continue le inverse de-

gli omeomorfismi. Dunque, poiché vale per ogni �𝑥, 𝑦� ∈ 𝑋 × 𝑌, allora 𝑋 × 𝑌 è
localmente euclideo di dim 𝑛 + 𝑚 in quantoℝ𝑛 ×ℝ𝑚 ≅ ℝ𝑛+𝑚.

Esempio. 𝑇 = 𝑆1 × 𝑆1 è una varietà topologica di dimensione 2.

Teorema 9.1.1. (Compatto, connesso, Hausdorff, localmente euclideo impli-

ca a base numerabile).

Sia 𝑋 uno spazio topologico compatto, connesso, Hausdorff e localmente euclideo di dimensione 𝑛.
Allora𝑋 è a base numerabile, dunque𝑋 è una varietà topologica di dimensione 𝑛.

9.1.1 Dimensione 1

Analizziamo il casodellevarietà topologichedidimensione1, per esempioℝe 𝑆1.

Teorema 9.1.2. (Classificazione delle varietà topologiche di dimensione 1).
Ogni varietà topologica di dimensione1 è omeomorfa aℝ senon è compatta, oppure a 𝑆1 se compatta.

Osservazione. La retta con 2 origini (sez. 4.4.0.1, pag. 4.4.0.1) è un quoziente non

Hausdorff, dunque non è una varietà topologica.

9.1.2 Dimensione 2

Definizione 9.1.3. (Superficie topologica).

Una varietà topologica di dimensione 2 si dice superficie topologica.

Esempi.
n Il pianoℝ2 oppureℝ2 ⧵ {𝑛 punti} sono superfici topologiche di dimensione 2 non

compatte.
n La sfera 𝑆2 è una superficie topologica compatta.
n Il toro 𝑇 = 𝑆1 × 𝑆1 è una superficie topologica compatta.
n Il piano proiettivo 𝑃 = ℙ2(ℝ) una superficie topologica compatta.

Vogliamo dare una classificazione delle superfici topologiche compatte. Innanzitutto, esa-

miniamo alcuni esempi di superfici compatte studiandole sulmodello piano, di cui daremo

successivamente una definizione formale.
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Esempi (Modelli piani).

n Siccomeℙ2(ℝ) è un quoziente del disco, allora, a meno di omeomorfismo, lo si
può anche vedere come un quoziente di 𝐼 × 𝐼 con una relazione di equivalenza sul
bordo con parola 𝑎𝑏𝑎𝑏.

b b

a

a

n Anche il toro si può vedere come quoziente di 𝐼 × 𝐼 con parola 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1.

aa

b

b

a

b

b

b

b

b

b b

n Vediamo 𝑆2 come quoziente di 𝐼 × 𝐼 con parola 𝑏𝑏−1𝑎−1𝑎.

ba

a

b

bb

a a aa

bb

a a

b b

a

b

Osservazione. Sia 𝑃 ⊂ ℝ2 un poligono pieno con un numero pari di lati. Sia ∼ una
relazionedi equivalenza che identifica i lati a2 a2. Allora 𝑆 ≔ 𝑃/ ∼ èuna superficie topologica
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compatta, infatti:

1. 𝑃 è connesso e compatto implica che 𝑆 è connesso e compatto.
2. 𝑆 è localmente euclideo di dimensione 2. Infatti, sia 𝑝 ∈ 𝑆:

n se 𝑝 viene da un punto interno al poligono, si sceglie un intorno aperto 𝑈
centrato in tale punto tale che 𝑈 ∩ 𝜕𝑃 = ∅, inmodo che 𝜋(𝑈) ≅ 𝑈 sia intorno
aperto di 𝑝;

n se 𝑝 viene da un punto interno ad un lato, grazie all’identificazione dei lati
a due a due si ha che passando al quoziente, cioè un intorno aperto di 𝑝
omeomorfo ad un disco aperto;

n se 𝑝 viene da un vertice, siccome i vertici vengono identificati con i ver-
tici, analogamente al caso dei lati si ottiene un intorno aperto di 𝑝 in 𝑆
omeomorfo ad un disco aperto diℝ2.

3. 𝑆 è di Hausdorff.
Poiché 𝑙𝑖 ≅ [0,1], nella relazione di equivalenza, due lati vengono identificati scegliendo
un omeomorfismo𝜑 ∶ 𝑙1 𝑙2, inmodo che 𝑝1 ∈ 𝑙1 ∼ 𝜑(𝑝) ∈ 𝑙2 e𝜑manda vertici in
vertici. Il poligono 𝑃 con la relazione di equivalenza sui lati è detto unmodello piano
della superficie 𝑆 e può essere schematizzato con una sequenza di lettere detta parola. Ad
esempio, per la parola 𝑎𝑏𝑎−1𝑐𝑏𝑐−1 si ottiene il modello piano seguente:

a

b

c

a
b

c

Si noti che il modello piano di una superficie compatta non è unico.

Esempi.
n Abbiamo già visto il modello piano di 𝑆2 sul quadrato; per la costruzione effettuata,

possiamo unire la sequenza di lati 𝑎𝑏 in un unico lato 𝑐 in modo da ottenere un
modello costituito da un poligono improprio a due lati, con parola 𝑐𝑐−1:

c c

n Anche il modello piano diℙ2(ℝ) sul quadrato può essere trasformato in uno sul
poligono a due lati, unificando 𝑏𝑎 per ottenere un unico lato 𝑐 e unmodello con
parola 𝑐𝑐:
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c c

n La bottiglia di Klein 𝐾 è la superficie compatta data dal modello piano:

aa

b

b

Confrontiamo la costruzione della bottiglia di Klein con la costruzione del toro,

vista precedentemente. Innanzitutto otteniamo in entrambi il cilindro 𝑆1× 𝐼 con la
relazione di equivalenza sul bordo; notiamo che nella bottiglia di Klein (il modello

inferiore nella figura sotto) il ‘‘verso” rispetto al quale incolleremo i bordi è uno

l’opposto dell’altro.

aa

b

b

a

b

b

aa

b

b

a

b

b

Questo comporta che la bottiglia di Klein non può essere rappresentata in ℝ3;
tuttavia, possiamo visualizzarla in modo improprio operando un ‘‘taglio” nella

superficie e compenetrando uno dei due estremi del cilindro nella figura, come di

seguito.
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taglio

bb b

9.2 somma connessa di superfici compatte

Siano 𝑆1 e 𝑆2 superfici compatte e siano 𝑥 ∈ 𝑆1 e 𝑦 ∈ 𝑆2. Siano𝐷𝑥 ⊂ 𝑆1 e𝐷𝑦 ⊂ 𝑆2 intorni di 𝑥 e
𝑦 rispettivamente, omeomorfi entrambi ad un disco chiuso𝐷 ⊂ ℝ2 tramite ℎ:

ℎ∶ 𝐷𝑥 𝐷𝑦
∼

S1

S2

Dx

Dy

y

x

Togliamo dalle due superfici gli interni dei dischetti, creando dunque lo spazio

𝑌 ≔ (𝑆1 ⧵ 𝐷𝑥o) ⨿ (𝑆2 ⧵ 𝐷𝑦o).

S1

S2

Dx

Dy

Incolliamo!

Y

Incolliamo ora i due pezzi di 𝑌 lungo i bordi dei dischi, cioèmettiamo su 𝑌 la seguente relazione
di equivalenza:

𝑥1 ∼ 𝑦1 ⟺ 𝑥1 = 𝑦1 oppure 𝑥1 ∈ 𝜕𝐷, 𝑦1 ∈ 𝜕𝐷 e 𝑦1 = ℎ(𝑥1), o viceversa

Y/»=S1
#S2
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Enunciamo ora qualche fatto che non dimostriamo:

n il quoziente è ancora una superficie topologica, che chiamiamo somma connessa

𝑆1#𝑆2 di 𝑆1 e 𝑆2;
n la somma connessa 𝑆1#𝑆2, a meno di omeomorfismo, non dipende dalle scelte fatte (i

punti 𝑥 e 𝑦, gli intorni𝐷𝑥 e𝐷𝑦, l’omeomorfismo ℎ) ma soltanto da 𝑆1 e da 𝑆2;
n la somma connessa di superfici compatte è, a meno di omeomorfismi, commutativa e

associativa:

⋄ Commutativa: 𝑆1#𝑆2 ≅ 𝑆2#𝑆1.
⋄ Associativa: (𝑆1#𝑆2) #𝑆3 ≅ 𝑆1# (𝑆2#𝑆3).

n se 𝑆1, 𝑆2 sono superfici compatte, allora 𝑆1#𝑆2 è una superficie compatta.

Osservazione. Sia 𝑋 una superficie compatta. Allora 𝑋#𝑆2 ≅ 𝑋. Infatti, 𝑆2 ⧵ 𝐷𝑦o è
omeomorfo ad un disco chiuso inℝ2. Dato che stiamo togliendo un disco anche ad 𝑋 per
poi aggiungerne un altro, ritroviamo 𝑋 ameno di omeomorfismi.

X

S2

Dx

Dy
Incolliamo!

X#S2

X#S2=X

X#S2

Definizione 9.2.1. (Sommadi tori).

Indichiamo con 𝑇𝑔 la somma connessa di 𝑔 ≥ 1 tori:

𝑇𝑔 = 𝑇#…#𝑇�������
𝑔 volte

𝑔 ≥ 1 (𝑇1 = 𝑇 )

𝑇𝑔 può essere visualizzato sia come ‘‘ciambella con 𝑔 buchi”, sia come ”sfera con 𝑔manici”.
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9.2.0.1 Rappresentazione della somma connessa tramite modelli piani

Supponiamo che 𝑆1 e 𝑆2 abbiano entrambe unmodello piano, rap-
presentato da una parola. Ad esempio, prendiamo come 𝑆1 un toro,
con parola 𝑎1𝑏1𝑎−1

1 𝑏−1
1 . Scegliamone un vertice e prendiamo un disco

𝑈 passante per il vertice che non tocca il resto del bordo.

a1a1

b1b1

b1

U

Per fare la somma connessa, togliamo 𝑈:

a1a1

b1

b1

a1a1

b1

b1

Facciamo lo stesso con la seconda superficie, 𝑆2, che in questo esempio è anch’essa un toro
di parola 𝑎2𝑏2𝑎−1

2 𝑏−1
2 :

a2a2

b2

b2

a2a2

b2

b2

Infine, incolliamo lungo i due nuovi lati creati bucando le due superfici:

a1a1

b1

b1

In
co

lli
am

o!

a2a2

b2

b2

b2

b2

b2b2

a2 a2

a1
a1

Il modello ottenuto è un modello piano per 𝑆1#𝑆2, la cui parola associata è ottenuta per
concatenazione:

𝑎1𝑏1𝑎−1
1 𝑏−1

1�������������
modello piano di 𝑆1

𝑎2𝑏2𝑎−1
2 𝑏−1

2�������������
modello piano di 𝑆2
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Esempio. Il toro 𝑇 è dato dalla parola 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1. Allora 𝑇𝑔 = 𝑇#…#𝑇 è un quoziente con
4𝑔 lati e ha unmodello piano dato dalla parola:

𝑎1𝑏1𝑎−1
1 𝑏−1

1 𝑎2𝑏2𝑎−1
2 𝑏−1

2 …𝑎𝑔𝑏𝑔𝑎−1
𝑔 𝑏−1

𝑔

Definizione 9.2.2. (Sommaconnessa di 𝑛 piani proiettivi).
Preso il piano proiettivo reale 𝑃 = ℙ2 (ℝ), definiamo la somma connessa di 𝑛 piani
proiettivi come:

𝑃𝑛 = 𝑃#…#𝑃�������
𝑛 volte

𝑛 ≥ 1 (𝑃1 = 𝑃)

Osservazione. Mostriamo che la bottiglia di Klein altro non è che la somma connessa di

due piani proiettivi, cioè 𝐾 = 𝑃#𝑃 = 𝑃2.

𝐾ha ilmodello piano quadrato con parola 𝑎𝑏𝑎−1𝑏, comenella figura
a fianco.

aa

b

b

Abbiamo visto inoltre come 𝑃 = ℙ2 (ℝ) ha unmodello piano a due
lati con parola 𝑐𝑐.

c c

Pertanto, per le osservazioni precedenti, la somma connessa di due

piani proiettivi 𝑃#𝑃 ha il modello piano dato dalla parola 𝑐𝑐𝑑𝑑. c d

d

c

Vogliamovedere che 𝑎𝑏𝑎−1𝑏 e 𝑐𝑐𝑑𝑑 danno la stessa superficie. Partiamo dal primomodello
e tagliamo lungo la diagonale:

aa

b

b

e
a

b

a

b

e
e

Incolliamo lungo il lato 𝑏:
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a

b

a

b

e

e

e

e

Incolliam
o!

a e

e

a

a

a

Infatti, otteniamo comemodello 𝑎𝑎𝑒𝑒, che corrisponde a 𝑃#𝑃.

Lemma 9.2.1. (Somma connessa toro-piano proiettivo e bottiglia di Klein-

piano proiettivo.).

𝑇#𝑃 = 𝐾#𝑃 = 𝑃#𝑃#𝑃

Dimostrazione. Sappiamo già che, essendo 𝐾 = 𝑃#𝑃, allora 𝐾#𝑃 = 𝑃#𝑃#𝑃. Vogliamo
invecemostrare ora che 𝑇#𝑃 sia uguale a𝐾#𝑃. Facciamounprocedimento di taglia e incolla,
partendo da 𝑇#𝑃, modello piano con parola 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1𝑐𝑐:

b

c

a

c
b

a

d

b

c

a

c
b

a

d

d

Incolliamo lungo 𝑐:

b

d

d

a
b

a

b

c

a

c

b

a

d

d

Incolliamo!

Otteniamo unmodello piano di 𝑇#𝑃 che può essere descritto dalla parola 𝑑𝑎𝑑𝑏𝑎𝑏−1.
Prendiamo adesso 𝐾#𝑃, di parola 𝛿𝛽𝛿−1𝛽�������

𝐾

𝛾𝛾⏟
𝑃

:
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¯

°

±

°
¯

±

®

±

°
¯

®

¯

°

®

±

Incolliamo lungo 𝛾:

¯

®

±

¯®

±

±

°
¯

®

Incolliamo!

¯

°

®

±

Otteniamo unmodello piano di 𝐾#𝑃 che può essere descritto dalla parola 𝛿𝛼𝛿𝛽𝛼𝛽−1, che
corrisponde lettera per lettera al modello 𝑇#𝑃.

Corollario 9.2.1. (Sommaconnessa tori-piani proiettivi).

Se 𝑔 ≥ 1 e 𝑛 ≥ 1, si ha
𝑇𝑔#𝑃𝑛 = 𝑃𝑛+2𝑔.

Dimostrazione. Se 𝑔 = 1:

𝑇#𝑃𝑛 = 𝑇#𝑃⏟
𝑃3

#𝑃𝑛−1 = 𝑃3#𝑃𝑛−1 = 𝑃#𝑃𝑛+2

Procediamo per induzione su 𝑔; se è vero per 𝑔 − 1, allora:

𝑇𝑔#𝑃𝑛 = 𝑇#𝑇𝑔−1#𝑃𝑛 = 𝑇#𝑃𝑛+2𝑔−2 = 𝑇#𝑃#𝑃𝑛+2𝑔−3 = 𝑃3#𝑃𝑛+2𝑔−3 = 𝑃𝑛+2𝑔

9.3 classificazione delle superfici topologiche compatte

Teorema 9.3.1. (Classificazione delle superfici topologiche compatte).

Ogni superfici topologica compatta è omeomorfa a 𝑆2, 𝑇𝑔 per qualche 𝑔 ≥ 1 oppure 𝑃𝑛 per qualche
𝑛 ≥ 1. Inoltre, tali superfici sono tutte distinte, ovvero:

n 𝑇𝑔 ≇ 𝑇𝑔′ se 𝑔 ≠ 𝑔′.
n 𝑃𝑛 ≇ 𝑃𝑛′ se 𝑛 ≠ 𝑛′.
n 𝑇𝑔 ≇ 𝑃𝑛 ∀𝑛 ≥ 1, ∀𝑔 ≥ 1.
n 𝑆2 ≇ 𝑇𝑔 ∀𝑔 ≥ 1.
n 𝑆2 ≇ 𝑃𝑛 ∀𝑛 ≥ 1.

Per la dimostrazione del teorema abbiamo bisogno di definire cos’è una triangolazione.
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9.3.1 Triangolazione

Definizione 9.3.1. (Triangologeometrico).

Sia 𝑆 una superficie compatta. Un triangolo geometrico 𝑇 in 𝑆 è un’applicazione

𝜑 ∶ 𝑇 ′ 𝑇 ⊆ 𝑆,

dove 𝑇 ′ ⊆ ℝ2 è un triangolo non degenere (compreso dell’interno), inteso nel senso
tradizionale del termine, mentre 𝜑 è un omeomorfismo. I vertici e i lati di 𝑇 sono le
immagini tramite𝜑 dei vertici dei lati di 𝑇 ′.

T   ´

T   

φ

Definizione 9.3.2. (Triangolazione).

Sia 𝑆 una superficie compatta. Una triangolazione di 𝑆 è una collezione finita di triangoli
geometrici 𝑇1, … , 𝑇𝑟 in 𝑆 tale che:

1. 𝑆 = 𝑇1 ∪… ∪ 𝑇𝑟.
2. ∀𝑖 ≠ 𝑗 si ha che 𝑇𝑖 ∩ 𝑇𝑗 può essere una di queste tre possibilità:

n ∅;
n un vertice di entrambi i triangoli;
n un lato di entrambi i triangoli.

Una superficie compatta 𝑆 si dice triangolabile se ammette una triangolazione.

Esempio. Il tetraedro dà una triangolazione della sfera con 4 triangoli.

Enunciamo ora un teorema, di cui non daremo dimostrazione, che ci servirà successiva-

mente per poter classificare le superfici compatte direttamente con i loro modelli piani

associati.

Teorema 9.3.2. (Teoremadi Radò, 1925).

Ogni superficie compatta è triangolabile.

Corollario 9.3.1. (Ogni superficie compatta 𝑆haunmodello piano).

Dimostrazione. Per il teorema di Radò, 𝑆 ammette una triangolazione 𝑇1, … , 𝑇𝑟.
Riportiamo gli 𝑟 triangoli nel piano, con i lati identificati. Incolliamo poi i lati uno ad uno
fino ad ottenere un unico poligono con delle identificazioni sui lati.

9.3.2 Dimostrazione del teorema di classificazione: prima parte

La prima parte della dimostrazione del teorema di classificazione si occupa di dimostrare

che tutte le superfici compatte sono omeomorfe a 𝑆2, 𝑇𝑔 o 𝑃𝑛. Grazie al corollario appena dimostra-
to, possiamo studiare direttamente ilmodello piano associato alla superficie compatta 𝑆 in
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esame, cioè studieremo un poligono con i lati identificati a 2 a 2. Diamo una nomenclatura
utile.

Definizione 9.3.3. (Coppie di lati).

Nelmodello piano, una coppia di lati identificati tra di loro:
n è del primo tipo se, percorrendo il bordo del poligono, i due lati compaiono con

orientazione opposta;
n è del secondo tipo se, percorrendo il bordo del poligono, i due lati compaiono con

la stessa orientazione.

Esempio. Nella bottiglia di Klein 𝐾, modello con parola 𝑎𝑏𝑎−1𝑏, i lati 𝑎 sono del I tipo,
mentre i lati 𝑏 sono del II tipo.

La dimostrazione è costruttiva: procederemo passo per passo, da unmodello piano di una

qualunque superficie compatta ad ottenere una delle superfici citate nel teorema con un

algoritmo di taglia e incolla.

Dimostrazione.

Passo 0: se nel modello piano ci sono solo 2 lati abbiamo finito. Infatti, abbiamo solo due
superfici con unmodello di questo tipo, che abbiamo già visto:

𝑐𝑐−1 (I tipo)

𝑆 = 𝑆2
c c 𝑐𝑐 (II tipo)

𝑆 = 𝑃
c c

Possiamo supporre che nel modello piano c’è un numero di lati maggiore di 4.
Passo 1: eliminazione delle coppie adiacenti del I tipo.
Supponiamo che nel modello piano ci sia una coppia di lati adiacenti del I tipo, come in

figura:

P

Q

P

a a

Incolliamo i lati 𝑎 della coppia; in questo modo, otteniamo un nuovo modello piano
omeomorfo al primo con due lati inmeno:
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P

Q

P

a a

P

Ripetiamo il passo 1 finché eliminiamo tutte le coppie adiacenti del I tipo. Se alla fine
abbiamo due soli lati, ricadiamo nel passo 0 e abbiamo già finito la dimostrazione.
Passo 2: riduzione dei vertici a un’unica classe di equivalenza.
Supponiamo che i vertici del poligono non siano tutti equivalenti. Dunque, esisterà un

lato 𝑏 i cui due vertici 𝑃 e 𝑄 non sono equivalenti:

Q

P

a b

c

a Q

Consideriamo il secondo lato 𝑎 convertice𝑄 e, facendoun taglio come infigura, incolliamo
il lato 𝑎:

Q

P

b

c

P

c

Q

P

a

b

c c

a

P

Q

c

Abbiamo ora un vertice 𝑄 in meno e un vertice 𝑃 in più. Ripetiamo questa operazione
facendo via via diminuire i vertici 𝑄. Quando rimane solo unvertice 𝑄 deve essere parte di
una coppia adiacente del I tipo; possiamo pertanto incollare il lato 𝑎 facendo scomparire
il vertice 𝑄. Alternando i passi 1 e 2 arriviamo ad un modello piano con tutti i vertici
identificati e senza coppie adiacenti del I tipo.

Osservazione.Quando incolliamo lungo una coppia di lati del I tipo non ribaltiamo i lati,
dunque le restanti coppie mantengono il tipo. Al contrario, quando invece incolliamo

lungo una coppia di lati del II tipo, i lati restanti possono cambiare tipo. Ad esempio, nel

passo 2, se 𝑎 è del primo tipo (come nelle figure precedenti) anche il lato 𝑐 di taglio è del I
tipo e le restanti coppie non cambiano tipo. Invece, se 𝑎 è del II tipo, il lato 𝑐 è del II tipo:
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Q

P

b

c

P

c

Q

P

a

b

c c

a

P

Q

c

Q

P

a b

c

a Q

In ogni caso, l’esistenza di almeno una coppia di lati del II tipo èmantenuta dal passo 2.

Rendere adiacenti le coppie del II tipo.

Supponiamo che ci sia una coppia di lati 𝑎 non adiacenti del II tipo. Operiamo un taglio 𝑏
tra gli estremi finali della coppia e incolliamo la coppia stessa:

a

b

a

b
b

b

a

a

b

In questomodo rendiamo adiacenti tutte le coppie del II tipo.

Se ci sono solo coppie del II tipo, abbiamo ottenuto una parola della forma

𝑎1𝑎1𝑎2𝑎2…𝑎𝑛𝑎𝑛 ⟹ 𝑆 ≅ 𝑃𝑛 .

Passo 4: Raggruppare le coppie del I tipo.
Supponiamochenelmodello piano ci sia almenouna coppia del primo tipo, nonadiacente

per i passi precedenti:

aa

Allora deve esistere un’altra coppia di lati del I tipo tali che queste coppie si separino a

vicenda. Infatti, i vertici sono tutti identificati tra loro, in particolare lo sono i due vertici

di 𝑎. In altre parole, deve esistere un lato 𝑏 nella parte superiore identificato ad un lato 𝑏
nella parte inferiore:
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aa

b

b

Siccome i lati 𝑏 non sono adiacenti e abbiamo già reso adiacenti tutte le coppie di lati
del II tipo, 𝑏 deve essere una coppia di lati del I tipo. Operiamo due taglia e incolla per
raggruppare le due coppie.

4.1 Taglio un lato 𝑐 lungo gli estremi finali di 𝑎 nella stessa direzione di 𝑏 e incollo 𝑏:

aa

b

b

c aa

b

c

aa

c

c

b

c

4.2 Taglio un lato 𝑑 lungo gli estremi finali di 𝑐 nella stessa direzione di 𝑎 e incollo 𝑎:

c c

d d

c

a

c

d
a a

d

c

c

a
d

In queste operazioni incolliamo lungo coppie del I tipo, pertanto i tipi delle coppie non

cambiano!
n Se nel modello piano compaiono solo coppie del I tipo, dopo un numero finito di

passi otteniamo la parola

𝑎1𝑏1𝑎−1
1 𝑏−1

1 𝑎2𝑏2𝑎−1
2 𝑏−1

2 …𝑎𝑛𝑏𝑛𝑎−1
𝑛 𝑏−1

𝑛 ⟹ 𝑆 ≅ 𝑇𝑔 .

n Se invece nel modello piano compaiono sia coppie adiacenti del II tipo, sia sequen-

ze 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 di coppie del I tipo, allora 𝑆 è data dalla somma connessa di tori e piani
proiettivi, con almeno un piano proiettivo, pertanto per il corollario 9.2.1 (pag.

148) segue che 𝑆 ≅ 𝑃𝑛 .
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Osservazione. Si ottiene sempre un piano proiettivo se e solo nel modello iniziale c’è

almeno una coppia di lati del II tipo perché i passi mantengono il tipo.

9.4 orientabilità

Definizione 9.4.1. (NastrodiMöbius).

Definiamo il nastro diMöbius (aperto) 𝑁0 ⊆ ℝ3 come lo spazio
[0, 1] × (0, 1) (mentre si considera [0, 1] × [0, 1] nel caso chiuso𝑁)
con i lati quozientati come in figura.

a a

Osservazione. 𝑁0 è una superficie topologica, ma non è compatta in quanto non è
chiusa.

Intuitivamente... Immaginiamo di avere una figura bidimensionale posta sulla sfera

𝑆2; essa è libera di muoversi su di essa. Qualunque percorso chiuso essa faccia, la figura
torneràalpuntodipartenza esattamente come erapartita. Prendiamo invece ilnastrodiMöbius.

Dopo un percorso attorno al nastro, la figura torna al punto di partenza non com’era

partita, bensì ci ritorna con la sua immagine speculare! Oltre a questo strano avvenimento,

notiamo che la figura nel caso della sfera percorre sempre e solo un percorso sull’esterno

o sull’interno della sfera, mamai contemporaneamente su entrambi. Nel caso del nastro

diMöbius, la figura percorre l’intera superficie in un unico percorso.

In questi termini, diciamo che la sfera è una superficie orientabile: non esistono percorsi

chemi ribaltano una figura piana su di essa e (vista come superficie inℝ3) ho due lati ben
distinti, l’interno e l’esterno della sfera. Il nastro di Möbius, invece, non è orientabile: la

figura si ribalta e, allo stesso tempo, percorre tutta la superficie; in altre parole, non esiste

un ‘‘interno” o un ‘‘esterno” del nastro.

I comportamenti sul nastro di Möbius che abbiamo appena osservato si presentano an-

che in superfici come il piano proiettivo reale o la bottiglia di Klein; in particolare, si ha que-

sto proprio perché possiamo identificare su di esse un percorso esattamente analogo a

quello visto sul nastro diMöbius. Possiamo formalizzare l’orientabilità utilizzando questo

principio.

Definizione 9.5.1. (Orientabilità).

Una superficie topologica si dice orientabile se non contiene un sottospazio omeomorfo

al nastro diMöbius (aperto o chiuso). Altrimenti 𝑆 si dice non orientabile.

Esempi.
n 𝑁0 non è orientabile.
n 𝑃 = ℙ2 (ℝ) non è orientabile:
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c c

n 𝐾 non è orientabile:

aa

b

b

n Una superficie il cui modello piano contiene una coppia di lati del II tipo non è

orientabile:

aa

Osservazione.

1. 𝑆2 e 𝑇𝑔 sono orientabili ∀𝑔 ≥ 1.
2. Se una superficie compatta è omeomorfa a un sottospazio diℝ3, allora è orientabile

ed è rappresentabile.

Osservazione. L’orientabilità è una proprietà topologica, cioè è invariante per omeo-

morfismi.

9.5.1 Dimostrazione del teorema di classificazione: seconda parte

Noto ciò, con il concetto di orientabilità possiamo fare un passettino avanti nella classifica-

zione delle superfici.

Corollario 9.5.1. (Sfera, tori e piani proiettivi non sonoomeomorfi).

𝑆2 ≇ 𝑃𝑛 ∀𝑛 ≥ 1
𝑇𝑔 ≇ 𝑃𝑛 ∀𝑛 ≥ 1, ∀𝑔 ≥ 1

Corollario 9.5.2. (Orientabile se e solo se ilmodello pianononha lati del

II tipo).
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Sia 𝑆 una superficie compatta con un suomodello piano. Allora 𝑆 è orientabile se e solo se il modello
non contene coppie di lati del II tipo.

Dimostrazione.

⟹ ) Se c’è una coppia di lati del II tipo, costruiamo facilmente un nastro di Möbius

collegandone gli estremi.

⟸ ) Applicando l’algoritmo del taglia e incolla, se non ci sono lati del II tipo otteniamo

una superficie omeomorfa a 𝑆2 o a 𝑇𝑔, entrambe superfici orientabili.

9.6 suddivisione di una superficie compatta

Definizione 9.6.1. (Lato).

Un lato in 𝑆 superficie compatta è un sottospazio 𝐿 ⊆ 𝑆 con un’applicazione continua
𝑓 ∶ [0,1] 𝐿 tale che valga una delle due proprietà seguenti:

n 𝑓 è omeomorfismo tra [0,1] e 𝐿;
n 𝑓 è iniettivo su [0, 1), 𝑓 (0) = 𝑓 (1) e 𝑓 induce un omeomorfismo tra 𝐿 e 𝑆1, cioè 𝑓 è

un’identificazione.

Definiamo come vertici del lato, rispetto ai due casi sopra:
n 𝑓 (0) e 𝑓 (1);
n 𝑓 (0).

Definizione 9.6.2. (Suddivisione di una superficie compatta).

Una suddivisione S di una superficie compatta 𝑆 è data da:
n un sottoinsieme finito 𝑉 di 𝑆, i cui punti sono detti vertici;
n un insieme finito 𝐿1, … , 𝐿𝑚 in 𝑆 di lati;

tali che:

1. ∀𝐿, 𝐿𝑖 ∩ 𝑉 = {vertici di 𝐿𝑖};
2. ∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝐿𝑖 ∩ 𝐿𝑗 ⊆ 𝑉;
3. 𝑆 ⧵ (𝐿1 ∪… ∪ 𝐿𝑚) ha un numero finito di componenti connesse dette facce della

suddivisione e ogni faccia è omeomorfa a un disco aperto diℝ2.

Esempio. Una triangolazione 𝑇1, … , 𝑇𝑟 di 𝑆 induce sempre una suddivisione, in cui:
n 𝑉 = vertici di 𝑇1, … , 𝑇𝑟.
n 𝐿1, … , 𝐿𝑚 = lati di 𝑇1, … , 𝑇𝑟.
n Facce= interni di 𝑇1, … , 𝑇𝑟.

Pertanto, ogni superficie compatta ammette almeno una suddivisione perché esiste

sempre una triangolazione per il Teorema di Radò.

Esempi.
n 𝑆2 ha una suddivisione (ulteriore a quella data dal tetraedro) data da un unico

vertice, un unico lato e due facce.
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n Il toro ha una suddivisione data da un unico vertice, due lati e un’unica faccia.

9.7 caratteristica di eulero

Definizione 9.7.1. (Caratteristica di Eulerodi una suddivisione).

Data una suddivisione S di una superficie compatta 𝑆, essa avrà:
n 𝑣 vertici;
n 𝑒 lati;
n 𝑓 facce.

La caratteristica di Eulero di 𝑆 rispetto alla suddivisione S è

𝜒 (𝑆, S ) = 𝑣 − 𝑒 + 𝑓 ∈ ℤ

Esempi.
n Il tetraedro ha 4 vertici, 6 lati e 4 facce, pertanto 𝑆2 ha come caratteristica di Eulero

𝜒 (𝑆, S1) = 4 − 6 + 4 = 2.
n La suddivisione della sfera precedente, descritta da �𝑣, 𝑒, 𝑓� = (1, 1, 2), ha carat-

teristica di Eulero 𝜒 (𝑆, S1) = 1 − 1 + 2 = 2.
n Il torohaunasuddivisione �𝑣, 𝑒, 𝑓� = (1, 2, 1), concaratteristicadiEulero𝜒 (𝑆, S ) =

1 − 2 + 1 = 0.
n Possiamo costruire una suddivisione alternativa del toro direttamente sulmodello

piano, nel modo seguente:

aa

b

b

Abbiamo �𝑣, 𝑒, 𝑓� = (2, 6, 4) con caratteristica di Eulero 𝜒 (𝑆, S ) = 2 − 5 + 4 = 0.

Notiamo che, in questi esempi, suddivisioni diverse di una stessa superficie hanno stessa
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caratteristica di Eulero. Questo non è un caso: il seguente teorema, che non dimostreremo,

ci garantisce ciò.

Teorema 9.7.1. (Caratteristica di Eulero indipendente dalla suddivisione).

Date due suddivisioniS1 eS2 della stessa superficie compatta 𝑆, si ha:

𝜒 (𝑆, S1) = 𝜒 (𝑆, S2)

Definizione 9.7.2. (Caratteristica di Eulerodi una superficie).

Sia 𝑆 una superficie compatta. La caratteristica di Eulero 𝜒 (𝑆) ∈ ℤ è la caratteristica di

Eulero di una qualsiasi suddivisione di 𝑆.

Corollario 9.7.1. (La caratteristica di Eulero è proprietà topologica).

Dimostrazione. Siano 𝑆1 e 𝑆2 due superfici compatte omeomorfe tra di loro e sia S1
una suddivisione di 𝑆1. Usando l’omeomorfismo, costruiamo una suddivisione S2 di 𝑆2
con lo stesso numero di vertici, lati e facce di S1. Allora:

𝜒 (𝑆1) = 𝜒 (𝑆1, S1) = 𝜒 (𝑆2, S2) = 𝜒 (𝑆2)

Esempi.
n 𝜒 �𝑆2� = 2
n 𝜒 (𝑇 ) = 0

9.7.1 Dimostrazione del teorema di classificazione: terza e ultima parte

Forti di questo nuovo invariante per omeomorfismi, possiamo concludere la dimostrazione

del teorema di classificazione delle superfici compatte. Innanzitutto, vediamo per bene che

relazione c’è tra la caratteristica di Eulero e il modello piano di una superficie.

Osservazione. Sia 𝑆 una superficie compatta avente un modello piano con 2𝑛 lati
identificati a coppie. Esso dà una suddivisione nativa di 𝑆 in cui:

n i vertici 𝑣 sono le immagini in 𝑆 dei vertici del poligono e il loro numero è il numero
di classi di equivalenza sui vertici del modello piano;

n i lati 𝑛 sono le immagini in 𝑆 dei lati del poligono e il loro numero è il numero di
coppie di lati del modello piano;

n c’è solo una faccia, data dall’immagine dell’interno del poligono.

In altre parole:

𝜒 (𝑆) = 𝑣 − 𝑛 + 1

Dimostrazione.
n 𝑃𝑛 è espresso dalla parola 𝑎1𝑎1𝑎2𝑎2…𝑎𝑛𝑎𝑛 e la suddivisione data dalmodello piano

ha un solo vertice, 𝑛 lati e una faccia. Allora

𝜒 (𝑃𝑛) = 1 − 𝑛 + 1 = 2 − 𝑛 ∀𝑛 ≥ 1.



9.7. caratteristica di eulero 159

In particolare,

𝜒 (𝑃) = 1
𝜒 (𝐾 ) = 𝜒 (𝑃2) = 0 = 𝜒 (𝑇 ) ,

ma 𝑇 ≇ 𝐾 in quanto 𝑇 è orientabile, mentre 𝐾 non lo è. Notiamo che 𝜒 (𝑃𝑛) ≤
1 ∀𝑛 ≥ 1 e 𝜒 (𝑃𝑛) = 2 − 𝑛 è una funzione iniettiva. Pertanto, se 𝑛1 ≠ 𝑛2, allora
𝜒 �𝑃𝑛1� ≠ 𝜒 �𝑃𝑛2� e, in quanto invariante per omeomorfismi, segue che 𝑃𝑛1 ≇ 𝑃𝑛2.

In altre parole, tutte le superfici 𝑃𝑛 sono non omeomorfe tra di loro.
n 𝑇𝑔 è espresso dalla parola 𝑎1𝑏1𝑎−1

1 𝑏−1
1 …𝑎𝑛𝑏𝑛𝑎−1

𝑛 𝑏−1
𝑛 e la suddivisione data dal mo-

dello piano ha un solo vertice, 2𝑔 lati e una faccia. Allora

𝜒 �𝑇𝑔� = 1 − 2𝑔 + 1 = 2 − 2𝑔 ∀𝑔 ≥ 1.

In particolare, se poniamo 𝑇0 = 𝑆2 come caso ‘‘degenere” di toro non bucato, 𝜒 �𝑇𝑔�
vale ∀𝑔 ≥ 0. Dunque:
⋄ la caratteristica di Eulero delle superfici orientabili è sempreminore o uguale a

2;

⋄ 𝜒 (𝑆) ≤ 2 per ogni superficie compatta.
Notiamo che 𝜒 �𝑇𝑔� = 2 − 2𝑔 è una funzione iniettiva. Pertanto, se 𝑔1 ≠ 𝑔2, allora

𝜒 �𝑇𝑔1� ≠ 𝜒 �𝑇𝑔2� e, in quanto invariante per omeomorfismi, segue che 𝑇𝑔1 ≇ 𝑇𝑔2.

In altre parole, tutte le superfici 𝑇𝑔 sono non omeomorfe tra di loro.

9.7.2 Somma connessa e caratteristica di Eulero

Lemma 9.7.1. (Caratteristica di Eulerodella sommaconnessa).

Siano 𝑆1, 𝑆2 due superfici compatte. Allora

𝜒 (𝑆1#𝑆2) = 𝜒 (𝑆1) + 𝜒 (𝑆2) − 2.

Dimostrazione. Scegliamo una triangolazione �𝑣1, 𝑒1, 𝑓1� e �𝑣2, 𝑒2, 𝑓2� per 𝑆1 e 𝑆2,
rispettivamente. Per costruire 𝑆1#𝑆2 scegliamo un triangolo su 𝑆1 e uno su 𝑆2. Incolliamo
le due superfici lungo i bordi di questi due triangoli. Otteniamo così una triangolazione

per 𝑆1#𝑆2 con �𝑣3, 𝑒3, 𝑓3� che soddisfa

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑣3 = 𝑣1 + 𝑣2 − 3
𝑒3 = 𝑒1 + 𝑒2 − 3
𝑓3 = 𝑓1 − 1 + 𝑓2 − 1 = 𝑓1 + 𝑓2 − 2

.

Allora

𝜒 (𝑆1#𝑆2) = 𝑣3 − 𝑒3 + 𝑓3 = 𝑣1 + 𝑣2 −�3 − �𝑒1 + 𝑒2 −�3� + 𝑓1 + 𝑓2 − 2 = 𝜒 (𝑆1) + 𝜒 (𝑆2) .

Osservazione. Possiamo ora calcolare in un altromodo 𝜒 (𝑃𝑛) e 𝜒 �𝑇𝑔�, per induzione:

𝜒 (𝑃) = 1
𝜒 (𝑃2) = 𝜒 (𝑃#𝑃) = 1 + 1 − 2 = 0
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𝜒 (𝑃𝑛) = 𝜒 (𝑃#𝑃𝑛−1) = 𝜒 (𝑃𝑛) + 𝜒 (𝑃𝑛−1) − 2 = 1 + 2 − (𝑛 − 1) − 2 = 2 − 𝑛.

Inmodo analogo per 𝑇𝑔:

𝜒 (𝑇 ) = 0
𝜒 (𝑇2) = 𝜒 (𝑇#𝑇 ) = 0 + 0 − 2 = −2
𝜒 �𝑇𝑔� = 𝜒 �𝑇#𝑇𝑔−1� = 𝜒 �𝑇𝑔� + 𝜒 �𝑇𝑔−1� − 2 = 0 + 2 − 2 �𝑔 − 1� − 2 = 2 − 2𝑔.

9.7.3 Impratichiamoci! Caratteristica di Eulero

Esercizio (Provad’esame, Luglio 2018).

Sia 𝑆 la superficie compatta data dalla parola 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑎−1𝑏−1𝑐−1𝑑−1𝑒−1. Determinare la classe
di 𝑆 nella classificazione delle superfici compatte.

Soluzione. Tutte le coppie di lati sono del II tipo, pertanto 𝑆 è orientabile, cioè può
essere 𝑆2 o 𝑇𝑔 per un qualche 𝑔 ≥ 1, e la caratteristica di Eulero è del tipo 𝜒 (𝑆) = 2 − 2𝑔.
𝑆 ha unmodello piano seguente con 10 lati identificati a coppie, che dà origine ad una
suddivisione di 𝑆 con 5 lati 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, una faccia e 𝑣 vertici, con 𝑣 il numero di classi
di equivalenza sui vertici del modello. Per calcolare 𝑣, disegniamo il modello piano e
raggruppiamo i vertici:

a
b

a

d

b

cd

e

e

c

P

P

P

P

P

Q

Q

Q

Q

Q

Su 10 vertici ho 2 classi di equivalenza, quindi 𝑣 = 2. Pertanto,

𝜒 (𝑆) = 𝑣 − 5 + 1 = 2 − 4 = −2 = 2 − 2𝑔 ⟹ 2𝑔 = 4 ⟹ 𝑔 = 2 ⟹ 𝑆 ≅ 𝑇2.
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capitolo 10
Approfondimenti di
Algebra Lineare

‘‘Non c’è quasi nessuna teoria più elementare dell’Algebra Lineare, nonostante il fatto che generazioni di

professori e di scrittori di libri di testo ne abbiano oscurato la semplicità con calcoli assurdi con le matrici.”

JeanDieudonné, dopo aver visto quanto era lunga la dimostrazione della forma di Jordan.

Q
uestocapitolo si puòconsiderareunapprofondimentodi concetti bennoti dall’Algebra

Lineare, cercando di rispondere alle seguenti questioni:
n Diagonalizzazione simultanea: quando possiamo diagonalizzare duematri-

ci con una stessa base di autovettori?
n Polinomi ematrici: possiamovalutare un polinomio con dei valori matriciali?

Che relazione c’è fra polinomimatriciali e il polinomio caratteristico della matrice?
n Formacanonica di Jordan: possiamo generalizzare la decomposizione spettrale

anche amatrici che non sono diagonalizzabili, rendendole così ‘‘più semplici”?
n Funzione esponenziale matriciale: come abbiamo fatto con i polinomi,

possiamo ‘‘matricizzare” la funzione esponenziale?

10.1 diagonalizzazione simultanea

Ricordiamo... Sia 𝑉 spazio vettoriale su campo𝕂 di dimensione finita. Consideriamo

gli endomorfismi di 𝑉 o, equivalentemente, le matrici𝑀𝑛,𝑛 (𝕂), dove dim 𝑉 = 𝑛.
n 𝐴 determina un endomorfismo di𝕂𝑛 dato da 𝑣 ↦ 𝐴v.
n Matrici associate allo stesso endomorfismo rispetto a basi diverse sono simili,

cioè esiste 𝑃 ∈ GL (𝑛𝕂) tale che 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃.
n Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

⋄ 𝐴 è diagonalizzabile.
⋄ 𝐴 è simile ad unamatrice diagonale𝐷 con 𝑃matrice con autovettori di𝐴 sulle
colonne.

⋄ 𝕂𝑛 ammette una base di autovettori di𝐴.

163
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⋄ 𝕂𝑛 = 𝑉𝜆1 ⊕ … ⊕ 𝑉𝜆𝑟 con 𝑉𝜆𝑖 autospazio relativo ad𝐴

Definizione 10.2.1. (Diagonalizzazione simultanea).

Siano𝐴, 𝐵 ∈ 𝕂𝑛,𝑚 duematrici diagonalizzabili. Diciamo che𝐴 e 𝐵 sono simultaneamente
diagonalizzabili se esiste una base di𝕂𝑛 composta di autovettori contemporaneamente
sia di𝐴 sia di 𝐵. Equivalentemente,𝐴 e 𝐵 sono simultaneamente diagonalizzabili se esiste
unamatrice invertibile 𝑃 tale che 𝑃−1𝐴𝑃 e 𝑃−1𝐵𝑃 sono entrambe diagonali.

Esempio. Non tutte le matrici diagonalizzabili lo sono simultaneamente. Prendiamo

ℝ2; si consideri:
n 𝐴diagonalizzabile con2 autovalori diversi, i cui autospazi sono

le rette 𝑦 = 𝑥 e 𝑦 = −𝑥.
𝐴 = �

0 1
1 0 �

n 𝐵 diagonalizzabile con 2 autovalori diversi, i cui autospazi sono
le rette 𝑦 = 0 e 𝑦 = 2𝑥. 𝐵 = �

1 −1
0 −1 �

Non esiste alcun autovettore comune, dunque𝐴 e 𝐵 non sono simultaneamente diagona-
lizzabili.

Dalla sola definizione non è semplice capire quali matrici sono a tutti gli effetti simul-

taneamente diagonalizzabili. Tuttavia, il seguente teorema ci permetterà di trovare una

condizione necessaria e sufficiente per la diagonalizzazione simultanea.

Teorema 10.2.1. (Caratterizzazione della diagonalizzazione simultanea).

Siano 𝐴, 𝐵 ∈ 𝕂𝑛,𝑛. Allora 𝐴 e 𝐵 sono simultaneamente diagonalizzabili se e solo se 𝐴 e 𝐵 sono
diagonalizzabili e𝐴, 𝐵 commutano, cioè𝐴𝐵 = 𝐵𝐴.

Per dimostrare il teorema, abbiamo tuttavia bisogno del seguente lemma:

Lemma 10.2.1. (Matrici che commutano e autospazi).

Siano𝐴, 𝐵 ∈ 𝕂𝑛,𝑛 tale che𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 e sia𝑊 un autospazio di 𝐵. Allora, presa l’azione diGL (𝑛, 𝕂)
su𝕂𝑛,𝑛, si ha che𝐴.𝑊 ⊆ 𝑊.

Dimostrazione. Sia 𝜆 l’autovalore di 𝐵 relativo all’autospazio𝑊. Per definizione di
autospazio

𝑊 = {v ∈ 𝑉 ∣ 𝐵.v = 𝜆v} .

Siaw ∈ 𝑊. Vogliamomostrare che𝐴.w ∈ 𝑊:

𝐵. (𝐴.w) = (𝐵𝐴.w) = (𝐴𝐵.w) = 𝐴. (𝐵.w) = 𝐴. (𝜆w) = 𝜆 (𝐴.w)

𝐴.w è autovettore rispetto a 𝜆, pertanto𝐴.w ∈ 𝑊, per ogniw e dunque segue la tesi.

Dimostrazione (del teorema 10.2.1).

⟹ ) Per ipotesi, esiste 𝑃 ∈ GL (𝑛, 𝕂) tale che 𝐷1 = 𝑃−1𝐴𝑃 e 𝐷2 = 𝑃−1𝐵𝑃 sono dia-
gonali; in particolare commutano, in quanto matrici diagonali: 𝐷1𝐷2 = 𝐷2𝐷1. Allora
𝐴 = 𝑃𝐷1𝑃−1, 𝐵 = 𝑃𝐷2𝑃−1 e

𝐴𝐵 = �𝑃𝐷1𝑃−1� �𝑃𝐷2𝑃−1� = 𝑃𝐷1𝐷2𝑃−1 = 𝑃𝐷2𝐷1𝑃−1 = �𝑃𝐷2𝑃−1� �𝑃𝐷1𝑃−1� = 𝐵𝐴.

⟸ ) Procediamo con una dimostrazione costruttiva. Sappiamo che:
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n Poiché𝐴 è diagonalizzabile esistono v1, … , v𝑛 base di 𝑉 composta da autovettori di
𝐴;

n Poiché 𝐵 è diagonalizzabile si ha 𝑉 = 𝑊1 ⊕ … ⊕𝑊𝑟 con𝑊𝑗 autospazi di 𝐵.
Consideriamo v1 ∈ 𝑉. Esso si scrive inmodo unico come

v1 = w1,1 + … +w1,𝑟 conw1,𝑗 ∈ 𝑊𝑗, ∀ 𝑗 = 1, … , 𝑟.

v1 è autovettore di𝐴 relativo all’autovalore di 𝜆1, dunque𝐴v1 = 𝜆1v. Moltiplichiamo v1
per𝐴:

𝐴.v1 = 𝐴.w1,1 + … + 𝐴.w1,𝑟
q

𝜆1v1 = 𝜆1w1,1 + … + 𝜆1w1,𝑟

Dal lemma appena dimostrato, da𝐴.𝑊𝑗 ⊆ 𝑊𝑗, ∀ 𝑗, segue che𝐴.w𝑗 ∈ 𝑊𝑗. Per la chiusura
di𝑊𝑗 rispetto al prodotto per uno scalare, abbiamo anche 𝜆w𝑗 ∈ 𝑊𝑗, ∀ 𝑗. Siccome in una
somma diretta la decomposizione è unica, deduciamo che

𝐴.w1,1 = 𝜆1w1,1, … , 𝐴.w1,𝑟 = 𝜆1w1,𝑟.

In altre parole,∀𝑗, w1,𝑗 è 0 oppure un autovettore di𝐴 e, per ipotesi, anche di 𝐵. Procedia-
mo allo stessomodo tutti i vettori della base v1, … , v𝑛: si ha che v𝑖 = w𝑖,1 +…+w𝑖,𝑟 e∀𝑖, 𝑗,
w𝑖,𝑗 è 0 oppure un autovettore comune di𝐴 e 𝐵. Otteniamo un insieme �w𝑖,𝑗� di autovettori
comuni di𝐴 e 𝐵. Per costruzione, lo span lineare dei �w𝑖,𝑗� contiene {v1, … , v𝑛} e pertanto è
necessariamente pari a 𝑉! In altre parole, �w𝑖, 𝑗� è un sistema di generatori di 𝑉 e possiamo
estrarre da esso una base di 𝑉 costituita di autovettori comuni ad𝐴 e a 𝐵.

10.3 polinomi e matrici

Ricordiamo... Dato un campo𝕂, indichiamo con𝕂 [𝑡] l’anello dei polinomi a coeffi-
cienti in𝕂 nella variabile 𝑡; un suo elemento 𝑓 (𝑡) ∈ 𝕂 [𝑡] è della forma:

𝑓 (𝑡) = 𝑏𝑛𝑡𝑛 + 𝑏𝑛−1𝑡𝑛−1 + … + 𝑏1𝑡 + 𝑏0 con 𝑏𝑖 ∈ 𝕂

Finora abbiamo sempre valutato i polinomi in valori del campo𝕂. Possiamo invece valutarli

in unamatrice in𝕂𝑛,𝑛? Dopotutto, la somma di matrici e lamoltiplicazione per uno scalare sono
operazioni interne a𝕂𝑛,𝑛 e pertanto potremmo pensare che sia lecito. Tuttavia, presi i poli-
nomi 𝑝 così come sono, non sarebbe ben definita 𝑝 (𝐴) a causa del termine noto; infatti, non

possiamo sommare uno scalare ad unamatrice! Per ovviare a questo problema, quando valu-

tiamo un polinomio in unamatrice𝐴 ‘‘correggiamo” il termine noto con lamatrice identità

𝐼:
𝑓 (𝐴) ≔ 𝑏𝑛𝐴𝑛 + 𝑏𝑛−1𝐴𝑛−1 + … + 𝑏1𝐴 + 𝑏0𝐼 con 𝑏𝑖 ∈ 𝕂

In questomodo, 𝑓 (𝐴) ∈ 𝕂𝑛,𝑛.

Esempio. Preso 𝑓 (𝑡) = 𝑡2 − 3, il polinomio valutato nella matrice𝐴 è 𝑓 (𝐴) = 𝐴2 − 3𝐼.

Osservazione. Dati 𝑓, 𝑔 ∈ 𝕂 [𝑡] e𝐴 ∈ 𝕂𝑛,𝑛, si ha:

n �𝑓 + 𝑔� (𝐴) = 𝑓 (𝐴) + 𝑔 (𝐴).
n �𝑓𝑔� (𝐴) = 𝑓 (𝐴) 𝑔 (𝐴)
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Dimostrazione. Prendiamo i polinomi

𝑓 (𝑡) = 𝑏𝑛𝑡𝑛 + 𝑏𝑛−1𝑡𝑛−1 + … + 𝑏1𝑡 + 𝑏0𝑔 (𝑡) = 𝑐𝑛𝑡𝑛 + 𝑐𝑛−1𝑡𝑛−1 + … + 𝑐1𝑡 + 𝑐0

e valutiamoli entrambi in𝐴:

𝑓 (𝐴) = 𝑏𝑛𝐴𝑛 + 𝑏𝑛−1𝐴𝑛−1 + … + 𝑏1𝐴 + 𝑏0𝐼𝑔 (𝐴) = 𝑐𝑛𝐴𝑛 + 𝑐𝑛−1𝐴𝑛−1 + … + 𝑐1𝐴 + 𝑐0𝐼.

I La somma è ovvia.

II Il prodotto è garantito dalla commutatività delle potenze di matrici.

10.4.1 Ideale di unamatrice

Definizione 10.4.1. (Ideale di unamatrice).

Data𝐴 ∈ 𝕂𝑛,𝑛, definiamo l’ideale dellamatrice come

𝐼𝐴 ≔ �𝑓 ∈ 𝕂 [𝑡] ∣ 𝑓 (𝐴) = 𝑂�

Osservazione.
n 0 ∈ 𝐼𝐴.
n 𝐼𝐴 ≠ {0}; infatti, se consideriamo le seguenti 𝑛2 + 1matrici in𝕂𝑛,𝑛:

𝐼, 𝐴, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑛2

Per il lemmadi Steinitzquestematrici sononecessariamente linearmente dipendenti, da-

to che superano in numero dim𝕂𝑛,𝑛 = 𝑛2, cioè esistono i coefficienti 𝑎0, … , 𝑎𝑛2 ∈
𝕂 non tutti nulli tali che

𝑎0𝐼 + 𝑎1𝐴 + 𝑎2𝐴2 + … + 𝑎𝑛2𝐴𝑛
2 = 𝑂

Allora 𝑝 (𝑡) = 𝑎𝑛2𝑡𝑛
2 + … + 𝑎2𝑡2 + 𝑎1𝑡 + 𝑎0 è un polinomio non nullo in 𝐼𝐴.

n 𝐼𝐴 soddisfa giustamente la definizione di ideale di𝕂 [𝑡]:
⋄ 𝐼𝐴 è un sottogruppo di (𝕂𝑛,𝑛, +).

�𝑓 + 𝑔� (𝐴) = 𝑓 (𝐴) + 𝑔 (𝐴) = 0 ⟹ 𝑓+ 𝑔 ∈ 𝐼𝐴

⋄ Assorbimento. Se ℎ ∈ 𝕂 [𝑡] si ha

�𝑓ℎ� (𝐴) = 𝑓 (𝐴)�
=𝑂

ℎ (𝐴) = 𝑂 ⟹ 𝑓ℎ ∈ 𝐼𝐴

10.4.2 Polinomiominimo

Proposizione 10.4.1. (Anello𝕂 [𝑡] è ad ideali principali).
L’anello𝕂 [𝑡] è ad ideali principali: se 𝐼 ⊆ 𝕂 [𝑡] è un ideale,∃𝑝 tale che 𝐼 = �𝑝�. Il generatore 𝑝 è unico
ameno di moltiplicazione per scalari non nulli, se prendiamo 𝑝monico allora è unico.

Dimostrazione. Sia 𝑝 ∈ 𝐼 un polinomio non nullo di gradominimo tra i polinomi in 𝐼𝐴.
Se 𝑝 è costante, allora 𝐼 = 𝕂 [𝑡] = (1) = �𝑝�. Supponiamo allora 𝑝 non costante. Vogliamo
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mostrare che 𝑝 genera 𝐼. Prendiamo 𝑓 ∈ 𝐼 e dividiamolo per 𝑝:

𝑓 (𝑡)�
∈𝐼

= 𝑝 (𝑡) 𝑞 (𝑡)���������
∈𝐼per assorbimento

+𝑟 (𝑡)

Con 𝑟 (𝑡)polinomio con deg 𝑟 < deg 𝑝. Notiamo che anche 𝑟 (𝑡) ∈ 𝐼per esserevera l’equazio-
ne di sopra; in particolare, per la minimalità del grado di 𝑝 non può esserci un polinomio
in 𝐼 di gradominore di 𝑝, dunque 𝑟 ≡ 0. Allora 𝑝 divide 𝑓 e dunque ogni polinomio in 𝐼 è
generato da 𝑝: 𝐼 ≡ �𝑝�. Se 𝐼 = �𝑝� = �𝑝̃�, allora 𝑝, 𝑝̃ ∈ 𝐼 e dunque 𝑝 divide ed è diviso da 𝑝̃,
cioè 𝑝 = 𝜆𝑝̃ con 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}. Se 𝑝 èmonico, l’unico coefficiente 𝜆 per cui si ha 𝑝 = 𝜆𝑝̃ è 1, e
dunque 𝑝 = 𝑝̃, cioè 𝑝 è unico.

Definizione 10.4.2. (Polinomiominimo).

Sia 𝐴 ∈ 𝕂𝑛,𝑛 e sia 𝐼𝐴 ideale dei polinomi che si annullano in 𝐴. Il polinomiominimo

𝑚𝐴 (𝑡)di𝐴 è il generatoremonicodi 𝐼𝐴, ossia è il polinomiomonico nonnullo di gradominimo
tra i polinomi in 𝐼𝐴.

Esempio. Cerchiamo il polinomiominimo della seguentematrice.

𝐴 = �
0 1
1 0 � 𝐴2 = �

0 1
1 0 � �

0 1
1 0 � = �

1 0
0 1 � = 𝐼

Notiamo che𝐴2 − 𝐼 = 𝑂, dunque 𝑝 (𝑡) = 𝑡2 − 1 ∈ 𝐼𝐴. Poiché𝑚𝐴 (𝑡) ∣ 𝑝 (𝑡), esso può essere
solo 𝑡 − 1, 𝑡 + 1, 𝑡2 − 1. Escludiamo sempre il caso𝑚𝐴 (𝑡) = 1, in quanto allora si avrebbe
𝐼𝐴 = 𝕂 [𝑡] e ciò non èmai vero per questo anello: i polinomi di grado 0 non si annullano
in generale sulle matrici!. Se fosse 𝑚𝐴 (𝑡) = 𝑡 − 1, allora 𝑚𝐴 (𝐴) = 𝐴 − 𝐼 ≠ 𝑂 e dunque
𝑡 − 1 ∉ 𝐼𝐴. In modo analogo se𝑚𝐴 (𝑡) = 𝑡 + 1 si ha 𝐴 + 𝐼 ≠ 0 e dunque 𝑡 − 1 ∉ 𝐼𝐴. L’unica
possibilità è allora𝑚𝐴 (𝑡) = 𝑡2 − 1.

Osservazione. Se𝐴 e 𝐵 sono simili, allora 𝐼𝐴 = 𝐼𝐵 ⊆ 𝕂 [𝑡] e quindi𝑚𝐴 (𝑡) = 𝑚𝐵 (𝑡).

Dimostrazione. Sia𝑀 ∈ GL (𝑛, 𝕂) la matrice che rende𝐴 simile a 𝐵: 𝐵 = 𝑀−1𝐴𝑀. Le
potenze di matrici simili sono simili anch’esse:

𝐵 = 𝑀−1𝐴𝑀
𝐵2 = 𝑀−1𝐴2𝑀
…
𝐵𝑘 = 𝑀−1𝐴𝑘𝑀

Se 𝑝 (𝑡) = 𝑐𝑑𝑡𝑑 + … + 𝑐0, allora

𝑀−1𝑝 (𝐴)𝑀 = 𝑀−1 �𝑐𝑑𝐴𝑑 + … + 𝑐0𝐼 �𝑀 = 𝑐𝑑 �𝑀−1𝐴𝑑𝑀� + … + 𝑐1 �𝑀−1𝐴𝑀� + 𝑐0𝐼 =

= 𝑐𝑑𝐵𝑑 + … + 𝑐1𝐵 + 𝑐0𝐼 = 𝑝 (𝐵)

ossia𝑀−1𝑝 (𝐴)𝑀 = (𝐵). Pertanto, 𝑝 (𝐴) = 𝑂 se e solo se 𝑝 (𝐵) = 𝑂, cioè se 𝐼𝐴 = 𝐼𝐵.

10.5 teorema di cayley-hamilton
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Ricordiamo... Ricordiamoalcunedefinizioni e proprietà utili legate aldeterminante:
n Il complemento algebrico �𝑖, 𝑗� di unamatrice quadrata𝑀 è

𝑀𝑖,𝑗 = (−1)𝑖+𝑗 det �
matrice ottenuta da𝑀 cancellando

la riga 𝑖 e la colonna 𝑗 � .

n Lamatrice aggiunta adj (𝑀) di unamatrice quadrata𝑀 è la matrice �𝑀𝑖,𝑗� che, al
posto �𝑖, 𝑗� ha il complemento algebrico𝑀𝑗,𝑖.

a

n La regola di Laplace afferma che

adj (𝑀)𝑀 = 𝑀adj (𝑀) = det (𝑀) 𝐼.

Inoltre, se det (𝑀) ≠ 0, allora

𝑀−1 =
1

det𝑀
adj (𝑀) .

n Il polinomio caratteristico di𝐴 è

𝐶𝐴 (𝑡) = det (𝑡𝐼 − 𝐴) = (−1)𝑛 det (𝐴 − 𝑡𝐼 ) .

In particolare, il polinomio caratteristico è un polinomiomonico.

aAttenzione all’ordine degli indici!

Osservazione. Unamatrice i cui elementi sono polinomi in𝕂 [𝑡] può essere scritta in
modo unico come polinomio in 𝑡 con coefficienti delle matrici in𝕂𝑛,𝑛.

Esempio.

�
2𝑡2 3𝑡 + 1

𝑡2 − 4𝑡 0 � = �
2 0
1 0 � 𝑡2 + �

0 3
−4 0 � 𝑡 + �

0 1
0 0 �

Teorema 10.6.1. (Teoremadi Cayley-Hamilton).

Sia𝐴 ∈ 𝕂𝑛,𝑛. Allora 𝐶𝐴 (𝑡) ∈ 𝐼𝐴, cioè 𝐶𝐴 (𝐴) = 0. In altre parole,𝑚𝐴 (𝑡) divide 𝐶𝐴 (𝑡). In particolare,
deg𝑚𝐴 (𝑡) ≤ 𝑛.

Dimostrazione. Sia𝑀 ≔ 𝑡𝐼 − 𝐴. Allora

𝐶𝐴 (𝑡) = det𝑀 = 𝑡𝑛 + 𝑏𝑛−1𝑡𝑛−1 + … + 𝑏1𝑡 + 𝑏0.

Consideriamo l’aggiunta di 𝑀, adj (𝑀) = adj (𝑡𝐼 − 𝐴). Poiché gli elementi di 𝑡𝐼 − 𝐴 sono
polinomi in𝕂 [𝑡] di gradominore o uguale di 1 e gli elementi di adj (𝑀) sono polinomi in
𝕂 [𝑡] di gradominore o uguale di 𝑛 − 1, adj (𝑀) si scrive come polinomio di gradominore
e uguale a 𝑛 − 1 con coefficienti in𝕂𝑛,𝑛 grazie all’osservazione di pag. 168.

adj (𝑀) = 𝐶𝑛−1𝑡𝑛−1 + 𝐶𝑛−2𝑡𝑛−2 + … + 𝐶1𝑡 + 𝐶0, 𝐶𝑖 ∈ 𝕂𝑛,𝑛.
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Usando la regola di Laplace:

𝑀adj (𝑀) = det (𝑀) 𝐼
⇓

(𝑡𝐼 − 𝐴) adj (𝑀) = 𝐶𝐴 (𝑡) 𝐼 = �𝑡𝑛 + 𝑏𝑛−1𝑡𝑛−1 + … + 𝑏1𝑡 + 𝑏0� 𝐼
q q

(𝑡𝐼 − 𝐴) �𝐶𝑛−1𝑡𝑛−1 + 𝐶𝑛−2𝑡𝑛−2 + … + 𝐶1𝑡 + 𝐶0� 𝑡𝑛𝐼 + 𝑏𝑛−1𝑡𝑛−1𝐼 + … + 𝑏1𝑡𝐼 + 𝑏0𝐼

q
𝐶𝑛−1𝑡𝑛 + 𝐶𝑛−2𝑡𝑛−1 + … + 𝐶1𝑡2 + 𝐶0𝑡+
−𝐴𝐶𝑛−1𝑡𝑛−1 − 𝐴𝐶𝑛−2𝑡𝑛−2 + … − 𝐴𝐶1𝑡 + 𝐴𝐶0

Uguagliamo idue termini evidenziati, sommando lematrici coefficienti terminea termine.

Si ha il sistema ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐶𝑛−1 = 𝐼 ∶ 𝑡𝑛

𝐶𝑛−2 − 𝐴𝐶𝑛−1 = 𝑏𝑛−1𝐼 ∶ 𝑡𝑛−1

𝐶𝑛−3 − 𝐴𝐶𝑛−2 = 𝑏𝑛−2𝐼 ∶ 𝑡𝑛−2

⋮
𝐶0 − 𝐴𝐶1 = 𝑏1𝐼 ∶ 𝑡
−𝐴𝐶0 = 𝑏0𝐼 ∶ 1

Sostituiamo a cascata le equazioni dalla seconda in poi:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐶𝑛−2 = 𝐴 + 𝑏𝑛−1𝐼
𝐶𝑛−3 = 𝐴2 + 𝑏𝑛−1𝐴 + 𝑏𝑛−2𝐼
⋮
𝐶0 = 𝐴𝑛−1 + 𝑏𝑛−1𝐴𝑛−2 + … + 𝑏1𝐼

Sostituiamo 𝐶0 nell’ultima:

𝐴𝑛 + 𝑏𝑛−1𝐴𝑛−1 + … + 𝑏1𝐴 + 𝑏0𝐼�������������������������������������������
𝐶𝐴(𝐴)

= 𝑂.

Abbiamo dunque ottenuto la tesi.

Osservazione. Poiché𝑚𝐴 (𝑡) divide 𝐶𝐴 (𝑡), allora 𝐶𝐴 (𝑡) = 𝑚𝐴 (𝑡) 𝑞 (𝑡), con 𝑞 (𝑡) ∈ 𝕂 [𝑡].
In altre parole, le radici del polinomiominimo sono autovalori.

Il seguente teorema afferma un legame ancora più forte tra polinomiominimo e autovalori

di unamatrice.

Teorema 10.6.2. (Radici del polinomiominimo sonoautovalori di𝐴 e vicever-
sa).

Sia 𝐴 ∈ 𝕂𝑛,𝑛 e 𝑚𝐴 (𝑡) il suo polinomio minimo. Allora, preso 𝜆 ∈ 𝕂, 𝑚𝐴 (𝜆) = 0 se e solo se
𝜆 è un autovalore di𝐴.

Dimostrazione.

⟹ ) Segue dal teorema di Cayley-Hamilton perché se𝑚𝐴 (𝜆) = 0, allora 𝐶𝐴 (𝜆) = 0 e
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quindi 𝜆 è autovalore.
⟸ ) Sia 𝜆 un autovalore di𝐴 con autovettore associato v. Si ha

𝐴v = 𝜆v
𝐴2v = 𝐴 (𝐴v) = 𝐴 (𝜆v) = 𝜆𝐴v = 𝜆2v.

Iterando il procedimento, si arriva a 𝐴𝑘v = 𝜆𝑘v. Un generico polinomio 𝑝 (𝑡) ∈ 𝕂 [𝑡] si
può esprimere come

𝑝 (𝑡) =
𝑑

∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝑡𝑖 𝑐𝑖 ∈ 𝕂

allora

𝑝 (𝐴) =
𝑑

∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝐴𝑖𝑒𝑛𝑡

e dunque

𝑝 (𝐴)v =
⎛
⎜⎜⎜⎝
𝑑

∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝐴𝑖
⎞
⎟⎟⎟⎠v =

𝑑

∑
𝑖=0

𝑐𝑖 �𝐴𝑖v� =
𝑑

∑
𝑖=0

𝑐𝑖 �𝜆𝑖v� =
⎛
⎜⎜⎜⎝
𝑑

∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝜆𝑖
⎞
⎟⎟⎟⎠

�����������
∈𝕂

v = 𝑝 (𝜆)v

Consideriamo ora un polinomio 𝑝 ∈ 𝐼𝐴. Per sua definizione 𝑝 (𝐴) = 0; in particolare, da
quanto scritto sopra

𝑂v = 𝑝 (𝜆)v

e, essendo 𝑣 un autovettore, 𝑣 ≠ 0; dall’equazione sopra necessariamente segue 𝑝 (𝜆) = 0.
In particolare, essendo 𝑝 ∈ 𝐼𝐴 generato dal polinomiominimo𝑚𝐴, cioè 𝑝 (𝑡) = 𝑚𝐴 (𝑡) 𝑞 (𝑡)
con 𝑞 (𝑡) ≠ 0, segue che𝑚𝐴 (𝜆) = 0.

10.7 forma canonica di jordan

D’ora in poi, se non altresì specificato, considereremo𝕂 = ℂ, cioè tratteremo di matrici
𝐴 ∈ ℂ𝑛,𝑛 e endomorfismi fra spazi vettoriali complessi.

Osservazione. Poichéℂ è algebricamente chiuso, ogni polinomio 𝑝 ∈ ℂ [𝑡] si fatto-
rizza completamente come prodotto di fattori lineari:

𝐶𝐴 (𝑡) = (𝑡 − 𝜆1)
𝑚1 … (𝑡 − 𝜆𝑟)

𝑚𝑟 con𝑚𝑖molteplicità algebrica di 𝜆𝑖

Nel caso del polinomiominimo, si ha

𝑚𝐴 (𝑡) = (𝑡 − 𝜆1)
ℎ1 … (𝑡 − 𝜆𝑟)

ℎ𝑟 con 1 ≤ ℎ𝑖 ≤ 𝑚𝑖 ∀𝑖 = 1, … , 𝑟.

Come altra conseguenza, ogni matrice 𝑛 × 𝑛 ammette 𝑛 autovalori complessi, contati con
le loromolteplicità.

Sia𝐴 ∈ ℂ𝑛,𝑛 unamatrice associata a un endomorfismo𝑓 ∶ 𝑉 𝑉. Se𝑓 è diagonalizzabile,
esiste una base in cui la matrice di 𝑓 è diagonale. Anche quando la matrice non è diago-
nalizzabile vogliamo comunque cercare una base in cui la matrice di 𝑓 sia particolarmente
semplice.
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Definizione 10.7.1. (Bloccodi Jordan).

Unbloccodi Jordan 𝐽 = 𝐽𝑘 (𝜆), di autovalore𝜆 ∈ ℂ edimensione 𝑘, è unamatrice quadrata
𝑘 × 𝑘 con sulla diagonale solo l’autovalore e sopra ogni elemento della diagonale 1:

𝐽 = 𝐽𝑘 (𝜆) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆 1 0 … 0
0 𝜆 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ 1 0
⋮ 𝜆 1
0 … … 0 𝜆

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Osservazioni.
n 𝐽 è determinato da 𝜆 e 𝑘.
n Il polinomio caratteristico di 𝐽 è 𝐶𝐽 (𝑡) = (𝑡 − 𝜆)𝑘, cioè 𝜆 è l’unico autovalore di 𝐽 con

molteplicità algebrica 𝑘.

Osservazione. Definiamo il blocco di Jordan di dimensione 𝑘 con autovalore zero,
necessario per calcolare l’autospazio 𝑉𝜆:

𝑁 = 𝐽 − 𝜆𝐼 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 … 0
0 0 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ 1 0
⋮ 0 1
0 … … 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Si ha che rk𝑁 = 𝑘 − 1, quindi dim 𝑉𝜆 = dimker𝑁 = 𝑘 − rk𝑁 = 1, cioè 𝐽 non è mai
diagonalizzabile se 𝑘 > 1, dato che 1 = dim 𝑉𝜆 ≤ 𝑚𝜆 = 𝑘. Se la baseℬ dello spazio 𝑉 a 𝐽 è
{e1, … , e𝑘}, notiamo che e1 è l’unico autovettore di𝑁 e 𝑉𝜆 = ℒ (e1). Si vede che 𝐽 agisce in
modo particolare sui vettori diℬ:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐽e1 = 𝜆e1
𝐽e2 = e1 + 𝜆e2
…
𝐽e𝑘 = e𝑘−1 + 𝜆e𝑘

Anche𝑁 agisce inmodo altrettanto particolare sui vettori diℬ:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑁e1 = 0
𝑁e2 = e1
…
𝑁e𝑘 = e𝑘−1

Cominciando da e𝑘 e applicando𝑁 ripetutamente otteniamo gli altri vettori della base.

e1 e2 … e𝑘−1 e𝑘
𝑁 𝑁 𝑁 𝑁
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Ad esempio, con𝑁 2 si ha:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑁 2e1 = 0
𝑁 2e2 = 𝑁 (𝑁e2) = 𝑁e1 = 0
…
𝑁 2e𝑘 = 𝑁 (𝑁e𝑘) = 𝑁e𝑘−1 = e𝑘−2

Infatti, se guardiamo lamatrice𝑁 2, si ha

𝑁 2 = (𝐽 − 𝜆𝐼 )2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 … 0
⋮ ⋱ 0 1 ⋮

⋱ 0 1
⋮ ⋱ 0
0 … … … 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Si ha dunque, ad ogni potenza successiva di𝑁, lo ‘‘spostamento” della diagonale di 1verso
destra. In particolare,

𝑁 𝑘−1 = (𝐽 − 𝜆𝐼 )𝑘−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 … … 0 1
⋮ ⋱ 0

⋮
⋮ ⋱ ⋮
0 … … … 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

3 in questo caso con i vettori della base si ha la relazione

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑁 𝑘−1e𝑖 = 0 ∀𝑖 = 1, … , 𝑘 − 1
…
𝑁 𝑘−1e𝑘 = e1

Studiando l’immaginedell’applicazione associata ad𝑁, poiché la base dell’immagine sono
i vettori colonna linearmente indipendenti, si ha Im𝑁 𝑘−1 = ℒ (𝑒1). Come già affermato
dunque, è e𝑘 a determinare l’intera base di 𝑉 tramite la moltiplicazione per 𝑁. Notiamo
inoltre che𝑁 𝑘 = 𝑂, cioè𝑁 è unamatrice nilpotente di ordine 𝑘.

Definizione 10.7.2. (Formadi Jordan).

Una matrice quadrata si dice in forma di Jordan se ha solo blocchi di Jordan lungo la

diagonale, mentre altrove è nulla.
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Esempio. La seguentematrice 9 × 9 è in forma di Jordan con 𝐽3 (2), 𝐽2 (𝑖), 𝐽3 (𝑖) e 𝐽1 (−4):

𝐴 =

2 1 0 0 0 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝑖 1 0 0 0 0
0 0 0 0 𝑖 0 0 0 0
0 0 0 0 0 𝑖 1 0 0
0 0 0 0 0 0 𝑖 1 0
0 0 0 0 0 0 0 𝑖 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −4

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Osservazione. Unamatrice diagonale è in forma di Jordan, con solo blocchi di ordine 1
(cioè senza alcun 1 sopra la diagonale).

Osservazione. Se𝐴 è in formadi Jordan, sulladiagonale compaiono tutti gli autovalori
con la loromolteplicità. Dunque, se 𝜆 è un autovalore, la somma delle dimensioni dei blocchi
relativi a 𝜆 è uguale allamolteplicità algebrica𝑚𝜆 di 𝜆:

𝑚𝜆 = ∑dimensioni dei blocchi relativi a 𝜆.

Teorema 10.7.1. (Esistenza e unicità della formadi Jordan).

Sia 𝑉 uno spazio vettoriale complesso di dim 𝑛 e 𝑓 un endomorfismo di 𝑉. Allora esiste una base di 𝑉
in cui la matrice di 𝑓 è in forma di Jordan. Inoltre, la forma di Jordan è unica a meno dell’ordine dei
blocchi. In termini matriciali, ogni𝐴 ∈ ℂ𝑛,𝑛 è simile ad unamatrice in forma di Jordan, unica ameno
dell’ordine dei blocchi,

𝐽 = 𝑃−1𝐴𝑃

dove 𝑃 è la matrice del cambiamento di base che presenta, nelle colonne, la base che mette𝐴 in forma di

Jordan.

10.7.1 Autospazi generalizzati

Per dimostrare il teorema appena enunciato, faremouso di un concetto nuovo: quello di auto-

spazio generalizzato. Prima di definirlo, ricordiamo alcune proprietà legate agli endomorfismi

che ci torneranno utili.

Definizione 10.7.3. (Spazio vettoriale invariante).

Uno spazio vettoriale 𝑉 si dice invariante per un endomorfismo 𝑓 se 𝑓 (𝑉 ) ⊆ 𝑉. Se𝐴 è la
matrice associata all’endomorfismo rispetto ad una base fissata, si scrive anche𝐴𝑉 ⊆ 𝑉.

Osservazione. Supponiamo che 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊, con 𝑈 e𝑊 sottospazi di 𝑉; supponiamo
inoltre i due sottospazi 𝑈 e𝑊 siano invarianti per 𝑓 endomorfismo, dunque 𝑓 (𝑈 ) ⊆ 𝑈 e
𝑓 (𝑊 ) ⊆ 𝑊. Prese una baseℬ𝑈 di 𝑈 e una baseℬ𝑊 di𝑊, la baseℬ =ℬ𝑈 ∪ ℬ𝑊 è una base
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di 𝑉 e la matrice di 𝑓 rispetto a questa base è a blocchi.

𝐴 = �
B 0

0 C �

n 𝐵 è quadrata, di ordine dim 𝑈 ed è associata a𝑓∣𝑈 ∶ 𝑈 𝑈 rispetto aℬ𝑈.

n 𝐶 è quadrata, di ordine dim𝑊 ed è associata a𝑓∣𝑊 ∶ 𝑊 𝑊 rispetto aℬ𝑊.

Definizione 10.7.4. (Autospazio generalizzato).

Data una funzione 𝑓 ∶ 𝑉 𝑉 e 𝐴 una matrice associata ad 𝑓; sia 𝜆 un autovalore di

𝑓,a 𝑉𝜆 = ker �𝑓 − 𝜆𝐼𝑑� = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) l’autospazio di 𝜆 e𝑚𝜆 la molteplicità algebrica di 𝜆.
Allora l’autospazio generalizzato di 𝜆 è

̃𝑉 = ker �𝑓 − 𝜆𝐼𝑑�
𝑚𝜆 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑚𝜆 .

aNe esiste almeno uno perché operiamo inℂ.

Proprietà 10.7.1. (Proprietà degli autospazi generalizzati).

1. 𝑉𝜆 ⊆ ̃𝑉𝜆.

2. ̃𝑉𝜆 è invariante per𝐴, cioè𝐴 ̃𝑉𝜆 ⊆ ̃𝑉𝜆.

3. dim ̃𝑉𝜆 = 𝑚𝜆.

4. 𝑓∣ ̃𝑉𝜆
∶ ̃𝑉𝜆 ̃𝑉𝜆 ha polinomio caratteristico (𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆 .

5. Se 𝜆1, … , 𝜆𝑟 sono tutti gli autovalori di𝐴, si ha

𝑉 = ̃𝑉𝜆1 ⊕ … ̃𝑉𝜆𝑟

Dimostrazione. Fissiamo un autovalore 𝜆 di 𝐴. Analizziamo le potenze (𝐴 − 𝜆𝐼 ), i
loro nuclei e le loro immagini.

I Se v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ, allora, per definizione:

(𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ v = 0
⟹ (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1

v = (𝐴 − 𝜆𝐼 ) (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ v = 0
⟹ v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1

⟹ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1

Al crescere di ℎ
{0} ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )2 ⊆ … ,

cioè il nucleo della potenza ℎ è contenuto in tutti quelli successivi. In particolare

𝑉𝜆 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑚𝜆 ⟹ 𝑉𝜆 ⊆ ̃𝑉𝜆,

dimostrando così la prima proprietà.
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II Inmodo analogo, sew ∈ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ, per definizione esiste v ∈ 𝑉 tale che

𝑤 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ v = (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ−1 ((𝐴 − 𝜆𝐼 )v)
⟹ w ∈ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ−1

⟹ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ−1 ⊇ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ

Al crescere di ℎ
𝑉 ⊇ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⊇ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )2 ⊇ … ,

cioè l’immagine della potenza ℎ contiene tutte quelle successive. Possiamomostra-
re come tutti gli spazi finora visti, ossia nuclei e immagini delle potenze (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ,
sono invarianti:

n Se v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ:

0 = 𝐴0 = 𝐴 �(𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ v�
a

= (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ𝐴v
⟹ 𝐴v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ

⟹ 𝐴 �ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ� ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ

Abbiamo dunque appena dimostrato l’invarianza dello spazio ̃𝑉𝜆.

n Sew ∈ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ esiste v tale che:

w = (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ v ⟹ 𝐴w = 𝐴 (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ v
b

= (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ (𝐴v)
⟹ 𝐴w ∈ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ

⟹ 𝐴 �Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ� ⊆ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ

III Per trovare la dimensione dell’autospazio generalizzato, sappiamo che

ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1

Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ ⊇ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1

Allora, seapplichiamoil teoremanullitàpiù rangoalleapplicazioni (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ e (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1

in 𝑉,
dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ + dim Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ

q
𝑛 = dim 𝑉

q
dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1 + dim Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1

Ne consegue che

ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1 ⟺ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ = Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ+1 .

Siccome𝑉hadimensionefinita, la successione crescente (I) dei nuclei delle potenze
ad un certo punto deve stabilizzarsi, cioè deve esserci un’uguaglianza per tutti gli

elementi successivic. Denotiamo con 𝑝 il più piccolo intero tale che:

ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝+1
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Mostriamo che per ogni ℎ ≥ 𝑝 valgano le seguenti relazioni:

ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝

Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ = Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝

È sufficientemostrarlo per i nuclei, dato chevale anche per le immagini per nullità

più rango. Sia v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ ⊇ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 con ℎ ≥ 𝑝 + 2.d Allora:

0 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 v = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝+1 �(𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ−𝑝−1
v����������������������

∈ker(𝐴−𝜆𝐼 )ℎ=ker(𝐴−𝜆𝐼 )𝑝

⟹ 0 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 �(𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ−𝑝−1
v� = (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ−1

v

⟹ v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )ℎ−1

Iterando in questomodo, otterremo 𝑣 ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝+1 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝. Dunque,
come conseguenza del termine stabilizzatore, tutti i sottospazi ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑘 con
𝑘 < 𝑝 sono strettamente contenuti in quelli successivi fino al termine 𝑝-esimo,
mentre Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑘 contengono strettamente quelli successivi fino al 𝑝-esimo.

{0} ⫋ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⫋ … ⫋ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝

𝑉 ⫌ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⫌ … ⫌ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝

n Si ha 𝑝 ≥ 1: se fosse 𝑝 = 0, si avrebbe ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) = {0} e dunque nessun
autovettore o autovalore.

n Si ha dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 ≥ 𝑝: poiché nella successione abbiamo delle in-
clusioni strette, fra un termine e il suo successivo la dimensione deve

aumentare di almeno 1.
Mostriamo ora che i termini 𝑝-esimi delle due successioni sono in somma diretta,
in particolare dobbiamo solo dimostrare che

ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = {0} .

Infatti, preso u ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝, ∃v ∈ 𝑉 ∶ u = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 v. Ma

0 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 u = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 v = (𝐴 − 𝜆𝐼 )2𝑝 v
⟹ v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )2𝑝 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 ⟹ u = 0

Per nullità più rango si ha dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 + dim Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝) = dim 𝑉; segue
che

𝑉 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 ⊕ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 .

In particolare sappiamo che, per l’osservazione a pag. 173, rispetto ad una ba-

se di 𝑉 opportuna la matrice associata 𝐴 è a blocchi, di cui i due non nulli sono

uno codificato dalla restrizione dell’endomorfismo a ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝, mentre l’altro
dalla restrizione a Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝. Consideriamo allora queste due restrizioni ai
sottospazi:

𝜑 ∶ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝
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𝜓 ∶ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝

Facciamo le seguenti considerazioni.
n 𝜆 è l’unico autovalore di𝜑.Definiamo lamatrice 𝐵 associata a𝜑. Sappia-

mo che (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 annulla tutti i vettori di ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝. Dunque, la restrizione
di𝐴−𝜆𝐼 su di esso, cioé𝐵−𝜆𝐼 (associata all’applicazione𝜑−𝜆𝐼𝑑), è endomorfi-
smo nilpotente di ordine 𝑝. In altre parole, l’applicazione (𝜑 − 𝜆𝐼𝑑)𝑝 si annulla
se valutata su unvettore (non nullo) v appartenente al dominio ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝.
Ciò equivale a dire che:

(𝐵 − 𝜆𝐼 )𝑝 v = 0

Ma ciò significa che (𝐵 − 𝜆𝐼 )𝑝 = 0. Preso allora il polinomio 𝑝 (𝑡) = (𝑡 − 𝜆)𝑝

appartiene all’ideale di 𝐵 (cioè all’ideale di𝜑), in particolare 𝜆 è autovalore
di𝜑 (perché𝑝 (𝜆) = 0 ⟹ 𝑚𝐵 (𝜆) = 0). Conseguentemente, se supponiamo
di avere 𝜇 come altro autovalore di 𝜑, si ha che 𝑚𝐵 (𝜇) = 0 ⟹ 𝑝(𝜇) =
0 ⟹ (𝜇 − 𝜆)𝑝 ⟹ 𝜇 = 𝜆. Si ha dunque l’unicità.

n 𝜆 non è autovalore di𝜓. Infatti, sia v ∈ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 ) per cui 𝜆 è il suo auto-
valore. Allora

𝜓 (v) = 𝜆v
e

⟺ 𝐴v = 𝜆v ⟺ (𝐴 − 𝜆𝐼 )v = 0
⟹ v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⊆ ker (𝐴 − 𝜆)𝑝

⟹ v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = {0}

Sapendodunque cheker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝∩Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = {0}, si hav = 0, pertanto
𝜆 non può essere autovalore di𝜓.

Riprendendo l’osservazione a pag. 173, scelte delle opportune basi, definiamo B la

matrice associata a 𝜑 e C la matrice associata a 𝜓 in modo da avere la matrice𝐴
associata a 𝑓 a blocchi.

𝐴 = �
B 0

0 C �

Usiamo questamatrice per calcolare il polinomio caratteristico:f

𝐶𝐴 (𝑡) = 𝐶𝐵 (𝑡) 𝐶𝐶 (𝑡)

n 𝐶𝐵 (𝑡) è il polinomio caratteristico di B, il cui unico autovalore è 𝜆; grazie
all’osservazione a pag. 170, possiamo dire che la molteplicità algebrica

di 𝜆 come autovalore di B è esattamente la dimensione dello spazio B. Il
polinomio caratteristico risulta.

(𝑡 − 𝜆)dimker(𝐴−𝜆𝐼 )𝑝 .

n 𝐶𝐶 (𝑡), in quanto𝜓 non ha l’autovalore 𝜆, non è divisibile per 𝑡 − 𝜆.
Segue che lamolteplicità algebrica di 𝜆 come autovalore della matriceB è la stessa
di quella come autovalore della matrice𝐴

𝑚𝜆 = dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 ≥ 𝑝
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da cui segue

ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑚𝜆 = ̃𝑉𝜆.

Dunque, sapendo che dim ̃𝑉𝜆 = dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = 𝑚𝜆, segue la proprietà 3.

IV Notiamo che l’endomorfismo 𝜑 definito nella dimostrazione precedente altro

non è che𝑓∣ ̃𝑉𝜆
∶ ̃𝑉𝜆 ̃𝑉𝜆, e abbiamo visto come il suo polinomio caratteristico

debba essere (𝑡 − 𝜆)𝑚𝜆.

V Non dimostreremo quest’ultimo punto.

a𝐴 e𝐴 − 𝜆𝐼 commutano.
bSi veda la nota precedente.
cInfatti, ogni inclusione potrebbe essere stretta e dunque la dimensione di questi sottospazi può

aumentare; tuttavia, essendo 𝑉 finito questi sottospazio non possono avere dimensionemaggiore di 𝑛.
dPoiché 𝑝 è tale per cui ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝+1

, il caso ℎ = 𝑝 + 1 è banalmente vero.
e𝐴v segue dalla definizione di𝜓 come restrizione dell’endomorfismo 𝑓.
fNelle ‘‘Note aggiuntive”, a pag. 287, si può trovare la dimostrazione della formula del determinante di

unamatrice a blocchi, su cui si basa la seguente formula.

Riassumendo, sappiamo ora che gli autospazi generalizzati sono invarianti e sono in somma

diretta tra loro.

𝑉 = ̃𝑉𝜆1 ⊕ … ⊕ ̃𝑉𝜆𝑟

Ora, per trovare una base che mette la matrice 𝐴 associata ad 𝑓 in forma di Jordan, basta
farlo in ogni autospazio generalizzato ̃𝑉𝜆𝑖, in cui l’unico autovalore è 𝜆𝑖 per le osservazioni
precedenti. In sostanza, quello che vogliamo fare è compiere una ‘‘separazione degli autovalori”.

Per calcolare l’autospazio generalizzato dovremmo calcolare ̃𝑉𝜆 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑚𝜆, ma basterà

calcolare invece ̃𝑉𝜆 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝. Nella sezione seguente dimostreremo l’esistenza della base
di ̃𝑉𝜆 che dà la forma di Jordan.

10.7.2 Esistenza della base dell’autospazio generalizzato che dà la forma di Jordan

Prima di procedere dimostriamo un lemma che servirà più avanti.

Lemma 10.7.1. (Dimensione intersezione immagine-nucleodi due funzioni).

Siano𝑓 ∶ 𝑈 𝑉 e𝑔 ∶ 𝑉 𝑊due applicazioni lineari. Si ha:

dim �Im 𝑓 ∩ ker 𝑔� = dim Im 𝑓 − dim Im �𝑔 ∘ 𝑓� = dimker �𝑔 ∘ 𝑓� − dimker 𝑓

Dimostrazione.

𝑈 𝑉 𝑊
𝑓 𝑔

Sia ℎ ≔ 𝑔∣Im𝑓 ∶ Im𝑓 𝑊. Si ha

dimker ℎ = dim Im 𝑓 − dim Im ℎ,

ma ker ℎ = Im 𝑓 ∩ ker 𝑔 e Im ℎ = 𝑔 �Im 𝑓� = Im �𝑔 ∘ 𝑓�, dunque

dimker ℎ = dim Im 𝑓 − dim Im ℎ
dim �Im 𝑓 ∩ ker 𝑔� = dim Im 𝑓 − dim Im �𝑔 ∘ 𝑓� .
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Per dimostrare la seconda uguaglianza, abbiamo

dim Im 𝑓 = dim 𝑈 − dimker 𝑓
dim Im �𝑔 ∘ 𝑓� = dim 𝑈 − dimker �𝑔 ∘ 𝑓�
⟹ dim Im 𝑓 − dim Im �𝑔 ∘ 𝑓� = dimker �𝑔 ∘ 𝑓� − dimker 𝑓

Dimostrazione. Ricordando la successione delle immagini (III)

𝑉 ⫌ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⫌ … ⫌ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝

intersechiamo ogni termine con 𝑉𝜆 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )

ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ∩ 𝑉 ⊇ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⊇ … ⊇ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 .

e poniamo

𝑆𝑖 ≔ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑖−1 .

In particolare, notiamo che:
n 𝑆1 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ∩ 𝑉 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) = 𝑉𝜆.
n 𝑆𝑝+1 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = {0} perché ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⫋ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 e

dunque 𝑆𝑝+1 ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = {0}.
n Può benissimo capitare che 𝑆𝑖 = 𝑆𝑖+1.

Riscriviamo con questa nuova denominazione la successione creata:

𝑉𝜆 = 𝑆1 ⊇ 𝑆2 ⊇ … ⊇ 𝑆𝑝

Costruiamo la base di ̃𝑉𝜆. Innanzitutto, scegliamo una base �𝑥1
1, … , 𝑥1

𝑟 � del sottospazio
più piccolo 𝑆𝑝. Per costruzione, 𝑥1

𝑖 ∈ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−1
, cioè

∀𝑖 = 1, … , 𝑟 ∃𝑥𝑝1 ∈ 𝑉 𝑥1
𝑖 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−1 𝑥𝑝𝑖

È lecito definire i vettori ‘‘intermedi” fra 𝑥𝑝𝑖 e 𝑥
1
𝑖 , ottenuti damoltiplicazioni successive

della matrice𝐴 − 𝜆𝐼 al vettore 𝑥𝑝𝑖 :

𝑥𝑝−1
𝑖 ≔ (𝐴 − 𝜆𝐼 ) 𝑥𝑝𝑖
𝑥𝑝−2
𝑖 ≔ (𝐴 − 𝜆𝐼 ) 𝑥𝑝−1

𝑖 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )2 𝑥𝑝𝑖
⋮

Per capire meglio le relazioni fra questi vettori ed altri che vedremo successivamente

nella dimostrazione, utilizziamo il seguente schema tratto da [Alb17]:
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𝑥𝑝𝑖

𝑥𝑝−1
𝑖 𝑦𝑝−1

𝑗

𝑥𝑝−2
𝑖 𝑦𝑝−2

𝑗 𝑧𝑝−2
𝑘

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

𝑥2
𝑖 𝑦2

𝑗 𝑧2
𝑘 … 𝑎2

𝑡

𝑥1
𝑖 𝑦1

𝑗 𝑧1
𝑘 … 𝑎1

𝑡 𝑏1
𝑢

𝐴−𝜆𝐼

𝐴−𝜆𝐼

𝐴−𝜆𝐼

𝐴−𝜆𝐼

𝐴−𝜆𝐼

𝐴−𝜆𝐼

𝐴−𝜆𝐼

𝐴−𝜆𝐼

𝐴−𝜆𝐼

𝐴−𝜆𝐼 𝐴−𝜆𝐼 𝐴−𝜆𝐼𝐴−𝜆𝐼

Notiamo che i vettori �𝑥1
𝑖 , … , 𝑥𝑃𝑖 � danno origine ad un blocco di Jordan 𝐽𝑝 (𝜆) di dimensione

𝑝 e relativo all’autovalore 𝜆, poiché questi vettori soddisfano la costruzione vista nell’os-
servazione di pag. 171: infatti, si ha 𝑥1

𝑖 ∈ 𝑆𝑝 ⊆ 𝑉𝜆, dunque 𝑥1
𝑖 è un autovettore di 𝑉𝜆 e gli

altri vettori sono ottenuti dall’applicazione ripetuta di una matrice all’ultimo vettore

della basea. Lo stesso vale ∀𝑖 = 1, … , 𝑟. Consideriamo ora lo spazio 𝑆𝑝−1, che ricordiamo

contiene 𝑆𝑝 (cioè 𝑆𝑝 ⊆ 𝑆𝑝−1). Vogliamo completare �𝑥1
1, … , 𝑥1

𝑟 � ad una base di 𝑆𝑝−1 con dei

vettori 𝑦1
1, … , 𝑦1

𝑠 :

�𝑥1
1, … , 𝑥1

𝑟 , 𝑦1
1, … , 𝑦1

𝑠 �

Per costruzione, 𝑦1
𝑗 ∈ 𝑆𝑝−1 ⊆ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−2

, dunque:

∀𝑗 = 1, … , 𝑠 ∃𝑦𝑝−1
1 ∈ 𝑉 𝑦1

𝑗 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−2 𝑦𝑝−1
𝑗

Per ogni 𝑗 otteniamo 𝑝 − 1 vettori �𝑦1
𝑗 , … , 𝑦

𝑝−1
𝑗 � tali che 𝑦𝑠𝑗 ∈ 𝑉𝜆 e 𝑦𝑖−1

𝑗 ≔ (𝐴 − 𝜆𝐼 ) 𝑦𝑖𝑗
∀𝑖 = 2, … , 𝑝 − 1. Analogamente al caso precedente, questo gruppo di vettori dà ori-
gine ad un blocco di Jordan di ordine 𝑝 − 1. Procediamo in questo modo: prendiamo la
base ottenuta per 𝑆𝑖 e la completiamo ad una di 𝑆𝑖−1 ⊇ 𝑆𝑖; poiché ogni vettore aggiunto
appartiene a Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑖−2

, applicando 𝑖 − 2 volte la matrice𝐴 − 𝜆𝐼 al vettore 𝑧𝑖−1
𝑘 (fino ad

ottenere 𝑧1
𝑘 ) otteniamo un’insieme di vettori che generano un blocco di Jordan di dimen-

sioni 𝑖 e di autovalore 𝜆. Chiaramente, poiché potrebbe anche accadere che 𝑆𝑖−1 = 𝑆𝑖, si
prosegue senza aggiungerevettori alla base e si passa al sottospazio successivo. Arriviamo

con queste iterazioni fino a 𝑆2 = 𝑉𝜆 ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 ): completiamo la base da 𝑆3 ad una di

𝑆2 aggiungendo i vettori �𝑎1
1, … , 𝑎1

𝑡 �. Sappiamo che ∃𝑎2
𝑡 ∶ 𝑎1

𝑡 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−2 𝑎2
𝑡 , dunque

abbiamo i due vettori che formano il blocco di Jordan di dimensione 2. Infine, comple-
tiamo ad una base di 𝑆1 aggiungendo i vettori �𝑏1

1, … , 𝑏1
𝑢�. In questo caso, non abbiamo

bisogno di calcolare altri vettori 𝑏𝑖𝑢 ∀𝑢 (al variare di 𝑖) come prima, in quanto i vettori,
per definizione di 𝑆1, appartengono anche a ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ). Allora, ∀𝑢 𝑏1

𝑢 generano blocchi
di Jordan di dimensione 1. Al variare di 𝑖, 𝑗, 𝑘, … , 𝑡, 𝑢 abbiamo costruito un insieme di
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vettori tutti appartenenti a ̃𝑉𝜆 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝: nello schema precedente essi sono tutti i
vettori appartenenti a tutte le colonne, da quella di 𝑥𝑖 a quella di 𝑏𝑢.
Vogliamo contare quanti sono questi vettori. Innanzitutto, dobbiamoconsiderareche

lo schema, per compattezza, rappresenta solo una colonna per ciascun 𝑥𝑖, 𝑦𝑗, …, ma in realtà
c’è una colonna analoga alla prima per ogni vettore della base di 𝑆𝑝, una colonna analoga
alla seconda per ogni vettore della base di 𝑆𝑝−1 e così via. In pratica, abbiamo dim 𝑆𝑝 = 𝑟
colonne con 𝑥𝑖, dim 𝑆𝑝−1 − dim 𝑆𝑝 = 𝑠 colonne con 𝑦𝑗 e così via. Contiamo adesso gli ele-
menti per righe. L’ultima riga, quella di 𝑥1

𝑖 , 𝑦1
𝑗 , 𝑧1

𝑘 , … , 𝑎
1
𝑡 , 𝑏1

𝑢 al variare di 𝑖, 𝑗, 𝑘, … , 𝑡, 𝑢,
sono per costruzione i vettori di una base di 𝑆1, e quindi il loro numero sono dim 𝑆1. Sulla
penultima riganon abbiamo ivettori 𝑏𝑢 e i vettori 𝑥2

𝑖 , 𝑦2
𝑗 , 𝑧2

𝑘 , … , 𝑎
2
𝑡 presenti sono in numero

uguale ai vettori 𝑥1
𝑖 , 𝑦1

𝑗 , 𝑧1
𝑘 , … , 𝑎

1
𝑡 al variare di 𝑖, 𝑗, 𝑘, … , 𝑡, base di 𝑆2 e quindi ne abbiamo

dim 𝑆2. Proseguendo così, il numero di vettori della 𝑖-esima riga è pari alla dimensione
dello spazio 𝑆𝑖; in totale l’insieme è formato da𝑁 vettori, con

𝑁 =
𝑝

∑
𝑖=1

dim 𝑆𝑖.

Usando il lemma 10.7.1 (pag. 178), otteniamo che

dim 𝑆𝑖 = dim �ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ∩ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑖−1� =

= dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑖 − dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑖−1

da cui si ha

𝑁 =
𝑝

∑
𝑖=1

dim 𝑆𝑖 =
𝑝

∑
𝑖=1

�dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑖 − dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑖−1� =

= dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 − dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )0 =
= dimker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = dim ̃𝑉𝜆

L’insieme dei vettori, che ricordiamo essere tutti contenuti in ̃𝑉𝜆, ha cardinalità pari alla

dimensione dell’autospazio generalizzato. Ci resta dunque da dimostrare che i vettori siano

linearmente indipendenti per verificare che essi siano a tutti gli effetti la base cercata di ̃𝑉𝜆.

Per dimostrarlo, prendiamo la combinazione lineare

∑
𝑖

𝛼𝑖𝑥
𝑝
𝑖 +∑

𝑖
𝛽𝑖𝑥

𝑝−1
𝑖 + … +∑

𝑖
𝛾𝑗𝑦

𝑝−1
𝑗 + … +∑𝑢

𝛿𝑢𝑏1
𝑢 = 0.

Applicando (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−1
tutti i termini si annullano eccetto 𝑥𝑝𝑖 e coefficienti al variare di 𝑖,

ossia

∑
𝑖

𝛼𝑖 (𝐴 − 𝜆𝐼 ) 𝑥𝑝𝑖 = 0 ⟹ ∑
𝑖

𝛼𝑖𝑥1
𝑖 = 0.

Poiché 𝑥1
𝑖 al variare di 𝑖 sono linearmente indipendenti (sono base di 𝑆𝑝!), i loro coefficienti

devono necessariamente tutti nulli: 𝛼𝑖 = 0∀𝑖. La combinazione lineare sopra diventa

∑
𝑖

𝛽𝑖𝑥
𝑝−1
𝑖 + … +∑

𝑖
𝛾𝑗𝑦

𝑝−1
𝑗 + … +∑𝑢

𝛿𝑢𝑏1
𝑢 = 0.
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Applicando (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−2
, nella combinazione lineare rimangono solo 𝑥𝑝−1

𝑖 e 𝑦𝑝−1
𝑗 al variare

di 𝑖 e 𝑗 con i loro coefficienti. Complessivamente, i vettori formano la base già vista di 𝑆𝑝−1,
dunque i coefficienti risultano nulli: 𝛽𝑖 = 0, 𝛾𝑗 = 0 ∀𝑖, 𝑗. Allo stesso modo, applicando
(𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−3 , … si vede che tutti i coefficienti della combinazione lineare sono nulli, ossia i
vettori dell’insieme sono linearmente indipendenti.

aChiaramente ciò non implica che il blocco di Jordan in esame sia proprio𝐴! 𝐴 ha sempre ordine 𝑛 × 𝑛,
mentre il blocco ottenuto dalla base in questione ha ordine 𝑝 × 𝑝, con 𝑝 ≤ 𝑛.

10.7.3 Unicità della forma di Jordan

Dimostrazione. Per ultima cosa osserviamo come la forma di Jordan di𝐴 sia unica.
Sulla sua diagonale compaiono, per definizione, gli autovalori conmolteplicità: questo di-

pende esclusivamente dalle radici del polinomio caratteristico e dunque da𝐴 stessa. Per
un dato autovalore 𝜆, abbiamo ottenuto dei blocchi di Jordan corrispondenti agli spazi 𝑆𝑘
di dimensione 𝑘 e di numero pari ai vettori aggiunti per completare la base dello spazio
𝑆𝑘+1 passo per passo, ossia dim 𝑆𝑘−1 − dim 𝑆𝑘, dato che ogni vettore aggiunto 𝑥1

𝑖 genera
la successione 𝑥1

𝑖 , … , 𝑥𝑘𝑖 . Poiché il numero dei blocchi dipende esclusivamente da 𝐴 − 𝜆𝐼,
dunque da𝐴 stessa, e non dal procedimento, la forma di Jordan di𝐴 è unica.

Il corollario seguente è immediato.

Corollario 10.7.1. (Similitudine dimatrici e formadi Jordan).

Duematrici in forma di Jordan sono simili se e solo se hanno gli stessi blocchi, a meno dell’ordine.

10.7.4 Polinomiominimo e forma di Jordan

Proposizione 10.7.1. (Molteplicitàdelleradici del polinomiominimoebloc-

chi di Jordan).

Sia𝐴unamatrice complessa𝑛×𝑛 e siano𝜆1, … , 𝜆𝑟 gli autovalore distinti di𝐴 e, per ogni 𝑖 = 1, … , 𝑟,
sia 𝑝𝑖 l’ordine del più grande blocco di Jordan di𝐴 relativo a 𝜆𝑖. Allora il polinomiominimo di𝐴 è:

𝑚𝐴 (𝑡) = (𝑡 − 𝜆𝑖)
𝑝1 … (𝑡 − 𝜆)𝑝𝑟

L’osservazionechequi facciamoci servirànelladimostrazionedellaproposizione.

Osservazione. Se 𝑝 (𝑡) , 𝑞 (𝑡) ∈ 𝕂 [𝑡], allora

𝑝 (𝐴) 𝑞 (𝐴) = 𝑞 (𝐴) 𝑝 (𝐴) .

Dimostrazione. Possiamo supporre che𝐴 sia già in forma di Jordan. Consideriamo
𝐴 − 𝜆1𝐼, rappresentata in figura: ha, nella parte rossa, dei blocchi di Jordan relativi all’au-
tovalore zero. Poiché essa è una sottomatrice nilpotente di ordine 𝑝1, ne consegue che
(𝐴 − 𝜆1𝐼 )

𝑝1 ha la matrice nulla nella parte rossa. In generale, (𝐴 − 𝜆𝑖𝐼 )
𝑝𝑖 è nullo nel blocco
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𝑚𝑖 × 𝑚𝑖 corrispondente a 𝜆𝑖.

blocchi 𝐽𝑘(0)

⋱
⋱

⋱
⋱

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Ne segue che (𝐴 − 𝜆1𝐼 )
𝑝1 … (𝐴 − 𝜆𝑟𝐼 )

𝑝𝑟 è la matrice nulla, perché ha ogni blocco nullo. Ciò
significa che il seguente polinomio si annulla su𝐴 e dunque appartiene al suo ideale:

𝑓 (𝑡) = (𝑡 − 𝜆1)
𝑝1 … (𝑡 − 𝜆𝑟)

𝑝𝑟 ∈ 𝐼𝐴

Perciò il polinomiominimo𝑚𝐴 divide 𝑓. Consideriamo ora (𝐴 − 𝜆1𝐼 )
ℎ
con ℎ < 𝑝1: come

abbiamo visto nello studio delle proprietà dei blocchi di Jordan, esso ha nel primo blocco

una colonna uguale a e1 = (1, 0, … , 0)T, diciamo ad esempio la colonna 𝑠 ∈ {1, … , 𝑚1}.
Posto 𝑑𝑖 ≥ 1, (𝐴 − 𝜆𝑖𝐼 )

𝑑𝑖 nel posto (1, 1) ha (𝜆1 − 𝜆𝑖)
𝑑𝑖 ≠ 0 se 𝑖 = 2, … , 𝑟. Infatti, 𝐴 (presa

in forma di Jordan) è triangolare superiore e ha 𝜆1 al posto (1, 1); allo stessomodo𝐴 − 𝜆𝑖𝐼
è triangolare superiore e ha 𝜆1 − 𝜆𝑖 al posto (1, 1). Ne consegue che

𝑟

∏
𝑖=2

(𝐴 − 𝜆𝑖𝐼 )
𝑑𝑖

ha un numero≠ 0 nel posto (1, 1). Allora, utilizzando l’osservazione ad inizio sezione
che garantisce la commutatività del prodotto si ha

(𝐴 − 𝜆1𝐼 )
ℎ

𝑟

∏
𝑖=2

(𝐴 − 𝜆𝑖𝐼 )
𝑑𝑖 =

𝑟

∏
𝑖=2

(𝐴 − 𝜆𝑖𝐼 )
𝑑𝑖 (𝐴 − 𝜆1𝐼 )

ℎ .

Rappresentando visivamente il prodotto di queste duematrici:

∗ ≠ 0 …
⋮ ⋱

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1
0
⋮
0

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Al posto (1, 𝑠) otteniamo il valore ∗ ≠ 0, dunque il prodotto complessivo è diverso da zero.
Si ha:

(𝑡 − 𝜆1)
ℎ

𝑟

∏
𝑖=2

(𝑡 − 𝜆𝑖)
𝑑𝑖 ∉ 𝐼𝐴 se ℎ < 𝑝1

Segue che qualunque blocco di Jordan di ordine nonmassimo fa sì che il polinomio scritto

sopra non appartenga all’ideale di𝐴, e dunque il più piccolo polinomio che è diviso da
𝑚𝐴 (𝑡) (al quale dunque deve coincidere necessariamente) è 𝑓 (𝑡) visto sopra.

Corollario 10.7.2. (Molteplicità delle radici del polinomiominimo ediago-

nalizzabilità).
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Sia 𝐴 ∈ ℂ𝑛,𝑛. Allora 𝐴 è diagonalizzabile se e solo se il suo polinomio minimo ha tutte radici di

molteplicità 1.

Dimostrazione.

⟹ ) Se𝐴 è diagonalizzabile, tutti i blocchi sono di dimensione 1 e questa, per la stessa
proposizione di prima, corrisponde alla molteplicità delle radici del polinomio caratteri-

stico.

⟸ ) Per la proposizione precedente, la molteplicità delle radici del polinomiominimo

corrisponde alla dimensione del più grande blocco di Jordan di𝐴 relativo a 𝜆𝑖. Segue chia-
ramente che se𝑚𝜆𝑖 = 1 ∀𝑖 l’ordine di tutti i blocchi è 1, dunque𝐴 è diagonalizzabile.

Osservazione. La forma di Jordan determina il polinomio minimo e il polinomio

caratteristico, ma non vale il viceversa. Per esempio, prendiamo le seguenti matrici:

2 1 0 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2 1 0 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 0 2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Queste duematrici hanno forme di Jordan diverse, ma hanno entrambe:

𝐶𝐴 = (𝑡 − 2)7 𝑚𝐴 = (𝑡 − 2)3 dim 𝑉2 = 3

10.7.5 Impratichiamoci! Forma canonica di Jordan

Tips &Tricks! (Alcunenozioni utili per il calcolodella base e della forma

di Jordan).

1. Per calcolare l’autospazio generalizzato ̃𝑉𝜆 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑚𝜆 è sufficiente calcolare,

se conosco il massimo ordine 𝑝 dei blocchi di Jordan relativi a 𝜆:

̃𝑉𝜆 = ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝

2. Si ha, per le osservazioni fatte nella dimostrazione precedente,

dim 𝑆𝑖 − dim 𝑆𝑖+1 = # blocchi di Jordan di dimensione 𝑖

3. La base dell’autospazio 𝑉𝜆 = 𝑆1 sono tutti i vettori aggiunti a partire dalla base
di 𝑆𝑝, compresi i vettori di quest’ultima base; poiché per ognuno di questi vettori
abbiamo, per costruzione, un blocco di Jordan relativo a 𝜆, il numero di questi
vettori corrisponde al numero totale di blocchi di Jordan, cioè la molteplicità geometrica di

𝜆:
𝑚𝑔 (𝜆) = dim 𝑉𝜆 = # blocchi di Jordan relativi a 𝜆
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4. Per l’osservazione a pag. 173

𝑚𝑎 (𝜆) = 𝑚𝜆 = ∑dimensioni dei blocchi relativi a 𝜆

5. Per l’osservazione apag. 182, l’esponente di 𝑡−𝜆 nel polinomiominimo𝑚𝐴 è la dimensione

del blocco più grande relativo a 𝜆:

𝑝𝜆 = dimblocco di Jordan più grande relativo a 𝜆

6. Se conosciamo già le dimensioni dei blocchi di Jordan di 𝜆,

𝑎1 ≤ … ≤ 𝑎𝑟 = 𝑝

è sufficiente calcolare i sottospazi:

𝑆𝑎1 ⊇ … ⊇ 𝑆𝑎𝑟 = 𝑆𝑝

7. Se 𝐴 ha un’unico autovalore 𝜆, allora 𝑉 = ̃𝑉𝜆 e (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 = 0. In particolare segue
che

∀v ∈ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−1 ∃u ∈ 𝑉 ∶ (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−1
u = v

⟹ 0 = (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝 u = (𝐴 − 𝜆𝐼 )v
⟹ v ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )
⟹ Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−1 ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 )
⟹ 𝑆𝑝 = Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−1 ∩ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ) = Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−1 .

Pertanto, nel caso 𝑆𝑝 non c’è bisogno di intersecare con 𝑉𝜆! Questo tuttavia non si applica

agli altri 𝑆𝑖, dato che non vale la relazione Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑖 ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ).
8. Se so che per 𝜆 tutti i blocchi di Jordan hanno la stessa dimensione 𝑝, possiamo

calcolare direttamente 𝑆𝑝 = Im (𝐴 − 𝜆𝐼 )𝑝−1 ∩ 𝑉𝜆.

Esercizio. Sia data la matrice:

𝐴 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

8 6 −4
0 2 0
9 9 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Calcolare la sua forma di Jordan e la base per cui essa è in tale forma.

Soluzione. Il suopolinomio caratteristico è𝐶𝐴 (𝑡) = (𝑡 − 2)3 e𝜆 = 2 è l’unico autovalore,
conmolteplicità algebrica𝑚𝜆 = 3. Studiamo l’autospazio:

𝐴 − 2𝐼 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

6 6 −4
0 0 0
9 9 −6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Il rango è rk (𝐴 − 2𝐼 ) = 1 e lamolteplicità geometrica è pertanto dim 𝑉2 = 2. Notiamo che
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le possibili forme di Jordan di unamatrice 3 × 3 con unico autovalore 2 sono

3 blocchi, dim 𝑉2 = 3
2 0 0
0 2 0
0 0 2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2 blocchi, dim 𝑉2 = 2
2 1 0
0 2 0
0 0 2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1 blocco, dim 𝑉2 = 1
2 1 0
0 2 1
0 0 2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Come osservato precedentemente, la molteplicità geometrica di 𝜆 dà il numero di blocchi
di Jordandellamatrice, pertanto ho sicuramente due blocchi di Jordan e, avendo fatto tutti

i casi, sappiamo senza altri calcoli che il bloccomassimo ha ordine 𝑝 = 2. La situazione in
termini di spazi 𝑆𝑖, è:

𝑉2 = 𝑆1 ⊇ 𝑆2 = Im (𝐴 − 2𝐼 )

Avendo un unico autovalore, nel caso 𝑆2 non abbiamo bisogno di calcolare l’intersezione
con l’autospazio. Dunque, cerchiamo una base di 𝑆2 = Im (𝐴 − 2𝐼 ). Sappiamo già che
la sua base è di un solo vettore, dato che rk (𝐴 − 2𝐼 ) = 1 = dim Im (𝐴 − 2𝐼 ). Essendo
l’immagine, possiamo prendere un vettore colonna della matrice𝐴 − 2𝐼, che definiremo
𝑥1

1; ad esempio, prendiamo la prima colonna:

𝑥1
1 = (6, 0, 9)

Per la scelta effettuata, per costruire 𝑥2
1 ci è sufficiente prendere il vettore (1, 0, 0):

𝑥1
1 = (6, 0, 9) = (𝐴 − 2𝐼 ) (1, 0, 0)
𝑥2

1 = (1, 0, 0)

Allora �𝑥1
1, 𝑥2

1� dà il blocco di Jordan di ordine 2. Completiamo �𝑥1
1� ad una base di 𝑉2.

Esplicitando l’autospazio:

𝑉2 = ker (𝐴 − 2𝐼 ) = �3𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 0�

Possiamo scegliere ad esempio (−1, 1, 0), ottenendo allo stesso tempo il vettore che dà il
blocco di ordine 1 di Jordan. La base che rende𝐴 in forma di Jordan è:

{(6, 0, 9) , (1, 0, 0) , (−1, 1, 0)}

Esercizio (Esercizio 4, scritto Luglio 2018).

Sia𝐴matrice quadrata complessa 6 × 6. Dire quali delle seguenti affermazioni possono
verificarsi, motivando la risposta.

1. Il polinomiominimo di𝐴 è (𝑡 − 2)5, l’autospazio relativo a 2 ha dimensione 3.
2. Il polinomiominimo di𝐴 è (𝑡 − 2) (𝑡 − 3)3, l’autospazio relativo a 2 ha dimensione

3.
3. 𝐴 ha polinomio caratteristico è (𝑡 − 2)6 e𝐴2 − 𝐴 − 𝐼 = 𝑂.
4. 𝐴2 − 𝐴 − 𝐼 = 𝑂 e𝐴 ha autovalori non reali.

Soluzione.

I 𝐴 ha un unico autovalore 2, dimolteplicità algebrica 6, dunque il più grande blocco di
Jordan nella forma di Jordan di𝐴 ha dimensione 5; poiché la dimensione dell’au-
tospazio relativo a 2 è lamolteplicità geometrica, segue che il numero di blocchi
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relativi a 2 sono 3.
Non si può dunque verificare, in quanto con la condizione di avere un blocco di dimen-

sione 5 non ci può essere più di un solo blocco di dimensione 1.
II 𝐴 ha autovalori 2 e 3, di molteplicità nel polinomio minimo rispettivamente 1 e 3,

dunque il più grande blocco di Jordan nella forma di Jordan di 𝐴 riferito a 2 ha
dimensione 1, mentre quello riferito a 3 è 3; poiché la dimensione dell’autospazio
relativo a 2 è la molteplicità geometrica, segue che il numero di blocchi relativi a 2
sono 3.

2
2

2
3 1 0
0 3 1
0 0 3

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

III Si ha:
n 𝑓 (𝑡) = 𝑡2 − 𝑡 − 1
n 𝑓 (𝐴) = 𝑂

= 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐼𝐴

Tuttavia 𝑓 (𝑡) = (𝑡 − 𝜆1) (𝑡 − 𝜆1). Dunque, consideriamo:

𝑚𝐴 (𝑡) ∣ 𝑓 (𝑡) ⟹ 𝑚𝐴 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑡 − 𝜆1
𝑡 − 𝜆2
𝑓 (𝑡)

Inoltre,𝑚𝐴 (𝑡) ∣ 𝐶𝐴 (𝑡) = (𝑡 − 2)6.
Notiamo che

𝑓 (2) = 4 − 2 − 1 = 1 ≠ 0

Poiché 𝜆 = 2 è l’unico autovalore di𝐴 ed 𝑓 ∈ 𝐼𝐴, si avrebbe 𝑓 (2) = 0, cioè abbiamo
un assurdo.

IV Si ha 𝑓 (𝑡) = 𝑡2 − 𝑡 − 1 ∈ 𝐼𝐴:

𝜆1, 2 =
1 ± √1 + 4

2 =
1 ± √5

2 ∈ ℝ

Allora 𝑓 (𝑡) = (𝑡 − 𝜆1) (𝑡 − 𝜆1) e, per le osservazioni del punto precedente:

𝑚𝐴 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑡 − 𝜆1
𝑡 − 𝜆2
𝑓 (𝑡)

Allora, gli autovalori di 𝐴 possono essere solo
1±√5

2 , dunque 𝐴 non può avere

autovalori complessi non reali.

10.8 funzione esponenziale nei complessi

La funzione esponenziale 𝑒𝑥, con 𝑥 ∈ ℝ si può caratterizzare in diversi modi; sia con il

concetto di limite.. .

𝑒𝑥 = lim
𝑛→+∞

�1 + 𝑥
𝑛�

𝑛
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. . . sia come il valore della serie di potenze:

𝑒𝑥 =
+∞

∑
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! = 1 + 𝑥 + 𝑥
2

2 +
𝑥3

3! + …

Vogliamo ora definire una funzione analoga anche in campo complesso.

Definizione 10.8.1. (Funzione esponenziale sui numeri complessi).

Sia 𝑧 ∈ ℂ. Definiamo come funzione esponenziale sui numeri complessi la seguente

serie:

exp (𝑧) = 𝑒𝑧 ≔
+∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!

Essa è una funzione continua.

Dimostrazione. Dimostriamo che sia ben definita la funzionemostrando la conver-

genza della serie. In realtà possiamomostrare che la serie converge assolutamentea

Dunque, con i complessi consideriamo ilmodulo |⋅|:

�
𝑧𝑛

𝑛! � =
|𝑧|𝑛

𝑛! ∈ ℝ ⟹
+∞

∑
𝑛=0

|𝑧|𝑛

𝑛!

Questa serie nei reali converge ad 𝑒|𝑧|: la serie pertanto converge assolutamente e dunque
la funzione è ben definita; se 𝑧 ∈ ℝ allora l’esponenziale è in tutto e per tutto quello

noto nei reali. Studiamo ora la continuità, dimostrando che converga uniformementeb

in qualunque sottoinsieme limitato, utilizzando l’M-test di Weierstrass. Se 𝑆 ⊆ ℂ è un

sottoinsieme limitato, sicuramente esso è sottoinsieme di un disco nel piano complesso

di centro l’origine e raggio 𝜀. Dunque, ∃𝜀 ∈ ℝ ∶ |𝑧| < 𝜀 ∀𝑧 ∈ 𝑆. Allora varrà

�
𝑧𝑛

𝑛!� =
|𝑧|𝑛

𝑛! ≤
𝜀𝑛

𝑛! .

Passando alle serie +∞

∑
𝑛=0

𝜀𝑛

𝑛! < ∞.

La funzione esponenziale converge uniformemente su 𝑆, e pertanto 𝑒𝑧 ∶ ℂ ℂ è

continua.

aSi può parlare di convergenza assoluta in spazi topologici dotati di una norma; si ha che la convergenza

implica la convergenza ‘‘classica” se lo spazio è completo rispetto alla metrica indotta dalla norma.
bNelle ‘‘Note aggiuntive”, a pag. 289, si può trovare la definizione della convergenza uniforme e alcune

osservazioni a riguardo.

Proposizione 10.8.1. (Proprietà dell’esponenziale complesso).

L’esponenziale in campo complesso gode delle seguenti proprietà:

1. 𝑒𝑧 ⋅ 𝑒𝑤 = 𝑒𝑧+𝑤.
2. 𝑒𝑧 ≠ 0∀𝑧 ∈ ℂ.
3. Se 𝑡 ∈ ℝ, si ha 𝑒𝑖𝑡 = cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡.
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Dimostrazione.

I Dati 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ:

𝑒𝑧 ⋅ 𝑒𝑤 =
∞

∑
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘! ⋅
∞

∑
𝑚=0

𝑤𝑚

𝑚!
a

=
∞

∑
𝑛=0⏟

𝑛=𝑘+𝑚

𝑛

∑
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘!
𝑤𝑛−𝑘

(𝑛 − 𝑘)! =

=
+∞

∑
𝑛=0

1
𝑛!

𝑛

∑
𝑘=0

�
𝑛
𝑘�𝑧

𝑘𝑤𝑛−𝑘
���������������������
Binomio di Newton

=
+∞

∑
𝑛=0

1
𝑛! (𝑧 + 𝑤)

𝑛 = 𝑒𝑧+𝑤

⟹ 𝑒𝑧 ⋅ 𝑒𝑤 = 𝑒𝑧+𝑤

II ∀𝑧, 𝑒𝑧 ⋅ 𝑒−𝑧 = 𝑒𝑧−𝑧 = 𝑒0 = 1.
III Si ha:

𝑒𝑖𝑡 = =
+∞

∑
𝑛=0

(𝑖𝑡)𝑛

𝑛! =
+∞

∑
𝑚=0

(𝑖𝑡)2𝑚

(2𝑚)! +
+∞

∑
𝑚=0

(𝑖𝑡)2𝑚+1

(2𝑚 + 1)! =

=
+∞

∑
𝑚=0

(−1)𝑚 (𝑡)2𝑚

(2𝑚)! + 𝑖
+∞

∑
𝑚=0

(−1)𝑚 (𝑡)2𝑚+1

(2𝑚 + 1)! = cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡

aIl prodotto è lecito in quanto si ha la convergenza assoluta della serie.
aIl prodotto è lecito in quanto si ha la convergenza assoluta della serie.

Osservazioni.
n 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥 ⋅ 𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑥 �cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦� ⟹ |𝑒𝑧| = 𝑒𝑥 = 𝑒ℜ𝑧. L’argomento di 𝑒𝑧 è, per

costruzione, 𝑦 = ℑ𝑧.
n 𝑒2𝜋𝑖 = 1, mentre 𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧 ⋅ 𝑒2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧.
n 𝑒𝑧 ≠ 0, dunque∀𝑤 ∈ ℂ⧵{0} , ∃𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑒𝑧 = 𝑤, cioè𝑒𝑧 ∶ ℂ ℂ ⧵ {0}è suriettiva.

Infatti, se𝑤 = 𝑥 + 𝑖𝑦 si può scrivere in forma polare come

𝑤 = |𝑤| �cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑦�

Notiamo che:

⋄ 𝑤 = 0 ⟺ 𝑥 = 0∧ 𝑦 = 0, dunque anche il modulo è zero se e solo se 𝑥 e 𝑦 sono
entrambi zero.

⋄ |𝑤| = �𝑥2 + 𝑦2 ∈ ℝ+, dunque per suriettività dell’esponenziale reale ∃𝑎 ∈ ℝ
tale per cui 𝑒𝑎 = �𝑥2 + 𝑦2.

⋄ L’argomento di𝑤 è arg (𝑤) = 𝑦
⋄ �cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦� = 𝑒𝑖𝑦.
Allora, esiste 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑦 tale che

𝑤 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = |𝑤| �cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦� = 𝑒𝑎 �cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦� = 𝑒𝑎+𝑖𝑦 = 𝑒𝑧.

10.8.1 Esponenziale di unamatrice quadrata complessa

Definizione 10.8.2. (Esponenziale di unamatrice quadrata complessa).
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Sia𝐴 ∈ ℂ𝑛,𝑛. Definiamo l’esponenziale di unamatrice quadrata complessa come

𝑒𝐴 ≔
+∞

∑
𝑘=0

𝐴𝑘

𝑘! = lim
𝑛→+∞

𝑛

∑
𝑘=0

𝐴𝑘

𝑘!⏟
matrice 𝑛×𝑛

𝑒𝐴 ∈ ℂ𝑛,𝑛.

Questa serie dimatrici converge se e solo se convergono tutte le serie chedannoorigine ai suoi

𝑛2 elementi. Per dimostrare la convergenza, usiamo una norma particolare.

Definizione 10.8.3. (Norma infinitodi unamatrice).

La norma infinito di unamatrice𝐴 ∈ ℂ𝑛,𝑛 è

‖𝐴‖∞ = max
𝑖, 𝑗=1, …, 𝑛

|𝑎𝑖𝑗|

Proprietà 10.8.1. (Proprietà della norma infinitodi unamatrice).

Date le matrici 𝑛 × 𝑛𝐴 e 𝐵:
1. ‖𝐴 + 𝐵‖∞ ≤ ‖𝐴‖∞ + ‖𝐵‖∞.
2. ‖𝐴 ⋅ 𝐵‖∞ ≤ 𝑛‖𝐴‖∞‖𝐵‖∞.

Dimostrazione.

I ∀𝑖, 𝑗 |𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗| ≤ |𝑎𝑖𝑗| + |𝑏𝑖𝑗| ≤ ‖𝐴‖∞ + ‖𝐵‖∞. Per l’arbitrarietà di 𝑖 e 𝑗, vale la tesi.
II Sia 𝐶 = 𝐴𝐵. Allora:

𝑐𝑖𝑗 =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗

⟹ |𝑐𝑖𝑗| ≤
𝑛

∑
𝑘=1
|𝑎𝑖𝑘||𝑏𝑘𝑗| ≤ 𝑛‖𝐴‖∞‖𝐵‖∞ ∀𝑖, 𝑗

⟹ ‖𝐶‖∞ ≤ 𝑛‖𝐴‖∞‖𝐵‖∞

Dimostrazione. Dimostriamo che l’esponenziale di unamatrice complessa sia ben

definito. Consideriamo la serie:
+∞

∑
𝑘=0

𝐴𝑘

𝑘!

Si ha:
�𝐴2�∞ ≤ 𝑛‖𝐴‖2∞
�𝐴3�∞ ≤ 𝑛�𝐴2 ⋅ 𝐴�∞ ≤ 𝑛‖𝐴‖2∞‖𝐴‖∞ ≤ 𝑛2‖𝐴‖3∞

Per induzione in questomodo otteniamo �𝐴𝑘�∞ ≤ 𝑛𝑘−1‖𝐴‖𝑘∞, da cui

𝑁

∑
𝑘=0

�
�
𝐴𝑘

𝑘!
�
�
∞

=
𝑁

∑
𝑘=0

�𝐴𝑘�∞
𝑘! ≤

𝑁

∑
𝑘=0

𝑛𝑘−1‖𝐴‖𝑘∞
𝑘! =

=
1
𝑛

𝑁

∑
𝑘=0

�𝑛‖𝐴‖∞�
𝑘

𝑘!
⟶

𝑁→∞
1
𝑛

∞

∑
𝑘=0

�𝑛‖𝐴‖∞�
𝑘

𝑘! =
1
𝑛𝑒

𝑛‖𝐴‖∞
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Allora
∞

∑
𝑘=0

𝐴𝑘

𝑘!

converge assolutamente, pertanto 𝑒𝐴 è ben definito.

Attenzione! In generale si ha 𝑒𝐴+𝐵 ≠ 𝑒𝐴 ⋅ 𝑒𝐵! Infatti, il prodotto di matrici non è
commutativo, pertanto in generale non vale la formula del binomio di Newton, necessaria

nella dimostrazione della proprietà di cui sopra.

Esempio. Siano

𝐴 = �
1 0
0 2 � 𝐵 = �

0 1
0 0 �

𝐴 è una matrice diagonale, dunque 𝑒𝐴 è facile da calcolare; infatti, presa una qualunque
matrice diagonale𝐷:

𝐷 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑑1 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝑑𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ⟹ 𝐷𝑘 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑑𝑘1 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝑑𝑘𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑒𝐷 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

+∞

∑
𝑘=0

𝑑𝑘1
𝑘! … 0

⋮ ⋱ ⋮

0 …
+∞

∑
𝑘=0

𝑑𝑘𝑛
𝑘!

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑒𝑑1 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝑒𝑑𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Dunque, nel nostro caso

𝐴 = �
1 0
0 2 � ⟹ 𝑒𝐴 = �

𝑒 0
0 𝑒2 � .

Invece, 𝐵 è nilpotente di ordine due, dato che 𝐵2 = 𝑂. Allora, scrivendo la serie che
caratterizza 𝑒𝐵, tutti i termini successivi al secondo sono nulli! Pertanto

𝐵 = �
0 1
0 0 � ⟹ 𝑒𝐵 =

+∞

∑
𝑘=0

𝐵𝑘

𝑘! = 𝐼 + 𝐵 = �
1 1
0 1 � .

Allora

𝑒𝐴 ⋅ 𝑒𝐵 = �
𝑒 𝑒
0 𝑒2 � .

D’altro canto, abbiamo che:

𝐴 + 𝐵 = �
1 1
0 2 � .

Verificheremosuccessivamente (pag. 194), quandomostreremocomecalcolare ingenerale

l’esponenziale di unamatrice, che 𝑒𝐴+𝐵 ≠ 𝑒𝐴 ⋅ 𝑒𝐵.

Lemma 10.8.1. (Esponenziale dimatrici che commutano).
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Se𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛,𝑛 commutano, cioè𝐴𝐵 = 𝐵𝐴, allora:

𝑒𝐴+𝐵 = 𝑒𝐴 ⋅ 𝑒𝐵

Dimostrazione. La dimostrazione è assolutamente analoga a quella vista per dimo-

strare la proprietà parallela dell’esponenziale dei numeri complessi (lemma 10.8.1, pag.

188), dato che, se commutano, vale il binomio di Newtonmatriciale:

(𝐴 + 𝐵)𝑘 =
𝑘

∑
𝑖=0

�
𝑘
𝑖�𝐴

𝑖 ⋅ 𝐵𝑘−1

Osservazione. Matrici simili hanno esponenziali simili. Più precisamente, se𝐴 = 𝑃−1𝐵𝑃
perunaopportunamatriceortogonale𝑃, allora 𝑒𝐴 = 𝑃−1𝑒𝐵𝑃, cioè 𝑒𝐴 e 𝑒𝐵 sono simili tramite
la stessamatrice 𝑃 di𝐴 e 𝐵.

Dimostrazione. Si ha

𝐴 = 𝑃−1𝐵𝑃
𝐴2 = �𝑃−1𝐵𝑃� �𝑃−1𝐵𝑃� = 𝑃−1𝐵2𝑃

Per induzione in questomodo otteniamo

𝐴𝑘 = 𝑃−1𝐵𝑘𝑃

⟹ 𝑒𝐴 =
𝑁

∑
𝑘=0

𝐴𝑘

𝑘! =
𝑁

∑
𝑘=0

𝑃−1𝐵𝑘𝑃
𝑘! = 𝑃−1

𝑁

∑
𝑘=0

𝐵𝑘

𝑘! 𝑃 = 𝑃−1𝑒𝐵𝑃

Teorema 10.8.1. (Determinantedi un esponenzialematriciale).

Si ha

det �𝑒𝐴� = 𝑒tr(𝐴).

In particolare, 𝑒𝐴 è sempre unamatrice invertibile.

Dimostrazione. Unaqualunquematrice𝐴 complessa è simile alla sua formadi Jordan
𝐽. La traccia di matrici simili, per commutatività interna della tracciaa, è uguale:

tr (𝐴) = tr (𝐽 ) = 𝜆1 + … + 𝜆𝑛

Per la dimostrazione precedente, 𝑒𝐴 è simile a 𝑒𝐽; in particolare, i determinanti sono
uguali:

det �𝑒𝐴� = det �𝑒𝐽�

Allora è sufficiente dimostrare che det �𝑒𝐽� = 𝑒𝜆1+…+𝜆𝑛 = 𝑒𝜆1 …𝑒𝜆𝑛. 𝐽 è unamatrice trian-
golare superiore. Le osservazioni seguenti sono vere anche per una qualsiasi matrice
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triangolare superiore:

𝐽 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 … ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝜆𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ⟹ ∀𝑘 ≥ 1 𝐽 𝑘 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆𝑘1 … ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝜆𝑘𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑒𝐽 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

+∞

∑
𝑘=0

𝜆𝑘1
𝑘! … ∗

⋮ ⋱ ⋮

0 …
+∞

∑
𝑘=0

𝜆𝑘𝑛
𝑘!

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑒𝜆1 … ∗
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝑒𝜆𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Il determinantediunamatrice triangolareè ilprodotto sulle colonne, dunquevaledet �𝑒𝐽� =
𝑒𝜆1 …𝑒𝜆𝑛 come cercato. In particolare, questo prodotto, in quanto prodotto di esponenziali,
non èmai nullo e dunque il determinante è diverso da zero.

aPer ogni matrice𝐴 di dimensioni 𝑛 × 𝑚 e 𝐵 di dimensioni𝑚 × 𝑛 si ha tr (𝐴𝐵) = tr (𝐵𝐴).

10.8.2 Calcolo dell’esponenziale di unamatrice tramite la forma di Jordan

Abbiamo già calcolato alcuni esponenziali di matrici in diverse delle precedenti dimostra-

zioni, considerando tuttavia semprematrici particolari:
n Matrice diagonale:

𝐷 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑑1 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝑑𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ⟹ 𝑒𝐷 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑒𝑑1 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝑒𝑑𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

n Matrice nilpotente: se la matrice è nilpotente di ordine 𝑘 (𝐵𝑘 = 𝑂) si calcolano i
primi 𝑘 termini della serie caratterizzante 𝑒𝐵:

𝑒𝐵 =
𝑖−1

∑
𝑖=0

𝐵𝑖

𝑖! = 𝐼 + 𝐵 + … +
𝐵𝑘−1

(𝑘 − 1)!

In generale, tuttavia, come possiamo calcolare l’esponenziale di una genericamatrice𝐴?
A questo proposito ci viene in aiuto la tanto faticata forma di Jordan. Il seguente processo

costruttivo ci permette di calcolare, inmodo relativamente facile, l’esponenziale 𝑒𝐴.
1. 𝐴 è simile alla sua forma di Jordan 𝐽

𝐴 = 𝑃𝐽𝑃−1

con 𝑃 è la matrice del cambiamento di base che presenta, nelle colonne, la base
che mette 𝐴 in forma di Jordan. Sappiamo allora che per la stessa matrice 𝑃 gli
esponenziali sono simili:

𝑒𝐴 = 𝑃𝑒𝐽𝑃−1

Allora è sufficiente calcolare 𝑃, 𝐽 e 𝑒𝐽.
2. 𝐽 è unamatrice a blocchi diagonali, dunque la potenza 𝑘-esima è unamatrice con le

potenze 𝑘-esime dei blocchi sulla diagonale:

𝐽 =
B1 … 0
⋮ … ⋮
0 … Br

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝐽 𝑘 =
B1

𝑘 … 0
⋮ … ⋮

0 … Br
𝑘

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Dunque usando la definizione , segue che, l’esponenziale è anch’essa unamatrice a

blocchi:

𝑒𝐽 =
𝑒B1 … 0
⋮ … ⋮
0 … 𝑒Br

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Dunque, per calcolare l’esponenziale di unamatrice in forma di Jordan basta saper

calcolare l’esponenziale di un blocco di Jordan.

3. Notiamo che un blocco di ordine 𝑝 si può sempre scomporre in unamatrice diagonale
𝜆𝐼𝑝 e unamatrice nilpotente𝑁 di soli 1:

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆 1 0 … 0
0 𝜆 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ 1 0
⋮ 𝜆 1
0 … … 0 𝜆

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆 0 0 … 0
0 𝜆 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ 0 0
⋮ 𝜆 0
0 … … 0 𝜆

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 … 0
⋮ 0 ⋱ ⋮

0 1 0
⋮ 0 1
0 … … 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝜆𝐼𝑝 + 𝑁

Poiché𝑁 e 𝜆𝐼𝑝 commutano, vale

𝑒B = 𝑒𝜆𝐼+𝑁 = 𝑒𝜆𝐼𝑒𝑁,

dunque basta calcolare 𝑒𝜆𝐼 e 𝑒𝑁, ma sono duematrici di sappiamo già come calcolare
l’esponenziale:

n 𝑒𝜆𝐼 è unamatrice diagonale:

𝑒𝜆𝐼 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑒𝜆 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 𝑒𝜆

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑒

𝜆𝐼

n 𝑒𝑁 è unamatrice nilpotente di ordine 𝑝:

𝑒𝑁 =
𝑝−1

∑
𝑘=0

𝑁 𝑘

𝑘! = 𝐼 + 𝑁 + … +
𝑁 𝑝−1

�𝑝 − 1�!

Esempio. Riprendiamo l’esempio di pagina 191. Prendiamo𝐴 = �
1 0
0 2 �, 𝐵 = �

0 1
0 0 �

e consideriamo 𝐶 = 𝐴 + 𝐵 = 𝐴 = �
1 1
0 2 �. 𝐶 ha autovalori 1 e 2 ed è diagonalizzabile con

𝐷 = �
1 0
0 2 �; unabasediunaautovettori di𝐶è (1, 0)e (1, 1)e lamatricedel cambiamento

di basi è 𝑃 = �
1 1
0 1 �. Allora, considerata l’inversa 𝑃−1 = �

1 −1
0 1 �:

𝐶 = 𝑃𝐷𝑃−1 ⟹ 𝑒𝐶 = 𝑃𝑒𝐷𝑃−1 = �
1 1
0 1 � �

𝑒 0
0 𝑒2 � �

1 −1
0 1 � = �

𝑒 −𝑒 + 𝑒2
0 𝑒2 �

𝑒𝐴𝑒𝐵 = �
𝑒 0
0 𝑒2 � (𝐼 + 𝐵) = �

𝑒 0
0 𝑒2 � �

1 1
0 1 � = �

𝑒 𝑒
0 𝑒2 � ≠ 𝑒𝐶

10.8.3 Impratichiamoci! Funzione esponenziale nei complessi



10.8 . funzione esponenziale nei complessi 195

Esercizio (Esercizio 4, scritto Febbraio 2018).

Sia𝐴 = 𝑒𝜆𝐼 = �
−3 4
−1 1 �. Calcolare exp (𝐴) = 𝑒𝐴.

Soluzione. Il polinomiominimo è 𝐶𝐴 (𝑡) = (𝑡 + 1)2, l’unico autovalore della matrice è
𝜆 = −1 conmolteplicità𝑚𝜆 = 2. Troviamo la forma di Jordan.

𝑉𝜆 = ker (𝐴 + 𝐼 ) = ker �
−2 4
−1 2 � = ker �

1 −2
0 0 � = ��𝑥, 𝑦� ∣ 𝑥 − 2𝑦 = 0� = ⟨(2, 1)⟩

Poiché dim 𝑉𝜆 = 1, segue che la forma di Jordan è un unico blocco di ordine 𝑝 = 2:

𝐽 = �
−1 1
0 −1 �

Cerchiamo ora una matrice 𝑃, e dunque una baseℬ, che mette 𝐴 in forma di Jordan.

Poiché abbiamoununico autovalore, (𝐴 − 𝜆𝐼 )2 = 𝑂 e Im (𝐴 − 𝜆𝐼 ) ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝐼 ). Studiamo
𝑆2 = ker (𝐴 + 𝐼 ) ∩ Im (𝐴 + 𝐼 )𝑝−1 = Im (𝐴 + 𝐼 ); esso ha dim 𝑆2 = 1 e per trovarne una base
basta prendere una colonna di𝐴 + 𝐼:

𝑣2 = (2, 1) =

Per costruire 𝑣1 è sufficiente prendere (−1, 0):

𝑣2 = (2, 1) = (𝐴 + 𝐼 ) (−1, 0)
𝑣1 = (−1, 0)

Unabase chemette𝐴 in formadi Jordan èdunqueℬ = {(2, 1) , (−1, 0)} edunque abbiamo
𝑃:

𝑃 = �
2 −1
1 0 �

L’inversa, noto il determinante det 𝑃 = 1, è

𝑃−1 = �
0 1
−1 2 �

Ora calcoliamo 𝑒𝐽:

𝐽 = �
−1 1
0 −1 � = �

−1 0
0 −1 � + �

0 1
0 0 � = −𝐼 + 𝑁

Dunque

𝑒𝐽 = 𝑒−𝐼+𝑁 = 𝑒−𝐼𝑒𝑁 = 𝑒−1𝐼 (𝐼 + 𝑁 ) = 𝑒−1 �
1 1
0 1 �

⟹ 𝑒𝐴 = 𝑒−1𝑃 �
1 1
0 1 � 𝑃−1 = 𝑒−1 �

−1 4
−1 3 �
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Unmetodo alternativo per calcolare la baseℬ che rende𝐴 in forma di Jordan è il seguente.
Nota la forma di Jordan 𝐽 consideriamo l’applicazione lineare 𝑓 associata ad essa rispetto
alla baseℬ e l’applicazione 𝑔 = 𝑓 + 𝐼𝑑; esse devono soddisfare

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑓 (𝑣1) = −𝑣1
𝑓 (𝑣2) = 𝑣1 − 𝑣2

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑔 (𝑣1) = 0
𝑔 (𝑣2) = 𝑣1

Cerchiamo dei vettori tali che

𝑣2 ∈ ker (𝐴 + 𝐼 )2 ⧵ ker (𝐴 + 𝐼 )
𝑣1 ∈ ker (𝐴 + 𝐼 )

Poiché 𝑣2 ∈ ker (𝐴 + 𝐼 )2 = 𝑉, basta prendere un vettore della base canonica di 𝑉, ad
esempio 𝑒1 = (1, 0, 0), che non appartenga a ker (𝐴 + 𝐼 ). Allora

𝑣2 ≔ 𝑒1 = (1, 0)
𝑣1 = 𝑔 (𝑣2) = (𝐴 + 𝐼 ) 𝑣2 = 𝑔 (𝑣2) = (−2, −1) ≠ 0

Lamatrice 𝑃 risulta

𝑃 = �
−2 1
−1 0 �

Si verifica facilmente che usando questamatrice 𝑃 si arriva comunque allo stesso espo-
nenziale visto prima. In questo problema si può anche evitare il calcolo della forma di

Jordan. Infatti, notando che lamatrice 𝐵 = 𝐴 + 𝐼 è nilpotente di ordine 2, ovvero 𝐵2 = 𝑂, e
commuta con −𝐼. Allora possiamo calcolare 𝑒𝐴 in questomodo:

𝑒𝐴 = 𝑒𝐵−𝐼 = 𝑒𝐵 ⋅ 𝑒−𝐼 = 𝑒−1 (𝐼 + 𝐵) = 𝑒−1 �
−1 4
−1 3 �

10.9 matrici reali e forma di jordan

Abbiamo studiamo le forme di Jordan inℂ𝑛,𝑛, dato che abbiamo la sicurezza dell’esistenza
di tutti gli autovalori e dunque anche della forma di Jordan. E se la matrice fosse a valori

reali, possiamo parlare di forma di Jordan inℝ𝑛,𝑛? Dato che la forma di Jordan associata ad
unamatrice ha sulla diagonale gli autovalori di𝐴 conmolteplicità e al di fuori di essa o zero
o uno, possiamo fare la seguente osservazione.

Osservazione. Sia𝐴 ∈ ℝ𝑛,𝑛 e 𝐽 la forma di Jordan di𝐴. Allora 𝐽 è reale se e solo se gli
autovalori di𝐴 sono reali.

Supponiamo che 𝐴 abbia autovalori reali e 𝐽 sia la sua forma di Jordan. Allora esiste 𝑃 ∈
GL (𝑛, ℂ) tale che esse siano simili per 𝑃 in campo complesso: 𝐴 = 𝑃𝐽𝑃−1. In realtà, si può
dimostrare come 𝐴 e 𝐽 siano simili come matrici reali, cioè esiste 𝑄 ∈ GL (𝑛, ℝ) tale che
𝐴 = 𝑄𝐽𝑄−1

Teorema 10.9.1. (Matrici reali simili nei complessi lo sononei reali).

Siano𝐴, 𝐵 ∈ ℝ𝑛,𝑛 tali che esiste 𝑃 ∈ GL (𝑛, ℂ) tale che𝐴 = 𝑃𝐵𝑃−1. Allora esiste 𝑄 ∈ GL (𝑛, ℝ)
tale che𝐴 = 𝑄𝐵𝑄−1.
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Dimostrazione. Innanzitutto, 𝐴 = 𝑃𝐵𝑃−1 se e solo se 𝐴𝑃 = 𝑃𝐵. Consideriamo le
soluzioni𝑋,matrice𝑛×𝑛 a coefficienti reali, del sistema lineare omogeneo in𝑛2 equazioni
in 𝑛2 incognite𝐴𝑋 = 𝑋𝐵. Sia𝑊 ⊆ ℂ𝑛,𝑛 il sottospazio vettoriale delle soluzioni (complesse)
del sistema: sappiamo già che 𝑃 ∈ 𝑊, dunque 𝑊 ≠ {𝑂}. Sia allora 𝑘 = dim𝑊 ≥ 1 e sia
𝐶1, … , 𝐶𝑘 ∈ ℂ𝑘, 𝑘 unabasedi𝑊. Esse sonomatrici complesse, dunquepossiamoscomporla
nella sua parte reale e immaginaria:

∀𝑗 = 1, … , 𝑘 𝐶𝑗 = 𝑋𝑗 + 𝑖𝑌𝑗, 𝑋𝑗, 𝑌𝑗 ∈ ℝ𝑛,𝑛

Mostriamo che anche 𝑋𝑗 e 𝑌𝑗 sono soluzioni del sistema. Dunque, presa 𝐶𝑗,

𝐴𝐶𝑗 = 𝐶𝑗𝐵
q q

𝐴 �𝑋𝑗 + 𝑖𝑌𝑗� �𝑋𝑗 + 𝑖𝑌𝑗�𝐵
q q

𝐴𝑋𝑗 + 𝑖𝐴𝑌𝑗 𝑋𝑗𝐵 + 𝑖𝑌𝑗𝐵

Lematrici𝐴𝑋𝑗, 𝐴𝑌𝑗, 𝑋𝑗𝐵 e 𝑌𝑗𝐵 sono tutte inℝ𝑛,𝑛. Duematrici complesse scomposte come
in precedenza sono uguali se e solo se la parte reale e l’argomento sono uguali,

𝐴𝑋𝑗 = 𝑋𝑗𝐵 𝐴𝑌𝑗 = 𝑌𝑗𝐵

ma allora𝑋𝑗, 𝑌𝑗 ∈ 𝑊 ∀𝑗; poiché 𝐶1, … , 𝐶𝑘 è una base di𝑊, e quindi lo generano. Per costru-
zione 𝐶𝑗 = 𝑋𝑗 + 𝑖𝑌𝑗, dunque anche 𝑋1, … ,𝑋𝑘, 𝑌1, … 𝑌𝑘 generano𝑊 come spazio vettoriale

complesso. Sicuramente {𝑋1, … ,𝑋𝑘, 𝑌1, … 𝑌𝑘} contiene una base di𝑊, cioè∃𝐷1, … , 𝐷𝑘 base
D di𝑊 con𝐷𝑗 ∈ ℝ𝑛,𝑛 ∀𝑗. Dalle condizioni in cui ci siamo posti, la matrice 𝑄 cercate deve
soddisfare i seguenti requisiti:

n 𝑄 ∈ 𝑊.
n 𝑄 ∈ ℝ𝑛,𝑛.
n 𝑄 invertibile.

Rispetto alla baseD , ogni𝐷 ∈ 𝑊 è della forma

𝐷 = 𝑡1𝐷1 + … + 𝑡𝑘𝐷𝑘 con 𝑡1, … , 𝑡𝑘 ∈ ℂ𝑛,𝑛

Nel caso di matrici reali, i coefficienti 𝑡1, … , 𝑡𝑘 saranno tutti reali. Poniamo

𝑓 (𝑡1, … , 𝑡𝑘) ≔ det (𝑡1𝐷1 + … + 𝑡𝑘𝐷𝑘)

La funzione, di variabili 𝑡1, … , 𝑡𝑘, è un polinomio che presenta solo coefficienti reali, essendo
𝐷1, … , 𝐷𝑘matrici reali, e non è identicamente nulla, perché per ipotesi 𝑃 ∈ 𝑊 è invertibile,

dunque det 𝑃 ≠ 0. In particolare, esistono dei valori reali 𝑡̂1, … , ̂𝑡𝑘 per cui 𝑓non si annullaa,
cioè esiste la matrice reale

𝑄 ≔ ̂𝑡1𝐷1 + … + ̂𝑡𝑘𝐷𝑘
che soddisfa la tesi.

aInfatti, presa una combinazione lineare degli elementi di una base comeD con coefficienti reali non

nulli, allora essa non saràmai nulla.
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capitolo 11
Geometria proiettiva

‘‘La Geometria proiettiva è tutta la Geometria.”

Arthur Cayley, cercando di vendere i suoi appunti di Geometria proiettiva agli ignari studenti di

Geometria uno.

A
bbiamo già trattato lo spazio proiettivo reale e le sue caratteristiche nel Capitolo 5 e Ca-

pitolo 9. In questo, ci dedicheremo a generalizzare il concetto per un qualsiasi spazio

vettoriale su campo𝕂, utilizzando gli strumenti dell’algebra lineare.

Parliamo dunque diGeometria proiettiva: come in topologia studiavamo le proprietà degli

spazi topologici invarianti per omeomorfismi, lo scopo della geometria proiettiva è studiare

quelle degli spazi proiettivi invarianti per proiettività.

11.1 spazi proiettivi

Definizione 11.1.1. (Spazio proiettivo).

Sia𝕂 un campo e 𝑉 uno spazio vettoriale di dimensione finita su𝕂. Lo spazio proiettivo

associato a 𝑉 è l’insieme quoziente

ℙ (𝑉 ) = (𝑉 ⧵ {0}) /∼

dove∼ è la relazione di equivalenza data su 𝑉 ⧵ {0} definita dall’azione del gruppomolti-
plicativo𝕂 ⧵ {0}:

∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 ⧵ {0} 𝑣 ∼ 𝑤 ⟺ ∃𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0} ∶ 𝑣 = 𝜆𝑤

Lo spazio proiettivoℙ (𝑉 ) si dice anche il proiettivizzato di 𝑉.

Dimostrazione. Dimostriamo che è una relazione di equivalenza:
n Riflessività: per 𝜆 = 1 si ha 𝑥 = 1 ⋅ 𝑥 quindi 𝑥 ∼ 𝑥.
n Simmetria: se 𝑥 ∼ 𝑦 si ha 𝑥 = 𝜆𝑦 per un 𝜆 ≠ 0, quindi 𝑦 = 1

𝜆𝑥, cosicché 𝑦 ∼ 𝑥.
n Transitività: se 𝑥 ∼ 𝑦 e 𝑦 ∼ 𝑧 si ha 𝑥 = 𝜆𝑦, 𝑧 = 𝜇𝑦, da cui 𝑧 = 𝜇 (𝜆𝑥) = (𝜇𝜆) 𝑥 e
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𝜇𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}, così 𝑥 ∼ 𝑧.

Definizione 11.1.2. (Dimensionedi uno spazio proiettivo).

La dimensione diℙ (𝑉 ) è
dimℙ (𝑉 ) = dim 𝑉 − 1

Se 𝑉 = {0}, alloraℙ (𝑉 ) = ∅ e si pone dim∅ ≔ −1.

Definizione 11.1.3. (Proiezione al quoziente e classe).

Si denota con 𝜋 ∶ 𝑉 ⧵ {0} ℙ (𝑉 ) la proiezione al quoziente e con [𝑣] ∈ ℙ (𝑉 ) la
classe di 𝑣 ∈ 𝑉 ⧵ {0}.

Osservazione. Si ha la corrispondenza biunivoca

ℙ (𝑉 ) ↔ {sottospazi vettoriali 1-dimensionali di 𝑉 }
[𝑣] ↔ ℒ (𝑣)

In altre parole, possiamo pensare aℙ (𝑉 ) come l’insieme delle rette vettoriali in 𝑉.

Definizione 11.1.4. (Altre nomenclature proiettive).
n Se dim 𝑉 = 1, alloraℙ (𝑉 ) è un punto e dimℙ (𝑉 ) = 0.
n Se dimℙ (𝑉 ) = 1, si parla di retta proiettiva.
n Se dimℙ (𝑉 ) = 2, si parla di piano proiettivo.
n Se𝕂 = ℝo𝕂 = ℂ, si parla rispettivamente di spazioproiettivo realeodi spazio

proiettivo complesso.

Gli esempipiù frequenti di spaziproiettivi si ottengonoconsiderando𝑉 = 𝕂𝑛+1.

Definizione 11.1.5. (Spazio proiettivonumerico).

Lo spazio proiettivo numerico o spazio proiettivo standard è lo spazio proiettivo su

𝕂𝑛+1:
ℙ = ℙ𝑛 (𝕂) = ℙ �𝕂𝑛+1�

Essi sono spazi di dimensione dimℙ𝑛 = 𝑛.

11.2 sottospazi proiettivi

Sia𝑊 ⊆ 𝑉 un sottospazio vettoriale. Allora𝑊 ⧵ {0} ⊆ 𝑉 ⧵ {0} è chiuso rispetto alla relazione di
equivalenza∼ già definita eℙ (𝑊 ) è un sottoinsieme diℙ (𝑉 ).

Definizione 11.2.1. (Sottospazio proiettivo).

Se𝑊 ⊆ 𝑉 è un sottospazio vettoriale, alloraℙ (𝑊 ) è detto sottospazio proiettivo:

ℙ (𝑊 ) = 𝜋 (𝑊 ⧵ {0}) = {[𝑤] ∈ ℙ (𝑉 ) ∣ 𝑤 ∈ 𝑊 }
= {sottospazi vettoriali 1-dimensionali di 𝑉 contenuti in𝑊 }

La dimensione del sottospazio proiettivo è dimℙ (𝑊 ) = dim𝑊 − 1.

n Se𝑊 = {0}, alloraℙ (𝑊 ) = ∅.
n Se dim𝑊 = 1, alloraℙ (𝑊 ) è un punto, che indichiamo con [𝑤] per un𝑤 ∈ 𝑊.
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n Se dim𝑊 = 2 (dimℙ (𝑊 ) = 1), alloraℙ (𝑊 ) è retta proiettiva inℙ (𝑉 ).
n Se dim𝑊 = 3 (dimℙ (𝑊 ) = 2), alloraℙ (𝑊 ) è piano proiettivo inℙ (𝑉 ).
n Se dimℙ (𝑊 ) = dimℙ (𝑉 ) − 1, alloraℙ (𝑊 ) è iperpiano (proiettivo) inℙ (𝑉 ).

Definizione 11.2.2. (Codimensione).

Si definisce la codimensione diℙ (𝑊 ) sottospazio proiettivo come

codimℙ (𝑊 ) = dimℙ (𝑉 ) − dimℙ (𝑊 )

Esempio. Gli iperpiani sono sottospazi di codimensione 1.

11.3 coordinate omogenee e sistemi di riferimento proiet-

tivo

Consideriamoℙ𝑛 (𝕂) = ℙ �𝕂𝑛+1�. Se 𝑣 = (𝑥0, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝕂𝑛+1 ⧵ {0}, denotiamo la corrispet-
tiva classe in questa forma:

[𝑣] = (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) ∈ ℙ𝑛 (𝕂) , 𝑥𝑖 ∈ 𝕂

Osservazioni.

1. Le 𝑥𝑖 non possonomai essere tutte nulle, dato che 𝑣 ≠ 0.
2. Due classi sono uguali se e solo se le componenti sono tutte in proporzione per

uno scalare 𝜆 ∈ 𝕂.a

(𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) = �𝑦0 ∶ … ∶ 𝑦𝑛� ⟺ (𝑥0, … , 𝑥𝑛) ∼ �𝑦0, … , 𝑦𝑛�
⟺ ∃𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0} ∶ 𝑦0 = 𝜆𝑥0, … , 𝑦𝑛 = 𝜆𝑥𝑛

aLa notazione con i ∶ viene utilizzata per mettere in evidenza che la relazione fra classi e vettori è di
proporzione.

Esempi. Inℙ2 (ℝ):

(1 ∶ 1 ∶ 2) = (−2 ∶ − 2 ∶ − 4)

(1 ∶ 0 ∶ 2) = �
1
3 ∶ 0 ∶ 2

3�

Definizione 11.3.1. (Riferimento proiettivo e coordinateomogenee).

Siaℬ = {𝑒0, … , 𝑒𝑛} una base di 𝑉, con dim 𝑉 = 𝑛 + 1. Se 𝑣 ∈ 𝑉 ⧵ {0}, si ha

𝑣 = 𝑥0𝑒0 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛, con 𝑥𝑖 ∈ 𝕂

Diciamo che (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) sono le coordinate omogenee di [𝑣] ∈ ℙ (𝑉 ) definite dalla base
ℬ e scriviamo

[𝑣] = (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛)

La baseℬ definisce suℙ (𝑉 ) un sistema di riferimento proiettivo, cioè ad ogni punto

vengono assegnate delle coordinate omogenee.
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Osservazioni.
n Le coordinate omogenee non possonomai essere tutte nulle.
n Le coordinate omogenee sono definite solo ameno di multipli.
n ℙ𝑛 (𝕂) ha delle coordinate omogenee ‘‘naturali” date dalla base canonica di𝕂𝑛+1.
n Basi multiple definiscono lo stesso riferimento proiettivo di ℙ (𝑉 ), cioè le stesse

coordinate omogenee.

Dimostrazione. Dimostriamo l’ultimo punto. Siano

ℬ = {𝑒0, … , 𝑒𝑛} ℬ′ = {𝜇𝑒0, … , 𝜇𝑒𝑛} ,

con 𝜇 ∈ 𝕂 ⧵ {0}. Si ha

𝑣 = 𝑥0𝑒0 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛 =
𝑥0
𝜇 (𝜇𝑒0) + … +

𝑥𝑛
𝜇 (𝜇𝑒𝑛) .

Passando allo spazio proiettivo,

(𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛)���������������
coordinate omogenee rispetto aℬ

= �
𝑥0
𝜇 ∶ … ∶

𝑥𝑛
𝜇 ������������������

coordinate omogenee rispetto aℬ′

.

Definizione 11.3.2. (Punti fondamentali e puntounità).

Data la baseℬ, i punti

𝑃0 = [𝑒0] = (1 ∶ 0 ∶ … ∶ 0)
𝑃1 = [𝑒1] = (0 ∶ 1 ∶ … ∶ 0)
⋮

𝑃𝑛 = [𝑒𝑛] = (0 ∶ 0 ∶ … ∶ 1)

sono detti punti fondamentali o punti coordinati, mentre il punto

𝑈 = [𝑒0 + 𝑒1 + … + 𝑒𝑛] = (1 ∶ 1 ∶ … ∶ 1)

è detto punto unità.

11.3.0.1 Descrizione dei sottospazi proiettivi in coordinate

Siano (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) coordinate omogenee suℙ (𝑉 ), indotte da una baseℬ, e consideriamo

l’equazione lineare omogenea

∗ 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 0 (11.1)

con 𝑎𝑖 ∈ 𝕂 non tutti nulli.

n In 𝑉 l’equazione omogenea rappresenta un iperpiano vettoriale 𝐻.
n I punti 𝑃 = [𝑣] ∈ ℙ (𝑉 ), le cui coordinate soddisfano le equazioni, sono quelli tali

per cui 𝑣 ∈ 𝐻, cioè sono tutti e soli i punti dell’iperpiano proiettivoℙ (𝐻 ) ⊆ ℙ (𝑉 ).
L’equazione lineare (11.1) è l’equazione (cartesiana) dell’iperpiano proiettivo

ℙ (𝐻 ).
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Definizione 11.3.3. (Iperpiano coordinato).

Gli iperpiani di equazione cartesiana 𝑥𝑖 = 0, cioè tutti i punti la cui 𝑖-esima coordinata
omogenea è nulla, si dicono 𝑖-esimi iperpiani coordinati.

Esempio. In ℙ1 (𝕂), cioè una retta proiettiva in quanto dimℙ1 (𝕂) = 1, i sottospazi
proiettivi sono:

n ∅.
n I punti, che in questo caso sono gli iperpiani.
n Tuttoℙ1 (𝕂).

Il punto (𝑎 ∶ 𝑏) ha equazione cartesiana

𝑏𝑥0 − 𝑎𝑥1 = 0

ovvero l’equazione della retta in 𝕂2 generata dal vettore (𝑎, 𝑏), ottenuta pertanto dal
determinante

� 𝑎 𝑏
𝑥0 𝑥1

� = 0.

Attenzione! Inℙ (𝑉 ) un sottospazio proiettivo di dimensione zero è un singolo punto
[𝑣] = ℙ (ℒ (𝑣)).

Più in generale, fissata una baseℬ di 𝑉, ogni sottospazio vettoriale𝑊 di 𝑉 può essere visto, in
coordinate rispetto alla base, come l’insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo

𝐴𝑥 = 𝑂

dove𝐴 = �𝑎𝑖𝑗� è di dimensioni 𝑡 × (𝑛 + 1) a elementi in𝕂 e 𝑥 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥0
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ Il sistema

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑎1,0𝑥0 + … + 𝑎1,𝑛𝑥𝑛 = 0
⋮
𝑎𝑡,0𝑥0 + … + 𝑎𝑡,𝑛𝑥𝑛 = 0

dà delle equazioni cartesiane per il sottospazio proiettivoℙ (𝑊 ) nelle coordinate omogenee
(𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛). Posto dunque 𝑡 come il numero delle equazioni, notiamo che

dim𝑊 = 𝑛 + 1 − rk𝐴

quindi
codim𝑊 = rk𝐴
q
dim 𝑉 − dim𝑊 = dimℙ (𝑉 ) − dimℙ (𝑊 ) = codimℙ (𝑊 )

pertanto

𝑡 ≥ rk (𝐴) = codimℙ (𝑊 ) dimℙ (𝑊 ) = ℙ (𝑉 ) − rk(𝐴)

Scartando delle equazioni possiamo sempre ricondurci ad un sistema in cui

𝑡 = rk𝐴 = codimℙ (𝑊 ) .
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Intuitivamente... Per facilitare la visualizzazione degli spazi proiettivi possiamo

pensare allo spazio𝕂𝑛+1 come lo spazio affineA �𝕂𝑛+1� in cui sia fissato un punto 𝑂
come origine: in questomodo, le classi diℙ𝑛 (𝕂) corrispondono alle rette affini passanti per
𝑂, identificate con le rette vettoriali di𝕂𝑛+1:

(𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) ↔
retta affine diA �𝕂𝑛+1� formata

dai punti (𝑡𝑥0, … , 𝑡𝑥𝑛) al variare di t ∈ ℝ

Approfondiremo formalmente la relazione tra gli spazi affini e gli spazi proiettivi più

avanti, a pag. 219.

Esempi.
n Il piano proiettivoℙ2 (𝕂) ha come sottospazi non banali i punti e le rette.

⋄ Una retta proiettiva viene da un piano, che nel riferimento affine possiamo pren-

dere passante per l’origine: 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥0 + 𝑎2𝑥2 = 0.
⋄ Per determinare un punto servono due equazioni, in sostanza vedendolo come

intersezione di due rette proiettive; ad esempio, (1 ∶ 0 ∶ 0) ha equazioni

𝑥1 = 𝑥2 = 0,

mentre (1 ∶ 2 ∶ 3) ha equazioni
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥1 = 2𝑥0
𝑥2 = 3𝑥0

n Nel piano proiettivo realeℙ2 (ℝ), le rette proiettive vengono da piani vettoriali, dun-
que nel modello affine diA �ℝ3� essi sono piani passanti per l’origine; utilizzando
la sfera unitaria, i cui punti antipodali sono identificati in una relazione di equi-

valenza, la retta proiettiva si visualizza facilmente come l’intersezione della sfera

in un cerchio massimo; nel modello della calotta superiore, prendiamo l’intersezione

dall’equatore in su. In questomodo, la proiezione verticale dell’intersezione del

cerchio massimo con la calotta sul disco unitario 𝐷 è la rappresentazione della
retta proiettiva sulmodello piano del disco. Dunque, abbiamo tre tipi di rette:

1. La retta con equazione 𝑧 = 0, ovvero al piano 𝑥𝑦 in ℝ3: sul
modello piano corrisponde al bordo del disco𝐷 (cioè 𝑆1).

2. Le rette con equazione 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦 = 0, ovvero ai piani perpendicolari
inℝ3 passanti per le rette con quell’equazione 𝑎𝑥+𝑏𝑦 = 0: sul
modello piano corrisponde a diametri colleganti due punti

sul bordo.

3. Nel caso generale 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 0, proiettando l’arco di cerchio
massimo viene un arco di ellisse in𝐷.
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11.5 operazioni con i sottospazi

Se𝑊1, 𝑊2 ⊆ 𝑉 sono sottospazi vettoriali, allora𝑊1 ∩ 𝑊2 è un sottospazio vettoriale e si ha
che l’intersezione dei corrispettivi spazi proiettivi è ancora un sottospazio proiettivo.

ℙ (𝑊1 ∩ 𝑊2) = ℙ (𝑊1) ∩ ℙ (𝑊2)

Osservazione. Si haℙ (𝑊1)∩ℙ (𝑊2) = ∅ se e solo se𝑊1 ∩𝑊2 = {0}. In tal caso diciamo
che i due sottospazi sono sghembi o disgiunti.

Come per i sottospazi vettoriali, in generale l’unione di due sottospazi proiettivi non è un

sottospazio proiettivo.

Definizione 11.5.1. (Sottospazio generatodaun sottoinsieme).

Sia 𝑆 ⊆ ℙ (𝑉 ) un sottoinsieme non vuoto. Il sottospazio generato da 𝑆, denotato con
⟨𝑆⟩, è l’intersezione inℙ (𝑉 ) di tutti i sottospazi proiettivi contenenti 𝑆, ed è il più piccolo
sottospazio contenente 𝑆.

n ⟨𝑆⟩ = 𝑆 ⟺ 𝑆 è un sottospazio proiettivo.
n Se 𝑆 = {𝑃1, … , 𝑃𝑚} è finito, scriviamo ⟨𝑃1, … , 𝑃𝑚⟩ per il sottospazio generato da

𝑃1, … , 𝑃𝑚; se, sono linearmente indipendenti, dim ⟨𝑃1, … , 𝑃𝑚⟩ = 𝑚 − 1.

Definizione 11.5.2. (Sottospazio somma).

Dati due sottospazi proiettivi 𝑇1, 𝑇2 ⊆ ℙ (𝑉 ), cioè

𝑇𝑖 = ℙ (𝑊𝑖) 𝑊𝑖 ⊆ 𝑉, 𝑖 = 1, 2,

allora il sottospazio generato da 𝑇1 ∪ 𝑇2 è denotato con 𝑇1 + 𝑇2 = ⟨𝑇1, 𝑇2⟩ e si chiama
sottospazio somma. In particolare, si ha

⟨𝑇1, 𝑇2⟩ = ℙ (𝑊1 +𝑊2)

Dimostrazione.

⊆) ℙ (𝑊1 +𝑊2) è un sottospazio proiettivo che contiene, in quanto𝑊1 ⊆ 𝑊1+𝑊2, 𝑊2 ⊆
𝑊1 +𝑊2 vettorialmente, sia 𝑇1 = ℙ (𝑊1) sia 𝑇2 = ℙ (𝑊2). In particolare, contiene la loro
unionea, dunque ⟨𝑇1, 𝑇2⟩ = ⟨𝑇1 ∪ 𝑇2⟩ ⊆ ℙ (𝑊1 +𝑊2).
⊇) Abbiamo che 𝑇𝑖 ⊆ ⟨𝑇1, 𝑇2⟩ = ℙ (𝑈 ), con 𝑈un sottospaziovettoriale di 𝑉. In particolare,
si ha che𝑊1, 𝑊2 ⊆ 𝑈, da cui𝑊1 +𝑊2 ⊆ 𝑈. Passando allo spazio proiettivo

⟨𝑇1, 𝑇2⟩ = ℙ (𝑈 ) ⊇ ℙ (𝑊1 +𝑊2
aRicordiamo che non è essa un sottospazio, ma un sottoinsieme.

Proposizione 11.5.1. (Formuladi Grassmann proiettiva).

Siano 𝑇1, 𝑇2 sottospazi proiettivi diℙ (𝑉 ). Si ha

dim ⟨𝑇1, 𝑇2⟩ + dim (𝑇1 ∩ 𝑇2) = dim 𝑇1 + dim 𝑇2.
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Dimostrazione. Posti 𝑇𝑖 = ℙ (𝑊𝑖), con𝑊𝑖 ⊆ 𝑉 sottospazi vettoriali. Dalla formula di
Grassmann vettoriale si ha

dim (𝑊1 +𝑊2) + dim (𝑊1 ∩ 𝑊2) = dim𝑊1 + dim𝑊2.

Sottraendo 1 a tutte le dimensioni, otteniamo le dimensioni dei corrispettivi spazi proiet-
tivi e dunque la formula proiettiva.

Corollario 11.5.1. (Condizioni sulla dimensionedell’intersezione).

Siano 𝑇1, 𝑇2 sottospazi proiettivi diℙ (𝑉 ) con dimℙ (𝑉 ) = 𝑛. Allora

dim (𝑇1 ∩ 𝑇2) ≥ dim 𝑇1 + dim 𝑇2 − 𝑛

In particolare 𝑇1 ∩ 𝑇2 ≠ ∅ se dim 𝑇1 + dim 𝑇2 ≥ 𝑛.

Dimostrazione. Si ha

dim (𝑇1 ∩ 𝑇2) = dim 𝑇1 + dim 𝑇2 − dim ⟨𝑇1, 𝑇2⟩ ≥ dim 𝑇1 + dim 𝑇2 − 𝑛.

Chiaramente, se dim 𝑇1 + dim 𝑇2 ≥ 𝑛, allora dim (𝑇1 ∩ 𝑇2) ≥ 0 e dunque 𝑇1 ∩ 𝑇2 ≠ ∅.

Esempio. Nel piano proiettivo, due rette sono sempre incidenti. Infatti, le rette hanno

dimensione 1, mentre dimℙ2 (𝕂) = 2, dunque vale 1 + 1 ≤ 2, pertanto due rette si
incontrano sempre.

Osservazione. Se consideriamo un insieme finito di punti, possiamo considerare lo

spazio 𝑆 generato da 𝑃1, … , 𝑃𝑚, cioè 𝑆 = ⟨𝑃1, … , 𝑃𝑚⟩; inoltre, si ha

dim 𝑆 ≤ 𝑚 − 1.

Infatti, se 𝑃𝑖 = [𝑣𝑖] con 𝑣𝑖 ∈ 𝑉, allora

𝑆 = ℙ (ℒ (𝑣1, … , 𝑣𝑚))�����������������������
dimℒ≤𝑚

.

11.6 punti linearmente indipendenti e in posizione gene-

rale

Definizione 11.6.1. (Punti linearmente indipendenti).

Siano 𝑃1, … , 𝑃𝑚 ∈ ℙ (𝑉 ). Diciamo che i punti 𝑃1, … , 𝑃𝑚 sono linearmente indipendenti
se, scelti 𝑣1, … , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉 ⧵ {0} tali che 𝑃𝑖 = [𝑣𝑖] ∀ 𝑖, i vettori 𝑣1, … , 𝑣𝑚 sono linearmente
indipendenti in 𝑉. Se così non è, diciamo che 𝑃1, … , 𝑃𝑚 sono linearmente dipendenti.

Osservazioni.
n La definizione è ben posta. Dati 𝜆1, … , 𝜆𝑚 ∈ 𝕂 ⧵ {0}, si ha che

𝑣1, … , 𝑣𝑚 sono indipendenti ⟺ 𝜆1𝑣1, … , 𝜆𝑚𝑣𝑚 sono indipendenti.
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n Se dimℙ (𝑉 ) = 𝑛,ℙ (𝑉 ) contiene al più 𝑛 + 1 punti indipendenti.
n 𝑃1, … , 𝑃𝑚 sono indipendenti se e solo se dim ⟨𝑃1, … , 𝑃𝑚⟩ = 𝑚 − 1.

Esempi.
n Due punti 𝑃, 𝑄 sono indipendenti se e solo se 𝑃 ≠ 𝑄. Infatti, se 𝑃 = [𝑣] e 𝑄 = [𝑤],

allora

𝑃 e 𝑄 sono indipendenti ⟺ 𝑣 e𝑤 sono indipendenti ⟺ 𝑣 ≁ 𝑤 ⟺ 𝑃 ≠ 𝑄

In tal caso ⟨𝑃, 𝑄⟩ è l’unica retta contenente 𝑃 e 𝑄, che indicheremo anche con 𝑃𝑄.
n Tre punti 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 sono indipendenti se e solo se sono distinti e non sono allineati,

cioèappartenenti alla stessa retta. In tal caso �𝑃1, 𝑃2, 𝑃3�è l’unicopiano contenente
i tre punti.

Definizione 11.6.2. (Punti in posizione generale).

Dati dei punti 𝑃1, … , 𝑃𝑚 ∈ ℙ (𝑉 ), diciamo che sono in posizione generale se vale una
delle due condizioni seguenti:

n 𝑚 ≤ 𝑛 + 1 e i punti sono linearmente indipendenti.
n 𝑚 > 𝑛 + 1 e ogni scelta di 𝑛 + 1 punti tra loro sono linearmente indipendenti.

Esempio.
n Se𝑛 = 1, cioèℙ (𝑉 ) èuna retta proiettiva, allora 𝑃1, … , 𝑃𝑚 sono inposizione generale

se e solo se 𝑃1, … , 𝑃𝑚 sono tutti distinti.
n Se 𝑛 = 2, cioè ℙ (𝑉 ) è una piano proiettivo, allora 𝑃1, … , 𝑃𝑚 sono in posizione

generale se e solo se 𝑃1, … , 𝑃𝑚 sono a 3 a 3 non allineati.

11.6.1 Impratichiamoci! Punti linearmente indipendenti

Esercizio (F.F.P., 2.1).

Si mostri che i punti del piano proiettivo reale

�
1
2 ∶ 1 ∶ 1� �1 ∶

1
3 ∶

4
3� (2 ∶ − 1 ∶ 2)

sono allineati, e si determini un’equazione della retta che li contiene.

Soluzione. Per verificare che i 3 punti sono allineati, dobbiamo verificare che i cor-
rispondenti vettori diℝ3 sono dipendenti. Riscriviamo i seguenti punti per facilitarci i
calcoli:

�
1
2 ∶ 1 ∶ 1� = (1 ∶ 2 ∶ 2) �1 ∶

1
3 ∶

4
3� = (3 ∶ 1 ∶ 4)

Verifichiamolo la dipendenza con il determinante.

det
�
�

1 2 2
3 1 4
2 −1 2

�
�
= 0



210 capitolo 11. geometria proiettiva

L’equazione della retta è data dall’equazione del piano vettoriale inℝ3 generato da 2 dei
3 vettori:

0 =
�
�

𝑥0 𝑥1 𝑥2
1 2 2
3 1 4

�
�
= 𝑥0 (8 − 2) − 𝑥1 (4 − 6) + 𝑥2 (1 − 6) = 6𝑥0 + 2𝑥1 − 5𝑥2

Verifichiamo che contenga anche il terzo:

6 ⋅ 2 + 2 ⋅ (−1) − 5 ⋅ 2 = 0

11.7 rappresentazione parametrica di un sottospazio pro-

iettivo

Sia 𝑆 ⊆ ℙ (𝑉 ) un sottospazio proiettivo di dimensione𝑚. Allora esistono sempre𝑚+ 1 punti
𝑃0, … , 𝑃𝑚 ∈ 𝑆 linearmente indipendenti che generano 𝑆. Infatti, se 𝑆 = ℙ (𝑊 ) con𝑊 ⊆ 𝑉
sottospazio vettoriale di dimensione𝑚 + 1, possiamo scegliere una base {𝑤0, … , 𝑤𝑚} di𝑊
tale per cui

𝑃𝑖 = [𝑤𝑖] ∈ 𝑆.

Sono linearmente indipendenti (perché lo sono i vettori della base) e generano 𝑆.
Allora, tutti e soli i punti di 𝑆 sono della forma

[𝜆0𝑤0 + … + 𝜆𝑚𝑤𝑚] 𝜆0, … , 𝜆𝑚 ∈ 𝕂

Supponiamo ora di aver fissato una base {𝑒0, … , 𝑒𝑛} di 𝑉 e quindi di aver considerato il corri-
spondente riferimento proiettivo. In coordinate vettoriali di 𝑉, un punto di𝑊 è 𝑥 = (𝑥0, … , 𝑥𝑛)
se e solo se

𝑥 = 𝑥0𝑒0 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛 = 𝜆0𝑤0 + … + 𝜆𝑚𝑤𝑚

Il punto 𝑃𝑖 in 𝑉 avrà coordinate �𝑃0,𝑖, … , 𝑃𝑛,𝑖� ∀𝑖 = 1, … , 𝑚, dunque il generico vettore 𝑥 di
𝑊 è espresso da

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 𝜆0𝑃0,0 + 𝜆1𝑃0,1 + … + 𝜆𝑚𝑃0,𝑚
⋮
𝑥𝑛 = 𝜆0𝑃𝑛,0 + 𝜆1𝑃𝑛,1 + … + 𝜆𝑚𝑃𝑛,𝑚

Anche i punti di 𝑆 sono date da queste coordinate, dunque questa viene definita la rappre-
sentazione parametrica del sottospazio 𝑆, con (𝜆0 ∶ … ∶ 𝜆𝑚) le coordinate omogenee di
ℙ (𝑊 ) date dalla base {𝑤0, … , 𝑤𝑚}.

Esempio. Inℙ3 (ℝ) consideriamo i punti

𝐴 = (1 ∶ 0 ∶ − 1 ∶ 4) 𝐵 = (2 ∶ 3 ∶ 0 ∶ 5)

Allora, la rappresentazione parametrica del sottospazio 𝑆 = ⟨𝐴, 𝐵⟩ con (𝜆 ∶ 𝜇) è
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 𝜆 + 2𝜇
𝑥1 = 3𝜇
𝑥2 = −𝜆
𝑥3 = 4𝜆 − 5𝜇
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11.7.1 Coordinate proiettive e punti in posizione generale

Osservazione. Siaℙ (𝑉 ) con un riferimento proiettivo fissato. Consideriamo i punti
fondamentali 𝑃0, … , 𝑃𝑛 e il punto unità 𝑈.

n 𝑃0, … , 𝑃𝑛, 𝑈 sono 𝑛 + 2 punti.
n 𝑃0, … , 𝑃𝑛, 𝑈 sono in posizione generale: essendo 𝑃𝑖 = [𝑒𝑖] con 𝑒0, … , 𝑒𝑛 base di

𝑉, allora 𝑃0, … , 𝑃𝑛 sono indipendenti. Se sostituiamo l’𝑖-esimo punto con 𝑈 =
[𝑒1 + … + 𝑒𝑛], allora:

𝑃0, … , ̌𝑃𝑖, … , 𝑈

Sono indipendenti per ogni 𝑖 = 0, … , 𝑛.a

aIndichiamo con ̌𝑃𝑖 il punto che sostituiamo.

Attenzione! Siaℬ = {𝑒0, … , 𝑒𝑛} una base che induce un riferimento proiettivo suℙ (𝑉 ).
Per ogni 𝑖 sia 𝜆𝑖 ∈ 𝕂 ⧵ {0} e consideriamo 𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑒𝑖. Alloraℬ′ = {𝑣0, … , 𝑣𝑛} è ancora
una base e i punti fondamentali del riferimento indotto daℬ′ sono gli stessi del riferimento
indotto daℬ. Infatti

[𝑒𝑖] = [𝑣𝑖] = 𝑃𝑖
Però i due riferimenti sono diversi; dato 𝑣 espresso nella baseℬ

𝑣 = 𝑥0𝑒0 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛,

la sua classe inℙ (𝑉 ), rispetto aℬ, è

[𝑣] = (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) .

Possiamo partire dall’espressione di 𝑣 nella baseℬ a quella nella baseℬ′, moltiplicando
e dividendo ogni 𝑒𝑖 per il corrispettivo 𝜆𝑖:

𝑣 =
𝑥0
𝜆0
(𝜆0𝑒0) + … +

𝑥𝑛
𝜆𝑛
(𝜆𝑛𝑒𝑛) =

𝑥0
𝜆0
𝑣0 + … +

𝑥𝑛
𝜆𝑛
𝑣𝑛.

Passiamo dunque alla baseℬ′ alla classe inℙ (𝕂):

[𝑣] = �
𝑥0
𝜆0
∶ … ∶ � .

Notiamo che effettivamente il punto [𝑣] non cambia, ma i riferimenti non sonomultipli e
quindi sono diversi!

n Conoscere i punti fondamentali non basta a determinare la baseℬ.
n Riferimenti proiettivi diversi possono avere gli stessi punti fondamentali.

Osservazione. Supponiamo di avere 𝑛 + 2 punti 𝑃0, … , 𝑃𝑛+1 in ℙ (𝑉 ), cioè ∀𝑖 =
0, … , 𝑛 + 1 ∃𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ∶ 𝑃𝑖 = [𝑣𝑖]. Allora

𝑃0, … , 𝑃𝑛+1 sono in posizione generale ⟺ 𝑣0, … , 𝑣𝑛 sono indipendenti e
𝑣𝑛+1 = 𝑎0𝑣0 + … + 𝑎𝑛𝑣𝑛 con 𝑎𝑖 ≠ 0 ∀𝑖 = 0, … , 𝑛

Infatti, se 𝑣0, … , 𝑣𝑛 è una base (in quanto sono indipendenti), 𝑣0, … , ̌𝑣𝑖, … , 𝑣𝑛, 𝑣𝑛+1 sono
indipendenti se e solo se 𝑎𝑖 ≠ 0.
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Teorema 11.7.1. (Esistenzadi una base dati 𝑛 + 2 punti in posizione generale).
Sia ℙ (𝑉 ) di dimensione 𝑛. Dati 𝑛 + 2 punti 𝑃0, … , 𝑃𝑛+1 in posizione generale, esiste una base

ℬ = {𝑒0, … , 𝑒𝑛} di 𝑉 tale che

𝑃0 = [𝑒0] , … , 𝑃𝑛 = [𝑒𝑛] , 𝑃𝑛+1 = [𝑒0 + … + 𝑒𝑛] .

Inoltre, seℬ′ = �𝑓0, … , 𝑓𝑛� è un’altra base di 𝑉 che soddisfa la condizione sopra, alloraℬ′ è
proporzionale aℬ, cioè esiste 𝜇 ∈ 𝕂 ⧵ {0} tale che 𝑓𝑖 = 𝜇𝑒𝑖 ∀𝑖 = 0, … , 𝑛.

Dimostrazione. Sia 𝑃𝑖 = [𝑣𝑖] al variare di 𝑖 = 0, … , 𝑛 + 1. I punti 𝑃0, … , 𝑃𝑛 sono
indipendentia, dunque per definizione 𝑣0, … , 𝑣𝑛 è una base di 𝑉. Poniamo

𝑣𝑛+1 = 𝜆0𝑣0 + … + 𝜆𝑛𝑣𝑛 𝜆𝑖 ∈ 𝕂

Allora, per l’osservazione precedente, 𝜆𝑖 ≠ 0 ∀𝑖 perché i punti sono in posizione generale.
Consideriamo 𝑒0 = 𝜆0𝑣0, 𝑒1 = 𝜆1𝑣1, … , 𝑒𝑛 = 𝜆𝑛𝑣𝑛. Si ha cheℬ = {𝑒0, … , 𝑒𝑛} è una base
di 𝑉 perché 𝜆𝑖 ≠ 0 ∀𝑖. Segue che

[𝑒𝑖] = [𝑣𝑖] = 𝑃𝑖 ∀𝑖 = 0, … , 𝑛
[𝑒0 + … + 𝑒𝑛] = [𝜆0𝑣0 + … + 𝜆𝑛𝑣𝑛] = [𝑣𝑛+1] = 𝑃𝑛+1

Adesso, siaℬ′ = �𝑓0, … , 𝑓𝑛� come da ipotesi. Allora �𝑓𝑖� = 𝑃𝑖 = [𝑒𝑖] ∀ 𝑖 = 0, … , 𝑛, cioè
∃𝜇𝑖 ∈ 𝕂 ⧵ {0} ∶ 𝑓𝑖 = 𝜇𝑖𝑒𝑖 ∀𝑖 = 0, … , 𝑛. Inoltre, soddisfa anche �𝑓0 + … + 𝑓𝑛� = 𝑃𝑛+1,
pertanto

�𝑓0 + … + 𝑓𝑛� = [𝑒0 + … + 𝑒𝑛] .

In altre parole, esiste 𝜇 ∈ 𝕂 ⧵ {0} tale che

𝑓0 + … + 𝑓𝑛 = 𝜇 (𝑒0 + … + 𝑒𝑛)
q

𝜇0𝑒0 + … + 𝜇𝑛𝑒𝑛

𝑒0, … , 𝑒𝑛 è una base: per l’unicità della scrittura deve essere 𝜇 = 𝜇0 = … = 𝜇𝑛, cioè
𝑓𝑖 = 𝜇𝑒𝑖 ∀𝑖 = 0, … , 𝑛.

aPerché se 𝑛 + 2 punti sono in posizione generale, presi 𝑛 + 1 punti fra di loro sono indipendenti.

11.8 trasformazioni proiettive

Definizione 11.8.1. (Trasformazione proiettiva e proiettività).

Un’applicazione𝑓 ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ′) tra spazi proiettivi si dice trasformazione pro-

iettiva o isomorfismo proiettivo se esiste𝜑 ∶ 𝑉 𝑉 ′ isomorfismo che induce un
altro isomorfismo lineare

𝜑̃ ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ′)
[𝑣] [𝜑 (𝑣)]

tale per cui 𝑓 = 𝜑̃. Se 𝑉 = 𝑉 ′, diciamo che 𝑓 è una proiettività diℙ (𝑉 ).
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Dimostrazione.
n 𝜑̃ è ben definita:

1. 𝜑 (𝑣) ≠ 0 perché 𝑣 ≠ 0 e𝜑 è iniettiva, pertanto ker𝜑 = {0} e dunque l’unico
vettoremappato a 0 tramite𝜑 è solo 0.

2. Se [𝑣] = [𝑤], allora 𝑤 ∼ 𝑣, cioè 𝑤 = 𝜆𝑣 con 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}; segue che per
linearità di𝜑 vale𝜑 (𝑤) = 𝜆𝜑 (𝑣) e quindi [𝜑 (𝑤)] = [𝜑 (𝑣)].

n 𝜑̃ è iniettiva: se 𝜑̃ ([𝑣]) = 𝜑̃ ([𝑤]), allora

[𝜑 (𝑣)] = [𝜑 (𝑤)] ⟹ ∃𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0} ∶ 𝜑 (𝑤) = 𝜆𝜑 (𝑣) = 𝜑 (𝜆𝑣)

Poiché𝜑 è iniettiva, segue che𝑤 = 𝜆𝑣 e dunque [𝑣] = [𝑤].
n 𝜑̃ è suriettiva: infatti, se [𝑤] ∈ ℙ (𝑉 ′), essendo 𝜑 suriettiva esiste un vettore 𝑣 tale

che𝑤 = 𝜑 (𝑣). Segue che [𝑤] = [𝜑 (𝑣)] = 𝜑 ([𝑣]).

Dato che spazi vettoriali della stessa dimensione sono sempre isomorfi, due spazi proiettivi della

stessa dimensione sono sempre isomorfi e ℙ (𝑉 ) è sempre isomorfo a ℙ𝑛 (𝕂), con dim 𝑉 =
𝑛 + 1.
Lemma 11.8.1. (Uguaglianzadi proiettività).

Siano𝜑, 𝜓 ∶ 𝑉 𝑉 ′ isomorfismi. Allora:

𝜑̃ = 𝜓̃ ⟺ ∃𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0} ∶ 𝜓 = 𝜆𝜑

Dimostrazione.

⟸ ) Se 𝑣 ∈ 𝕂 ⧵ {0}, allora𝜓 (𝑣) = 𝜆𝜑 (𝑣). Segue che

𝜑̃ ([𝑣]) = [𝜑 (𝑣)] = [𝜓 (𝑣)] = 𝜓̃ ([𝑣])

⟹ ) Sia ℎ ≔ 𝜓−1 ∘ 𝜑 ∶ 𝑉 𝑉 automorfismo. Vogliamomostrare che ℎ = 𝜆𝐼𝑑𝑉 con
𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}. Se 𝑣 ∈ 𝑉 ⧵ {0}, abbiamo

𝜑̃ ([𝑣]) = 𝜓̃ ([𝑣])
q q

[𝜑 (𝑣)] [𝜓 (𝑣)]
⟹ 𝜆𝑣 ∈ 𝕂 ⧵ {0} ∶ 𝜑 (𝑣) = 𝜆𝑣𝜓 (𝑣) ⟹ ℎ (𝑣) = 𝜓−1 (𝜑 (𝑣)) = 𝜆𝑣𝑣

Segue che 𝑣 è autovettore di ℎ ∀𝑣 ∈ 𝑉 ⧵ {0}, in particolare ogni vettore non nullo è autovet-
tore di ℎ. Segue che ℎ è diagonalizzabile e ha un unico autovalore 𝜆. Infatti, presi 𝜆1 e 𝜆2,
si avrebbero i seguenti autovalori indipendenti:

𝑣1 ∈ 𝑉𝜆1 ⧵ {0} 𝑣2 ∈ 𝑉𝜆2 ⧵ {0}

Considerato che
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ℎ (𝑣1) = 𝜆1𝑣1
ℎ (𝑣2) = 𝜆2𝑣2
ℎ (𝑣1 + 𝑣2) = 𝜆 (𝑣1 + 𝑣2)
ℎ (𝑣1 + 𝑣2) = ℎ (𝑣1) + ℎ (𝑣2)

⟹ 𝜆 (𝑣1 + 𝑣2) = 𝜆1𝑣1 + 𝜆2𝑣2

Da cui segue, in quanto 𝑣1, 𝑣2, 𝑣1 + 𝑣2 ≠ 0, che 𝜆 = 𝜆1 = 𝜆2 e quindi è unico. Allora,
ℎ = 𝜆𝐼𝑑𝑉 e pertanto𝜑 = 𝜆𝜓.
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11.8.1 Gruppo lineare proiettivo

Osservazione. Consideriamoℙ (𝑉 ) e l’insieme delle proiettivitàℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ).
n La composizione di proiettività è una proiettività (banalmente indotta dalla composi-

zione delle applicazioni lineari).

n Poiché 𝐼𝑑ℙ(𝑉 ) = �𝐼𝑑𝑉 ⟹ L’identità 𝐼𝑑ℙ(𝑉 ) è una proiettività.

n Se 𝜑̃ ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ), allora 𝜑̃−1 = �𝜑−1 ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ). In altre parole,
l’inversa di una proiettività è ancora una proiettività.

L’insieme delle proiettività risulta un gruppo rispetto alla composizione.

Definizione 11.8.2. (Gruppo lineare proiettivo).

Il gruppo lineare proiettivoℙGL (𝑉 ) è il gruppo delle proiettività dello spaziovettoriale
𝑉 con operazione la composizione di proiettività ed elemento neutro 𝐼𝑑ℙ(𝑉 ).

11.8.1.1 Descrizionematriciale del gruppo lineare proiettivo

Consideriamo gli isomorfismi𝕂𝑛+1 𝕂𝑛+1. Sappiamo che la matrice associata agli
isomorfismi è unamatrice invertibile, cioè si ha una isomorfismo di gruppi fra l’insieme degli

isomorfismi in𝕂𝑛+1 al gruppo generale lineareGL (𝑛 + 1, 𝕂):

�isomorfismi𝕂𝑛+1 𝕂𝑛+1� ↔ GL (𝑛 + 1, 𝕂)

E con il gruppo lineare proiettivo si può fare? Consideriamo

𝜙 ∶ GL (𝑛 + 1, 𝕂) ℙGL𝑛+1 (𝕂)
𝜑𝐴 𝜑̃𝐴

𝜙 è omomorfismo di gruppi suriettivo, ma non iniettivo. Infatti, il nucleo non è triviale:

ker𝜙 = �𝜑𝐴 � 𝜑𝐴 = 𝐼𝑑ℙ𝑛(𝕂) = �𝐼𝑑𝕂𝑛+1 � = �𝜑𝐴 � 𝜑𝐴 = 𝜆𝐼𝑑𝕂𝑛+1, 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0} � =
= {𝜑𝐴 | 𝐴 = 𝜆𝐼, 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0} }

Tuttavia, per il primo teorema di isomorfismo per i gruppi possiamo considerare il seguente

diagramma commutativo:

GL (𝑛 + 1, 𝕂) ℙGL𝑛+1 (𝕂)

GL(𝑛+1, 𝕂)
{𝜆𝐼 ∣ 𝜆∈𝕂⧵{0}}

𝜋
∃𝑓

𝜙

Si ha pertanto l’isomorfismo

ℙGL𝑛+1 (𝕂) ≅ GL (𝑛 + 1, 𝕂) / {𝜆𝐼 ∣ 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}}

Si può anche considerare l’isomorfismo tra {𝜆𝐼 ∣ 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}} e𝕂 ⧵ {0}, e riscrivere l’isomor-
fismo trovato come

ℙGL𝑛+1 (𝕂) ≅ GL (𝑛 + 1, 𝕂) / (𝕂 ⧵ {0})
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Esempio. Consideriamo la seguente proiettività della retta proiettivaℙ1 (ℝ):

𝑓 ∶ ℙ1 (ℝ) ℙ1 (ℝ)
(𝑥0 ∶ 𝑥1) (𝑎𝑥0 + 𝑏𝑥1 ∶ 𝑐𝑥0 + 𝑑𝑥1)

Considerato il gruppo lineare proiettivoℙ2 (ℝ) = GL (2, ℝ) / {𝜆𝐼 }, per definizione di 𝑓 si
ha 𝑓 = 𝜑̃, dove a𝜑 è associata la matrice

𝐴 = �
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 �

e dunque possiamo scrivere l’applicazione lineare𝜑 come

𝑓 ∶ ℝ2 ℝ2

�
𝑥0
𝑥1

� 𝐴 �
𝑥0
𝑥1

�

Pertanto, 𝑓 si può anche scrivere come

𝑓 ∶ ℙGL2 (𝕂) ℙ1 (ℝ)
[𝑣] [𝐴𝑣]

Notiamo che se la matrice associata a𝜑 fosse 2𝐴, per proporzionalità si avrebbe comunque
la proiettività 𝑓. In modo analogo, 𝜆𝐴 con 𝜆 ∈ ℝ ⧵ {0} induce la stessa proiettività 𝑓 di𝐴.

11.8.2 Altri aspetti delle trasformazioni proiettive

Osservazione. Se 𝑓 è una proiettività diℙ (𝑉 ) e 𝑆 ⊆ ℙ (𝑉 ) un sottospazio proiettivo,
allora 𝑓 (𝑆) è ancora un sottospazio proiettivo della stessa dimensione di 𝑆. Se 𝑆 = ℙ (𝑊 ) e
consideriamo per definizione 𝑓 = 𝜑̃ con𝜑 ∶ 𝑉 𝑉, allora

∀ [𝑣] ∈ 𝑆 𝑓 ([𝑣]) = 𝜑̃ ([𝑣]) = [𝜑 (𝑣)] , 𝜑 (𝑣) ∈ 𝑊

𝑓 (𝑆) = ℙ (𝜑 (𝑊 ))

Definizione 11.8.3. (Proiettivamente equivalenti).

Due sottoinsiemi 𝐴, 𝐵 di ℙ (𝑉 ) si dicono proiettivamente equivalenti se esiste una
proiettività 𝑓 diℙ (𝑉 ) tale che:

𝐵 = 𝑓 (𝐴)

Esempio. Due sottospazi proiettivi diℙ (𝑉 ) della stessa dimensione sono sempre proietti-
vamente equivalenti.

Teorema 11.8.1. (Esistenza e unicitàdi una trasformazione proiettivadati

𝑛 + 2 punti in posizione generale).
Sianoℙ (𝑉 ) eℙ (𝑉 ′) di dimensione 𝑛. Siano:
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n 𝑃0, … , 𝑃𝑛+1 ∈ ℙ (𝑉 ) 𝑛 + 2 punti in posizione generale.
n 𝑄0, … , 𝑄𝑛+1 ∈ ℙ (𝑉 ′) 𝑛 + 2 punti in posizione generale.

Allora esiste ed è unica𝑓 ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ′) trasformazione proiettiva tale che 𝑓 (𝑃𝑖) = 𝑄𝑖 ∀𝑖 =
0, … , 𝑛 + 1. In particolare, se una proiettività fissa 𝑛 + 2 punti 𝑓 (𝑃𝑖) = 𝑃𝑖 ∀𝑖 = 0, … , 𝑛 + 1 in
posizione generale, allora è l’identità.

Dimostrazione.
n Esistenza: siano, ∀𝑖

⋄ 𝑃𝑖 = [𝑣𝑖] 𝑣𝑖 ∈ 𝑉.
⋄ 𝑄𝑖 = [𝑤𝑖] 𝑤𝑖 ∈ 𝑉 ′.
Sappiamo, dall’osservazione a pag. 211, che

⋄ 𝑣0, … , 𝑣𝑛 è base di 𝑉, con 𝑣𝑛+1 = 𝜆0𝑣0 + … + 𝜆𝑛𝑣𝑛 con 𝜆𝑖 ≠ 0 ∀𝑖.
⋄ 𝑤0, … , 𝑤𝑛 è base di 𝑉 ′, con𝑤𝑛+1 = 𝜇0𝑤0 + … + 𝜇𝑛𝑤𝑛 con 𝜇𝑖 ≠ 0 ∀𝑖.
Ameno di cambiare i rappresentanti dei punti, possiamo supporre senza perdita

di generalità che 𝜆𝑖 = 𝜇𝑖 = 1. Si ha dunque

𝑣𝑛+1 = 𝑣0 + … + 𝑣𝑛
𝑤𝑛+1 = 𝑤0 + … + 𝑤𝑛

Sia𝜑 ∶ 𝑉 𝑉 ′ l’applicazione lineare tale per cui𝜑 (𝑣𝑖) = 𝑤𝑖 ∀𝑖 = 0, … , 𝑛. Per
linearità

𝜑 (𝑣𝑛+1) = 𝜑 (𝑣0 + … + 𝑣𝑛) = 𝜑 (𝑣0) + … + 𝜑 (𝑣𝑛) = 𝑤0 + … + 𝑤𝑛 = 𝑤𝑛+1

Poiché Im𝜑 contieneunabaseper costruzione,𝜑 è suriettiva. Inparticolare, essen-
doendomorfismo (dim 𝑉 = dim 𝑉 ′),𝜑èanche isomorfismo. Allora𝑓 ≔ 𝜑̃ ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ′)
è una trasformazione proiettiva e

𝑓 (𝑃𝑖) = 𝑓 ([𝑣𝑖]) = [𝜑 (𝑣𝑖)] = [𝑤𝑖] = 𝑄𝑖 ∀𝑖 = 0, … , 𝑛 + 1

n Unicità: sia 𝑔 ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ′) un’altra trasformazione proiettiva tale che

𝑔 (𝑃𝑖) = 𝑄𝑖 ∀𝑖 = 0, … , 𝑛 + 1. Per definizione, esiste𝜓 ∶ 𝑉 𝑉 ′ isomorfismo
per cui 𝑔 = 𝜓̃ e

[𝜓 (𝑣𝑖)] = [𝑤𝑖] ∀ 𝑖

Si ha che ∃𝑎𝑖 ∈ 𝕂 ⧵ {0} tale che𝜓 (𝑣𝑖) = 𝑎𝑖𝑤𝑖. Allora

𝑎𝑛+1𝑤𝑛+1 = 𝜓 (𝑣𝑛+1) = 𝜓 (𝑣0 + … + 𝑣𝑛)
q q

𝑎𝑛+1 (𝑤0 + … + 𝑤𝑛) 𝜓 (𝑣0) + … + 𝜓 (𝑣𝑛)
q q

𝑎𝑛+1𝑤0 + … + 𝑎𝑛+1𝑤𝑛 𝑎0𝑤0 + … + 𝑎𝑛𝑤𝑛

Poiché𝑤0, … , 𝑤𝑛 è base, la scrittura è unica. Segue che 𝑎0 = 𝑎1 = … = 𝑎𝑛+1 = 𝑎.
Allora

𝜓 (𝑣𝑖) = 𝑎𝑤𝑖 = 𝑎𝜑 (𝑣𝑖) ⟹ 𝜓 = 𝑎𝜑 ⟹ 𝑔 = 𝜓̃ = 𝜑̃ = 𝑓
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Esempi.
n In una retta proiettiva (dim1), una proiettività è determinata dalle immagini di 3

punti distinti, dato che è equivalente alla condizione di ‘‘punti in posizione generale”.
n In un piano proiettivo (dim2), una proiettività è determinata dalle immagini di 4

punti, a 3 a 3 non allineati.
n Se 𝐴, 𝐵 ⊆ ℙ (𝑉 ) sono insiemi finiti, ciascuno contenente 𝑘 punti in posizione

generale, con 𝑘 ≤ 𝑛 + 2, allora𝐴 e 𝐵 sono sempre proiettivamente equivalenti.

Esempio. Approfondiamo l’ultimo esempio. In ℙ2 (𝕂), cioè dim2, si prenda 𝐴 =
{𝑃1, 𝑃2} , 𝐵 = {𝑄1, 𝑄2} con 𝑃1 ≠ 𝑃2, 𝑄1 ≠ 𝑄2. Ho due punti distinti sia in 𝐴 e 𝐵, dun-
que esiste sempre una proiettività 𝑓 ∶ ℙ2 ℙ2 tale che 𝑓 (𝐴) = 𝐵. Se invece 𝐴 e 𝐵
contengono 3 punti, se i 3 punti in𝐴 sono allineatimentre i 3 punti in 𝐵 non lo sono, allora
𝐴 e 𝐵 non sono proiettivamente equivalenti.

11.8.3 Trasformazioni proiettive in coordinate

Supponiamo di avere fissato dei riferimenti proiettivi suℙ (𝑉 ) eℙ (𝑉 ′), dati da delle basiℬ
di 𝑉 eℬ′ di 𝑉 ′, e sia 𝑓 ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ′) una trasformazione proiettiva. Sappiamo che

𝑓 = 𝜑̃ con𝜑 ∶ 𝑉 𝑉 ′ isomorfismo lineare. Sia 𝐴 ∈ GL (𝑛 + 1, 𝕂) la matrice associata
a 𝜑 rispetto alle basiℬ eℬ′. Abbiamo visto che 𝜑 è determinata solo a meno di multipli:
chiaramente, lo stesso è vero anche per𝐴. Siano allora

𝑃 = (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) ∈ ℙ (𝑉 )
𝑓 (𝑃) = �𝑦0 ∶ … ∶ 𝑦𝑛� ∈ ℙ (𝑉 ′)

Allora ∃𝜌 ∈ 𝕂 ⧵ {0} tale che 𝜌𝑦 = 𝐴𝑥.

Osservazione (Cambiamenti di coordinate).

Se inℙ (𝑉 ) abbiamo due riferimenti proiettivi, uno dalla baseℬ, e uno dalla baseℬ′, sia
𝑀 lamatrice del cambiamento di base in 𝑉 tale che

𝑥′ = 𝑀𝑥

con 𝑥 in coordinate rispetto alla baseℬ e 𝑥′ in coordinate rispetto alla baseℬ′. Allora,
se 𝑃 ∈ ℙ (𝑉 ) ha coordinate (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) rispetto aℬ e �𝑥′0 ∶ … ∶ 𝑥′𝑛� rispetto aℬ′. Esiste
𝜌 ∈ 𝕂 ⧵ {0} tale che 𝜌𝑥′ = 𝑀𝑥.

11.8.4 Punti fissi di proiettività

Definizione 11.8.4. (Punto fisso).

Un punto 𝑃 ∈ ℙ (𝑉 ) èfisso per𝑓 ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 )proiettività se 𝑓 (𝑃) = 𝑃.

Sia𝜑 ∶ 𝑉 𝑉un automorfismo tale che 𝑓 = 𝜑̃, e sia 𝑃 = [𝑣], con 𝑣 ∈ 𝑉 ⧵ {0}. Allora

𝑓 (𝑃) = [𝜑 (𝑣)] = [𝑣] ⟺ ∃𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0} ∶ 𝜑 (𝑣) = 𝜆𝑣 ⟺ 𝑣 è un autovettore per𝜑

In particolare,𝜑 è invertibile, dunque non ha l’autovettore nullo. Segue che i punti fissi di 𝑓
sono tutti e soli i punti [𝑣] con 𝑣 autovettore di𝜑.
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Osservazioni.

1. Se𝕂 = ℂ, allora ogni proiettività ha almeno un punto fisso, dato che𝜑 ha sempre

almeno un autovettore.

2. Se𝕂 = ℝ e dimℙ (𝑉 ) = 𝑛, allora dim 𝑉 = 𝑛 + 1. Il polinomio caratteristico 𝐶𝜑 (𝑡) ∈
ℝ [𝑡] ha grado 𝑛 + 1. Se 𝑛 è pari,𝜑 ha almeno un autovalore, dato che il polinomio

caratteristico ha grado𝑛+1 dispari: infatti, o è di grado uno (e quindi ha banalmente
soluzione) oppure, in quanto si può decomporre in fattori a coefficienti reali al più

di grado due, ammetterà sempre almeno un fattore di grado uno.

3. Portiamo un controesempio al caso 𝑛 dispari. Sia

𝑓 ∶ ℙ (ℝ) ℙ (ℝ)
�𝑥 ∶ 𝑦� �−𝑦∶ 𝑥�

.

Lamatrice𝐴 associata a 𝑓 è

𝐴 = �
0 −1
1 0 �

Il polinomio caratteristico non ha radici reali:

𝐶𝐴 (𝑡) = det �
−𝑡 −1
1 −𝑡 � = 𝑡

2 + 1

Segue che𝐴 non ha autovettori reali e pertanto 𝑓 non ha punti fissi.
4. In generale, l’insieme dei punti fissi di𝑓 ∶ ℙ (𝑉 ) ℙ (𝑉 ) è dato da

{ℙ (𝑉𝜆) � 𝜆 autovalore di𝜑 }

Questo è un insieme di sottospazi proiettivi a 2 a 2 disgiunti.

Definizione 11.8.5. (Insieme fisso).

Se 𝑆 ⊆ ℙ (𝑉 ) è un sottospazio, diciamo che 𝑆 èfisso per una proiettività 𝑓 se 𝑓 (𝑆) = 𝑆

11.8.5 Impratichiamoci! Trasformazioni proiettive

Esercizio. Inℙ1 (ℝ) determinare la proiettività 𝑓 tale che

𝑓 (2 ∶ 1) = (1 ∶ 1) 𝑓 (1 ∶ 2) = (0 ∶ 1) 𝑓 (1 ∶ − 1) = (1 ∶ 0)

Soluzione. Notiamo che i punti

(2 ∶ 1) (1 ∶ 2) (1 ∶ − 1) e (1 ∶ 1) (0 ∶ 1) (1 ∶ 0)

sono distinti, dunque sono in posizione generale e la proiettività è garantita. Prendiamo

la genericamatrice𝐴 = �
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 � associata a𝜑 indotta da 𝑓 e consideriamo 𝜌𝑦 = 𝐴𝑥:

⎧⎪⎨
⎪⎩

𝜌𝑦0 = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑥1
𝜌𝑦1 = 𝑐𝑥0 + 𝑑𝑥1
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Imponiamo il passaggio per 𝑓 (2 ∶ 1) = (1 ∶ 1):
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝜌 = 2𝑎 + 𝑏
𝜌 = 2𝑐 + 𝑑

⟹ 2𝑎 + 𝑏 = 2𝑐 + 𝑑

In sostanza, eliminiamo il parametro 𝜌 per ottenere un’equazione lineare omogenea tra
gli elementi della matrice. Facciamo lo stesso con i rimanenti punti 𝑓 (1 ∶ 2) = (0 ∶ 1) e
𝑓 (1 ∶ − 1) = (1 ∶ 0), utilizzando rispettivamente 𝜇𝑦 = 𝐴𝑥 e 𝜂𝑦 = 𝐴𝑥:

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 = 𝑎 + 2𝑏
𝜇 = 𝑐 + 2𝑑

⟹ 𝑎 + 2𝑏 = 0
⎧⎪⎨
⎪⎩

𝜂 = 𝑎 − 𝑏
0 = 𝑐 − 𝑑

⟹ 𝑐 − 𝑑 = 0

Costruiamo così un sistema lineare omogeneo di 3 equazioni in 4 incognite 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, con
unamatrice dei coefficienti di rango 3:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

2𝑎 + 𝑏 = 2𝑐 + 𝑑
𝑎 + 2𝑏 = 0
𝑐 − 𝑑 = 0

⟹

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎 = 2𝑐
𝑏 = −𝑐
𝑐 = 𝑐
𝑑 = 𝑐

⟹ 𝐴 = �
2𝑐 −𝑐
𝑐 𝑐 � = 𝑐 �

2 −1
1 1 �

Ameno di multipli,𝐴 = �
2 −1
1 1 � è la matrice cercata. Segue dunque che la proiettività

cercata è

𝑓 ∶ ℙ1 (ℝ) ℙ1 (ℝ)
(𝑥0 ∶ 𝑥1) (2𝑥0 − 𝑥1 ∶ 𝑥0 + 𝑥1)

11.9 geometria affine e geometria proiettiva

Abbiamo già accennato all’esistenza di una relazione che intercorre fra geometria affine

e geometria proiettiva. Diamo innanzitutto qualche richiamo dei concetti della geometria

affine.

Definizione 11.9.1. (Spazio affine).

Sia 𝑉 uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo𝕂. Uno spazio affine di

dimensione 𝑛 su 𝑉 (con spazio vettoriale associato 𝑉 di dimensione 𝑛 ) è un insiemeA (𝑉 )
non vuoto di punti (elementi) tale che sia data un’applicazione

A (𝑉 ) ×A (𝑉 ) 𝑉

(𝑃, 𝑄) �𝑃𝑄

che alla coppia di punti (𝑃, 𝑄) associa il vettore di 𝑉 con punto iniziale 𝑃 e punto finale 𝑄 e
tale che siano soddisfatti i seguenti assiomi:

1. ∀𝑃 ∈ A (𝑉 ), ∀𝑣 ∈ 𝑉 esiste un unico punto 𝑄 ∈ A (𝑉 ) tale che�𝑃𝑄 = 𝑣.
2. ∀𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ A (𝑉 ) terna di punti diA (𝑉 ) si ha�𝑃𝑄 + �𝑄𝑅 = �𝑃𝑅.
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Definizione 11.9.2. (Riferimentoaffine e coordinate affini).

Un riferimento affineℛ = (𝑂, 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛) sullo spazioA (𝑉 ) è assegnato fissando un
punto 𝑂 ∈ A (𝑉 ) detta origine ed una baseℬ = (𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛) di 𝑉. Dunque, per ogni
𝑃 ∈ A (𝑉 ) si ha la 𝑛-upla (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) dette coordinate affini del punto 𝑃 ∈ A (𝑉 ) (uniche
per riferimento affine fissato) tale per cui

𝑃 = �𝑂𝑉 = 𝑥1𝑒1 + … + 𝑥𝑛𝑒𝑛

Per i nostri scopi, parleremo spesso degli spazi affini di dimensione 𝑛 su𝕂.

Definizione 11.9.3. (Affinità).

Un’affinità o trasformazione lineare affine diA (𝕂𝑛) è un’applicazione

𝜑 ∶ A (𝕂𝑛) A (𝕂𝑛)

della forma𝜑 (𝑥) = 𝐴𝑥 + 𝑏 con𝐴 ∈ GL (𝑛, 𝕂) un’applicazione lineare invertibile e 𝑏 una
traslazione.

Definizione 11.9.4. (Sottospazio affine).

Un sottospazio affine diA (𝕂𝑛) è un traslato di un sottospazio vettoriale𝑊 ⊆ 𝕂𝑛:

𝑆 = 𝑊 + 𝑥0 = {𝑤 + 𝑥0 ∣ 𝑤 ∈ 𝑊, 𝑥0 ∈ A (𝑊 )} .

Osservazioni.
n 𝑊 è l’unico traslato di 𝑆 per l’origine (𝑥0 = 𝑂) e si dice sottospazio direttore di 𝑆,

cioè ne dà appunto la direzione. Si definisce dim 𝑆 ≔ dim𝑊.
n Un punto inA (𝕂𝑛) è un sottospazio affine di dimensione 0 (𝑊 = {0}; dopotutto

non ha particolarmente senso parlare di direzione del punto).
n Una retta affine 𝑟 inA (𝕂𝑛) è un sottospazio affine di dim1: 𝑊 = ℒ (𝑣), cioè 𝑟 si

può individuare assegnando un punto 𝑃 ∈ 𝑟 e un qualsiasi vettore 𝑣 parallelo alla
retta 𝑟.

n Un piano affine 𝜋 inA (𝕂𝑛) è un sottospazio affine di dim2: 𝑊 = ℒ (𝑣, 𝑤), cioè 𝜋
si può individuare assegnando un punto 𝑃 ∈ 𝑟 e una coppia di vettori l.i. paralleli al
piano 𝜋.

n Un iperpiano affine è un sottospazio di dimensione 𝑛 − 1.
n Due sottospazi affini della stessa dimensione si dicono paralleli se hanno lo stesso

sottospazio direttore.

Esempio. Consideriamo 𝑟 = 𝑊 + 𝑥0 retta affine, che ha dunque dim 𝑟 = dim𝑊 = 1. 𝑊 è

la retta vettoriale in𝕂𝑛, mentre un qualunque 𝑣 ∈ 𝑊 ⧵ {0} è la direzione della retta.

Un sottospazio affine 𝑆 ⊆ 𝕂𝑛 può essere descritto con equazioni cartesiane oppure in forma
parametrica.

n Equazioni cartesiane. 𝑆 è visto come l’insieme delle soluzioni del sistema lineare

𝐴𝑥 = 𝑏

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑋1
⋮
𝑋𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ A (𝕂𝑛)

con 𝑏 che descrive la traslazione dovuta a 𝑥0 ∈ A (𝑊 ). In tal caso𝑊 è il sottospazio

vettoriale delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato𝐴𝑥 = 0.
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n Forma parametrica. Supponiamo dim 𝑆 = dim𝑊 = 𝑚. Siano 𝑣1, … , 𝑣𝑚 ∈ 𝕂𝑛 i
vettori di una base di𝑊; rispetto ad una base di𝕂𝑛, e dunque rispetto ad un sistema
di riferimento affine con origine 𝑂, essi sono espressi nelle componenti

𝑣𝑖 = �𝑉𝑖,1, … , 𝑉𝑖,𝑛� ∈ A (𝕂𝑛)

Consideriamo 𝑆 = 𝑊 + 𝑐, con il punto 𝑐 = (𝐶1, … , 𝐶𝑛) rispetto allo stesso sistema
affine di prima. I punti 𝑥 di 𝑆 in forma parametrica sono dati da

𝑥 = 𝑡1𝑣1 + … + 𝑡𝑚𝑣𝑚 + 𝑐 𝑡1, … , 𝑡𝑚 ∈ 𝕂,

da cui otteniamo il sistema 𝑛 × (𝑚 + 1) seguente

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑋1 = 𝑡1𝑉1,1 + … + 𝑡𝑚𝑉𝑚,1 + 𝐶1
⋮
𝑋𝑛 = 𝑡1𝑉1,𝑛 + … + 𝑡𝑚𝑉𝑚,𝑛 + 𝐶𝑛

Esempio. La retta 𝑟 (dim𝑊 = 1) passante per 𝑐 con direzione 𝑣 è descritto parametrica-
mente da ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

𝑋1 = 𝑡𝑉1 + 𝑐1
⋮
𝑋𝑛 = 𝑡𝑉𝑛 + 𝑐𝑛

Consideriamo ora lo spazio proiettivo numericoℙ𝑛 = ℙ𝑛 (𝕂) = ℙ �𝕂𝑛+1� e i punti in coordinate
omogenee (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) rispetto ad un dato sistema di riferimento proiettivo. Consideriamo
il seguente sottoinsieme diℙ𝑛:

𝑈0 ≔ {𝑃 = (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) ∈ ℙ𝑛 ∣ 𝑥0 ≠ 0}

La condizione 𝑥0 ≠ 0 è ben posta; infatti, se 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}, allora 𝑥0 ≠ 0 ⟺ 𝜆𝑥0 ≠ 0.
Consideriamo anche il suo complementare, che è l’iperpiano coordinato rispetto alla prima

coordinata omogenea:

ℙ𝑛 ⧵ 𝑈0 = 𝐻0 = {𝑃 = (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) ∈ ℙ𝑛 ∣ 𝑥0 = 0} = {𝑃 = (0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) ∈ ℙ𝑛}

Sia 𝑃 ∈ 𝑈0: essendo 𝑎0 ≠ 0 si ha 𝑃 = (𝑎0 ∶ … ∶ 𝑎𝑛) = �1 ∶
𝑎1
𝑎0
… ∶ 𝑎𝑛𝑎0

�. In particolare, 𝑎1
𝑎0
, … , 𝑎𝑛𝑎0

sono univocamente determinate da 𝑃.

Esempio. Sia ℙ2 (ℝ) = �rette vettoriali inℝ3� con punti di componenti (𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ 𝑥2).
Allora𝐻0 è una retta proiettiva inℙ2 (ℝ) e risulta

𝐻0 = {𝑃 = (𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ 𝑥2) ∈ ℙ𝑛 ∣ 𝑥0 = 0} = {𝑃 = (0 ∶ 𝑥1 ∶ 𝑥2) ∈ ℙ𝑛}
= �rette vettoriali diℝ3 contenute nel piano affine 𝑥0 = 0�

Infatti, prendiamoA �ℝ3� e consideriamo il piano 𝑥0 = 1, parallelo al piano 𝑥0 = 0. Se
𝑟 ⊆ ℝ3 è una retta vettoriale che non appartiene al piano affine {𝑥0 = 0} (𝑟 ⊈ {𝑥0 = 0}), 𝑟
interseca il piano 𝑥0 = 1 in un solo punto! In particolare, se 𝑟 ha direzione (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2), il
punto nel piano {𝑥0 = 1} avrà coordinate � 𝑎1

𝑎0
, 𝑎2
𝑎0
�.
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Possiamo identificare 𝑈0 ⊆ ℙ𝑛 conA (𝕂𝑛). Consideriamo le due funzioni seguenti:

𝑗 = 𝑗0 ∶ A (𝕂𝑛) 𝑈0 ⊆ ℙ𝑛

(𝑋1, … , 𝑋𝑛) (1 ∶ 𝑋1 ∶ … ∶ 𝑋𝑛)

𝜙 ∶ 𝑈0 ⊆ ℙ𝑛 A (𝕂𝑛)
(𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) � 𝑥1

𝑥0
, … , 𝑥𝑛𝑥0

�

n 𝜙 è ben definita, dato che 𝑥0 ≠ 0 per definizione di 𝑈0.
n 𝑗 e 𝜙 sono l’una l’inversa dell’altra:

A (𝕂𝑛) 𝑈0 A (𝕂𝑛)
(𝑋1, … , 𝑋𝑛) (1 ∶ 𝑋1 ∶ … ∶ 𝑋𝑛) (𝑋1, … , 𝑋𝑛)

𝑗 𝜙

𝑈0 A (𝕂𝑛) 𝑈0
(𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛) � 𝑥1

𝑥0
, … , 𝑥𝑛𝑥0

� �1 ∶ 𝑥1
𝑥0
∶ … ∶ 𝑥𝑛𝑥0

� = (𝑥0 ∶ … ∶ 𝑥𝑛)

𝜙 𝑗

Si ha dunque che 𝑗 e 𝜙 sono biunivoche. In questomodo identifichiamo 𝑈0 ⊆ ℙ𝑛 conA (𝕂𝑛),
mentre l’iperpiano𝐻0 corrisponde allo spazio proiettivo di dimensione 𝑛 − 1; si ha dunque

ℙ𝑛 = 𝑈0 ⨿ 𝐻0 = A (𝕂𝑛) ⨿ℙ𝑛−1.

La coppia �𝑈0, 𝑗� è detta carta affine diℙ𝑛.
In altre parole,ℙ𝑛 si può vedere come un’estensione o ampliamento dello spazio affine𝕂𝑛.
Diciamo allora che:

n I punti di𝐻0 sono detti punti impropri o punti all’infinito.
n 𝐻0 è detto iperpiano improprio o iperpiano all’infinito.
n I punti di 𝑈0 = A (𝕂𝑛) sono detti punti propri.

Intuitivamente... Inmolti casi, possiamo liberamente parlare diA (𝕂𝑛) come lo spa-
ziovettoriale𝕂𝑛 inteso in senso geometrico come insieme di punti con un punto qualunque
come origine.

Esempio. Consideriamo la retta proiettivaℙ1 (𝕂). L’iperpiano all’infinito è

𝐻0 = �𝑃 = (𝑥0 ∶ 𝑥1) ∈ ℙ1 ∣ 𝑥0 = 0� = {(0 ∶ 1)} ,

mentre invece l’insieme dei punti propri è

𝑈0 = �𝑃 = (𝑥0 ∶ 𝑥1) ∈ ℙ1 ∣ 𝑥0 ≠ 0� .

In particolare, si ha la corrispondenza biunivoca 𝑈0
1 ∶ 1↔ 𝕂 definita come

(𝑥0 ∶ 𝑥1) = �1 ∶
𝑥1
𝑥0
� ↦

𝑥1
𝑥0

∈ 𝕂
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In altre parole, si può vedere la retta proiettiva

come il campo𝕂 con l’aggiunto di un unico punto,

l’infinito∞.

ℙ1 = 𝕂 ∪ (0 ∶ 1) = 𝕂 ∪ {∞}

Se𝕂 = ℝ, essendo 𝑆1 ⧵ {1 punto} ≅ ℝ, si ha

ℙ1 (ℝ) = ℝ ∪ {∞} ≅ 𝑆1

R

P1(R)

1=(0:1)

11.10.1 Chiusura proiettiva di un sottospazio affine

Definizione 11.10.1. (Chiusura proiettiva della retta affine).

Sia 𝑟 ⊆ A (𝕂𝑛) una retta affine. La chiusura proiettiva di 𝑟 è il sottospazio proiettivo
𝑟 ⊆ ℙ𝑛 generato da 𝑟 ⊆ 𝑈0 ⊆ ℙ𝑛.

Proposizione 11.10.1. (Chiusura proiettiva della retta affine).

𝑟 è una retta proiettiva e si ha
𝑟 = 𝑟 ∪ 𝑃∞

dove 𝑃∞ = 𝑟 ∩ 𝐻0 è detto punto all’infinito o punto improprio della retta 𝑟.

Dimostrazione. Sia 𝑣 ∈ 𝕂𝑛 ⧵ {0} la direzione di 𝑟 e𝑤 ∈ 𝑟 un punto della retta. Allora 𝑟
ha descrizione parametrica inA (𝕂𝑛)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑋1 = 𝑡𝑣1 + 𝑤1
⋮
𝑋𝑛 = 𝑡𝑣𝑛 + 𝑤𝑛

𝑡 ∈ 𝕂

Consideriamo la retta proiettiva 𝑅 ⊆ ℙ𝑛 con descrizione parametrica

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 𝑠
𝑥1 = 𝑡𝑣1 + 𝑠𝑤1
⋮
𝑥𝑛 = 𝑡𝑣𝑛 + 𝑠𝑤𝑛

(𝑠 ∶ 𝑡) ∈ ℙ1

𝑅 è la retta proiettiva per i punti

𝑡 = 0 ∶ (1 ∶ 𝑤1 ∶ … ∶ 𝑤𝑛) 𝑠 = 0 ∶ (0 ∶ 𝑣1 ∶ … ∶ 𝑣𝑛) = 𝑃∞.

Ponendo 𝑠 = 1 otteniamo
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 1
𝑥1 = 𝑡𝑣1 + 𝑤1
⋮
𝑥𝑛 = 𝑡𝑣𝑛 + 𝑤𝑛

𝑡 ∈ 𝕂
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Al variare di 𝑡 ∈ 𝕂, questi sono tutti e soli i punti di 𝑗 (𝑟) ⊆ 𝑈0 ⊆ ℙ𝑛. Si ha dunque che 𝑅 è
una retta proiettiva contente 𝑟:

𝑅 = 𝑟 ∪ 𝑃∞
𝑃∞ = 𝑅 ∩ 𝐻0 = {(0 ∶ 𝑣1 ∶ … ∶ 𝑣𝑛)}

𝑅 è necessariamente il più piccolo sottospazio proiettivo contenente 𝑟, dato che è la retta
più un solo punto. Pertanto, 𝑅 = 𝑟.

Osservazioni.

1. Il punto improprio di 𝑟 è 𝑃∞ = (0 ∶ 𝑣1 ∶ … ∶ 𝑣𝑛) e corrisponde esattamente alla
direzione 𝑣 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛) di 𝑟. Poiché 𝑃∞ = [𝑣] con 𝑣 la direzione di 𝑟, ne segue che
l’iperpiano improprio diℙ2 (𝕂) è

𝐻0 = ℙ𝑛−1 (𝕂) = ℙ (𝐾𝑛) = {rette vettoriali in𝕂𝑛} =
= {direzioni delle rette affini inA (𝕂𝑛)}

2. Due rette affini 𝑟1, 𝑟2 ⊆ A (𝕂𝑛) hanno lo stesso punto improprio se e solo hanno
la stessa direzione, cioè se sono parallele. Se 𝑟1 ≠ 𝑟2 e 𝑟1 e 𝑟2 sono parallele, allora
𝑟1 ∩ 𝑟2 = ∅ in A (𝕂𝑛), ma 𝑟1 ∩ 𝑟2 = 𝑃∞ in ℙ𝑛. Ciò ci porta a dire che due rette
parallele 𝑟1 e 𝑟2 si incontrano sempre all’infinito!

3. Se 𝑛 = 2, cioè operando inℙ2, due rette distinte 𝑟1, 𝑟2 ⊆ A �𝕂2� sono o incidenti o
parallele, ma inℙ2 si intersecano sempre.

4. Viceversa, sia 𝑙 ⊆ ℙ𝑛 una retta proiettiva. Abbiamo due casi:
n 𝑙 ⊆ 𝐻0, 𝑙 ∩ 𝑈0 = ∅.
n 𝑙 ⊈ 𝐻0 ⟹ 𝑙+ 𝐻0 = ℙ𝑛.

Infatti, si ha che 𝑙 + 𝐻0 è un sottospazio proiettivo che contiene strettamente𝐻0,
dato che 𝑙 ⊈ 𝐻0, e usando la formula di Grassmann otteniamo

dim (𝑙 + 𝐻0) = dim 𝑙 + dim𝐻0 − dim (𝑙 ∩ 𝐻0) = 1 + 𝑛 − 1 + 0 = 𝑛 = dimℙ𝑛,

da cui ricaviamo che 𝑙 + 𝐻0 = ℙ𝑛. Sempre dalla formula di Grassmann

dim (𝑙 ∩ 𝐻0) = 0 ⟹ 𝑙 ∩ 𝐻0 = {1punto} = {𝑄} ,

cioè 𝑙 ∩ 𝑈0 = 𝑙 ⧵ {𝑄}. In altre parole, 𝑙 è una retta affine in A (𝕂𝑛) con un punto
improprio 𝑄 e necessariamente 𝑙 è la chiusura proiettiva di 𝑙 ⧵ {𝑄}.

5. Sia 𝑛 = 2, cioè operiamo inℙ2. Una retta 𝑟 ⊆ A �𝕂2� è descritta da un’equazione
lineare

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 (𝑎, 𝑏) ≠ (0, 0)

con la corrispondenza biunivoca fra le coordinate �𝑥, 𝑦� vettoriali e (𝑋1, 𝑋2) af-
fini. Abbiamo tuttavia anche la corrispondenza con le coordinate omogenee in

ℙ2, rispettivamente �𝑥 ∶ 𝑦 ∶ 𝑧� e (𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ 𝑥2). Chiamiamo �𝑥 ∶ 𝑦 ∶ 𝑧� le coordinate
omogenee suℙ2 con

𝐻0 = �𝑃 = �𝑥∶ 𝑦 ∶ 𝑧� ∈ ℙ2 ∣ 𝑧 = 0� = �𝑃 = �𝑥∶ 𝑦 ∶ 0� ∈ ℙ2� .
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Allora la chiusura proiettiva 𝑟 ⊆ ℙ2 di 𝑟 ha inℙ2 l’equazione lineare omogenea
seguente:

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 0

Infatti, per 𝑧 = 1 si ottiene l’equazionedi 𝑟,mentre ponendo 𝑧 = 0 (cioè il passaggio
per𝐻0) troviamo il punto improprio 𝑃∞ di 𝑟:

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑧 = 0
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0

𝑃∞ = (−𝑏∶ 𝑎 ∶ 0)

La direzione della retta 𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐 = 0 è data dal punto improprio 𝑃∞ e corrisponde
al vettore (−𝑏 ∶ 𝑎 ∶ 0).

Generalizziamo il concettodi chiusuraproiettivaaungenerico sottospazioaffine.

Definizione 11.10.2. (Chiusura proiettiva di un sottospazio).

Dato 𝑆 ⊆ A (𝕂𝑛) un sottospazio affine con 𝑆 ≠ ∅, la chiusura proiettiva 𝑆 ⊆ ℙ𝑛 di 𝑆 è il
sottospazio proiettivo generato da 𝑆. Esso ha dimensione dim 𝑆 = dim 𝑆 = 𝑚.

n Equazioni cartesiane. Se 𝑆 come sottospazio affine è dato in forma cartesiana dal
sistema lineare ℎ × (𝑛 + 1)

𝐴𝑥 + 𝑏 = 0

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑋1
⋮
𝑋𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ A (𝕂𝑛)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑎1,1𝑋1 + … + 𝑎1,𝑛𝑋𝑛 + 𝑏1 = 0
⋮
𝑎ℎ,1𝑋1 + … + 𝑎ℎ,𝑛𝑋𝑛 + 𝑏ℎ = 0

allora 𝑆 è descritto dal sistema lineare omogeneo ℎ × (𝑛 + 1) in (𝑥0, … , 𝑥𝑛) seguente:

(𝐴 ∣ 𝑏) 𝑥 = 0

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
𝑥0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ ℙ𝑛

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑎1,1𝑥1 + … + 𝑎1,𝑛𝑥𝑛 + 𝑏1𝑥0 = 0
⋮
𝑎ℎ,1𝑥1 + … + 𝑎ℎ,𝑛𝑥𝑛 + 𝑏ℎ𝑥0 = 0

Osservazione. Studiamo le dimensioni di 𝑆 e 𝑆 usando i sistemi cartesiani
appena definiti:

dim 𝑆 = dim𝕂𝑛 − rk (𝐴) = 𝑛 − rk (𝐴)
dim 𝑆 = dimℙ𝑛 − rk (𝐴 ∣ 𝑏) − 1 = (𝑛 + 1 − rk (𝐴 ∣ 𝑏)) − 1 = 𝑛 − rk (𝐴 ∣ 𝑏)

Per Rouché-Capelli vale rk𝐴 = rk (𝐴 ∣ 𝑏) in quanto 𝑆 ≠ ∅. In questo modo
abbiamo dimostrato che dim 𝑆 = dim 𝑆.
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I punti impropri del sottospazio affine 𝑆 sono dati da 𝑆∩𝐻0, con 𝑆 la chiusura proiettiva
di 𝑆 e𝐻0 l’iperpiano improprio. Dal sistema (11.10.1) si ha che 𝑆 ∩ 𝐻0 è dato da

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 0
𝑎1,1𝑥1 + … + 𝑎1,𝑛𝑥𝑛 = 0
⋮
𝑎ℎ,1𝑥1 + … + 𝑎ℎ,𝑛𝑥𝑛 = 0

Esso corrisponde al sistema lineare omogeneo in 𝕂𝑛 𝐴𝑥 = 0 associato al sistema
lineare𝐴𝑥 + 𝑏 = 0 che definisce 𝑆. In altre parole, 𝑆 ∩ 𝐻0 corrisponde al sottospazio
vettoriale direttore𝑊 ⊆ 𝕂𝑛 e vale 𝑆 ∩ 𝐻0 = ℙ (𝑊 ) direzione di 𝑆. La sua dimensione per
definizione di direzione è:

dim �𝑆 ∩ 𝐻0� = dim 𝑆 − 1 = dim 𝑆 − 1

n Equazioni parametriche. Se 𝑆 (dim 𝑆 = 𝑚) è data in forma parametrica e il sottospazio
direttore 𝑊 ⊆ 𝕂𝑛 ha una base {𝑣1, … , 𝑣𝑚} (tali che 𝑣𝑖 = �𝑉𝑖,1, … , 𝑉𝑖,𝑛� ∈ A (𝕂𝑛)
per un dato sistema di riferimento affine), posto 𝑐 ∈ 𝑆 ricordiamo che l’espressione
parametrica di 𝑆 è

𝑋 = 𝑡1𝑣1 + … + 𝑡𝑚𝑣𝑚 + 𝑐 𝑡1, … , 𝑡𝑚 ∈ 𝕂
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑋1 = 𝑡1𝑉1,1 + … + 𝑡𝑚𝑉𝑚,1 + 𝐶1
⋮
𝑋𝑛 = 𝑡1𝑉1,𝑛 + … + 𝑡𝑚𝑉𝑚,𝑛 + 𝐶𝑛

Allora, 𝑆 è il sottospazio generato dagli𝑚 + 1 punti indipendenti

�0 ∶ 𝑣𝑖,1 ∶ … ∶ 𝑣𝑖,𝑛� 𝑖 = 1, … , 𝑚, e (1 ∶ 𝑐1 ∶ … ∶ 𝑐𝑛) .

Pertanto, 𝑆 ha descrizione parametrica
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 𝑡0
𝑥1 = 𝑡1𝑣1,1 + … + 𝑡𝑚𝑣𝑚,1 + 𝑡0𝑐1
⋮
𝑥𝑛 = 𝑡1𝑣1,𝑛 + … + 𝑡𝑚𝑣𝑚,𝑛 + 𝑡0𝑐𝑛

con (𝑡0 ∶ … ∶ 𝑡𝑚) ∈ ℙ𝑚.

11.10.2 Un esempio di proiettività

Vediamo un esempio di proiettività diℙ1.

Esempio. Si consideriℙ1 (𝕂) = 𝕂 ∪ {∞} con∞ = (0 ∶ 1). Sia 𝑓 una proiettività definita
come

𝑓 ∶ ℙ1 ℙ1

(𝑥0 ∶ 𝑥1) (𝑎𝑥0 + 𝑏𝑥1 ∶ 𝑐𝑥0 + 𝑑𝑥1)

Si ha che 𝑓(0 ∶ 1) = (𝑏 ∶ 𝑑), mentre la sua controimmagine è 𝑓(−𝑏∶ 𝑎) = (0 ∶ 1); infatti,
siccome le coordinate sono omogenee, basta porre 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑥1 = 0. Sia 𝑡 = 𝑥1

𝑥0
la coordinata
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affine su𝕂, se 𝑥0 ≠ 0 tutti i punti (𝑥0 ∶ 𝑥1) si possono scrivere come

(𝑥0 ∶ 𝑥1) = �1 ∶
𝑥1
𝑥0
� = (1 ∶ 𝑡),

il che corrisponde al punto 𝑡 ∈ 𝕂. Vediamo ora come si comporta l’immagine grazie a

queste osservazioni se 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑥1 ≠ 0:

𝑓(𝑥0 ∶ 𝑥1) = (𝑎𝑥0 + 𝑏𝑥1 ∶ 𝑐𝑥0 + 𝑑𝑥1) = �1 ∶
𝑐𝑥0 + 𝑑𝑥1
𝑎𝑥0 + 𝑏𝑥1

� =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 ∶

𝑥0 �𝑐 + 𝑑
𝑥1
𝑥0
�

𝑥0 �𝑎 + 𝑏
𝑥1
𝑥0
�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = �1 ∶

𝑑𝑡 + 𝑐
𝑏𝑡 + 𝑎�

Dunque la proiettività 𝑓 corrisponde alla trasformazione

𝐹 ∶ 𝕂 ∪ {∞} 𝕂 ∪ {∞} con 𝐹(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑡+𝑐
𝑏𝑡+𝑎 , 𝑡 ∈ 𝕂, 𝑡 ≠ − 𝑎𝑏
∞, 𝑡 = − 𝑎𝑏
𝑑
𝑏 , 𝑡 = ∞

dove per 𝑡 = − 𝑎𝑏 si ottiene 𝑓(−𝑏∶ 𝑎) = (0 ∶ 1) = ∞, mentre la prima equazione è detta trasfor-
mazione lineare fratta, che è definita sulla retta affine tranne dove si annulla il denominatore.

Notiamo che 𝐹 diventa un’affinità

𝐹 ∶ 𝕂 𝕂
𝑡 𝛼𝑡 + 𝛽

se e solo se il denominatore diventa una costante ponendo 𝑏 = 0, ovvero se è della forma
𝐹(𝑡) = 𝛼, il che significa che la proiettivitàfissa il punto all’infinito, ovvero𝑓(0 ∶ 1) = (0 ∶ 1),
mentre la parte affine viene mandata in se stessa. Questo ragionamento si può vedere

anche in dimensione superiore.

11.10.3 Impratichiamoci! Geometria affine e geometria proiettiva

Esercizio. Sia 𝕂 = ℝ. Allora, preso ℝ𝑛 con la topologia Euclidea e ℙ𝑛 (ℝ) con la
topologia quoziente, mostrare che 𝑈0 è un aperto di ℙ𝑛 (ℝ) e che 𝑗 ∶ ℝ𝑛 𝑈0 è un

omeomorfismo.

11.11 digressione: spazi proiettivi complessi

Ricordiamo... Nel caso diℝ𝑛 si è già visto che lo spazio proiettivo reale è un quoziente
del tipoℙ𝑛 (ℝ) = �ℝ𝑛+1 ⧵ {0}� /∼, dunque èdotato inmanieranaturale di una topologia. Si
può anche vedere come quoziente della sfera 𝑆𝑛 dove si identificano i punti antipodali grazie
alla suriezione𝜋 ∶ 𝑆𝑛 ℙ𝑛 (ℝ); è anche una varietà topologica compatta di dimensione 𝑛.
Inoltreℙ1 (ℝ) ≅ 𝑆1 e abbiamo analizzato il piano proiettivo realeℙ2 (ℝ).

Anche nel caso complesso perℙ𝑛 (ℂ) = �ℂ𝑛+1 ⧵ {0}� /∼ si ha inmaniera naturale una topo-
logia quoziente data dalla topologia Euclidea suℂ𝑛+1 ⧵ {0} ≅ ℝ𝑛+1 ⧵ {0}. Vogliamovedere
che è una varietà topologica compatta di dimensione 2n. Infatti, mentreℙ𝑛 (ℝ) è localmente
euclideo di dimensione 𝑛, si ha cheℙ𝑛 (ℂ) localmente si comporta comeℂ𝑛 ≅ ℝ2𝑛, dunque
la dimensione topologica è 2𝑛.
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Ricordiamo... Ricordiamo la corrispondenza fra numeri complessi, reali e la norma:

𝑧𝑗 = 𝑥𝑗 + 𝑖𝑦𝑗 ⟹ 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 ⟷ (𝑥1, 𝑦1, … , 𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1) ∈ ℝ2𝑛+2

‖𝑧‖2 =
𝑛+1

∑
𝑗=1
|𝑧𝑗|2 =

𝑛+1

∑
𝑗=1

�|𝑥𝑗|2 + |𝑦𝑗|2� ⟹ ‖𝜆𝑧‖ =
�
⃓⃓

⎷

𝑛+1

∑
𝑗=1
|𝜆𝑧𝑗|2 = |𝜆|‖𝑧‖, 𝜆 ∈ ℂ

Teorema 11.13.1. (ℙ𝑛 (ℂ) è una varietà topologica di dimensione 2𝑛).

Dimostrazione.
n ℙ𝑛 (ℂ) è connesso: è quoziente diℂ𝑛+1 ⧵ {0}, che è connesso.
n ℙ𝑛 (ℂ) è compatto: per avere la tesi, si vuole vedere lo spazio come quoziente di

un compatto o immagine tramite una funzione continua di un compatto. Ricordiamo la

relazione di equivalenza

𝑧 ∼ 𝑤 ⟺ ∃𝜆 ∈ ℂ ⧵ {0} ∶ 𝑤 = 𝜆𝑧.

Vogliamo dimostrare che un sistema completo di rappresentanti del piano proiet-

tivo sono i punti della sfera complessa 𝑆2𝑛+1 ⊆ ℂ𝑛+1 = ℝ2𝑛+2. Se 𝑧 ∈ ℂ𝑛+1 ⧵ {0} ⟹
‖𝑧‖ ≠ 0 e pertanto 𝑆2𝑛+1 ∋ 1

‖𝑧‖ ⋅𝑧 ∼ 𝑧. Poiché un sistema completo di rappresentanti
è la sfera, si ha 𝜋(𝑆2𝑛+1) = ℙ𝑛 (ℂ) e dunqueℙ𝑛 (ℂ) è compatto.

n ℙ𝑛 (ℂ) è di Hausdorff: partiamo con una considerazione che segue dal punto
precedente. Nel caso reale i punti sulla sfera sono equivalenti solo se antipodali;

nel caso complesso la questione è differente. Consideriamo 𝑧, 𝑤 ∈ 𝑆2𝑛+1; per
definizione del piano proiettivo

𝑧 ∼ 𝑤 ⟺ ∃𝜆 ∈ ℂ ⧵ {0} ∶ 𝑤 = 𝜆𝑧.

Siccome 𝑤, 𝑧 ∈ 𝑆2𝑛+1 hanno norma unitaria 1 = ‖𝑤‖ = ‖𝜆𝑧‖ = 𝜆|‖𝑧‖ = |𝜆|.
Essendoci infiniti numeri di norma 1 inℂ, allora ci sono infiniti numeri nella stes-
sa classe, e quindi i punti 𝜆𝑧 ∈ 𝑆2𝑛+1 sono tutti equivalenti. Consideriamo ora

𝜋0 = 𝜋∣𝑆2𝑛+1 ∶ 𝑆2𝑛+1 ℙ𝑛 (ℂ). Per dimostrare che ℙ𝑛 (ℂ) è di Hausdorff, è
sufficiente dimostrare che 𝜋0 è un’identificazione chiusa per il teorema 4.4.1 (pag.
58), ovvero il piano proiettivo si ottiene come quoziente della sfera. Sia 𝐶 ⊂ 𝑆2𝑛+1

un chiuso. Allora 𝜋0(𝐶) è chiuso inℙ𝑛 (ℂ) ⟺ 𝜋−1
0 (𝜋0(𝐶)) è chiuso in 𝑆2𝑛+1. Per le

osservazioni precedenti

𝜋0 (𝑧) = 𝜋0 (𝑤) ⟺ ∃𝜆 ∈ ℂ con |𝜆| = 1 ∶ 𝑤 = 𝜆𝑧

In effetti, la relazione di equivalenza su 𝑆2𝑛+1 viene da un’azione del gruppo 𝑆1 =
{𝜆 ∈ ℂ ∣ |𝜆| = 1} rispetto al prodotto con elemento neutro 1:

𝐹 ∶ 𝑆1 × 𝑆2𝑛+1 𝑆2𝑛+1

(𝜆, 𝑧) 𝜆𝑧

⋄ 𝐹 è un’applicazione continua.
⋄ 𝑆1 × 𝑆2𝑛+1 è compatto e Hausdorff.
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𝐹 è chiusa in quanto funzione continuadaun compatto inHausdorff. Datoun chiuso
𝐶 ⊆ 𝑆2𝑛+1, prendendo la controimmagine dell’immagine agisco sui punti di 𝐶 con
tutti gli elementi di 𝑆1, cioè prendo tutte le orbite che intersecano 𝐶:

𝜋−1
0 (𝜋0(𝐶)) = 𝐹( 𝑆1 × 𝐶�

chiuso in

𝑆1×𝑆2𝑛+1

) ⊆ 𝑆2𝑛+1

Segue che 𝜋−1
0 (𝜋0(𝐶)) chiuso e 𝜋0(𝐶) chiuso inℙ𝑛 (ℂ), cioè 𝜋0 è applicazione chiusa

e 𝜋0 identificazione per il teorema 4.2.1 (Manetti 5.4), pag. 52. Pertanto,ℙ𝑛 (ℂ)
è anche quoziente di 𝑆2𝑛+1. Siccome 𝑆2𝑛+1 è un compatto e di Hausdorff e 𝜋0 è
un’identificazione chiusa, alloraℙ𝑛 (ℂ) è Hausdorff per il teorema citato in prece-
denza.

n ℙ𝑛 (ℂ) è localmente euclideo di dimensione 2𝑛: per dimostrarlo riprendiamo
le costruzioni introdotte a pag. 222. Consideriamo la famiglia di insiemi

𝑈𝑗 ≔ {𝑧𝑗 ≠ 0} = ℙ𝑛 (ℂ) ⧵ 𝐻𝑗, con𝐻𝑗 𝑗-esimo iperpiano coordinato.

Per semplicità sia 𝑗 = 0. Si consideri laproiezionealquoziente𝜋 ∶ ℂ𝑛+1 ⧵ {0} ℙ𝑛 (ℂ)
e la controimmagine 𝜋−1(𝑈0) = {𝑧 ∈ ℂ𝑛+1 ⧵ {0} ∣ 𝑧0 ≠ 0}, aperto inℂ𝑛+1 ⧵ {0} in
quanto abbiamo tolto un iperpiano. Segue che 𝑈0 è aperto in ℙ𝑛 (ℂ) e lo stesso
vale per tutti gli 𝑈𝑗. Si considerano le seguenti mappe biunivoche, una inversa
dell’altra:

𝑗 ∶ ℂ𝑛 𝑈0
(𝑧1, … , 𝑧𝑛) (1 ∶ 𝑧1 ∶ … ∶ 𝑧𝑛)

𝜙 ∶ 𝑈0 ℂ𝑛

(𝑧0 ∶ … ∶ 𝑧𝑛) � 𝑧1𝑧0 , … ,
𝑧𝑛
𝑧0
�

Mostriamo che 𝑗 e 𝜙 siano omeomorfismi; siccome sono già biunivoche e una in-
versa dell’altra basta dimostrare che sono entrambe continue.

Per mostrare che 𝑗 è continua consideria-
mo il diagramma a lato, che rappresenta la

fattorizzazione di 𝑗 inℂ𝑛+1 ⧵ {0} tramite

̃𝑗((𝑧1, … , 𝑧𝑛)) = (1, 𝑧1… , 𝑧𝑛)

e la proiezione 𝜋, che in questo caso opera nel
seguentemodo:

𝜋((1, 𝑧1 … , 𝑧𝑛)) = (1 ∶ 𝑧1 ∶ … ∶ 𝑧𝑛)

Siccome ̃𝑗 e 𝜋 sono continue, allora anche la
loro composizione 𝑗 lo è.

ℂ𝑛+1 ⧵ {0}

ℂ𝑛 𝑈0

̃𝑗

𝑗

𝜋
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Per la continuità dell’inversa 𝜙 si procede

con la fattorizzazione tramite una restrizione

dell’inversa di 𝜋 a 𝜋−1𝑈0

𝑝 ≔ 𝜋∣𝜋−1(𝑈0)
∶ 𝜋−1(𝑈0) 𝑈0

e tramite 𝜙̂:

�𝜙(𝑧0, … , 𝑧𝑛) = �
𝑧1
𝑧0
, … ,

𝑧𝑛
𝑧0
�

𝜋−1(𝑈0) ⊂ ℂ𝑛+1

𝑈0 ℂ𝑛
𝜙

𝑝 �𝜙

Entrambe sono continue: la prima è la restrizione di una funzione continua e

la seconda, essendo ben definita (𝑈0 = {𝑧0 ≠ 0}), risulta banalmente continua:
inoltre, quest’ultima lavora solo con vettori e non con classi di equivalenza! Per

dimostrare che 𝜙 è continua utilizzeremo le proprietà della topologia quozien-
te (vedasi 54), dimostrando che 𝑝 è un’identificazione: è già continua e suriettiva,
dunque basta solo che sia aperta o chiusa per il teorema 4.2.1. Osserviamo che

𝜋 ∶ ℂ𝑛+1 ⧵ {0} ℙ𝑛 (ℂ)è anch’essa un quoziente dato dall’azione del gruppo
𝐺 = ℂ ⧵ {0} rispetto al prodotto per lamoltiplicazione suℂ𝑛+1 ⧵ {0}. In particolare,
è un’azione per omeomorfismi. Infatti, fissato 𝜆 ∈ ℂ ⧵ {0},

𝜃𝜆 ∶ ℂ𝑛+1 ⧵ {0} ℂ𝑛+1 ⧵ {0}
𝑧 𝜆𝑧

è continua: per la proposizione 5.3.1 si ha che𝜋 ∶ ℂ𝑛+1 ⧵ {0} ℙ𝑛 (ℂ) è un’ap-
plicazione aperta, pertanto anche 𝑝 che è una sua restrizione è aperta. Dalle consi-
derazioni di cui sopra 𝑝 è un’identificazione. Ne segue che 𝑈0 è un aperto diℙ𝑛 (ℂ)
omeomorfo aℂ𝑛 e quindi aℝ2𝑛. Allo stessomodo, ∀𝑗 ∈ {0, … , 𝑛}, 𝑈𝑗 è un aperto
diℙ𝑛 (ℂ) omeomorfo aℂ𝑛 tramite la mappa

𝜙𝑗 ∶ 𝑈𝑗 ℂ𝑛

(𝑧0 ∶ … ∶ 𝑧𝑛) � 𝑧0𝑧𝑗 , … ,
𝑧𝑗−1
𝑧𝑗
,
𝑧𝑗+1
𝑧𝑗
, … , 𝑧𝑛𝑧𝑗 �

.

Siccome in coordinate omogenee c’è sempre un elemento non nullo, allora ogni punto

sta in uno degli aperti 𝑈𝑗, cioè

ℙ𝑛 (ℂ) = 𝑈0 ∪… ∪ 𝑈𝑛

ℙ𝑛 (ℂ) è localmente euclideo di dimensione 2𝑛, dunque è varietà topologica compatta.

Osservazioni.
n Su un campo𝕂 qualsiasi si ha sempre lamappa 𝜙𝑗, una corrispondenza biunivo-

ca fra i sottoinsiemi 𝑈𝑗 (complementari di un iperpiano coordinato) e𝕂𝑛 (senza
aspetto topologico): vale sempre che lo spazio proiettivo è unione di tali 𝑈𝑗. In
particolare, nel caso reale, tali 𝑈𝑗 sono aperti ed il ragionamento è analogo a quello
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fatto poc’anzi nel caso complesso.
n Non abbiamodimostrato che è a base numerabile perché, essendo compatto, segue

dal teorema 9.1.1 (pag. 139), inoltre si potrebbe dimostrare facilmente ‘‘a mano”

mostrando che gli aperti 𝑈𝑗 sono a base numerabile, dunque anche la loro unione
finita lo è.

11.13.1 Retta proiettiva complessa

Cosa succede per la retta proiettiva complessa? Essa è unavarietà topologica compatta di dimen-

sione 2 (dunque una superficie topologica compatta) che abbiamo già classificato! Scopriamo di
che superficie si tratta. Si ha

ℙ1 (ℂ) = 𝑈0 ∪ {(0 ∶ 1)} con 𝑈0 ≅ ℂ ≅ ℝ2

In altre parole, la retta proiettiva complessa è un piano unito ad un punto. Dimostriamo ora

che è omeomorfa a 𝑆2, detta anche sfera di Riemann , e analizziamo poi la differenza con il

piano proiettivo reale.

Teorema 11.13.2. (ℙ1 (ℂ) ≅ 𝑆2).

Intuitivamente... Per ottenere la sfera si può pensare di richiudere il pianoℝ2 su se
stesso, aggiungendo il punto all’infinito {(0 ∶ 1)}.

Dimostrazione. Costruiamo l’omeomorfismo con 𝑆2 ⊂ ℝ3 attraverso la proiezione
stereografica. Consideriamo

𝑆2 ⧵ {𝑁} ℝ2 ℂ 𝑈0
𝑝𝑁 𝑘 𝑗

𝐹∣
𝑆2⧵{𝑁}

con 𝑝𝑁 ∶ 𝑆2 ⧵ {𝑁} ℝ2 la proiezione stereografica dal polo nord𝑁 = (0, 0, 1),

𝑘 ∶ ℝ2 ℂ
�𝑥, 𝑦� 𝑥 + 𝑖𝑦

l’identificazione canonica diℝ2 conℂ e

𝑗 ∶ ℂ 𝑈0
𝑤 (1 ∶ 𝑤)

l’immersione di ℂ come carta affina in ℙ[1] (ℂ). Allora definiamo una funzione 𝐹 su
𝑆2 ⧵ {𝑁}

𝐹∣𝑆2⧵{𝑁}
≔ 𝑗 ∘ 𝑘 ∘ 𝑝

dove poniamo 𝐹(𝑁) ≔ (0 ∶ 1) in quanto è l’unico punto rimasto da dover ‘‘mappare”,
ricordando cheℙ1 (ℂ) = 𝑈0 ∪ {(0 ∶ 1)}. Siccome 𝑗 , 𝑘, 𝑝 sono tutti omeomorfismi, allora
la loro composizione 𝐹∣𝑆2⧵{𝑁}

è biunivoca e continua su 𝑆2 ⧵ {𝑁}. Perché 𝐹 sia continua in



232 capitolo 11. geometria proiettiva

tutti i suoi punti basta verificarla che lo sia in un intorno (aperto) contenente 𝑁 perché
valga il lemma di incollamento. Considieriamo la proiezione stereografica dal polo sud

𝑆 = (0, 0, −1) scegliamo l’aperto 𝑆2 ⧵ {𝑆}, intorno di𝑁. Dobbiamomostrare la continuità
di 𝐹∣𝑆2⧵{𝑆}

. Scriviamo le due proiezioni stereografiche, sia da𝑁, sia da 𝑆; fissato un punto
𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) sulla sfera, allora consideriamo le semirette uscenti da 𝑁 e da 𝑆 che
passano per 𝑃0

a:

𝑁𝑃0 ∶

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥 = 0 + 𝑡𝑥0
𝑦 = 0 + 𝑡𝑦0
𝑧 = 1 + 𝑡(𝑧0 − 1)

𝑃0 − 𝑁 𝑆𝑃0 ∶

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥 = 0 + 𝑡𝑥0
𝑦 = 0 + 𝑡𝑦0
𝑧 = −1 + 𝑡(𝑧0 + 1)

𝑃0 − 𝑆

Per trovare le immagini delle proiezioni stereografiche intersechiamo le due semirette

con il piano 𝑥𝑦, cioè poniamo 𝑧 = 0:

𝑁 ∶ 1 + 𝑡(𝑧0 − 1) = 0 ⟹ 𝑡 = 1
1−𝑧0

𝑆 ∶ − 1 + 𝑡(𝑧0 + 1) = 0 ⟹ 𝑡 = 1
1+𝑧0

Notiamo che i denominatori non si annullano in entrambi i casi per la definizione delle

proiezioni stereografiche sulla sferameno𝑁 ed 𝑆 rispettivamente. Ne segue che l’immagi-
ne diℝ2 tramite la mappa standard 𝑘 è

𝑁 ∶ � 𝑥0
1−𝑧0

, 𝑦0
1−𝑧0

� ↦ 𝑤 = 𝑥0
1−𝑧0

+ 𝑖 𝑦0
1−𝑧0

∈ ℂ 𝑆 ∶ � 𝑥0
1+𝑧0

, 𝑦0
1+𝑧0

� ↦ 𝑢 = 𝑥0
1+𝑧0

+ 𝑖 𝑦0
1+𝑧0

∈ ℂ

Si ha che𝑤 = 1
𝑢 e, viceversa, 𝑢 =

1
𝑤 ; infatti, quando 𝑃0 ∈ 𝑆2 ⧵ {𝑁, 𝑆} allora𝑤, 𝑢 ∈ ℂ ⧵ {0}.

Verifichiamolo usando le proprietà dei numeri complessi:

1
𝑢 =

1
𝑥0

1+𝑧0
− 𝑖 𝑦0

1+𝑧0

=
1 + 𝑧0
𝑥0 − 𝑖𝑦0

!=
(𝑥0 + 𝑖𝑦0)(1 + 𝑧0)

𝑥2
0 + 𝑦2

0

!!=
(𝑥0 + 𝑖𝑦0)(1 + 𝑧0)

1 − 𝑧2
0

=
𝑥0 + 𝑖𝑦0
1 − 𝑧0

= 𝑤

L’uguaglianza (!) vale perché, in quanto 𝑃0 ≠ 𝑁, 𝑆 allora 𝑥0 + 𝑖𝑦0 ≠ 0, mentre quella (!!)
segue dal fatto che il punto sta sulla sfera, quindi 𝑥2

0 + 𝑦2
0 + 𝑧2

0 = 1 ⟹ 𝑥2
0 + 𝑦2

0 = 1 − 𝑧2
0.

Abbiamo dunque ottenuto 𝐹∣𝑆2⧵{𝑁,𝑆}
come una composizione di mappe

𝑆2 ⧵ {𝑁, 𝑆} ℝ2 ℂ 𝑈0
𝑝𝑁 𝑘 𝑗

𝐹∣
𝑆2⧵{𝑁,𝑆}

dove 𝑗(𝑤) = (1 ∶ 𝑤) = �1 ∶ 1
𝑢 � = (𝑢∶ 1), lavorando in coordinate omogenee. Inoltre, 𝐹 si

estende inmodo continuo su 𝑆2 ⧵ {𝑆}

𝑆2 ⧵ {𝑆} ℝ2 ℂ ℂ 𝑈0
𝑃 𝑢 𝑢 (𝑢∶ 1)

𝑝𝑆 𝑘 𝑐 𝑗
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con 𝑐 coniugio dei complessi (che è un omeomorfismo). In questomodo 𝐹∣𝑆2⧵{𝑆}
è composi-

zionedi omeomorfismi equindi continua. Dunque 𝐹 è continua, chiusa inquanto funzione
da 𝑆2 compatto inℙ1 (ℂ)Hausdorff e biunivoca, pertanto 𝐹 è un omeomorfismo.

aLe equazioni sono scritte in forma parametrica, pertanto abbiamo evidenziato il punto per cui passano e

la direzione.

Osservazione (ℙ1 (ℂ) ≠ ℙ2 (ℝ)).
Notiamo cheℙ1 (ℂ) eℙ2 (ℝ) sono entrambe compattificazioni del piano, ma in modo
profondamente diverso!

n ℙ1 (ℂ) = ℂ ∪ {∞} ≅ 𝑆2, è l’unione di un piano con un punto all’infinito ed
abbiamo appena dimostrato essere omeomorfo alla sfera di Riemann 𝑆2.

n ℙ2 (ℝ) = ℝ2 ∪ ℙ1 (ℝ) ≅ ℝ2 ∪ 𝑆1, è il piano unito alla retta impropria ℙ1 (ℝ);
topologicamente, esso è l’internodel disco omeomorfo aℝ2 unito al bordo 𝑆1 con
la relazione di equivalenza per i punti antipodali. Per il teorema di classificazione

delle superfici compatte (pag. 148), sappiamo che 𝑆2 ≇ ℙ2 (ℝ).

11.15 birapporto

Nei nostri precedenti studi di Topologia abbiamomesso in primo piano lo studio delle pro-

prietà topologiche, quegli aspetti di uno spazio topologico che si preservano sotto omeomorfismi.

Anche nella Geometria Proiettiva risulta di fondamentale importanza la ricerca di inva-

rianti rispetto alle proiettività.

Nella geometria Euclidea del piano diverse trasformazioni mantengono relazioni metriche

comedistanze, angoli e rapporti di distanze,mapassando alla retta proiettiva lamaggior parte

di queste vengono distorte. Tuttavia, già nella matematica del tardo periodo greco si trovò

che un rapporto di rapporto di distanze sul piano si preservava tramite certe trasformazioni.

Questoconcetto, approfonditoegeneralizzato (separandolocompletamentedalladistanzaEu-

clidea) nell’ottica della Geometria proiettiva nel secolo XIX, diventò il birapporto, risultando

uno degli invarianti proiettivi più usati.

Definizione 11.15.1. (Birapporto).

Siaℙ1 (𝑉 ) una retta proiettiva, ovvero dim 𝑉 = 2. Siano 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ∈ ℙ1 (𝑉 ) dei punti
con 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 distinti. Il birapporto dei punti 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 (ordinati) è

𝛽(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4) =
𝑦1
𝑦0

∈ 𝕂 ∪ {∞} con 𝛽 = ∞ se 𝑦0 = 0

dove (𝑦0 ∶ 𝑦1) sono le coordinate di 𝑃4 nel riferimento proiettivo in cui 𝑃1 e 𝑃2 sono i punti
fondamentali e 𝑃3 il punto unità, cioè 𝑃1 = (1 ∶ 0), 𝑃2 = (0 ∶ 1), 𝑃3 = (1 ∶ 1).

Osservazioni.

1. 𝑦0, 𝑦1 ∈ 𝕂 ⟹ 𝛽 ∈ 𝕂 ∪ {∞}
2. 𝛽 è bendefinito perché 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 sonodistinti e quindi sono inposizione generale

a,

ovvero determinano inmaniera univoca il riferimento proiettivo per il teorema

11.7.1, pag. 212.

3. Per ipotesi i primi tre punti sono distinti, mentre non si fanno ipotesi sul quarto
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punto; vediamo cosa succede in alcuni casi speciali:

𝑃4 = 𝑃1 ⟺ (𝑦0 ∶ 𝑦1) = (1 ∶ 0) ⟺ 𝛽 = 0
𝑃4 = 𝑃2 ⟺ (𝑦0 ∶ 𝑦1) = (0 ∶ 1) ⟺ 𝛽 = ∞
𝑃4 = 𝑃3 ⟺ (𝑦0 ∶ 𝑦1) = (1 ∶ 1) ⟺ 𝑦0 = 𝑦1 ⟺ 𝛽 = 1

Dunque 𝛽 ∈ {0,1,∞} esattamente quando 𝑃4 coincide con uno dei primi 3 punti.
Quindi, se𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 sonodistinti, allora𝛽 ∈ 𝕂⧵{0,1}. Viceversa se𝑎 ∈ 𝕂⧵{0,1}
e 𝑃4 = (1 ∶ 𝑎) allora 𝛽 = 𝑎, dunque 𝛽 assume tutti i valori possibili in𝕂.

aIn una retta proiettiva essere distinti equivale ad essere in posizione generale.

Vogliamo ora scoprire come si calcola il birapporto non solo nel sistema di riferimento della

definizione, ma in uno qualunque.

Teorema 11.15.1. (Birapportodi quattro punti).

Siano 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ∈ ℙ1 (𝑉 ) dei punti nella retta proiettiva con 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 distinti. Supponiamo
che 𝑃𝑖 = (𝜆𝑖 ∶ 𝜇𝑖), 𝑖 = 1, … , 4. Allora

𝛽(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4) =
� 𝜆1 𝜆4

𝜇1 𝜇4
� ⋅ � 𝜆2 𝜆3

𝜇2 𝜇3
�

� 𝜆1 𝜆3
𝜇1 𝜇3

� ⋅ � 𝜆2 𝜆4
𝜇2 𝜇4

�

Dimostrazione. Poiché 𝑃1 ≠ 𝑃2, si ha che (𝜆1,𝜇1), (𝜆2,𝜇2) sono una base di𝕂2. Siano
ora

𝑎, 𝑏 ∈ 𝕂 ∶ (𝜆3,𝜇3) = 𝑎(𝜆1,𝜇1) + 𝑏(𝜆2,𝜇2) = (𝑎𝜆1, 𝑎𝜇1) + (𝑏𝜆2, 𝑏𝜇2) (11.2)

In sostanza, facciamo una combinazione lineare e portiamo dentro gli scalari. Per costru-

zione con questi vettori ottengo la base che dà il riferimento proiettivo con 𝑃1, 𝑃2 punti
fondamentali e 𝑃3 punto unità (riscalando inmodo tale che sia la somma degli altri due
vettori). Per ottenere 𝑃4, scrivo il corrispettivo vettore come una combinazione lineare
dei vettori della base:

∗ ∃𝑐, 𝑑 ∈ 𝕂 ∶ (𝜆4,𝜇4) = 𝑐(𝑎𝜆1, 𝑎𝜇1) + 𝑑(𝑏𝜆2, 𝑏𝜇2) (11.3)

Segue che 𝑃4 ha coordinate (𝑐 ∶ 𝑑) nel nuovo riferimento proiettivo e quindi 𝛽 = 𝑑
𝑐 . Per non

appesantire la scrittura useremo come la seguente notazione per i determinanti:

𝛿𝑖𝑗 = �
𝜆𝑖 𝜆𝑗
𝜇𝑖 𝜇𝑗

�

Notiamo che la prima combinazione lineare (??) dà il seguente sistema lineare di 2

equazioni in 2 incognite 𝑎, 𝑏: ⎧⎪⎨
⎪⎩

𝜆1𝑎 + 𝜆2𝑏 = 𝜆3
𝜇1𝑎 + 𝜇2𝑏 = 𝜇3
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Risolvendo il sistema con il metodo di Cramera si ottiene:

𝑎 =
� 𝜆3 𝜆2

𝜇3 𝜇2
�

� 𝜆1 𝜆2
𝜇1 𝜇2

�
=

𝛿32
𝛿12

𝑏 =
� 𝜆1 𝜆3

𝜇1 𝜇3
�

� 𝜆1 𝜆2
𝜇1 𝜇2

�
=

𝛿13
𝛿12

Lasecondacombinazione lineare (11.3) invecedàunsistema lineare in 𝑐, 𝑑, dovesostituisco
i valori di 𝑎, 𝑏 trovati:
⎧⎪⎨
⎪⎩
(𝑎𝜆1)𝑐 + (𝑏𝜆2)𝑑 = 𝜆4
(𝑎𝜇1)𝑐 + (𝑏𝜇2)𝑑 = 𝜇4

⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝛿32
𝛿12

𝜆1𝑐 +
𝛿13
𝛿12

𝜆2𝑑 = 𝜆4
𝛿32
𝛿12

𝜇1𝑐 +
𝛿13
𝛿12

𝜇2𝑑 = 𝜇4
⇒
⎧⎪⎨
⎪⎩
(𝛿32𝜆2)𝑐 + (𝛿13𝜆2)𝑑 = 𝛿12𝜆4
(𝛿32𝜇2)𝑐 + (𝛿13𝜇2)𝑑 = 𝛿12𝜇4

Applicando ancora Cramer, poiché il determinante è lineare in ogni colonna, possiamo

estrarre i 𝛿𝑖𝑗 dalle colonne e riscriverli riordinando gli indici: scambiamo l’ordine delle
colonne cambiamo il segno, ma facendolo sia al numeratore, sia al denominatore, i segni

si semplificano e lo stesso vale per 𝑑:

𝑐 =
�

𝛿12𝜆4 𝛿13𝜆2
𝛿12𝜇4 𝛿13𝜇2

�

�
𝛿32𝜆1 𝛿13𝜆2
𝛿32𝜇1 𝛿13𝜇2

�

= ��𝛿12��𝛿13𝛿42
𝛿32��𝛿13��𝛿12

= −𝛿24
−𝛿23

= 𝛿24
𝛿23

𝑑 =
�

𝛿32𝜆1 𝛿12𝜆4
𝛿32𝜇1 𝛿12𝜇4

�

𝛿32𝛿13𝛿12
= ��𝛿32��𝛿12𝛿14

��𝛿32𝛿13��𝛿12
= 𝛿14

𝛿13

⟹ 𝛽 = 𝑑
𝑐 =

𝛿14
𝛿13

⋅ 𝛿23
𝛿24

aNelle ‘‘Note aggiuntive”, a pag. 289, si possono trovare alcuni brevi cenni al metodo di Cramer.

Osservazione. Il birapporto può anche essere definito tramite questa formula, che

è ben definita: supponendo di moltiplicare i punti per uno scalare, la stessa costante ap-

pare al numeratore e al denominatore, dunque si semplifica, pertanto il birapporto così

definito non dipende dalla scelta delle coordinate omogenee. Inoltre, al denominatore il

primo determinante è sempre diverso da 0 perché i punti sono distinti, mentre il secondo
determinante al denominatore è nullo se e solo 𝑃2 = 𝑃4, ottenendo la definizione originale.

Tips & Tricks! Se tutti e 4 i punti sono diversi da (0 ∶ 1), ovvero se ∀𝑖, 𝜆𝑖 ≠ 0 𝑃𝑖 =
(1 ∶ 𝑧𝑖), 𝑖 = 1, … , 4 allora

𝛽(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4) =
(𝑧4 − 𝑧1)(𝑧3 − 𝑧2)
(𝑧4 − 𝑧2)(𝑧3 − 𝑧1)

.

Infatti, 𝑃𝑖 = (𝜆𝑖 ∶ 𝜇𝑖) = (1 ∶ 𝑧𝑖), cioè 𝑧𝑖 =
𝜇𝑖
𝜆𝑖
; per la linearità delle colonne si ottiene

� 𝜆1 𝜆4
𝜇1 𝜇4

� = 𝜆1𝜆4 �
1 1
𝜇1
𝜆1

𝜇4
𝜆4

� = 𝜆1𝜆4 �
1 1
𝑧1 𝑧4

� = 𝜆1𝜆2(𝑧4 − 𝑧1)
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Procedendo allo stessomodo con gli altri determinanti e applicando la definizione equi-

valente di birapporto, si ottiene il risultato di sopra in quando i 𝜆 si semplificano.

11.15.1 Birapporto e trasformazioni proiettive

Ricordiamo... Datedueretteproiettiveℙ1 (𝑉 )eℙ1 (𝑉 ′) (dimℙ1 (𝑉 ) = 1 = dimℙ1 (𝑉 ′)),
e 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ ℙ1 (𝑉 ) distinti e 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3 ∈ ℙ1 (𝑉 ′) distinti, esiste sempre ed è unica la
trasformazione proiettiva 𝑓 ∶ ℙ1 (𝑉 ) ℙ1 (𝑉 ′) tale che 𝑓(𝑃𝑖) = 𝑄𝑖, 𝑖 = 1,2,3 grazie
al il teorema 11.8.1, pag. 215.

Ci interessa ora provare un risultato più generale: l’esistenza di una proiettività con 4 punti
non tutti in posizione generale.

Teorema 11.16.1. (Esistenza di una proiettività tra rette proiettive con 4

punti di cui 3 distinti).

Sianoℙ1 (𝑉 ) eℙ1 (𝑉 ′) due rette proiettive, con:
n 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ∈ ℙ1 (𝑉 ) (di cui i primi 3 distinti).
n 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4 ∈ ℙ1 (𝑉 ′) (di cui i primi 3 distinti).

Allora esiste una trasformazione proiettiva𝑓 ∶ ℙ1 (𝑉 ) ℙ1 (𝑉 ′) tale che

𝑓(𝑃𝑖) = 𝑄𝑖, ∀ 𝑖 = 1, … , 4 ⟺ 𝛽(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4) = 𝛽(𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4).

Osservazione. Consideriamo i primi 3 punti e scegliamone dei rappresentanti per

cui:

𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 ∈ 𝑉 ∶ 𝑃𝑖 = [𝑣𝑖], 𝑖 = 1, 2, 3 e 𝑣3 = 𝑣1 + 𝑣2

In altri termini, {𝑣1, 𝑣2} è base di 𝑉 che dà il riferimento proiettivo diℙ1 (𝑉 ) in cui 𝑃1 =
(1 ∶ 0), 𝑃2 = (0 ∶ 1), 𝑃3 = (1 ∶ 1). Sia 𝑃4 = [𝑣4] con 𝑣4 = 𝑎𝑣1 + 𝑏𝑣2. Allora 𝑃4 = (𝑎 ∶ 𝑏) e
𝛽(𝑃𝑖) =

𝑏
𝑎 . Allo stessomodo per l’altra quaterna, siano:

𝑣′1, 𝑣′2, 𝑣′3 ∈ 𝑉 ′ ∶ 𝑄𝑖 = [𝑣′𝑖 ], 𝑖 = 1, 2, 3 con 𝑣′3 = 𝑣′1 + 𝑣′2

Siccome 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 e 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3 sono in posizione generale, allora esiste ed è unica una

trasformazione proiettiva 𝑓 ∶ ℙ1 (𝑉 ) ℙ1 (𝑉 ′) tale che 𝑓(𝑃𝑖) = 𝑄𝑖. Inoltre, 𝑓 = 𝜑̃

con𝜑 ∶ 𝑉 𝑉 ′ applicazione lineare tale che 𝜑(𝑣1) = 𝑣′1, 𝜑(𝑣2) = 𝑣′2, cioè porta una
base di 𝑉 in una base di 𝑉 ′; segue che 𝜑(𝑣4) = 𝜑(𝑎𝑣1 + 𝑏𝑣2) = 𝑎𝑣′1 + 𝑏𝑣′2 e pertanto
𝑓(𝑃4) = [𝜑(𝑣4)] = (𝑎 ∶ 𝑏) nel riferimento inℙ1 (𝑉 ′).

Dimostrazione.

⟹ ) Siccome 𝑓 è unica e 𝑓(𝑃4) = 𝑄4 ⟹ 𝑄4 = (𝑎 ∶ 𝑏) nel riferimento in cui 𝑄1 =
(1 ∶ 0), 𝑄2 = (0 ∶ 1), 𝑄3 = (1 ∶ 1) ⟹ 𝛽(𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4) =

𝑏
𝑎 = 𝛽(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4).

⟸ ) Se 𝛽(𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4) =
𝑏
𝑎 , allora distinguiamo i casi in cui il birapporto è in𝕂 o

infinito:

n
𝑏
𝑎 ∈ 𝕂 ⟹ 𝑄4 = �1 ∶ 𝑏𝑎� = (𝑎 ∶ 𝑏) = 𝑓(𝑃4)

n
𝑏
𝑎 = ∞ ⟹ 𝑎 = 0 ⟹ 𝑄4 = (0 ∶ 1) = 𝑓(𝑃4)
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Corollario 11.16.1. (Birapporto è invariante proiettivo).

Sianoℙ1 (𝕂) e siano dati i punti 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ∈ ℙ1 (𝕂) di cui i primi 3 distinti, e altri quattro
punti𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4 ∈ ℙ1 (𝕂) di cui i primi 3 distinti. Allora esiste una proiettività

𝑓 ∶ ℙ1 (𝕂) ℙ1 (𝕂)

tale che

𝑓(𝑃𝑖) = 𝑄𝑖, ∀ 𝑖 = 1, … , 4 ⟺ 𝛽(𝑃𝑖) = 𝛽(𝑄𝑖)

cioè il birapporto delle quaterne è invariante per proiettività.

Osservazione. SiaS = {quaterne ordinate di punti distinti inℙ1 (𝕂)}. Preseduequa-
terne {𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4}, {𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4} ∈ S , esse sono proiettivamente equivalenti se ∃𝑓
proiettività tale che 𝑓(𝑃𝑖) = 𝑄𝑖, ∀ 𝑖 = 1, 2, 3, 4 e quindi, in base al teorema precedente,
è vero se le due quaterne hanno lo stesso birapporto.Notiamo che quella appena data è

una relazione di equivalenza , tale per cui le classi di equivalenza proiettiva di 4 punti distinti e
ordinati inℙ1 (𝕂) sono in corrispondenza biunivoca con il campo𝕂 escluso 0 e 1 visto
che sono 4 punti distintia, vale a dire

S
∼
⟷𝛽 ∈ 𝕂 ⧵ {0,1}

Si ha dunque che ad ogni quaterna di punti distinti associamo il suo birapporto (l’applica-

zione è suriettiva) e per ogni elemento nel campo troviamo una quaterna di punti distinti con

tale birapporto (quozientando, l’applicazione è iniettiva)

aSi veda l’analisi dei casi del birapporto con 2 punti uguali a pag. 234

Attenzione! In dimensionemaggiore generalmente il birapporto non è definito, ameno

che i 4 punti non siano allineati su una retta proiettiva 𝑟.

Esempio. Nel piano proiettivo ℙ2 (𝕂) consideriamo due quaterne di punti distinti
{𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4} e {𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4}. Scelta una quaterna, le disposizioni possibili sono le
seguenti:

n In posizione generale, cioè a 3 a 3 non allineati.

P4

P2P1

P3

n 3 punti allineati su una retta.

P4

P3P1 P2

n 4 punti allineati su una retta.
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P3P1 P2 P4

Se i punti 𝑃𝑖 sono proiettivamente equivalenti ai punti 𝑄𝑖, allora tali posizioni devono essere
mantenute: le proiettività mandano rette in rette, posizioni generali in posizioni generali. Per

contronominale, se si verificano casi diversi per le due quaterne possiamo affermare che

non sono proiettivamente equivalenti.

1. Sia𝑃𝑖, sia𝑄𝑖 sono in posizionegenerale. Siccomeabbiamo4punti e4 = dimℙ2 (𝕂)+2,
allora esiste ed è unica la proiettività 𝑓 diℙ2 (𝕂) tale che 𝑓(𝑃1) = 𝑄𝑖, 𝑖 = 1, … , 4.

2. 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 allineatima non 𝑃4, e lo stesso per i 𝑄𝑖; in altre parole, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝑟
retta proiettiva e 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3 ∈ 𝑠 retta proiettiva.

P3

P1

P2

P4

Q2

Q4
Q3

Q1

s
r

Vogliamo dimostrare che anche in questo caso le quaterne sono proiettivamente

equivalenti, estendendo la proiettività fra i tre punti al quarto. Scegliamo dei

rappresentanti 𝑃𝑖 = [𝑣𝑖], 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 𝑣𝑖 ∈ 𝕂3 tale che 𝑣3 = 𝑣1 + 𝑣2, lecito
in quanto i punti sono allineati. Si ha che {𝑣1, 𝑣2, 𝑣4} è una base di 𝕂3: 𝑃4 ∉ 𝑟
significa che 𝑣4 non è linearmente dipendente da 𝑣1, 𝑣2. Allo stesso modo sia
𝑄𝑖 = [𝑤𝑖], 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 𝑤𝑖 ∈ 𝕂3 tale che𝑤3 = 𝑤1 + 𝑤2 con {𝑤1, 𝑤2, 𝑤4} base di
𝕂3. Definiamo𝜑 ∶ 𝕂3 𝕂3 lineare tale che

𝜑(𝑣1) = 𝑤1, 𝜑(𝑣2) = 𝑤2, 𝜑(𝑣4) = 𝑤4.

Allora𝜑(𝑣3) = 𝜑(𝑣1+𝑣2) = 𝑤1+𝑤2 = 𝑤3 e dunque𝑓 = 𝜑̃ ∶ ℙ2 (𝕂) ℙ2 (𝕂)
è una proiettività chemanda 𝑃𝑖 in 𝑄𝑖, ∀ 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

3. Tutti i punti sono allineati.

P3

P1

P2

P4

Q2

Q4

Q3

Q1

s
r

Essendo allineati, allora è definito il loro birapporto. Se le due quaterne sono pro-

iettivamente equivalenti, sia𝑓 ∶ ℙ2 (𝕂) ℙ2 (𝕂) la proiettività: essa porta
una quaterna nell’altra e necessariamente una retta nell’altra, ovvero 𝑓(𝑟) = 𝑠; in
altre parole, la restrizione alle due rette𝑓∣𝑟 ∶ 𝑟 𝑠porta 𝑃𝑖 in 𝑄𝑖, ∀ 𝑖 e quindi
𝛽(𝑃𝑖) = 𝛽(𝑄𝑖). Viceversa, se 𝛽(𝑃𝑖) = 𝛽(𝑄𝑖) allora esiste una trasformazione proiettiva
𝑔 ∶ 𝑟 𝑠chemanda 𝑃𝑖 in 𝑄𝑖, ∀ 𝑖 = 1, 2, 3, 4. Si ha che 𝑔 si estende inmaniera
non unica ad una proiettività diℙ2 (𝕂). Infatti, dati:

n 𝑟 = ℙ (𝑈 ) , 𝑈 ⊂ 𝕂3.
n 𝑠 = ℙ (𝑊 ) , 𝑊 ⊂ 𝕂3.

con 𝑈 e𝑊 piani vettoriali, si ha che 𝑔 = 𝜓̃ con𝜓 ∶ 𝑈 𝑊 isomorfismo lineare.

Vogliamo estenderla ad un automorfismo lineare𝜑 ∶ 𝕂3 𝕂3 scegliendo basi

con due vettori nel piano ed uno esterno, ovvero 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑈 base di 𝑈 e 𝑢3 ∉ 𝑈.
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Dunque {𝜓(𝑢1),𝜓(𝑢2)} è una base di𝑊 e𝑤3 ∉ 𝑊, pertanto {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} è base di𝕂3

e {𝜓(𝑢1),𝜓(𝑢2), 𝑤3} un’altra base. Ponendo𝜑 ∶ 𝕂3 𝕂3 tale che

n 𝜑(𝑢1) ≔ 𝜓(𝑢1);
n 𝜑(𝑢2) ≔ 𝜓(𝑢2);
n 𝜑(𝑢3) ≔ 𝑤3;

si ha 𝑓 = 𝜑̃. Dunque, i punti sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo
stesso birapporto.

11.16.1 Eserciziamoci! Birapporto

Esercizio. Verificare che se 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 sono tutti diversi da (1 ∶ 0), cioè 𝑃𝑖 = (𝑤𝑖 ∶ 1),
per ogni 𝑖 = 1, … , 4, allora vale

𝛽 =
(𝑤2 − 𝑤1)(𝑤3 − 𝑤2)
(𝑤4 − 𝑤2)(𝑤3 − 𝑤1)

11.17 piano proiettivo duale

Una retta inℙ2 (𝕂) ha equazione

𝑟 ∶ 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 = 0

Essa è un’equazione lineare omogenea in coordinate omogenee, dunque è determinata

dai coefficienti 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 dell’equazione con la proprietà che devono essere non tutti nulli;
inoltre, fissati i coefficienti, l’equazione è determinata a meno di costante moltiplicativa non

nulla. Dunque si può associare a 𝑟 un punto del piano proiettivo dato dai coefficienti delle
coordinate omogenee

(𝑎0 ∶ 𝑎1 ∶ 𝑎2) ∈ ℙ2 (𝕂)

Si ha una corrispondenza biunivoca fra le rette inℙ2 (𝕂) e lo spazio proiettivo in sè:

{rette inℙ2 (𝕂)} ℙ2 (𝕂)
𝑟 ∶ 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 = 0 (𝑎0 ∶ 𝑎1 ∶ 𝑎2)

Esempio. Inℙ2 (ℝ):

𝑙𝑖 ∶ 𝑥0 + 𝑥1 + 2𝑥2 = 0 ⟷ (1 ∶ 1 ∶ 2) ∈ ℙ2 (ℝ)

Definizione 11.17.1. (Piano proiettivoduale).

Inteso ℙ2 (𝕂) come lo spazio che parametrizza le rette in ℙ2 (𝕂), lo chiamiamo piano
proiettivo duale e lo denotiamo conℙ2 (𝕂)∗.

In prima istanza, questo significa semplicemente che si interpreta un punto del piano duale

come un punto associato ad una retta diℙ2 (𝕂).

11.17.1 Fascio di rette

Definizione 11.17.2. (Fascio di rette).
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Un fascio di retteℱ inℙ2 (𝕂) è l’insieme delle rette di equazione

ℱ ∶ 𝜆𝑙1 + 𝜇𝑙2 = 0, (𝜆 ∶ 𝜇) ∈ ℙ1 (𝕂) ,

dove 𝑙1, 𝑙2 sono due rette fissate e distinte.

Osservazione. Possiamo pensare al fascio di rette come una collezione di rette, le cui

equazioni si ottengono come combinazione lineare delle due rette del fascio con 𝜆, 𝜇 come
parametri.

Esempio. Consideriamo le rette 𝑙1 ∶ 𝑥0 +𝑥1 + 2𝑥2 = 0 e 𝑙2 ∶ 3𝑥0 − 2𝑥1 + 4𝑥2 = 0. Il fascio
di rette determinato da 𝑙1, 𝑙2 è

(𝜆 + 3𝜇)𝑥0 + (𝜆 − 2𝜇)𝑥1 + 2(𝜆 + 2𝜇)𝑥2 = 0

n (𝜆 ∶ 𝜇) = (1 ∶ 0) → 𝑙1.
n (𝜆 ∶ 𝜇) = (0 ∶ 1) → 𝑙2.
n (𝜆 ∶ 𝜇) = (1 ∶ 1) ∶ 4𝑥0 − 𝑥1 + 6𝑥2 = 0.

Osservazione. Abbiamo detto che ad ogni retta corrisponde un punto del piano pro-

iettivo duale. Il fascioℱ corrisponde, sul piano dualeℙ2 (𝕂)∗, alla retta passante per i
punti corrispondenti a 𝑙1 e 𝑙2

𝑙1 ∶ 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 = 0 ⟶ (𝑎0 ∶ 𝑎1 ∶ 𝑎2)
𝑙2 ∶ 𝑏0𝑥0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 = 0 ⟶ (𝑏0 ∶ 𝑏1 ∶ 𝑏2)

ossia è descritto da

ℱ ∶ (𝜆𝑎0 + 𝜇𝑏0)𝑥0 + (𝜆𝑎1 + 𝜇𝑏1)𝑥1 + (𝜆𝑎2 + 𝜇𝑏2)𝑥2 = 0
↓

(𝜆𝑎0 + 𝜇𝑏0 ∶ 𝜆𝑎1 + 𝜇𝑏1 ∶ 𝜆𝑎2 + 𝜇𝑏2)

In altri termini, (𝜆𝑎0 + 𝜇𝑏0 ∶ 𝜆𝑎1 + 𝜇𝑏1 ∶ 𝜆𝑎2 + 𝜇𝑏2) rappresenta la retta per i due punti
duali in forma parametrica.

Esempio. Prendiamo

𝑙1 ∶ 𝑥0 + 𝑥1 + 2𝑥2 = 0 ⟷ (1 ∶ 1 ∶ 2) = 𝑄1
𝑙2 ∶ 3𝑥0 − 2𝑥1 + 4𝑥2 = 0 ⟷ (3 ∶ − 2 ∶ 4) = 𝑄2

ℱ ⟷ (𝜆 + 3𝜇 ∶ 𝜆 − 2𝜇 ∶ 2(𝜆 + 2𝜇))

Il fascio rappresenta la retta 𝑄1𝑄2 in forma parametrica.

Osservazione. Siccome due rette distinte nel piano si intersecano in un punto solo,

consideriamo 𝑃 ≔ 𝑙1 ∩ 𝑙2. Allora:
n Ogni retta del fascio passa per 𝑃 perché è lì che la combinazione lineare si annulla.
n 𝑃 è l’unico punto comune a tutte le rette del fascioℱ .
n Viceversa, ogni retta per 𝑃 appartiene al fascioℱ .

Ciò significa cheℱ è la famiglia delle rette per il punto fissato 𝑃, che è detto punto base del
fascio.
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Esempio. Consideriamo

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑙1 ∶ 𝑥0 + 𝑥1 + 2𝑥2 = 0
𝑙2 ∶ 3𝑥0 − 2𝑥1 + 4𝑥2 = 0

⟹
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥0 = −𝑥1 − 2𝑥2
−3𝑥1 − 6𝑥2 − 2𝑥1 + 4𝑥2 = 0 ⟹ −5𝑥1 − 2𝑥2 = 0

⟹
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥0 = 4𝑥1
𝑥2 = −

5
2𝑥1

Otteniamo, amenodimultipli, il punto 𝑃 = (8 ∶ 2 ∶ −5) = 𝑙1 ∩ 𝑙2. Tale fascioℱ corrisponde

alla retta in �ℙ2�
∗
per i punti 𝑄1 = (1 ∶ 1 ∶ 2) e 𝑄2 = (3 ∶ − 2 ∶ 4) che, scritta in forma

parametrica, corrisponde a (𝜆+3𝜇 ∶ 𝜆−2𝜇 ∶ 2(𝜆+2𝜇)). Cerchiamoora l’equazione cartesiana
della retta 𝑄1𝑄2 nelle coordinate (𝑎0 ∶ 𝑎1 ∶ 𝑎2):

�
�

𝑎0 𝑎1 𝑎2
1 1 2
3 −2 4

�
�
= 8𝑎0 + 2𝑎1 − 5𝑎2 = 0

Notiamo che i coefficienti della retta ottenuta sono esattamente le coordinate omogenee

di 𝑃, intersezione delle due rette!

Più in generale, fissato un punto base 𝑃 ∈ ℙ2 (𝕂), l’insieme delle rette per 𝑃 inℙ2 (𝕂)
ℱ𝑃 = {rette per 𝑃 inℙ2 (𝕂)}

è un fascio di rette corrispondente a una retta nel piano proiettivo duale �ℙ2 (𝕂)�
∗
. Se le

coordinate del punto sono 𝑃 = (𝑐0 ∶ 𝑐1 ∶ 𝑐2), la retta corrispondente nel piano proiettivo duale
�ℙ2 (𝕂)�

∗
ha equazione cartesiana

𝑐0𝑎0 + 𝑐1𝑎1 + 𝑐2𝑎2 = 0.
Infatti, data una retta 𝑟 qualsiasi di equazione 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 = 0, il punto 𝑃 appartiene
a 𝑟, cioè 𝑃 ∈ 𝑟, se e solo se vale l’equazione precedente 𝑐0𝑎0 + 𝑐1𝑎1 + 𝑐2𝑎2 = 0. Per scrivere il
fascioℱ in forma parametrica scelgo due rette distinte passanti per 𝑃.

Osservazione (Interpretazione affine del fascio di rette proiettive).

Se interpretiamoA �𝕂2� = 𝑈0 ⊂ ℙ2 (𝕂) e consideriamo il fascio di rette proiettiveℱ
con punto base 𝑃 inℙ2 (𝕂), abbiamo due possibilità: 𝑃 è punto base proprio o all’infinito.

n Se 𝑃 è un punto proprio, allora 𝑃 ∈ A �𝕂2� eℱ corrisponde alle rette affini in𝕂2

per il punto 𝑃 (passando dalla chiusura proiettiva della retta proiettiva a quella
affine).

n Se 𝑃 invece è un punto improprio, esso corrisponde ad una direzione di rette nel piano
affine eℱ corrisponde a tutte le rette affini che hanno questa direzione fissata,

ovvero è un fascio di rette parallele.

Il caso proiettivo è interessante perché la distinzione fra questi due tipi di fasci è data solo

dal fatto se il punto 𝑃 è proprio o improprio.

11.17.2 Spazi vettoriali duali e spazi proiettivi duali

Sappiamo cheℙ2 (𝕂) è il proiettivizzato di𝕂3, ovveroℙ2 = ℙ2 �𝕂3�. Inoltre, inGeometria
Uno, abbiamo definito gli spazi vettoriali duali come1:

�𝕂3�
∗
= � forme lineari 𝛼 su𝕂3 � = �𝛼 ∶ 𝕂3 𝕂 � 𝛼(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑎𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 �

1A differenza della notazione vista inGeometria Uno, qui consideriamo gli indici delle coordinate da 0 a 2.
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Quando consideriamo la retta 𝑟 ∶ 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 = 0, 𝑟 è il proiettivizzato del nucleo di
𝛼, il quale è un piano vettoriale ker 𝛼 ⊂ 𝕂3 la cui equazione è appunto 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 = 0.
In altre parole, si ha una corrispondenza fra i punti della retta proiettiva duale e le classi proiettive

delle forme lineari [𝛼]:
�ℙ2�

∗
= ℙ2 �𝕂3�

∗

𝑟 ⟷ [𝛼]

Infatti, 𝛼 è una forma lineare non nulla determinata ameno di multipli. Si ha che {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2}
è una base di (𝕂3)∗ che induce le coordinate proiettive (𝑎0 ∶ 𝑎1 ∶ 𝑎2) su �ℙ2�

∗
. Pertanto, tale

interpretazione astratta diventa operativa fissando la base duale delle forme lineari: scrivo 𝛼
come combinazione lineare della base, e i coefficienti saranno le data dalle coordinate proiettive

associate. Generalizziamo ulteriormente ad uno spazio vettoriale qualunque.

Definizione 11.17.3. (Spazio proiettivoduale).

Dato uno spazio vettoriale 𝑉, il suo spazio proiettivo associatoℙ (𝑉 ) ed il suo spazio vettoriale
duale 𝑉 ∗ = � forme lineari𝛼 ∶ 𝑉 𝕂�, si definisce lo spazio proiettivo duale di
ℙ𝑛 (𝑉 ) come

ℙ (𝑉 )∗ ≔ ℙ (𝑉 ∗) .

Poiché dim 𝑉 ∗ = dim 𝑉, alloraℙ (𝑉 )∗ = ℙ (𝑉 ).

In particolare, si ha la corrispondenza biunivoca

ℙ (𝑉 )∗ {iperpiani diℙ (𝑉 )}

[𝛼] ℙ (ker 𝛼) ⊂ ℙ (𝑉 )

In coordinate, al piano di equazione 𝑎0𝑥0 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 0 associamo il punto (𝑎0 ∶ … ∶ 𝑎𝑛),
nello stessomodo in cui ad un vettore associo i coefficienti della scrittura secondo tale base.

11.17.3 Impratichiamoci! Piano proiettivo duale

Esercizio. Inℙ2 (ℝ) scrivere in forma parametrica il fascio delle rette per il punto base
𝑃 di coordinate (1 ∶ − 1 ∶ 4).

Soluzione. Scegliamo due rette distinte, a nostro piacere, che passano per il punto 𝑃;
ad esempio, 𝑙1 ∶ 𝑥0 + 𝑥1 = 0 e 𝑙2 ∶ 4𝑥0 − 𝑥2 = 0. Il fascio sarà

ℱ ∶ 𝜆(𝑥0 + 𝑥1) + 𝜇(4𝑥0 − 𝑥2) = 0, (𝜆 ∶ 𝜇) ∈ ℙ1

(𝜆 + 4𝜇)𝑥0 + 𝜆𝑥1 − 𝜇𝑥2 = 0, (𝜆 ∶ 𝜇) ∈ ℙ1

Se facciamo variare 𝜆 e 𝜇 otteniamo tutte le rette diℙ2 (ℝ) che passano per 𝑃.



capitolo 12
Coniche proiettive

‘‘Chiunque sa cos’è una curva, fino a quando non si ha studiato abbastanzaMatematica per confondersi

con tutte le innumerevoli eccezioni esistenti.”

Felix Klein, dopo aver studiato troppaMatematica.

N
ella Geometria Euclidea le coniche sono curve ottenute dall’intersezione di un cono

con un piano. Nel piano affineA (ℝ2) si generalizzano (includendo anche casi degeneri)
studiando le forme quadratiche e classificandole ameno di rototraslazione. Vogliamo estendere

ulteriormente al piano proiettivo queste coniche, tenendo dunque conto del ruolo svolto dalla

retta all’infinito.

12.1 curve algebriche piane proiettive

Consideriamoℙ2 (𝕂) con coordinate omogenee (𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ 𝑥2). Indichiamo con𝕂 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2]
l’anello dei polinomi in 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 a coefficienti in 𝕂. Se 𝐹 ∈ 𝕂 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] è un polinomio
qualsiasi, l’equazione 𝐹(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0nondàunacondizione bendefinita inℙ2 (𝕂): ad esempio,
𝑥0+1 = 0 non ha senso perché 𝑥0 è determinato solo ameno dimultipli. Cerchiamo dunque
dei polinomi che ha senso studiare inℙ2 (𝕂).

Definizione 12.1.1. (Polinomioomogeneo).

Sia 𝐹 ∈ 𝕂 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] un polinomio. Si dice che 𝐹 è un polinomio omogeneo se tutti i

monomi a coefficienti non nulli hanno lo stesso grado.

Esempio.
n 𝐹 = 𝑥3

0 + 𝑥0𝑥2
1 − 3𝑥1𝑥2𝑥3 ∈ ℝ [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] è un polinomio omogeneo di grado 3.

n 𝐺 = 𝑥3
0 − 𝑥1𝑥2 + 1 non è un polinomio omogeneo.

Osservazione. Se deg 𝐹 = 1, cioè 𝐹 = 𝑎0𝑥0 +…+𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑏, allora 𝐹 è omogeneo se e solo
se 𝑏 = 0.

243
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Osservazione. Se 𝐹 ∈ 𝕂 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] è omogeneo di grado 𝑑 allora

𝐹(𝜆𝑥0, 𝜆𝑥1, … , 𝜆𝑥𝑛) = 𝜆𝑑𝐹(𝑥0, … , 𝑥𝑛).

Infatti, 𝐹 è somma dimonomi di grado 𝑑 del tipo 𝑎𝑥𝑖00 𝑥
𝑖1
1 ⋯𝑥𝑖𝑛𝑛 con∑𝑛

𝑗=0 𝑖𝑗 = 𝑑 e si ha che

𝑎(𝜆𝑥0)𝑖0(𝜆𝑥1)𝑖1 ⋯(𝜆𝑥𝑛)𝑖𝑛 = 𝜆𝑖0+…+𝑖𝑛(𝑎𝑥𝑖00 …𝑥
𝑖𝑛
𝑛 ) = 𝜆𝑑(𝑎𝑥𝑖00 …𝑥

𝑖𝑛
𝑛 ).

Torniamo al piano proiettivoℙ2 con le coordinate omogenee (𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ 𝑥2) e consideriamo
𝐹 ∈ 𝕂 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2]unpolinomio omogeneonelle coordinate omogenee di grado 𝑑. Se abbiamo
un punto 𝑃 = (𝑐0 ∶ 𝑐1 ∶ 𝑐2) ∈ ℙ2, allora tutte le possibili scelte per le coordinate di 𝑃 sono
(𝜆𝑐0 ∶ 𝜆𝑐1 ∶ 𝜆𝑐2) con𝜆 ∈ 𝕂⧵{0}. Valutando 𝐹 in 𝑃, otteniamo 𝐹(𝜆𝑐0, 𝜆𝑐1, 𝜆𝑐2) = 𝜆𝑑𝐹(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2):
in altre parole, 𝐹 si annulla in una scelta di coordinate se e solo se si annulla in qualsiasi
scelta di coordinate, cioè

𝐹(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2) = 0 ⟺ 𝐹(𝜆𝑐0, 𝜆𝑐1, 𝜆𝑐2) = 0, ∀𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}.

Pertanto, l’equazione 𝐹(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0 è ben posta inℙ2.

Esempio. 𝑥2
0 − 𝑥1𝑥2 = 0 definisce un sottoinsieme del piano proiettivo.

Definizione 12.1.2. (Curva algebrica piana proiettiva).

Una curva algebrica piana proiettiva 𝐶 diℙ2 è il luoghi degli zeri dato da un polinomio
omogeneo 𝐹 ∈ 𝕂 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2]:

𝐶 = �(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) ∈ ℙ2 ∣ 𝐹(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0� .

La curva è definita ameno dimultipli: se 𝐺 = 𝜆𝐹 con 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}, 𝐺 e 𝐹 descrivono la stessa
curva. Diciamo che la curva 𝐶 è reale se𝕂 = ℝ e quindi 𝐶 ⊆ ℙ2 (ℝ), complessa se𝕂 = ℂ
e quindi 𝐶 ⊆ ℙ2 (ℂ).

Definizione 12.1.3. (Equazionedi una curva).

L’equazione di una curva 𝐶 è il polinomio 𝐹 (a meno di multipli) che la descrive.

Definizione 12.1.4. (Supportodi una curva).

Il supporto di una curva 𝐶 descritta da un polinomio 𝐹 (a meno dimultipli) è l’insieme
dove il polinomio si annulla. L’equazione determina il supporto, ma in generale non vale

il contrario.

Definizione 12.1.5. (Gradodi una curva).

Il grado della curva 𝐶 è il grado dell’equazione 𝐹.

Esempio. Preso il polinomio 𝐹(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 = 0, la curva 𝐶 descrive
una retta.

Definizione 12.1.6. (Rette e coniche proiettive).
n Le rette proiettive sono curve di grado 1.
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n Le coniche proiettiva sono curve di grado 2.

D’ora in poi ci restringeremo ai casi𝕂 = ℝ e𝕂 = ℂ.

Definizione 12.1.7. (Curva irriducibile).

Una curva 𝐶 è irriducibile se lo è la sua equazione 𝐹. Altrimenti si considera la sua
fattorizzazione in irriducibili

𝐹 = 𝐹𝑚1
1 ⋅ … ⋅ 𝐹𝑚𝑟

𝑟 .

Siccome ogni fattore irriducibile 𝐹𝑖 è omogeneo, ognuno definisce una curva 𝐶𝑖 ∶ 𝐹𝑖 = 0,
dette componenti irriducibili della curva 𝐶. Se𝑚𝑖 > 1 diciamo che 𝐶𝑖 è una componente
dimolteplicità𝑚𝑖 in 𝐶

Esempio.
n Le rette, essendo curve di grado 1, sono sempre irriducibili.

Le coniche sono curve di grado 2. Dunque, considerata una conica 𝐶 di equazione
𝐹 = 0, ci sono 3 possibilità:

1. 𝐶 è irriducibile.
2. 𝐶 è il prodotto di fattori lineari distinti e nonmultipli

𝐹 = 𝐿1 ⋅ 𝐿2

con 𝐿𝑖 forme lineari non proporzionali. Pertanto, 𝐶 è una coppia di rette
distinte; ad esempio, 𝐶 ∶ 𝐹 = 𝑥0𝑥1 è unione delle rette 𝑥0 = 0 e 𝑥1 = 0.

3. 𝐶 è data da fattori lineari associati, cioè 𝐹 è un quadrato a meno di uno
scalare:

𝐹 = 𝜆𝐿2, 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}.

Allora 𝐶 è una retta doppia: la retta è la sola componente irriducibile ed è
di molteplicità 2; ad esempio 𝐶 ∶ 𝐹 = 𝑥2

0.

12.2 coniche proiettive

Definizione 12.2.1. (Conica).

Una conica 𝐶 diℙ2 è il luoghi degli zeri dato da un polinomio omogeneo 𝐹 ∈ 𝕂 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2]
di grado 2 in 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 a coefficienti reali o complessi.

𝐹 = 𝑎00𝑥2
0 + 𝑎01𝑥0𝑥1 + 𝑎02𝑥0𝑥2 + 𝑎11𝑥2

1 + 𝑎12𝑥1𝑥2 + 𝑎22𝑥2
2

In generale, i polinomi omogenei di grado 2 sono forme quadratiche. Pertanto, vogliamo
associare alla forma la corrispondentematrice simmetrica. Per evitare di dividere per due i

termini misti, ci è lecito immaginarli già nella forma 2𝑎01, 2𝑎02, 2𝑎12, ottenendo così

𝐹 = 𝑎00𝑥2
0 + 2𝑎01𝑥0𝑥1 + 2𝑎02𝑥0𝑥2 + 𝑎11𝑥2

1 + 2𝑎12𝑥1𝑥2 + 𝑎22𝑥2
2

Allora la matrice simmetrica 3 × 3 associata alla forma quadratica è

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎00 𝑎01 𝑎02
𝑎01 𝑎11 𝑎12
𝑎02 𝑎11 𝑎22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ 𝑆 �𝕂3,3�

ed è tale per cui 𝐹 = 𝑥𝑡𝐴𝑥 con 𝑥 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥0
𝑥1
𝑥2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ è il vettore delle coordinate omogenee.
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Definizione 12.2.2. (Rangodella conica).

Il rango della conica 𝐶 è il rango della matrice associata𝐴.

Osservazione. Come già osservato, l’equazione della conica 𝐶 determina 𝐹 solo a
meno di multipli, dunque anche la matrice 𝐴 è determinata a meno di multipli. Tuttavia,
il rango rimane ben definito in quanto rk(𝜆𝐴) = rk(𝐴), ∀𝜆 ≠ 0. Inoltre, il rango non può
essere 0 perché essendo l’equazione di una conica il polinomio non può essere nullo (non
descriveremmo una conica!).

Vogliamo studiare le coniche e le curve di gradomaggiore ameno di equivalenza proiettiva,

allo stessomodo in cui abbiamo classificato le coniche inℝ2 ameno di rototraslazioni.

Sia dunque 𝑓 ∶ ℙ2 ℙ2 una proiettività, la cui matrice associata𝑀 ∈ GL(3,𝕂) è tale
per cui 𝑥′ = 𝑀𝑥. Allora 𝑓 porta la conica 𝐶 ∶ 𝐹 = 0 nella conica ̃𝐶 ∶ ̃𝐹 = 0, dove ̃𝐹 si ottiene
sostituendo in 𝐹 il vettore 𝑥 = 𝑀−1𝑥′.

Esempio. Sia 𝐶 ∶ 𝑥0𝑥1 = 0 una coppia di rette e 𝑓 una proiettività tale che:

𝑓(𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ 𝑥2) = (𝑥0 + 𝑥1 ∶ 𝑥0 − 2𝑥1 ∶ 𝑥2)

Scriviamo, usando lamatrice associata alla proiettività, il vettore immagine 𝑥′𝑖 in funzione
di 𝑥𝑖 e poi ricaviamo 𝑥𝑖 in funzione di 𝑥′𝑖 .

𝑓 ∶

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥′0 = 𝑥0 + 𝑥1
𝑥′1 = 𝑥0 − 2𝑥2
𝑥′2 = 𝑥2

⟹
⎧⎪⎨
⎪⎩
−3𝑥1 = 𝑥′1 − 𝑥′0 ⟹ 𝑥1 =

1
3 (𝑥

′
0 − 𝑥′1)

𝑥0 = 𝑥′0 − 𝑥1 = 𝑥′0 −
1
3 (𝑥

′
0 − 𝑥′1) =

1
3 (2𝑥

′
0 + 𝑥′1)

⟹ 𝑓−1 ∶

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥0 =
1
3 (2𝑥

′
0 + 𝑥′1)

𝑥1 =
1
3 (𝑥

′
0 − 𝑥′1)

𝑥2 = 𝑥′2

In sostanza abbiamo ottenuto l’espressione dell’inversa di 𝑓, quindi la trasformata di
𝐶 tramite 𝑓 è (2𝑥′0 + 𝑥′1)(𝑥′0 − 𝑥′1) = 0, che è ancora una coppia di rette. In particolare,
notiamo che esse sono le immagini tramite 𝑓 delle rette 𝑥0 = 0 e 𝑥1 = 0, ameno dei fattori
moltiplicativi 1/3.

Osserviamo che la proiettività manda il supporto della prima conica nel supporto della

seconda conica e che, trasformando la conica tramite una proiettività, trasformiamo la

forma quadratica 𝐹 tramite un cambiamento di coordinate di𝕂3. Dunque, se𝐴 è la matrice
associata a 𝐶 e �𝐴 è lamatrice associata alla trasformata ̃𝐶 tramite 𝑓, allora𝐴 e �𝐴 sono con-
gruenti. Infatti, il cambiamento di coordinate su uno spazio vettoriale per la forma quadratica

è dato da �𝐴 = 𝑀 𝑡𝐴𝑀 con𝑀 ∈ GL (3,𝕂) con𝑀 unamatrice associata della proiettività, inter-

pretata comematrice del cambiamento di base. Viceversa, date due coniche 𝐶1 e 𝐶2 le cui
matrici associate (simmetriche)𝐴1 e𝐴2 sono congruenti, allora 𝐶1 e 𝐶2 sono proiettivamente
equivalenti: questo perché, in generale, forme quadratiche congruenti differiscono per un

cambiamento di base. Otteniamo così la seguente corrispondenza:

𝐶1 e 𝐶2 equivalenti ⟺ 𝐴1 e𝐴2 congruenti

Pertanto lo studio delle coniche, a meno di equivalenze proiettive, passa per lo studio delle

matrici congruenti.
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12.2.1 Classificazione delle coniche proiettive complesse

Ricordiamo... Nel campo dei complessi (𝕂 = ℂ) duematrici simmetriche sono con-
gruenti se e solo se hanno lo stesso rango. In generale, se le matrici simmetriche sono

congruenti allora hanno lo stesso rango, ma non il viceversa!

Ameno di equivalenza proiettiva, ci sono solo 3 possibili coniche: quelle di rango 1, 2 e 3.

Teorema 12.3.1. (Classificazione delle coniche proiettive complesse).

1. Due coniche inℙ2 (ℂ) sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo stesso rango.
2. Ogni conica di ℙ2 (ℂ) è proiettivamente equivalente ad una ed una sola delle tre coniche

canoniche:

rk3 ∶ 𝑥2
0 + 𝑥2

1 + 𝑥2
2 = 0 Conica irriducibile

rk2 ∶ 𝑥2
0 + 𝑥2

1 = (𝑥0 + 𝑖𝑥1)(𝑥0 − 𝑖𝑥1) = 0 Coppia di rette distinte

rk1 ∶ 𝑥2
0 = 0 Retta doppia

12.3.1 Classificazione delle coniche proiettive reali

Sia 𝐶 una conica inℙ2 (ℝ) conmatrice associata𝐴, simmetrica reale 3 × 3. Come abbiamo
detto, poiché la matrice non è complessa, non è sufficiente il rango per la congruenza:

affinché sia congruente ad un’altra matrice simmetrica serve anche la segnatura, cioè il

numero di autovalori positivi e negativi non nulli della matrice1.

Osservazione. Siccome𝐴 è determinata ameno di multipli, in principio la segnatura
potrebbe cambiare. Tuttavia, osserviamo che se𝐴 ha segnatura (𝑝, 𝑞) con 𝑝 il numero di
autovalori positivi e 𝑞 il numero di autovalori negativi, allora 𝜆𝐴 può avere segnatura (𝑝, 𝑞)
se 𝜆 > 0 oppure (𝑞, 𝑝) se 𝜆 < 0. Quindi, la segnatura di una conica è definita solo ‘‘a meno
del segno”, nel senso che (𝑝, 𝑞) = (𝑞, 𝑝).

Teorema 12.3.2. (Classificazione delle coniche proiettive reali).

1. Due coniche inℙ2 (ℝ) sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno la stessa segnatura
ameno del segno; dalla segnatura si deduce anche il rango.

2. Ogni conica inℙ2 (ℝ) è proiettivamente equivalente a una ed una sola delle seguenti coniche,
con segnature distinte a meno del segno:

rk3
(3,0)/(0,3)

(1,2)/(2,1)

𝑥2
0 + 𝑥2

1 + 𝑥2
2 = 0

𝑥2
0 + 𝑥2

1 − 𝑥2
2 = 0

Conica irriducibile senza

punti reali (supporto vuoto)

Conica irriducibile a punti reali,

contiene infiniti punti inℙ2 (ℝ)

rk2
(2,0)/(0,2)

(1,1)

𝑥2
0 + 𝑥2

1 = 0

𝑥2
0 − 𝑥2

1 == (𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 + 𝑥1) = 0

Coppia di rette non reali

con 1 punto reale (0 ∶ 0 ∶ 1)
Conica irriducibile a punti reali,

coppia di rette reali distinte

rk1 (1,0) 𝑥2
0 = 0 Retta doppia

1Nelle ‘‘Note aggiuntive”, a pag. 290, si può trovare la regola di Cartesio, un comodo procedimento per il

calcolo della segnatura.
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12.4 curve algebriche piane affini e chiusura proiettiva

Siccome abbiamo interpretato il piano proiettivo come un’estensione di quello affine, pos-

siamo confrontare la classificazione delle curve nel piano proiettivo con quella nel caso

affine.

Definizione 12.4.1. (Curva algebrica piana affine).

Una curva algebrica piana affine 𝐶 diA �𝕂2� è il luoghi degli zeri dato da un polinomio
𝑓 ∈ 𝕂[𝑥, 𝑦]:

𝐶 = �(𝑥, 𝑦) ∈ ℙ2 ∣ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0�

La curva è definita ameno dimultipli: se 𝑔 = 𝜆𝑓 con 𝜆 ∈ 𝕂 ⧵ {0}, 𝑔 e 𝑓 descrivono la stessa
curva. Diciamo che la curva 𝐶 è reale se𝕂 = ℝ e quindi 𝐶 ∈ A �ℝ2�, complessa se𝕂 = ℂ
e quindi 𝐶 ∈ A �ℂ2�.

Definizione 12.4.2. (Equazionedi una curva).

L’equazione di una curva 𝐶 è il polinomio 𝑓 (a meno di multipli) che la descrive.

Definizione 12.4.3. (Supportodi una curva).

Il supporto di una curva 𝐶 descritta da un polinomio 𝑓 (a meno dimultipli) è l’insieme
dove il polinomio si annulla. L’equazione determina il supporto, ma in generale non vale

il contrario.

Definizione 12.4.4. (Gradodi una curva).

Il grado della curva 𝐶 è il grado dell’equazione 𝑓.

Definizione 12.4.5. (Curva irriducibile).

Una curva 𝐶 è irriducibile se lo è la sua equazione 𝑓. Altrimenti si considera la sua
fattorizzazione in irriducibili

𝑓 = 𝑓𝑚1
1 ⋅ … ⋅ 𝑓𝑚𝑟

𝑟 .

Siccome ogni fattore irriducibile 𝑓𝑖 è omogeneo, ognuno definisce una curva 𝐶𝑖 ∶ 𝑓𝑖 = 0,
dette componenti irriducibili della curva 𝐶. Se𝑚𝑖 > 1 diciamo che 𝐶𝑖 è una componente
dimolteplicità𝑚𝑖 in 𝐶

Definizione 12.4.6. (Rette e coniche affini).
n Le rette affini 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 sono curve di grado 1.
n Le coniche affini 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 sono curve di grado 2.

12.4.0.1 Omogeneizzazione di un polinomio

Vediamo ora qual è il legame fra curve affini e proiettive utilizzando la chiusura proiettiva.

Ricordiamo che A �𝕂2� = 𝑈0 ⊂ ℙ2 (𝕂) con (𝑥, 𝑦) ∈ 𝕂2 che corrispondono a 𝑥 = 𝑥1/𝑥0

e 𝑦 = 𝑥2/𝑥0, dato (𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ 𝑥2) ∈ ℙ2 (𝕂). Sia 𝐶 una curva affine di equazione 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0.
Vogliamo associare a 𝑓 un polinomio omogeneo nelle coordinate 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 dello stesso grado
di 𝑓. Consideriamo dunque il polinomio 𝐹 ∈ 𝕂 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] così definito: se 𝑑 = deg 𝑓, allora

𝐹 ≔ 𝑥𝑑0𝑓 �
𝑥1
𝑥0
,
𝑥2
𝑥0
� .
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Esso è a tutti gli effetti un polinomio dello stesso grado di 𝑓. Infatti, 𝐹 è un polinomio
omogeneo di grado 𝑑: considerato unmonomio in 𝑓, della forma 𝑎𝑥𝑖𝑦𝑗 (di grado 𝑖 + 𝑗) se ne
ottiene uno di grado 𝑑 in 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2:

𝑎𝑥𝑖𝑦𝑗 ⟹𝑥𝑑0𝑎 �
𝑥1
𝑥0
�
𝑖

�
𝑥2
𝑥0
�
𝑗

= 𝑎𝑥𝑑−𝑖−𝑗0 𝑥𝑖1𝑥
𝑗
2

Ripetendo questa procedura per ogni monomio si ottiene un polinomio omogeneo 𝑓 di
grado 𝑑 come desiderato. Notiamo che, operativamente, l’omogeneizzazione consiste nel
cambiare nome alle variabili 𝑥 e 𝑦 emoltiplicare per un’opportuna potenza di 𝑥0 inmodo
tale che il monomio sia di grado 𝑑.

Esempio. Vogliamo omogenizzare il polinomio 𝑓 = 𝑥3 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦 + 1. Prima di tutto si
cambia il nome delle variabili e si ottiene 𝑥3

1 − 2𝑥1𝑥2 + 3𝑥2 + 1. Moltiplicando ciascun
monomio per l’opportuna potenza di 𝑥0, il polinomio omogeneizzato rispetto a 𝑥0 sarà
𝐹 = 𝑥3

1 − 2𝑥0𝑥1𝑥2 + 3𝑥2
0𝑥2 + 𝑥3

0.

Osservazione. Possiamo ‘‘deomogeneizzare” un polinomio omogeneo 𝐹(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2):
ponendo 𝑥0 = 1 si riottiene il polinomio di partenza 𝑓(𝑥1, 𝑥2).

12.4.0.2 Chiusura proiettiva

Definizione 12.4.7. (Chiusura proiettiva di una curva affine).

La curva 𝐶 inℙ2 (𝕂) definita da 𝐹 = 0 si dice chiusura proiettiva della curva affine 𝐶 di
equazione 𝑓 = 0.

Se 𝑃 = (1 ∶ 𝑥 ∶ 𝑦) ∈ 𝑈0, allora 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑃) e in particolare 𝐶 ∩ 𝑈0 = 𝐶.

Definizione 12.4.8. (Punti impropri di una curva).

I punti impropri o punti all’infinito della curva 𝐶 sono dati dall’intersezione della chiusura
proiettiva con la retta impropria, ovvero da 𝐶 ∩ {𝑥0 = 0}

Esempio (Chiusuraproiettivadi unaretta). Se 𝐶 è una retta 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦+ 𝑐 = 0, allora
la chiusura proiettiva di 𝐶 è 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥0 = 0 ed il punto improprio di 𝐶 è (0 ∶ − 𝑏 ∶ 𝑎), che
corrisponde alla direzione della retta 𝐶.

Esempio. Consideriamo inℝ2 le coniche:

𝐶1 ∶ 𝑦 = 𝑥2 Parabola

𝐶2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 = 1 Circonferenza

𝐶3 ∶ 𝑥2 − 𝑦2 = 1 Iperbole

Consideriamoora le loro chiusure proiettive reali tramite l’omogeneizzazione, cioè le coniche

proiettive 𝐶𝑖 inℙ2 (ℝ):
𝐶1 ∶ 𝑥0𝑥2 = 𝑥2

1
𝐶2 ∶ 𝑥2

1 + 𝑥2
2 = 𝑥2

0
𝐶3 ∶ 𝑥2

1 − 𝑥2
2 = 𝑥2

0
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Scrivendo le matrici associate e guardandone la segnatura, si vede che tutte e tre hanno

segnatura (2,1)/(1,2) e quindi tutte proiettivamente equivalenti (per la classificazione
delle coniche nel piano proiettivo reale) ad una conica irriducibile a punti reali inℙ2 (ℝ).
Consideriamo ora i loro punti impropri:

n Parabola: 𝐶1 ∩ {𝑥0 = 0} ∶ (0 ∶ 0 ∶ 1), dunque un solo punto improprio, ovvero la
direzione (0,1) dell’asse 𝑦 = ℒ (0,1), quindi è l’asse della parabola.

n Circonferenza: 𝐶2 ∩ {𝑥0 = 0} ∶ 𝑥0 = 0 ⟹ 𝑥1 = 𝑥2 = 0ma non si possono avere
tute le coordinate omogenee nulle, dunque non ci sono punti impropri.

n Iperbole: 𝐶3 ∩ {𝑥0 = 0} ∶ 𝑥2
1 − 𝑥2

2 = 0, dunque ci sono due punti impropri quali
(0 ∶ 1 ∶ 1) e (0 ∶ 1 ∶ − 1), a cui corrispondono le direzioni degli asintoti dell’iperbole.

Notiamo che le chiusureproiettiveviste sono tutte proiettivamente equivalenti,mahanno

3 posizioni diverse rispetto alla retta impropria:

1. 𝐶1 è ‘‘tangente” alla retta impropria.

A(R2)

C1C1

P2(R)

x0=0

2. 𝐶2 è ‘‘disgiunta” dalla retta impropria.

A(R2)

C2 C2

P2(R)

x0=0

3. 𝐶3 è ‘‘secante” rispetto alla retta impropria.

A(R2)

C3 C3

P2(R)

x0=0

Esempio. In A �ℝ2� consideriamo la coppia di rette parallele distinte 𝑥(𝑥 + 1) = 0 e
la coppia di rette incidenti distinte 𝑥𝑦 = 0. Prendendo le chiusure proiettive si ottiene
𝑥1(𝑥1+𝑥0) = 0 e 𝑥1𝑥2 = 0, entrambe coppie di rette distinte reali inℙ2 (ℝ) con segnatura
(1,1). Dunque sono proiettivamente equivalenti fra loro ma hanno posizione diversa

rispetto alla retta impropria.
n La prima ha un solo punto improprio (0 ∶ 0 ∶ 1), che è la direzione comune delle due

rette parallele nel piano affine.

A(R2)P2(R)

x0=0
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n La seconda ha due punti impropri (0 ∶ 0 ∶ 1) e (0 ∶ 1 ∶ 0), che sono le direzioni delle
due rette nel piano affine.

A(R2)P2(R)

x0=0

12.5 classificazione affine delle coniche nel caso com-

plesso

Ragionando dalla classificazione delle coniche proiettive si può mettere in relazione la

classificazioni delle coniche affiniA �ℂ2�, a meno di rototraslazione, prestando attenzione
alla posizione rispetto alla retta impropria.

Proposizione 12.5.1. (Classificazione delle coniche affini complesse).

Ogni conica inℂ2 si può ridurre con una trasformazione del tipo

�
𝑥′
𝑦′� = 𝐴 �

𝑥
𝑦� + 𝑏,

con 𝑏 ∈ ℂ2 e𝐴 ∈ GL(2,ℂ) ad una delle cinque coniche seguenti:

rk3
Due punti impropri distinti.

Un unico punto improprio.

𝑥2 + 𝑦2 + 1 = 0

𝑦 − 𝑥2 = 0

rk2
Due punti impropri distinti.

Un unico punto improprio.

𝑥2
0 − 𝑥2

1 == (𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 + 𝑥1) = 0

𝑥(𝑥 + 1) = 0
rk1 𝑥2 = 0

12.6 polinomi omogenei in 2 variabili

I polinomi omogenei in due variabili si comportano per alcuni aspetti come polinomi in una

sola variabile. Sia 𝐹 ∈ 𝕂[𝑥0𝑥1] un polinomio omogeneo di grado 𝑑, costituito da 𝑑+1monomi:

𝐹 = 𝑎0𝑥𝑑0 + 𝑎1𝑥𝑑−1
0 𝑥1 + 𝑎2𝑥𝑑−2

0 𝑥2
2 + … + 𝑎𝑑−1𝑥0𝑥𝑑−1

1 + 𝑎𝑑𝑥𝑑1

Ricordiamo che vedendo (𝑥0 ∶ 𝑥1) ∈ ℙ1, allora 𝐹 ha degli zeri suℙ1, ovvero 𝐹 (𝑃) = 0 è ben
posto per 𝑃 = (𝑎 ∶ 𝑏) ∈ ℙ1.

Definizione 12.6.1. (Annullarsi in un punto).

Diciamo che 𝐹 si annulla in 𝑃 = (𝑎 ∶ 𝑏) all’ordine𝑚 se (𝑎𝑥1 − 𝑏𝑥0)𝑚 è la massima potenza
di 𝑎𝑥1 − 𝑏𝑥0 che divide 𝐹.

Proposizione 12.6.1. (Proprietà dei polinomi omogenei in 2 variabili).

1. 𝐹 si annulla in un punto 𝑃 = (𝑎 ∶ 𝑏) ∈ ℙ1 ⟺ 𝑎𝑥1 − 𝑏𝑥0 ∣ 𝐹.
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2. Se 𝑑 = deg 𝐹, 𝐹 ha al più 𝑑 zeri suℙ1 contati conmolteplicità.
3. Se 𝐹 ∈ ℂ[𝑥0, 𝑥1], allora 𝐹 si fattorizza come prodotto di forme lineari e ha esattamente 𝑑 zeri

inℙ1 contati conmolteplicità.a.

aQuesto punto è analogo al caso in unavariabile per cui, inℂ, ogni polinomio si fattorizza come prodotto
di polinomi di grado 1 ed ha tutti gli zeri ben definiti.

Dimostrazione. Supponiamo che 𝑥0 ∤ 𝐹; ciò è vero se e solo se 𝑎𝑑 ≠ 0 o, alternativa-
mente, 𝐹(0 ∶ 1) ≠ 0. Poniamo

𝑓 ≔ 𝐹(1, 𝑡) ∈ 𝕂[𝑡] = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + … + 𝑎𝑑−1𝑡𝑑−1 + 𝑎𝑑𝑡𝑑.

Esso è un polinomio nella sola variabile 𝑡, dato che abbiamo posto 𝑥0 = 1 e 𝑥1 = 𝑡, ed è
ancora di grado 𝑑 perché 𝑎𝑑 ≠ 0 ⟹ deg 𝑓 = deg 𝐹 = 𝑑. Inoltre:

n 𝐹 è l’omogeneizzato di 𝑓 rispetto a 𝑥0:

𝐹 = 𝑥2
0𝑓 �

𝑥1
𝑥0
�

n Gli zeri di 𝐹 sono tutti e soli della forma (1 ∶ 𝜆) con 𝜆 radice di 𝑓, dato che deomoge-
neizzando passiamo da 2 variabili in 1 variabile, infatti 𝐹(1, 𝜆) = 𝑓(𝜆).

Pertanto, le proprietà di 𝐹 che vogliamo dimostrare seguono da quelle di 𝑓 che sappiamo
gi’.

I 𝐹 si annulla in (1 ∶ 𝜆) = (𝑎 ∶ 𝑏) a ⟺ 𝑓(𝜆) = 0 ⟺ 𝑡− 𝜆 ∣ 𝑓 ⟺ 𝑥1 − 𝜆𝑥0 ∣ 𝐹.
II È immediato dal punto 1, perché se 𝐹 si annulla in 𝑃𝑖 = (𝑎𝑖 ∶ 𝑏𝑖) distinti conmolte-

plicità𝑚𝑖, allora
(𝑎𝑖𝑥1 − 𝑏𝑖𝑥0)𝑚𝑖 ∣ 𝐹, ∀ 𝑖 = 1, … , 𝑟.

Siccome i punti 𝑃𝑖 sono distinti, allora i polinomi sono primi fra loro al variare di 𝑖,
dunque anche il loro prodotto deve dividere 𝐹:

𝑟

∏
𝑖=1
(𝑎𝑖𝑥1 − 𝑏𝑖𝑥0)𝑚𝑖 ∣ 𝐹 ⟹

𝑟

∑
𝑖=1

𝑚𝑖 ≤ 𝑑 = deg 𝐹

.

III Segue immediatamente dal caso complesso in una variabile: 𝑓 si scrive come

𝑓 = 𝑐(𝑡 − 𝜆1)𝑚1 ⋅ … ⋅ (𝑥1 − 𝜆𝑟𝑥0)𝑚𝑟;

siccomeℂ è algebricamente chiuso, 𝐹 = 𝑐(𝑥1 − 𝜆1𝑥0)𝑚1 ⋅ … ⋅ (𝑥1 − 𝜆𝑟𝑥0)𝑚𝑟, cioè si

fattorizza completamente con forma lineari. Non solo questo polinomio divide

𝐹ma, a meno di costante, ho l’uguaglianza, per cui il numero di zeri contati con
molteplicità è pari al suo grado.

Se invece 𝑥0 ∣ 𝐹, allora 𝐹 = 𝑥𝑟0𝐺 per un certo 𝑟, con 𝐺 un polinomio omogeneo di grado
𝑑 − 𝑟 tale per cui 𝑥0 ∤ 𝐺. Allora i risultati trovati valgono per 𝐺 e, tenendo conto che 𝐹 si
annulla in (0 ∶ 1) conmolteplicità 𝑟, segue la tesi della proposizione.

aCon 𝜆 = 𝑏
𝑎 .
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12.7 intersezione tra una retta ed una curva

12.7.1 Intersezione tra una retta ed una curva nel piano proiettivo

Sia𝐶unacurva inℙ2 digrado𝑑edequazione𝐹(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0e sia 𝑟 ⊂ ℙ2 unarettaproiettiva.
Vogliamo intersecare la retta 𝑟 con il supporto di 𝐶.

Tips & Tricks! Per studiare l’intersezione di due sottoinsiemi può essere comodo

esprimere uno dei due sottoinsiemi in forma parametrica e sostituire i risultati trovati nelle

equazioni dell’altro.

Scriviamo una parametrizzazione per 𝑟; per farlo sono necessari 2 punti distinti𝐴, 𝐵 ∈ 𝑟.
In questomodo, ogni punto di 𝑟 si scrive come combinazione lineare di altri due punti noti
della retta e dei loro vettori

𝑃 = 𝜆𝐴 + 𝜇𝐵 = [𝜆𝑣 + 𝜇𝑤] ,

dove 𝑣 è un vettore che rappresenta𝐴 -𝐴 = [𝑣]- e𝑤 è un rappresentante per 𝐵 -𝐴 = [𝑤] - ,
con 𝑣, 𝑤 ∈ 𝕂3 e (𝜆 ∶ 𝜇) ∈ ℙ1. Allora 𝐶∩ 𝑟 è dato da 𝐹(𝜆𝑣+𝜇𝑤) = 0; dato chevogliamo trovare
il punto di intersezione descritto dai parametri (𝜆 ∶ 𝜇), possiamo vedere questa sostituzione
come un polinomio 𝐺 in 𝜆 e 𝜇, cioè 𝐺 (𝜆, 𝜇) ∈ 𝕂[𝜆, 𝜇]:

𝐺 (𝜆, 𝜇) ≔ 𝐹(𝜆𝑣0 + 𝜇𝑤0, 𝜆𝑣1 + 𝜇𝑤1, 𝜆𝑣2 + 𝜇𝑤2)

In particolare, abbiamo due possibilità:

1. 𝑟 ⊆ 𝐶: la retta è contenuta nella conica, quindi ogni punto della retta soddisfa l’equazio-
ne; il polinomio è identicamente nullo, ovvero 𝐺 ≡ 0.

2. 𝑟 ⊈ 𝐶: la retta non è contenuta nella conica, allora 𝐺 è un polinomio omogeneo di
grado 𝑑 in 𝜆 e 𝜇 le cui radici. Le radici di 𝐺 sono i punti di intersezione 𝑟 ∩ 𝐶.

Esempio. In ℙ2 (ℝ) sia 𝐶 ∶ 𝑥2
0 + 𝑥2

1 − 𝑥2
2 = 0, 𝑟1 ∶ 𝑥1 = 𝑥2 e 𝑟2 ∶ 𝑥0 + 𝑥1 = 0; vogliamo

calcolare le intersezioni 𝑟𝑖 ∩ 𝐶:
n 𝑟1 ∶ 𝑥1 = 𝑥2 → 𝑥2

0 = 0 e 𝑟1 ∩ 𝐶 = {(0 ∶ 1 ∶ 1)} hamolteplicità 2.
n 𝑟2 ∶ 𝑥1 = −𝑥0 → 2𝑥2

0 = 𝑥2
2 → 𝑥2 = ±√2𝑥0 𝑥0 = 1 ⟹ 𝑥1 = −1, 𝑥2 = ±√2

⟹ ho due punti di intersezione (1 ∶ − 1 ∶ √2) e (1 ∶ − 1 ∶ − √2)

Definizione 12.7.1. (Molteplicità di intersezione).

Se (𝜆0 ∶ 𝜇0) ∈ ℙ1 è una radice di 𝐺 di molteplicità𝑚 (ovvero è il massimo esponente della

forma lineare che divide 𝐺), allora diciamo che 𝐶 e 𝑟 hannomolteplicità di intersezione
𝑚 nel punto 𝑃 = 𝜆0𝐴 + 𝜇0𝐵. Poniamo:

n 𝑚 = 0 se 𝑃 ∉ 𝐶 ∩ 𝑟.
n 𝑚 = ∞ se 𝑃 ∈ 𝑟 e 𝑟 ⊂ 𝐶.

Osservazione. Se 𝑟 ⊈ 𝐶, allora l’intersezione 𝐶 ∩ 𝑟 = {𝑃1, … , 𝑃𝑛} è finita. Sia 𝑚𝑖 la
molteplicità di intersezione in 𝑃𝑖; il numero di questi punti di intersezione èminore del
grado della curva:

#(𝐶 ∩ 𝑟) ≤ deg 𝐶.

Più precisamente,
𝑛

∑
𝑖=1

𝑚𝑖 ≤ deg 𝐶.
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Infatti, le radici di 𝐺 (𝜆, 𝜇) = 0 danno i punti di intersezione della curva con la retta e può
avere al più 𝑑 soluzioni, tante quante il gradodella curva (anche se contate conmolteplicità
per la proposizione 12.6.1). Se𝕂 = ℂ, possiamo dire che la somma delle molteplicità è
esattamente 𝑑: 𝑛

∑
𝑖=1

𝑚𝑖 = deg 𝐶.

In particolare, la retta e la curva si intersecano sempre nel piano proiettivo complesso, ovvero

𝐶∩𝑅 ≠ 0. Se𝕂 = ℝ e 𝑑 èdispari allora possiamo ancora concludere che la retta e la curva
si intersecano sempre in quanto 𝐺 deve annullarsi almeno in un punto reale, e quindi
𝐶 ∩ 𝑟 ≠ 0.

Esempio. Se 𝐶 ⊂ ℙ2 (ℂ) è una conica (deg 𝐶 = 2) ed 𝑟 è una retta non contenuta in 𝐶,
ovvero 𝑟 ⊈ 𝐶, allora

𝑟 ∩ 𝐶 =↗ {2 punti conmolteplicità 1}
↘ {1 punto conmolteplicità 2}

Se la conica 𝐶 ⊂ ℙ2 (ℝ) ed 𝑟 è una retta non contenuta in 𝐶, ovvero 𝑟 ⊈ 𝐶, allora c’è anche la
possibilità che l’intersezione sia vuota, cioè 𝐶 ∩ 𝑟 = ∅: ad esempio, 𝐶 ∶ 𝑥2

0 + 𝑥2
1 − 𝑥2

2 = 0 e
𝑟3 ∶ 𝑥2 = 0.

Tips &Tricks! Se una conica 𝐶 contiene tre punti allineati, allora 𝐶 contiene una retta,
è riducibile (l’equazione della retta divide quella della conica)e rk 𝐶 ≤ 2.

Osservazione. Si può dimostrare che:

1. la molteplicità di intersezione fra 𝐶 e 𝑟 in 𝑃 non dipende dalla parametrizzazione
scelta per 𝑟;

2. la molteplicità di intersezione è invariante per proiettività.

Dimostrazione. Dimostriamo l’ultimo punto. Sia

𝑓 ∶ ℙ2 ℙ2

𝑥 𝑥′ ≔ 𝑀𝑥

una proiettività, 𝐶 ∶ 𝐹(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0 una conica e 𝐶′ la trasformata di 𝐶 tramite 𝑓. Allora
𝑥 = 𝑓−1(𝑥′) = 𝑀−1𝑥′ e

𝐶′ ∶ 𝐹 ′(𝑥′) ≔ 𝐹 ∘ 𝑓−1(𝑥′) = 𝐹(𝑀−1𝑥′) = 0

è un polinomio omogeneo di grado 𝑑. Le proiettività portano curve algebriche in curve al-
gebriche, ovvero 𝑟′ = 𝑓(𝑟) è una retta e 𝑃 ′ = 𝑓 (𝑃). Pertanto, la molteplicità di intersezione
fra 𝐶 e 𝑟 in 𝑃 è uguale alla molteplicità di intersezione fra 𝐶′ e 𝑟′ in 𝑃 ′.
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12.7.2 Intersezione tra una retta ed una curva nel caso affine

Sia 𝐶 una curva in 𝕂2 di equazione 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 e sia 𝑟 una retta affine. Scegliamo una
parametrizzazione per 𝑟:

𝑟 ∶
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥 = 𝑡𝑣1 + 𝑤1
𝑦 = 𝑡𝑣2 + 𝑤2

Per intersecare 𝐶 ed 𝑟 sostituiamo la parametrizzazione di 𝑟 nell’equazione di 𝐶 ed otteniamo
un polinomio nell’unico parametro 𝑡:

𝑔(𝑡) ≔ 𝑓(𝑡𝑣1 + 𝑤1, 𝑡𝑣2 + 𝑤2) ∈ 𝕂[𝑡]

Inmodo analogo al caso proiettivo, le radici di 𝑔 corrispondono ai punti di intersezione e defi-
niamo lamolteplicità di intersezione di 𝐶 ed 𝑟 in un punto 𝑃 = 𝑡0𝑣+𝑤 come lamolteplicità
di 𝑡0 come radice di 𝑔(𝑡).

Osservazioni.

1. La molteplicità di intersezione non dipende dalla scelta di parametrizzazione

della retta 𝑟.
2. Lamolteplicità di intersezione è invariante per affinità.

3. La molteplicità affine è pari a quella proiettiva. Per precisare, sia 𝑃 ∈ 𝐶 ∩ 𝑟, 𝐶 la
chiusura proiettiva di 𝐶 in ℙ2 ⊃ A �𝕂2� ed 𝑟 la chiusura proiettiva di 𝑟 in ℙ2;
allora la molteplicità di intersezione tra 𝐶 e 𝑟 in 𝑃 è uguale alla molteplicità di
intersezione fra 𝐶 e 𝑟 in 𝑃.

12.8 retta tangente

Definizione 12.8.1. (Retta tangente aduna curva in un punto).

Sia 𝐶 una curva piana (affine o proiettiva) ed 𝑟 una retta (affine o proiettiva). Diciamo che
𝑟 è tangente a 𝐶 in un punto 𝑃 se lamolteplicità di intersezione fra 𝐶 ed 𝑟 in 𝑃 èmaggiore di 1.

Esempio. Sia𝐶 inℙ2 (ℝ)unaconicadi equazione𝑥2
0+𝑥2

1−𝑥2
2 = 0 euna rettadi equazione

𝑟1 ∶ 𝑥1 − 𝑥2 = 0; poiché l’intersezione è solo il punto 𝑟1 ∩ 𝐶 = {(0 ∶ 1 ∶ 1)} = 𝑃, allora 𝑟1 è
tangente a 𝐶 in 𝑃 e ‘‘coincide” con la tangente nel senso geometrico. La conica 𝐶1 inA �ℝ2�
si ottiene deomogeneizzando 𝐶 rispetto alla variabile non nulla 𝑥2 - in questo caso in 𝑃 si
ha che 𝑥0 = 0 - per cui:

𝑥 =
𝑥0
𝑥2

𝑦 =
𝑥1
𝑥2

Dunque 𝐶1 ha equazione:

�
𝑥0
𝑥2
�

2
+ �

𝑥0
𝑥2
�

2
− 1 = 0

È pari quindi alla circonferenza 𝑥2 + 𝑦2 = 1 con 𝑃 = (0, 1). In
questo caso la tangente in 𝑃 è chiaramente la retta 𝑦 = 1. Passando
alle coordinate proiettive diventa

𝑥1
𝑥2
= 1 ⟹ 𝑥1 = 𝑥2. Notiamo

come la chiusura proiettiva della tangente affine sia proprio la tangente

proiettiva.
C1

P
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Esempio. Sia 𝐶 in A �ℝ2� la curva di equazione 𝑓 ∶ 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑥3 = 𝑥2(𝑥 + 1), una
cubica in quanto ha grado 3. Vogliamo calcolare quali sono le rette tangenti nel punto
𝑃 = (−1, 0) ∈ 𝐶. Consideriamo pertanto il fascio di rette passanti per 𝑃 e le intersechiamo
con la cubica per determinare quali sono tangente con la definizione; guardiamo dunque

quali hannomolteplicità di intersezionemaggiore di 1. Il fascio di rette per 𝑃 è

𝑟 ∶
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥 = −1 + 𝑡𝑣1
𝑦 = 𝑡𝑣2

,

con (𝑣1, 𝑣2) direzione di 𝑟. Sostituiamo la parametrizzazione di 𝑟 nell’equazione di 𝐶,
costruendo la funzione 𝑔 (𝑡):

𝑡2𝑣2 = (𝑡𝑣1 − 1)2𝑡𝑣1
𝑔(𝑡) = (𝑡𝑣1 − 1)2𝑡𝑣1 − 𝑡2𝑣2

2 = 𝑡[𝑣1(𝑡2𝑣2
1 + 1 − 2𝑡𝑣1) − 𝑡𝑣2

2] = 𝑡[𝑣3
1𝑡2 − 𝑡(2𝑣2

1 + 𝑣2
2) + 𝑣1]

Analizziamo cosa abbiamo trovato:
n 𝑡 = 0 è sempre una soluzione: per costruzione abbiamo preso la retta che passava

per 𝑃, dunque 𝑃 è banalmente intersezione di una retta di qualsiasi direzione con la
cubica.

n Lamolteplicità di intersezione fra 𝐶 e 𝑟 in 𝑃 è la massima potenza di 𝑡 che divide 𝑔;
pertanto è𝑚 se 𝑡𝑚 è la massima potenza di 𝑡 che divide 𝑔. In questo caso, quand’è
che lamolteplicità di intersezione èmaggiore di 1? Nell’equazione che abbiamo
scritto almeno 𝑡2 deve dividere 𝑔: l’unica possibilità per questa curva di poter
raccogliere un altro 𝑡 è avere 𝑣1 = 0. Allora 𝑟 è la retta verticale che passa per 𝑃 e
abbiamo determinato che esiste ed è l’unica tangente in 𝑃.

Vediamo ora un caso in cui la retta tangente ad un punto non è unica. Consideriamo la

stessa cubica ma cambiamo il punto, prendendo l’origine 𝑄 = (0, 0) ∈ 𝐶. Scriviamo il fascio
di rette per 𝑄

𝑞 ∶
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥 = 𝑡𝑤1
𝑦 = 𝑡𝑤2

con (𝑤1, 𝑤2) direzione. Analogamente a prima:

ℎ(𝑡) = 𝑡2𝑤2
1 + 𝑡3𝑤1 − 𝑡2𝑤2

2 = 𝑡2(𝑤2
1 − 𝑤2

2 + 𝑡𝑤3
1)

Troviamo così che 𝑡2 si può sempre raccogliere, dunque in questo
caso la molteplicità di intersezione fra le rette e 𝑄 è sempre almeno
2. In particolare, ogni retta per 𝑄 ha intersezione maggiore di 2,
dunque è tangente. Osserviamo che nel punto 𝑄 la curva si auto-
interseca: ogni retta per l’origine interseca la curva almeno due

volte, quindi è tangente. Fra queste, ci sono due direzioni speciali per

cui la molteplicità è 3:
n 𝑤2

1 − 𝑤2
2 = 0 ⟹ 𝑤1 = 𝑤2 ⟹ ℒ (1,1) ∶ 𝑦 = 𝑥.

n 𝑤1 = −𝑤2 ⟹ ℒ (1, −1) ∶ 𝑦 = −𝑥.

P
Q

12.8.0.1 Caso affine

Sia 𝐶 ∶ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 in𝕂2 e 𝑃 = (𝑥0, 𝑦0). Osserviamo che possiamo sempre scrivere il polino-
mio come un polinomio centrato in 𝑥0, 𝑦0, cioè come polinomio in 𝑥 − 𝑥0 e 𝑦 − 𝑦0 invece che
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come polinomio in 𝑥 e 𝑦.

𝑓 = ∑
𝑖,𝑗≥0

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 = ∑
𝑖,𝑗≥0

𝑎𝑖𝑗(𝑥 − 𝑥0 + 𝑥0)𝑖(𝑦 − 𝑦0 + 𝑦0)𝑗
!= ∑
𝑖,𝑗≥0

𝑏𝑖𝑗(𝑥 − 𝑥0)𝑖(𝑦 − 𝑦0)𝑗

⟹𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑏00 = 𝑓 (𝑃)
⟹ 𝑓 = 𝑓 (𝑃) + 𝑏10(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏01(𝑦 − 𝑦0) + termini di grado > 1
⟹𝑓 = 𝑓 (𝑃) + 𝛼(𝑥 − 𝑥0) + 𝛽(𝑦 − 𝑦0) + termini di grado > 1

ponendo 𝛼 ≔ 𝑏10 e 𝛼 ≔ 𝑏01; nel passaggio indicato con (!) si stanno sottintendendo conti
con il binomio di Newton.

Definizione 12.8.2. (Derivate parziali).

Dato un polinomio 𝑓 = ∑𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 ∈ 𝕂[𝑥, 𝑦], le derivate parziali di 𝑓 sono i seguenti

polinomi:
𝜕𝑓
𝜕𝑥

≔ ∑
𝑖,𝑗
𝑎𝑖𝑗𝑖𝑥𝑖−1𝑦𝑗

𝜕𝑓
𝜕𝑦

≔ ∑
𝑖,𝑗
𝑎𝑖𝑗𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗−1

Si verifica che 𝛼 = 𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥0, 𝑦0) e 𝛽 = 𝜕𝑓

𝜕𝑦 (𝑥0, 𝑦0).

Dimostrazione. Se 𝑃 ∈ 𝐶, segue dai ragionamenti precedenti che

𝑓 = 𝛼(𝑥 − 𝑥0) + 𝛽(𝑦 − 𝑦0) + termini di grado > 1.

Applicando la definizione di derivata parziale si hanno:

𝜕𝑓
𝜕𝑥

= ∑
𝑖,𝑗
𝑎𝑖𝑗𝑖 (𝑥 − 𝑥0)

𝑖−1 �𝑦 − 𝑦0�
𝑗 𝜕𝑓

𝜕𝑦
= ∑

𝑖,𝑗
𝑎𝑖𝑗𝑗 (𝑥 − 𝑥0)

𝑖 �𝑦 − 𝑦0�
𝑗−1

Valutando in 𝑃 = (𝑥0, 𝑦0):

𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑃) = 𝑎10 = 𝛼
𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑃) = 𝑎01 = 𝛽

Definizione 12.8.3. (Gradiente).

Il gradiente∇𝑓 è il vettore con componenti le derivate parziali:

∇𝑓 = �
𝜕𝑓
𝜕𝑥
,
𝜕𝑓
𝜕𝑦�

Il gradiente valutato in 𝑃 = (𝑥0, 𝑦0) è∇𝑓 (𝑃) = (𝛼, 𝛽) ∈ 𝕂2.

12.8.0.2 Tangente e derivate parziali

Sia 𝑟 la retta per 𝑃 con direzione 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) e descrizione parametrica:
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥 = 𝑥0 + 𝑡𝑣1
𝑦 = 𝑦0 + 𝑡𝑣2

Allora:

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑣1, 𝑦0 + 𝑡𝑣2) = 𝛼𝑡𝑣1 + 𝛽𝑡𝑣2 + termini in 𝑡 di grado ≥ 2 =
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= (𝛼𝑣1 + 𝛽𝑣2)𝑡 + termini in 𝑡 di grado ≥ 2

Si hanno dunque due possibilità, che dipendono dal coefficiente di 𝑡:
1. 𝛼 = 𝛽 = 0, ovvero∇𝑓 = 0: il coefficiente è nullo indipendentemente dalla retta. Allora,

per ogni 𝑟 retta per 𝑃, 𝑡2 ∣ 𝑔(𝑡): la molteplicità di intersezione è≥ 2 e ogni retta per 𝑃 è
tangente a 𝐶 in 𝑃.

2. ∇𝑓 (𝑃) = (𝛼, 𝛽) ≠ 0: il coefficiente di 𝑡 determina in maniera univoca la direzione
della retta, che è quella ortogonale a (𝛼, 𝛽). Ciò implica che esiste ed è unica la retta
tangente a 𝐶 in 𝑃 ed è quella di direzione (−𝛽, 𝛼) con equazione 𝛼(𝑥−𝑥0)+𝛽(𝑦−𝑦0) = 0,
ossia

𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑃) (𝑥 − 𝑥0) +
𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑃) (𝑦 − 𝑦0) = 0.

Definizione 12.8.4. (Punto singolare).

Sia 𝐶 una curva affine in𝕂2 di equazione 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0. Un punto 𝑃 ∈ 𝐶 è detto non singolare o
liscio se∇𝑓 (𝑃) ≠ 0. Altrimenti 𝑃 è dettopunto singolare . Una curva 𝐶 è detta singolare
se ha almeno un punto singolare, altrimenti è detta curva non singolare o liscia.

Abbiamo visto prima che se 𝑃 è non singolare esiste ed è unica la tangente a 𝐶 in 𝑃. Essa ha
equazione

𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑃) (𝑥 − 𝑥0) +
𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑃) (𝑦 − 𝑦0) = 0

e, essendo non singolare, almeno uno dei due coefficienti non è nullo. Se invece 𝑃 è singolare,
allora ogni retta per 𝑃 è tangente a 𝐶 in 𝑃.

12.8.0.3 Caso proiettivo

Vogliamo analizzare la tangenza nel caso proiettivo. Tuttavia, prima di trattare di punti

singolari o tangenti, ci servirà una proprietà dei polinomi omogenei, detta relazione di

Eulero sui polinomi omogenei. Essa vale per un qualsiasi numero di variabili a coefficienti in

un campo qualsiasi emette in relazione un polinomio omogeneo con sue le derivate parziali,

che per costruzione sono polinomi omogenei di un grado inferiore.

Teorema 12.8.1. (Relazione di Eulero).

Sia 𝐹 ∈ 𝕂[𝑥0, … , 𝑥𝑛] polinomio omogeneo di grado𝑚 e le sue derivate parziali
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

∈ 𝕂[𝑥0, … , 𝑥𝑛],
polinomio omogenei di grado𝑚 − 1. Si ha che

𝑛

∑
𝑖=0

𝑥𝑖
𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑖

= 𝑚𝐹

Nella relazione appena annunciata notiamo chemoltiplichiamo ciascuna derivata parziale

per 𝑥𝑖. Ciò è necessario per la buona definizione dell’equazione: siccome le derivate parziali
sono omogenee di grado𝑚 − 1, moltiplichiamo per 𝑥𝑖 affinché la somma sia omogenea di
grado𝑚 come il polinomio 𝐹.

Dimostrazione. Basta mostrarlo per unmonomio 𝐺 = 𝜆𝑥𝑗00 ⋯𝑥𝑗𝑛𝑛 con 𝑗0 + … + 𝑗𝑛 =
𝑚, 𝜆 ∈ 𝕂. Scrivendone le derivate parziali rispetto ad una variabile e poi moltiplicando
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per 𝑥𝑖 sistemiamo l’esponente 𝑖-esimo:

𝜕𝐺
𝜕𝑥𝑖

= 𝜆𝑗𝑖𝑥
𝑗0
0 …𝑥

𝑗𝑖−1
𝑖 …𝑥𝑗𝑛𝑛 ⟹ 𝑥𝑖

𝜕𝐺
𝜕𝑥𝑖

= 𝜆𝑗𝑖𝑥
𝑗0
0 …𝑥

𝑗𝑖
𝑖 …𝑥

𝑗𝑛
𝑛

⟹
𝑛

∑
𝑖=0

𝑥𝑖
𝜕𝐺
𝜕𝑥𝑖

=
𝑛

∑
𝑖=0

𝜆𝑗𝑖𝑥
𝑗0
0 …𝑥

𝑗𝑛
𝑛 = 𝜆𝑥𝑗00 …𝑥

𝑗𝑛
𝑛 ⋅

𝑛

∑
𝑖=0

𝑗𝑖 = 𝑚𝐺

Proposizione 12.8.1. (Retta tangente e derivate parziali).

Sia 𝐶 inℙ2 una curva di equazione 𝐹 (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0 con 𝐹 polinomio omogeneo di grado 𝑑 e 𝑃 ∈
𝐶. 𝑃 è non singolare se e solo se almeno una delle derivate parziali di F non è nulla in 𝑃, cioè ∃𝑖 ∈
{0,1,2} ∶ 𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
(𝑃) ≠ 0. In tal caso esiste ed è unica la retta tangente a 𝐶 in 𝑃 ed ha equazione

𝜕𝐹
𝜕𝑥0

(𝑃)
�������

∈𝕂

𝑥0 +
𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(𝑃)
�������

∈𝕂

𝑥1 +
𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(𝑃)
�������

∈𝕂

𝑥2,

i cui coefficienti sono le derivate parziali di 𝐹 valutate in 𝑃.

Dimostrazione. Ameno di proiettività possiamo supporre che 𝑃 = (1 ∶ 𝑎 ∶ 𝑏) ∈ 𝑈0 =
{𝑥0 ≠ 0}, cioè che stia nella carta affine 𝑈0 identificata aA �𝕂2�: 𝑃 corrisponde a (𝑎, 𝑏) ∈
A �𝕂2�. Poniamo 𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ 𝐹(1, 𝑥, 𝑦) e sia 𝐶0 la curva inA �𝕂2� di equazione 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0
per cui 𝐶 è la chiusura proiettiva. Mettiamo in relazione le derivate parziali di 𝑓 con quelle
𝐹 a partire dalla definizione stessa di 𝑓, valutandole nel punto:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑓
𝜕𝑥 =

𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(1, 𝑥, 𝑦)
𝜕𝑓
𝜕𝑦 =

𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(1, 𝑥, 𝑦)
⟹

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑎, 𝑏) =

𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(1, 𝑎, 𝑏)
𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑎, 𝑏) =

𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(1, 𝑎, 𝑏)
(12.1)

Valutiamo la relazione di Eulero sui polinomi omogenei in (1, 𝑎, 𝑏):

𝜕𝐹
𝜕𝑥0

(1, 𝑎, 𝑏) + 𝑎
𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(1, 𝑎, 𝑏) + 𝑏
𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(1, 𝑎, 𝑏) = 𝑑𝐹 (1, 𝑎, 𝑏) = 0

Si ha 𝐹 (1, 𝑎, 𝑏) = 0 perché 𝑃 ∈ 𝐶. Riusciamo così a esprimere la derivata parziale rispetto
a 𝑥0 in funzione delle altre due:

𝜕𝐹
𝜕𝑥0

= −𝑎
𝜕𝐹
𝜕𝑥1

− 𝑏
𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(12.2)

Ne consegue che ∇𝑓 (𝑎, 𝑏) = 0 ⟺ ∇𝐹 (1, 𝑎, 𝑏) = (0,0,0); infatti, se il gradiente ∇𝑓 si
annulla in 𝑃 allora si annullano le derivate parziali di 𝐹 rispetto a 𝑥1, 𝑥2, pertanto per la
relazione di Eulero anche la terza derivata parziale si annulla. Viceversa, se il gradiente

di 𝐹 si annulla bastano le relazioni (12.1) per avere che anche il gradiente di 𝑓 si annulla.
Dunque, il punto 𝑃 è non singolare se e solo se∇𝐹 (1, 𝑎, 𝑏) ≠ 0, verificando la prima parte
della proposizione. Supponendo 𝑃 non singolare, allora la retta tangente affine a 𝐶0 in 𝑃
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ha equazione
𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑎, 𝑏) (𝑥 − 𝑎) +
𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑎, 𝑏) (𝑦 − 𝑏) = 0.

La chiusura proiettiva di tale retta affine dà la retta tangente proiettiva a 𝐶 in 𝑃:

𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑎, 𝑏) (𝑥1 − 𝑎𝑥0) +
𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑎, 𝑏) (𝑥2 − 𝑏𝑥0) = 0

Per le (12.1) si ha

𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(1, 𝑎, 𝑏) (𝑥1 − 𝑎𝑥0) +
𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(1, 𝑎, 𝑏) (𝑥2 − 𝑏𝑥0) = 0

⟹ �−𝑎 𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(1, 𝑎, 𝑏) − 𝑏 𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(1, 𝑎, 𝑏)�
���������������������������������������������

(12.2)

𝑥0 +
𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(1, 𝑎, 𝑏) 𝑥1 +
𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(1, 𝑎, 𝑏) 𝑥2 = 0

⟹ 𝜕𝐹
𝜕𝑥0

(𝑃) 𝑥0 +
𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(𝑃) 𝑥1 +
𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(𝑃) 𝑥2

Osservazione (Rette tangenti: spazio affine e proiettivo a confronto).

Se 𝐶 è una curva affine di equazione 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, per trovare i punti singolare di 𝐶 bisogna
risolvere un sistema con l’equazione della curva e le derivate parziali di 𝑓. L’equazione
della curva è necessaria perché potrei avere punti in cui il gradiente si annulla ma non

appartengono alla curva! Invece, se 𝐶 è una curva proiettiva di equazione 𝐹 (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 0,
per trovare i punti singolari di 𝐶 bisogna solo risolvere il sistema delle derivate parziali
nulle e non servemettere anche l’equazione della curva per via della relazione di Eulero.

Infatti, se 𝑃 annulla∇𝐹, allora dalla relazione di Eulero si ha che

𝐹 (𝑃) =
1
𝑑 �𝑎

𝜕𝐹
𝜕𝑥0

(𝑃) + 𝑏
𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(𝑃) + 𝑐
𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(𝑃)� = 0 ⟹ 𝑃 ∈ 𝐶

Riassumendo, ecco i sistemi a confronto:

Affine Proiettivo⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0
𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥, 𝑦) = 0
𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥, 𝑦) = 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐹
𝜕𝑥0

= 0
𝜕𝐹
𝜕𝑥1

= 0
𝜕𝐹
𝜕𝑥2

= 0

Esempio.

1. Sia 𝐶0 ∶ 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑦2 = 0 una curva affine e 𝐶 la chiusura proiettiva di 𝐶0 con
equazione 𝐹 = 𝑥0𝑥2

1 + 𝑥3
1 − 𝑥0𝑥2

2. Cerchiamo i punti singolari:

∇𝐹 = 0 ⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐹
𝜕𝑥0

= 𝑥2
1 − 𝑥2

2 = 0
𝜕𝐹
𝜕𝑥1

= 2𝑥0𝑥1 + 3𝑥2
1 = 0

𝜕𝐹
𝜕𝑥2

= 2𝑥0𝑥2 = 0
⟹

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 0
𝑥1 = 0
𝑥2 = 0

oppure

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 𝑡
𝑥1 = 0
𝑥2 = 0

Il primo non è lecito nel piano proiettivo, dunque 𝑄 = (1 ∶ 0 ∶ 0) è l’unico punto
singolare di𝐶 e osserviamoche corrisponde al punto𝑄 = (0, 0) ∈ 𝕂2. Apagina256
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avevamovisto che nel punto 𝑃 = (−1, 0) ∈ 𝐶0 la curva affine aveva una tangente;
passando alla chiusura proiettiva, 𝑃 = (1 ∶ − 1 ∶ 0) ∈ 𝐶 è non singolare. Scriviamo
la tangente 𝑇𝑃𝐶 grazie alle derivate parziali:

𝜕𝐹
𝜕𝑥0

(𝑃) = 1, 𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(𝑃) = (2𝑥0𝑥1 + 3𝑥2
1) (𝑄) = 1, 𝜕𝐹

𝜕𝑥2
(𝑃) = (−2𝑥0𝑥2) (𝑄) = 0

Ne segue che 𝑇𝑃𝐶 ∶ 𝑥0 + 𝑥1 = 0. Per ottenere la retta affine associata basta porre
𝑥0 = 1, da cui 𝑇𝑃𝐶0 ∶ 𝑥 + 1 = 0, perfettamente coerente con lo studio fatto nel caso
affine. Avevamovisto che nel punto singolare 𝑄 = (1 ∶ 0 ∶ 0), tutte le rette per esso
hannomolteplicità di intersezione 2 con la curva 𝐶 in 𝑄, eccetto due rette speciali
di direzione (1, ±1) in cui la molteplicità di intersezione è 3. 𝑄 è detto nodo.

2. Consideriamo la curva affine 𝐶0 data da 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 − 𝑥3 e la chiusura proiettiva 𝐶
di equazione 𝐹(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥0𝑥2

2 − 𝑥3
1. Siccome:

𝜕𝐹
𝜕𝑥0

= 𝑥2
2,

𝜕𝐹
𝜕𝑥1

= −3𝑥2
1,

𝜕𝐹
𝜕𝑥2

= 2𝑥0𝑥2

Allora 𝑃 = (1 ∶ 0 ∶ 0) è l’unico punto singolare di 𝐶, che corrisponde all’origine di
A �𝕂2�. Consideriamo il fascio di rette per l’origine inA �𝕂2� e vediamo qual è la
molteplicità di intersezione. Sia la generica retta per l’origine:

𝑟 ∶
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥 = 𝑡𝑣1
𝑦 = 𝑡𝑣2

con 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) direzione di 𝑟

La intersechiamo con 𝐶0:

𝑔(𝑡) = 𝑡2𝑣2
2 − 𝑡3𝑣3

1 = 0 ⟹ 𝑡2(𝑣2
2 − 𝑡𝑣3

1) = 0

Segue che la molteplicità di intersezione in 𝑃 è 2 se 𝑣2 ≠ 0 ed è 3 se 𝑣2 = 0.
Sinoti che i risultati ottenuti sonosimili al casoprecedente:

la differenza sta nel fatto che quasi tutte le rette hanno

molteplicità 2 e c’è solo un’unica retta conmolteplicità 3 e
non due come nel caso precedente.

Disegnando la curva affine si nota dunque la presenza di

una cuspide.

P

Osservazione (Punti singolari delle coniche).

Sia 𝐶 una conica proiettiva. Il numero di punti singolari dipende solo dal rango:
n rk 𝐶 = 3 ⟹ 𝐶 non ha punti singolari.
n rk 𝐶 = 2 ⟹ 𝐶 ha un punto singolare.
n rk 𝐶 = 1 ⟹ 𝐶 è una retta doppia e ogni punto di 𝐶 è singolare.

Infatti, sia 𝐴 la matrice simmetrica associata a 𝐶, allora l’equazione associata a 𝐶 e le
derivate parziali sono:

𝐹 = 𝑋 𝑡𝐴𝑋 =
2

∑
𝑖,𝑗=0

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 ⟹
𝜕𝐹
𝜕𝑥ℎ

=
2

∑
𝑗=0
(𝑖=ℎ)

𝑎ℎ𝑗𝑥𝑗 +
2

∑
𝑖=0
�𝑗=ℎ�

𝑎𝑖ℎ𝑥𝑖 = 2
2

∑
𝑖=0

𝑎𝑖ℎ𝑥𝑖
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Un punto 𝑃 rappresentato dal vettore 𝑣, ovvero 𝑃 = [𝑣], è singolare per 𝐶 se le derivate
parziali si annullano, cioè se

2

∑
𝑖=0

𝑎ℎ𝑖𝑣𝑖 =
2

∑
𝑖=0

𝑎𝑖ℎ𝑣𝑖 = 0, ∀ℎ = 0,1,2.

In notazionematriciale, se si pensa al prodotto righe per colonne l’indice di riga di 𝑎 è fissato
in ℎmentre facciamo variare l’indice di colonna 𝑖. Se 𝑣 = �

𝑣0
𝑣1𝑣2
� è il vettore, porre l’ℎ-esima

riga di 𝐴𝑣 pari a zero è proprio la condizione cercata ∑2
𝑖=0 𝑎𝑖ℎ𝑣𝑖. Ne segue che avere il

gradiente nullo corrisponde a𝐴𝑣 = 0, cioè 𝑣 ∈ ker𝐴. Riassumendo, i punti singolari di 𝐶
sono dati dai vettori che stanno nel nucleo della matrice𝐴, che dipende dal rango di𝐴:

n rk𝐴 = 3 ⟹ ker𝐴 = {0} ⟹ 𝐶 non ha punto singolare.
n rk𝐴 = 2 ⟹ dimker𝐴 = 1 ⟹ 𝐶 ha un punto singolare.
n rk𝐴 = 1 ⟹ 𝐹 = 𝜆𝐿2 ⟹ 𝐶 è una retta doppia e ogni punto di 𝐶 è singolare; è

esattamente la retta proiettiva associata al nucleo di𝐴: 𝐿 = ℙ(ker𝐴).

Analizziamo il caso rk 𝐶 = 2 rispetto alla classificazione delle coni-
che. Se𝕂 = ℂ, 𝐶 = 𝐿1 ∪ 𝐿2 con 𝐿1 ≠ 𝐿2 distinte e il punto singolare
è il punto di intersezione delle due rette, ovvero 𝐿1 ∩ 𝐿2. Se𝕂 = ℝ, a
meno di proiettività si hanno 2 casi in base alla segnatura:

P

L1

L2

n (1,1): 𝐶 = 𝐿1 ∪ 𝐿2 e 𝑃 = 𝐿1 ∩ 𝐿2.
n (2,0)/(0,2): La forma quadratica si fattorizza suℂ e non suℝ; 𝐶 ha come sostegno

un unico punto 𝑃, che è proprio il punto singolare.

Osservazione (Punti singolari e cubiche).

Nel piano proiettivoℙ2 (𝕂) consideriamo 𝐶 una cubica di equazione 𝐹 = 0 con deg 𝐹 = 3.
Se la curva 𝐶 è riducibile, allora il polinomio 𝐹 è riducibile per definizione, ma siccome il
grado è solo 3, allora è necessariamente il prodotto di un polinomio di grado 1 per un
altro polinomio di grado 2:

𝐹 = 𝐺 ⋅ 𝐻 con deg𝐺 = 1 e deg𝐻 = 2

Il luogo degli zeri di 𝐹 è unione dei luoghi degli zeri di 𝐺 e𝐻, dunque 𝐶 è unione di una retta
e di una conica.

Supponiamo invece che 𝐶 sia irriducibile: 𝐶 non può contenere una
retta, altrimenti l’equazione della retta dividerebbe il polinomio 𝐹.
Allora 𝐶 ha al più un punto singolare. Supponiamo per assurdo ne
abbia almeno due, come 𝑃 e 𝑄: potremmo considerare la retta 𝑟 =
𝑃𝑄 che passa per 𝑃 e 𝑄 e intersecarla con la curva. Sicuramente
𝐶 ∩ 𝑟 ⊇ {𝑃,𝑄} e, siccome 𝑃 e 𝑄 sono due punti singolari, allora la
molteplicità di intersezione è almeno 2.

P

Q
PQ

Ma ciò non è possibile perché, dallo studio delle intersezioni fra una retta e una curva,

sappiamo che dobbiamo contare con molteplicità fino al grado della curva: qui ci sono 2
punti con molteplicità 2, ma 𝐶 ha grado 3, dunque la retta dovrebbe essere contenuta
nella curva, il che è una contraddizione!
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Esempio. Sia 𝐹 = 𝑥3
0 + 𝑥3

1 + 𝑥3
2. Essa dà una curva senza punti singolari perché le derivate

parziali sonomultipli delle coordinate, dunque non possonomai essere tutti nulli

12.9 fasci di coniche proiettive

Definizione 12.9.1. (Fascio di coniche).

Siano 𝐶1 e 𝐶2 due coniche distinte nel piano proiettivoℙ2 di equazioni 𝐹1 e 𝐹2, dunque con
𝐹1 e 𝐹2 sono proporzionali. Il fascio di conicheℱ generato da 𝐶1 e da 𝐶2 è dato da tutte
le coniche di equazione

𝐶𝜆,𝜇 ∶ 𝜆𝐹1 + 𝜇𝐹2 = 0 con (𝜆 ∶ 𝜇) ∈ ℙ1.

Notiamo che semoltiplichiamo𝜆 e𝜇per lo stesso scalare tutta l’equazionevienemoltiplicata
per lo stesso scalare, riottenendo la stessa conica di prima; 𝜆 e 𝜇 vanno presi inℙ1 e non
solo in𝕂.

Esempio.

1. Siano 𝐶1 ∶ 𝑥0𝑥1 = 0 e 𝐶2 ∶ (𝑥0 − 𝑥1)𝑥2 = 0 due coniche, entrambe coppie di rette. Il
fascio da loro generato è 𝐶𝜆,𝜇 ∶ 𝜆𝑥0𝑥1 + 𝜇(𝑥0 − 𝑥1)𝑥2 = 𝜆𝑥0𝑥1 + 𝜇𝑥0𝑥2 − 𝜇𝑥1𝑥2 = 0.

2. Siano 𝐶1 ∶ 𝑥0𝑥1 = 0 e �𝐶2 ∶ 𝑥0𝑥2 = 0 due coniche. Il fascio da loro generato è
𝐶𝜆,𝜇 ∶ 𝜆𝑥0𝑥1 + 𝜇𝑥0𝑥2 = 𝑥0(𝜆𝑥1 + 𝜇𝑥2) = 0; siccome 𝑥0 = 0 appartiene ad entrambe
le coniche si può raccogliere.

Dato un fascio di coniche ci si chiede qual è il rango delle coniche del fascio.

Definizione 12.9.2. (Conica degenere).

Una conica 𝐶 inℙ2 si dice degenere quando non ha rangomassimo, ovvero se rk 𝐶 < 3,
dunque quando lamatrice non è invertibile.

Digressione. Si può dimostrare che il rango della conica, ‘‘essere riducibili” e ‘‘essere

degeneri” sono tutte proprietà proiettive. Dalla classificazione delle coniche proiettive

(reali o complesse) si vede dunque che una conica è degenere se e solo se è riducibile.

12.9.1 Studio delle coniche degeneri di un fascio

Dato un fascio, vogliamo vedere quante e quali sono le coniche degeneri del fascio. Suppo-

niamo che 𝐶1 e 𝐶2 abbianomatrici simmetrica associate𝐴1 e𝐴2, rispettivamente. È chiaro
che la conica del fascio 𝐶𝜆,𝜇 generata da 𝐶1, 𝐶2 sarà associata alla combinazione lineare
𝜆𝐴1 + 𝜇𝐴2 delle matrici: è unamatrice 3 × 3 i cui elementi sono o 0 o forme lineari in 𝜆 e 𝜇.
Definiamo𝐷(𝜆,𝜇) ≔ det(𝜆𝐴1+𝜇𝐴2), polinomio omogeneo in 𝜆 e𝜇. Si hanno due possibilità:

n 𝐷(𝜆, 𝜇) ≡ 0, quindi tutte le coniche del fascio sono degeneri.
n 𝐷(𝜆, 𝜇) è omogeneo di grado 3, dunque le coniche degeneri corrispondono agli zeri

del polinomio𝐷 suℙ1. Poiché essi sono al più 3, ci sono al più 3 coniche degeneri.

Tips &Tricks! O tutte le coniche del fascio sono degeneri o sono al massimo 3, quindi

se in un fascio ne trovo quattro degeneri, allora tutte lo sono!

Nel caso complesso gli zeri (contati con molteplicità) sono pari al grado, dunque si ha sem-

pre almeno una conica degenere. Lo stesso vale anche nel caso reale, essendo il grado del

polinomio dispari. Ristudiamo con quest’ottica gli esempi precedenti.
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Esempio.

1. Il fascio èℱ1 ∶ 2(𝜆𝑥0𝑥1 + 𝜇𝑥0𝑥2 − 𝜇𝑥1𝑥2) = 0 ed hamatrice

𝐴𝜆,𝜇 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝜆 𝜇
𝜆 0 −𝜇
𝜇 −𝜇 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Pertanto 𝐷(𝜆,𝜇) = det𝐴𝜆,𝜇 = −𝜆(𝜇2) + 𝜇(−𝜆𝜇) = −2𝜆𝜇2. Ci sono solo due zeri di
cui uno doppio: (𝜆 ∶ 𝜇) = (1 ∶ 0) oppure (0 ∶ 1). Questi valori dei parametri ci resti-
tuiscono i polinomi di partenza, corrispondono dunque a 𝐶1 e 𝐶2, che sapevamo
già essere degeneri in quanto coppie di rette. Abbiamo dunque scoperto che 𝐶1 e
𝐶2 sono le uniche coniche degeneri del fascio.

2. Il fascio è ℱ2 ∶ 𝑥0(𝜆𝑥1 + 𝜇𝑥2) = 0. In questo caso il determinante viene iden-
ticamente nullo (𝐷 ≡ 0). In questo fascio tutte le coniche hanno una retta in
comune.

Definizione 12.9.3. (Punti base di un fascio di coniche).

I punti base di un fascio di coniche sono i punti che appartengono a tutte le coniche del

fascio:

{punti base} = �
𝐶∈ℱ

𝐶 ⊂ ℙ2

Osservazione. I punti base di un fascio sono dati dall’intersezione delle due coniche

che generano il fascio, cioè 𝐶1 ∩ 𝐶2. Infatti, 𝐶1 ∩ 𝐶2 ⊇ ⋂𝐶∈ℱ 𝐶. Viceversa, se 𝑃 ∈ 𝐶1 ∩ 𝐶2
allora

𝐹1 (𝑃) = 0 e 𝐹2 (𝑃) = 0 ⟹ (𝜆𝐹1 + 𝜇𝐹2) (𝑃) = 0, ∀𝜆,𝜇 ⟹ 𝑃 ∈ 𝐶𝜆,𝜇, ∀ (𝜆 ∶ 𝜇) ∈ ℙ1

Dunque, per ogni qualunque combinazione lineare presa in 𝑃 si annulla, dunque 𝑃 è punto
comune a tutte le coniche del fascio, cioè un punto base.

Vediamo i punti base degli esempi precedenti.

Esempio.

1. Per ottenere i punti base del fascio si intersecano le coniche che lo generano:

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥0𝑥1 = 0
(𝑥0 − 𝑥1)𝑥2 = 0

⟹

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 𝑥1 = 0
𝑥0 = 𝑥2 = 0
𝑥1 = 𝑥2 = 0

Intersecando due coppie di rette non coincidenti si possono ottenere al più 4 punti,

ma se ne ottengonomeno se qualcuno di questi punti coincide con altri. In questo

caso si hanno 3 punti base: (1 ∶ 0 ∶ 0), (0 ∶ 1 ∶ 0), (0 ∶ 0 ∶ 1).
2. I punti base sono dati dal sistema:

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑥0𝑥1 = 0
𝑥0𝑥2 = 0
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𝑥0 = 0 è una retta appartenente a tutte le coniche del fascio, dunque si ha una retta
di punti base. L’altro punto base è 𝑃 = (1 ∶ 0 ∶ 0); notiamo che quest’ultimo è il punto
base del fascio di rette 𝜆𝑥1 + 𝜇𝑥2 = 0, cioè il fascio di rette che contengono 𝑃.

Digressione (Nodi e cuspidi).

Un nodo è un punto 𝑃 per cui la retta ‘‘generale” per 𝑃 ha intersezione 2 con la curva e ce
ne sono esattamente 2 che hanno intersezione> 2. Una cuspide è un punto 𝑃 in cui la retta
‘‘generale” per 𝑃 ha intersezione 2 con la curva e ce n’è una sola che ha intersezione> 2

12.10 parametrizzazione delle coniche nel piano proiet-

tivo

Data l’equazione generale di una conica 𝐹 = 𝑎00𝑥2
0 + 2𝑎01𝑥0𝑥1 + ⋯ + 𝑎22𝑥2

2 possiamo
associare a 𝐶 il punto (𝑎00 ∶ 𝑎01 ∶ 𝑎02 ∶ 𝑎11 ∶ 𝑎12 ∶ 𝑎22) ∈ ℙ5, in quanto servono sei coordinate
per descrivere una conica. Tale punto la determina univocamente: entrambi sono non nulli

e determinati ameno di multipli. In questomodo otteniamo una corrispondenza biunivoca fra le

coniche inℙ2 eℙ5:

{coniche inℙ2} ℙ51 ∶ 1

Con questa interpretazione, cosa corrisponde un fascio di coniche? Date 𝐶1 e 𝐶2 coniche,
consideriamo il fascioℱ da loro generato: a 𝐶1 ∶ 𝐹 = ∑𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 corrisponde ad un punto𝐴 =
(𝑎00 ∶ ⋯ ∶ 𝑎22) ∈ ℙ5 e a 𝐶2 ∶ 𝐺 = ∑𝑖,𝑗 𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 corrisponde un punto 𝐵 = (𝑏00 ∶ ⋯ ∶ 𝑏22) ∈ ℙ5.

La conica 𝐶𝜆,𝜇 del fascio è la combinazione lineare di 𝐹 e 𝐺, dunque i coefficienti dei monomi
sono la combinazione lineare dei coefficienti delle equazioni di 𝐶1 e 𝐶2:

𝑐𝜆,𝜇 ∶ 𝜆𝐹 + 𝜇𝐺 = ∑
𝑖,𝑗
(𝜆𝑎𝑖𝑗 + 𝜇𝑏𝑖𝑗)𝑥𝑖𝑥𝑗 ⟷ 𝑃𝜆,𝜇 = (𝜆𝑎00 + 𝜇𝑏00 ∶ ⋯ ∶ 𝜆𝑎22 + 𝜇𝑏22) ∈ ℙ5

A 𝐶𝜆,𝜇 associamo il punto 𝑃𝜆,𝜇, le cui coordinate omogenee sono combinazioni lineari di𝐴
e 𝐵. Facendo variare 𝜆 e 𝜇, il punto 𝑃𝜆,𝜇 descrive inℙ5 una retta𝐴𝐵 generata dai punti𝐴 e
𝐵, pertanto un fascio di coniche corrisponde esattamente ad una retta inℙ5. Siccome una retta è
individuata da due qualsiasi suoi punti, allo stessomodo il fascio è descritto da qualsiasi sue

due coniche, pertanto la scelta delle coniche dà solo una parametrizzazione diversa del fascio.

Questo ci permette di dare alcune informazioni aggiuntive sui punti base:

Tips &Tricks! (Calcolodei punti base condue conichequalsiasi).

Dato un fascio ℱ di coniche, i punti base del fascio sono dati dall’intersezione di due

qualsiasi coniche del fascio purché siano distinte, ovvero da 𝐶∩ ̃𝐶 dove 𝐶 e ̃𝐶 sono due coniche
distinte del fascio.

Tips &Tricks! Siaℱ un fascio di coniche. Esiste sempre una conica 𝐶 degenere inℱ ,

quindi usiamo 𝐶 per calcolare i punti base. Siccome è degenere, 𝐶 è l’unione di due rette
linearmente indipendenti: 𝐶 = 𝑙1 ∪ 𝑙2. Scegliamo una qualsiasi altra conica ̃𝐶 del fascio; i
punti base del fascio sono dati da 𝐶 ∩ ̃𝐶 = (𝑙1 ∩ ̃𝐶) ∪ (𝑙2 ∩ ̃𝐶). Ne deduciamo che il numero
di punti base di un fascio di coniche, se sono finiti, sono 4: infatti, ciascuna delle due rette

interseca ̃𝐶 al più in 2 punti.
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Corollario 12.10.1. (Intersezione di due coniche).

Se due coniche 𝐶1 e 𝐶2 non hanno una retta in comune, allora

#(𝐶1 ∩ 𝐶2) ≤ 4.

Dimostrazione. 𝐶1 ∩ 𝐶2 sono i punti base del fascio generato da 𝐶1 e 𝐶2. La tesi segue
dall’osservazione precedente.

Tips &Tricks! (Calcolodell’intersezione delle coniche).

Abbiamo così anche unmetodo per calcolare 𝐶1 ∩ 𝐶2 dato il fascioℱ . Scriviamo𝐷(𝜆, 𝜇),
troviamo una conica degenere ̃𝐶 e poi intersechiamo con 𝐶1 ∩ ̃𝐶. Questometodo è partico-
larmente utile nel caso avessimo a che fare con coniche irriducibili.

Ci sono diversi tipi di rappresentazione geometrica dei fasci di coniche proiettive; vediamo

quello più comune.

Proposizione 12.10.1. (Fascio di coniche per 4 punti in posizione generale).

Siano𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 quattro punti in posizione generale inℙ2.

La famiglia delle coniche passanti per i quattro punti è un fascioℱ avente co-

me punti base esattamente i quattro punti; geometricamente stiamo fissando

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 e considerando le coniche che passano per tutti e quattro. Inoltre,
ℱ non contiene rette doppie e contiene esattamente 3 coniche degeneri: esse

sono le coppie di rette che passano per questi 4 punti: 𝐴𝐵 ∪ 𝐶𝐷, 𝐴𝐶 ∪ 𝐵𝐷,
𝐴𝐷 ∪ 𝐵𝐶.

A

B

D

C

Dimostrazione. Siccome i 4 punti sono in posizione generale possiamo scegliere

delle coordinate inℙ2 tali che i primi 3 sono i punti fondamentali e l’ultimo il punto unità:

𝐴 = (1 ∶ 0 ∶ 0),𝐵 = (0 ∶ 1 ∶ 0), 𝐶 = (0 ∶ 0 ∶ 1), 𝐷 = (1 ∶ 1 ∶ 1).

Partiamo dall’equazione di una conica generica e imponiamo che passi per i 4 punti e

vediamo le condizioni risultanti sui coefficienti:

𝑎00𝑥2
0 + 2𝑎01𝑥0𝑥1 + 𝑎11𝑥2

1 + 2𝑎02𝑥0𝑥2 + 2𝑎12𝑥1𝑥2 + 𝑎22𝑥2
2 = 0

Per𝐴 ∶ 𝑎00 = 0
Per 𝐵 ∶ 𝑎11 = 0
Per 𝐶 ∶ 𝑎22 = 0
Per𝐷 ∶ 2𝑎01 + 2𝑎02 + 2𝑎12 = 0 ⟹ 𝑎12 = −𝑎01 − 𝑎02

⟹ 𝑎01𝑥0𝑥1 + 𝑎02𝑥0𝑥2 − (𝑎01 + 𝑎02)𝑥1𝑥2 = 0

Abbiamo così le equazioni di tutte e sole le coniche che passano per𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Siccome
𝑎01 e 𝑎02 sono gli unici parametri rimasti, riscriviamo l’equazione evidenziandoli:

𝑎01𝑥1(𝑥0 − 𝑥2) + 𝑎02𝑥2(𝑥0 − 𝑥1) = 0.
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Abbiamo così trovato esattamente un fascio di coniche generato dalle due coniche en-

trambe degeneri:

𝐶1 ∶ 𝑥1⏟
𝐴𝐶

(𝑥0 − 𝑥2)���������
𝐵𝐷

= 0 𝐶2 ∶ 𝑥2⏟
𝐴𝐵

(𝑥0 − 𝑥1)���������
𝐶𝐷

= 0

Abbiamo così dimostrato la prima affermazione.In questomodo abbiamo già trovato due

coniche fra quelle degeneri del fascio; possiamo verificare, intersecando le due coniche (e

quindi le quattro rette), che i punti base sono solo𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷:

𝐶1 ∩ 𝐶2 = (𝐴𝐶 ∪ 𝐵𝐷) ∩ (𝐴𝐵 ∪ 𝐶𝐷) =
= (𝐴𝐶 ∩ 𝐴𝐵) ∪ (𝐴𝐶 ∩ 𝐶𝐷) ∪ (𝐵𝐷 ∩ 𝐴𝐵) ∪ (𝐵𝐷 ∩ 𝐶𝐷) =
= {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}

Avremmo potuto evitare questo conto osservando che sono punti base perché per costru-

zione tutte le coniche passano per questi 4 punti e, essendo finiti, non possono essercene

altri. Per trovare l’ultima conica degenere scriviamo la matrice associata a meno di

multipli alla conica generica del fascio e calcoliamo le radici del suo determinante:

𝑀 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝑎01 𝑎02
𝑎01 0 −𝑎01 − 𝑎02
𝑎02 −𝑎01 − 𝑎02 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⟹ 𝐷 = det𝑀 = −𝑎01𝑎02(𝑎01 + 𝑎02) + 𝑎02𝑎01(−𝑎01 − 𝑎02) = −2𝑎01𝑎02(𝑎01 + 𝑎02)

È un polinomio omogeneo in 𝑎01 e 𝑎02 già fattorizzato in fattori lineari, pertanto si han-
no esattamente tre coniche degeneri: 𝑎01 = 0 dà 𝐶2, 𝑎02 = 0 dà 𝐶1, mentre la terza
si ottiene sostituendo nell’equazione del fascio 𝑎02 = −𝑎01, da cui si ha l’equazione
𝑎01𝑥0𝑥1 − 𝑎01𝑥0𝑥2 = 0, ossia 𝑥0(𝑥1 − 𝑥2) = 0, corrispondente alle rette 𝐵𝐶 e𝐴𝐷. Tutte e
tre le coniche degeneri hanno rango 2 e quindi non ci sono rette doppie nel fascio.

Tips &Tricks! (Fascio di coniche perquattro punti in posizione generale).

Se dobbiamo scrivere un fascio ℱ di coniche per quattro punti procedere come nella

dimostrazione può esser lungo; inmodo più rapido, scriviamodue delle coniche riducibili

con delle rette per i punti:

𝑙1 ∶ 𝐴𝐵, 𝑙2 ∶ 𝐶𝐷, 𝑙3 ∶ 𝐴𝐶, 𝑙4 ∶ 𝐵𝐷

Le coniche sono 𝐶1 ∶ 𝑙1 ∪ 𝑙2 e 𝐶2 ∶ 𝑙3 ∪ 𝑙4; allora l’equazione del fascio èℱ ∶ 𝜆𝑙1𝑙2+𝜇𝑙3𝑙4 = 0.

Se un punto diℙ2 è un punto base di un fascio, allora appartiene a tutte le coniche di esso.
Preso invece un punto non base del fascio, quante coniche passano per esso?

Proposizione 12.10.2. (Unicità della conica del fascio per il puntobase).

Siaℱ un fascio di coniche e sia 𝑃 ∈ ℙ2. Se 𝑃 non è un punto base diℱ , allora esiste ed è unica la conica

del fascio che contiene 𝑃.

Dimostrazione. Supponiamo di avere due coniche 𝐶1, 𝐶2 che generano il fascioℱ
con 𝐶𝑖 ∶ 𝑓𝑖 = 0; il fascio avrà equazioneℱ ∶ 𝜆𝐹1+𝜇𝐹2 = 0. Il punto 𝑃 appartiene alla conica
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generale del fascio se e solo se l’equazione della conica è soddisfatta nel punto:

𝑃 ∈ 𝐶𝜆,𝜇 ⟺ 𝜆𝐹1 (𝑃) + 𝜇𝐹2 (𝑃) = 0

Tale equazione può essere vista come un’equazione in (𝜆 ∶ 𝜇). Siccome 𝑃 non è un punto
base, allora non appartiene all’intersezione delle due coniche, dunque non è possibile che

entrambe le equazioni si annullino in P:

𝑃 ∉ 𝐶1 ∩ 𝐶2 ⟹ (𝐹1 (𝑃) , 𝐹2 (𝑃)) ≠ (0, 0)

L’equazione ha un’unica soluzione in ℙ1 che sarà proprio (𝜆 ∶ 𝜇) = (−𝐹2 (𝑃) ∶ 𝐹1 (𝑃)),
ottenendo così i parametri che descrivono l’unica conica del fascio che contiene 𝑃.

Dal risultato precedente, possiamo enunciare quando cinque punti determinano una conica

proiettiva.

Proposizione 12.10.3. (Unicitàdella conica per 5 punti (a 4 a 4nonallineati)).

Dati cinque punti distinti inℙ2 a 4 a 4 non allineatia, esiste ed è unica la conica 𝐶 che li contiene.
aÈ una condizione più debole rispetto all’essere solo in posizione generale, perché potrebbero essercene

tre allineati ma non quattro.

Dimostrazione. Possiamo sempre scegliere 4 di questi punti in posizione generale.
Consideriamo inizialmente𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷:

n Sono in posizione generale: siamo a posto.
n Tre sono allineati, per esempio𝐴, 𝐵, 𝐶.

Siccome per ipotesi i quattro punti non sono allineati, allora

𝐷 ∉ 𝑟, 𝐸 ∉ 𝑟 con 𝑟 retta per𝐴, 𝐵, 𝐶.

E

CA B

D

r

Escludiamo 𝐶 e consideriamo𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝐸:
n Sono in posizione generale: siamo a posto.
n Tre sono allineati.

Abbiamo già che𝐷, 𝐸 ∉ 𝑟, dunque i tre punti allineati possono
essere 𝐴, 𝐷, 𝐸 oppure 𝐵, 𝐷, 𝐸. Supponendo siano 𝐴, 𝐷, 𝐸,
scartiamo𝐴 e otteniamo 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 in posizione generale.

E

C

A
B

D

r

s

Possiamo ora applicare la proposizione precedente: siaℱ il fascio delle coniche passanti

per𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷; poiché 𝐸 non è un punto base perℱ in quanto i punti base sono i quattro

punti𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, esiste ed è unica la conica 𝐶 del fascio che passa per 𝐸. 𝐶 è l’unica conica
che contiene i cinque punti.

Questadimostrazionedà ilmetodoper trovare la conica chepassaper tali 5punti.

Tips & Tricks! Per trovare una conica C che passa per 5 punti dati 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 in
ℙ2 potremmo partire dalla conica generale e imporre il passaggio per 5 punti, ma è un
calcolo laborioso. Unmetodo più rapido è invece il seguente:

n scegliere quattro punti in posizione generale𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷;
n scrivere quattro rette e il fascioℱ come nel ‘‘Tips &Tricks!” a pag. 267;
n imporre il passaggio per il quinto punto 𝐸 inmodo da trovare la conicaC .

Osservazione. Il passaggio per un punto di una conica generica dà equazioni lineari

omogenee sui coefficienti della conica; possiamo pensarlo dunque come un iperpiano in

ℙ5. È ragionevole aspettarsi che con cinque punti ho cinque iperpiani che, in posizione
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generale, si intersecano in un solo punto. L’ipotesi sui punti a 4 a 4 non allineati serve

a garantire che le condizioni lineari siano indipendenti, così da ottenere un punto solo

nell’intersezione degli iperpiani.

Esempio (Fascio di coniche perquattro punti allineati).

Se abbiamo 5 punti di cui 4 allineati su una retta 𝑟, allora per
ogni retta 𝑠 che passa per 𝑃 la conica 𝑟 ∪ 𝑠 contiene i 5 punti,
quindi ci sono infinite coniche avendo infinite rette 𝑠.

P

C

A
B

D r

s

Proposizione 12.10.4. (Fasciodi conicheper 3 punti nonallineati e unaretta

tangente).

Siano 3 punti non allineati𝐴, 𝐵, 𝐶 ⊆ ℙ2, e sia una retta 𝑟 che passi per𝐴
ma non per 𝐵 e 𝐶, ovvero𝐴 ∈ 𝑟 e 𝐵, 𝐶 ∉ 𝑟. La famiglia delle coniche che
passano per𝐴, 𝐵, 𝐶 e sono tangenti a 𝑟 in𝐴 è un fascioℱ .

I punti base del fascioℱ sono solo 𝐴, 𝐵, 𝐶; il fascio non contiene rette
doppie e ci sono solo due coniche degeneri𝐴𝐵 ∪ 𝐴𝐶 e 𝑟 ∪ 𝐵𝐶.

P

C

A

B

r

Dimostrazione. Sia 𝑃 ∈ 𝑟 un punto diverso da𝐴 e 𝑃 ∉ 𝐵𝐶. 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝑃 sono in posizione
generale, perché a tre a tre non allineati. Scegliamo le coordinate proiettive tali che𝐴, 𝐵, 𝐶
siano ipunti coordinatimentre𝑃 il puntounità: 𝐴 = (1 ∶ 0 ∶ 0), 𝐵 = (0 ∶ 1 ∶ 0), 𝐶 = (0 ∶ 0 ∶ 1).
Allora la retta 𝑟 = 𝐴𝑃 ha equazione 𝑥1 − 𝑥2 = 0. Si consideri la conica generale:

𝑎00𝑥2
0 + 2𝑎01𝑥0𝑥1 + 𝑎11𝑥2

1 + 2𝑎02𝑥0𝑥2 + 2𝑎12𝑥1𝑥2 + 𝑎22𝑥2
2 = 0

Sappiamo già che il passaggio per i punti coordinati annulla la diagonale della matrice

associata:
Per𝐴 ∶ 𝑎00 = 0
Per 𝐵 ∶ 𝑎11 = 0
Per 𝐶 ∶ 𝑎22 = 0

⟹ 𝐹 = 𝑎01𝑥0𝑥1 + 𝑎12𝑥1𝑥2 + 𝑎02𝑥0𝑥2

Intersechiamo con 𝑟 ∶ 𝑥1 = 𝑥2 e sostituiamo in 𝐹:

𝑎01𝑥0𝑥1 + 𝑎12𝑥2
1 + 𝑎02𝑥0𝑥1 = 0 ⟹ 𝑥1((𝑎01 + 𝑎02)𝑥0 + 𝑎12𝑥1) = 0

Notiamo che 𝑥1 = 0 è dovuto al fatto che 𝐴 ∈ 𝑟 ∩ 𝐶. Ne segue che 𝑟 è tangente alla
conica in𝐴 se e solo se𝐴 hamolteplicità due, quindi se e solo 𝑥1 = 0 è l’unica soluzione.
Necessariamente il coefficiente di 𝑥0 nell’equazione precedente deve essere nullo, cioè
𝑎01 + 𝑎02 = 0 ⟹ 𝑎02 = −𝑎01. Sostituendo nell’equazione si ottiene:

𝑎01𝑥0𝑥1 − 𝑎01𝑥0𝑥2 + 𝑎12𝑥1𝑥2 = 0 ⟹ 𝑎01𝑥0(𝑥1 − 𝑥2) + 𝑎12𝑥1𝑥2 = 0

Quest’equazione descrive tutte e sole le coniche per𝐴, 𝐵, 𝐶 e tangenti a 𝑟 in𝐴; in questo
modo abbiamo verificato che è un fascioℱ . Le coniche che lo generano sono

𝐶1 ∶ 𝑥0⏟
𝐵𝐶

(𝑥1 − 𝑥2)���������
𝑟

𝐶2 ∶ 𝑥1⏟
𝐴𝐶

𝑥2⏟
𝐴𝐵

.
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Intersecando 𝐶1 e 𝐶2 otteniamo i punti base:

𝐶1 ∩ 𝐶2 = (𝐵𝐶 ∪ 𝑟) ∩ (𝐴𝐶 ∪ 𝐴𝐵) = (𝐵𝐶 ∩ 𝐴𝐶) ∪ (𝐵𝐶 ∩ 𝐴𝐵) ∪ (𝑟 ∩ 𝐴𝐶) ∪ (𝑟 ∩ 𝐴𝐵) = {𝐶,𝐵,𝐴}

Scriviamo lamatrice per verificare l’assenza di altre coniche degeneri o punti base:

𝑀 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝑎01 −𝑎01
𝑎01 0 𝑎12
−𝑎01 𝑎12 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝐷 = det𝑀 = −𝑎01(𝑎01𝑎12) − 𝑎01(𝑎01𝑎12) = −2𝑎2
01𝑎12

Siccome𝐷 è un polinomio omogeneo di grado 3 si ha una radice doppia, ma le due radici
danno le coniche che generano il fascio e dunque le uniche coniche degeneri sono 𝐶1 e
𝐶2.

Osservazione. Un fascio di questo tipo è il primo esempio a pag. 260.
Consideriamo 𝐶1 ∶ 𝑥0𝑥1 = 0 e 𝐶2 ∶ (𝑥0−𝑥1)𝑥2 = 0. Allora, la retta
𝑥0−𝑥1 = 0passaper il puntodi intersezionedelleprimedue rette
𝑥0 = 0 e 𝑋1 = 0, quindi siamo nella situazione precedente: 𝐴 è il
punto di intersezione, mentre 𝐵 e 𝐶 sono i punti di intersezione
di 𝑥2 = 0 con 𝑥0 = 0 e 𝑥1 = 0. Dunque 𝐶2 diventa 𝑟 ∪ 𝐵𝐶, mentre
𝐶1 è𝐴𝐵 ∪ 𝐴𝐶.

C

A

B

x0=x1
r

x0=0 x1=0
x2=0

Abbiamo già verificato che i punti base sono solo 𝐴, 𝐵, 𝐶 e che 𝐶1 e 𝐶2 sono le uniche
coniche degeneri diℱ ed ora osserviamo che la retta 𝑟 è tangente a tutte le coniche del
fascio.

12.10.1 Impratichiamoci! Fasci di coniche proiettive

Esercizio (F.F.P., 2.1.).

Nel piano proiettivo realeℙ2 (ℝ) consideriamo i punti

𝐴 = (0 ∶ 1 ∶ 2), 𝐵 = (0 ∶ 0 ∶ 1), 𝐶 = (2 ∶ 1 ∶ 2), 𝐷 = (3 ∶ 0 ∶ 1)

Determinare, se esiste, l’equazione di una conica passante per𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 e tangente in 𝐶
alla retta 𝑟 di equazione 𝑥0 − 𝑥2 = 0 che passa per 𝐶.

Soluzione. Controlliamo che i 4 punti siano in posizione generale verificando, con i

determinanti, che siano a 3 a 3 non allineati:

�
�

0 0 2
1 0 1
2 1 2

�
�
≠ 0 ⟹ 𝐴, 𝐵, 𝐶 non allineati

�
�

0 0 3
1 0 0
2 1 1

�
�
≠ 0 ⟹ 𝐴, 𝐵, 𝐷 non allineati

�
�

0 2 3
0 1 0
1 2 1

�
�
≠ 0 ⟹ 𝐵, 𝐶, 𝐷 non allineati

�
�

0 2 3
1 1 0
2 2 1

�
�
≠ 0 ⟹ 𝐴, 𝐶, 𝐷 non allineati

Dunque c’è un fascioℱ di coniche per 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Scriviamo l’equazione delle quattro
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rette con il determinante formale delle coordinate:

Retta𝐴𝐵 ∶
�
�

𝑥0 𝑥1 𝑥2
0 1 2
0 0 1

�
�
= 𝑥0 = 0

Retta 𝐶𝐷 ∶
�
�

𝑥0 𝑥1 𝑥2
2 1 2
3 0 1

�
�
= 𝑥0 − 𝑥1(−4) + 𝑥2(−3) = 𝑥0 + 4𝑥1 − 3𝑥2 = 0

⟹ 𝐶1 ∶ 𝑥0(𝑥0 + 4𝑥1 − 3𝑥2)

Retta 𝐵𝐷 ∶
�
�

𝑥0 𝑥1 𝑥2
0 0 1
3 0 1

�
�
= 𝑥1 = 0

Retta𝐴𝐶 ∶
�
�

𝑥0 𝑥1 𝑥2
0 1 2
2 1 2

�
�
= −𝑥1(−4) + 𝑥2(−2) = 4𝑥1 − 2𝑥2 = 0 ⟹ 2𝑥1 − 𝑥2 = 0

⟹ 𝐶2 ∶ 𝑥1(2𝑥1 − 𝑥2)
fascioℱ ∶ 𝜆𝑥0(𝑥0 + 4𝑥1 − 3𝑥2) + 𝜇𝑥1(2𝑥1 − 𝑥2) = 0

Queste sono tutte e sole le coniche che passano per 𝐴, 𝐷. Vogliamo la conica del fascio
che è tangente alla retta 𝑟 ∶ 𝑥0 − 𝑥2 = 0 in 𝐶. Intersechiamo la conica 𝐶𝜆,𝜇 con la retta 𝑟
sostituendo 𝑥2 = 𝑥0 nell’equazione:

𝜆𝑥0(𝑥0 + 4𝑥1 − 3𝑥0) + 𝜇𝑥1(2𝑥1 − 𝑥0) = 0 ⟹ 𝜆𝑥0(4𝑥1 − 2𝑥0) + 𝜇𝑥1(2𝑥1 − 𝑥0) = 0
⟹ 2𝜆𝑥0(2𝑥1 − 𝑥0) + 𝜇𝑥1(2𝑥1 − 𝑥0) = 0 ⟹ (2𝑥1 − 𝑥0)(2𝜆𝑥0 + 𝜇𝑥1) = 0

Sostituendo 𝑥2 = 𝑥0 stiamo parametrizzando la retta 𝑟 come (𝑥0 ∶ 𝑥1 ∶ 𝑥0). Il passaggio
per 𝐶 = (2 ∶ 1 ∶ 2) corrisponde al primo fattore 𝑥0 = 2𝑥1. Pertanto, la retta 𝑟 è tangente
alla conica nel punto 𝐶 se e solo se anche l’altra soluzione corrisponde al punto 𝐶, cioè se e
solo se 2𝜆𝑥0 + 𝜇𝑥1 e −𝑥0 + 2𝑥1 sono proporzionali:

det �
2𝜆 𝜇
−1 2� = 0 ⟺ 4𝜆 + 𝜇 = 0 ⟹ 𝜇 = −4𝜆

Ad esempio, per 𝜆 = 1 e𝜇 = −4 si ha 2𝜆𝑥0+𝜇𝑥1 = 2𝑥0−4𝑥1. L’equazione della conica sarà
C ∶ 𝑥0(𝑥0 +4𝑥1 −3𝑥2) −4𝑥1(2𝑥1 −𝑥2) = 0 ⟹ C ∶ 𝑥2

0 +4𝑥0𝑥1 −3𝑥0𝑥2 −8𝑥2
1 +4𝑥1𝑥2 = 0,

dunque esiste ed è unica la conica cercata.

Controlliamo se la conica fa quello che deve fare. Passa per i punti dati? Sì, infatti:

𝐹(𝐴) = 𝐹(0,1,2) = −8 + 8 = 0 𝐹(𝐵) = 𝐹(0,0,1) = 0
𝐹(𝐶) = 𝐹(2,1,2) = 4 + 8 − 12 − 8 + 8 = 0 𝐹(𝐷) = 𝐹(3,0,1) = 9 − 9 = 0

È tangente a 𝑟 in 𝐶? Scriviamo direttamente la tangente alla conica nel punto 𝐶 = (2 ∶ 1 ∶ 2)
con le derivate parziali:

𝜕𝐹
𝜕𝑥0

= 2𝑥0 + 4𝑥1 − 3𝑥2
𝜕𝐹
𝜕𝑥1

= 4𝑥0 − 16𝑥1 + 4𝑥2
𝜕𝐹
𝜕𝑥2

= −3𝑥0 + 𝑎𝑥1
𝜕𝐹
𝜕𝑥0

(2,1,2) = 4 + 4 − 6 = 2 𝜕𝐹
𝜕𝑥1

(2,1,2) = 8 − 16 + 6 = 0 𝜕𝐹
𝜕𝑥2

(2,1,2) = −6 + 4 = 2

⟹ 2𝑥0 − 2𝑥2 = 0 ⟹ 𝑥0 − 𝑥2 = 0

Otteniamo proprio la retta 𝑟.
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appendice A
Note aggiuntive

‘‘Le note a piè di pagina sono le superfici ingannatrici che permettono ai paragrafi tentacolari di aderire

alla realtà più ampia della biblioteca.”

Nicholson Baker, bibliotecario di Cthulhu.

Riportiamo alcune note, precisazioni e dimostrazioni complementari agli argomenti dei

capitoli principali che possono risultare utili al lettore.

a.1 capitolo 1: spazi topologici

A.1.1 Alcune proprietà della continuità

Le seguenti dimostrazioni sulle continuità di funzioni sono da [Mun00].

Teorema A.1.1. (Continuità dell’inclusione;Munkres, 18.2b).

Se 𝑍 ⊆ 𝑋 è sottospazio, l’inclusione 𝑖 ∶ 𝑍 𝑋 è una funzione continua.

Dimostrazione. Se 𝐴 è un aperto in 𝑋, allora 𝑖−1 (𝐴) = 𝐴 ∩ 𝑍 è un aperto in 𝑍 per
definizione della topologia di sottospazio.

Teorema A.1.2. (Restrizione di una funzione continua;Munkres, 18.2d).

Se𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 è una funzione continua, allora𝑓∣𝑍 ∶ 𝑍 𝑌 è continua per ogni sottospazio
𝑍 ⊆ 𝑋.

Dimostrazione. La funzione𝑓∣𝑍 è la composizionedell’inclusione 𝑖 ∶ 𝑍 𝑋con la
funzione𝑓 ∶ 𝑋 𝑌. Poiché la composizione di funzioni continue è continua (teorema
1.2.1, pag. 12), segue la tesi.

275
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La seguente dimostrazione sulle restrizioni di omeomorfismi è un’elaborazione personale

sulla base dei teoremi precedenti.

Corollario A.1.1. (Restrizione di unomeomorfismo).

Se𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 è un omeomorfismo, allora𝑓∣𝑍 ∶ 𝑍 𝑓(𝑧) è omeomorfismo per ogni sottospa-

zio 𝑍 ⊆ 𝑋. In particolare,𝑓𝑋⧵𝑍 ∶ 𝑋 ⧵ 𝑍 𝑌 ⧵ 𝑓(𝑧).

Dimostrazione. Larestrizionediuna funzioneè sempreunabiezionee, per il teorema

precedente, è anche continua. Ciò vale sia per 𝑓, sia per l’inversa 𝑓−1; segue dunque la
prima tesi. La seconda parte del corollario vale perché, se 𝑓 è biettiva, allora

𝑓 (𝑋 ⧵ 𝑍 ) = 𝑓(𝑥) ⧵ 𝑓(𝑧) = 𝑌 ⧵ 𝑓(𝑧).

Attenzione! Nonvale il viceversa del teorema precedente: non è vero che se𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋
sono omeomorfi, allora 𝑋 ⧵ 𝐴 e 𝑋 ⧵ 𝐵 sono omeomorfi Come controesempio, si consideri
𝐴 = 𝑆2 ⧵ {(0, 0, 1), (0, 0, −1)} e 𝐵 = 𝑆1 ×ℝ: si ha che𝐴 e 𝐵 sono omeomorfi per proiezione
dall’origine, maℝ3 ⧵ 𝐴 è c.p.a., mentreℝ3 ⧵ 𝐵 non è neppure connesso.

A.1.2 Strutture topologiche e unione/intersezione insiemistica

La seguente dimostrazione è adattata da [sha] suMathematics Stack Exchange.

Lemma A.1.1. (Interno come complementaredella chiusuradel complemen-

tare).

Sia𝐴 ⊆ 𝑋 con𝑋 spazio topologico. Allora

𝐴o = 𝑋 ⧵ �𝑋 ⧵ 𝐴� .

Dimostrazione.

⊆) Dato che 𝑋 ⧵ 𝐴 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝐴, segue che 𝑋 ⧵ �𝑋 ⧵ 𝐴� ⊆ 𝐴. Allora 𝑋 ⧵ �𝑋 ⧵ 𝐴� è un aperto
perché complementare di un chiuso contenuto in𝐴, pertanto 𝑋 ⧵ �𝑋 ⧵ 𝐴� ⊆ 𝐴o.
⊇) Sappiamo che 𝐴o ⊆ 𝐴, dunque 𝑋 ⧵ 𝐴 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝐴o. Allora 𝑋 ⧵ 𝐴o è un chiuso perché
complementare di un aperto contenente 𝑋 ⧵ 𝐴, pertanto 𝑋 ⧵ 𝐴 ⊆ 𝑋 ⧵ 𝐴o, da cui 𝐴o ⊆
𝑋 ⧵ �𝑋 ⧵ 𝐴�.

Proposizione A.1.1. (Strutture topologiche e unione/intersezione insiemi-

stica).

Siano {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 una famiglia di sottoinsiemi di uno spazio topologico𝑋. Allora:
1. La chiusura dell’unione degli𝐴𝑖 contiene l’unione delle chiusure degli𝐴𝑖; se gli𝐴𝑖 sono finiti

allora vale anche il viceversa, ma non necessariamente se |𝐼 | = ∞.

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ⊇�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 �
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 =�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 se |𝐼| < ∞

2. La chiusura dell’intersezione degli𝐴𝑖 è contenuta nell’intersezione delle chiusure degli𝐴𝑖; il
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viceversa non vale necessariamente.

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

3. L’interno dell’unione degli 𝐴𝑖 contiene l’unione degli interni degli 𝐴𝑖; il viceversa non vale
necessariamente. ⎛

⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠
o

⊇�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖
o

4. L’interno dell’intersezione degli𝐴𝑖 è contenuta nell’intersezione degli interni degli𝐴𝑖; se gli𝐴𝑖
sono finiti allora vale anche il viceversa, ma non necessariamente se |𝐼 | = ∞.

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠
o

⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖
o

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠
o

=�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖
o se |𝐼| < ∞

Dimostrazione.

I Poichè

𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝐼

e la chiusuramantiene l’ordine di inclusione, allora

𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖∀𝑖 ∈ 𝐼.

L’unione degli𝐴𝑖 è il più piccolo insieme che contiene ogni𝐴𝑖, dunque è contenuto
necessariamente in�

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖, pertanto vale il caso generale. Ponendoci nel caso finito,

dobbiamomostrare l’altra inclusione, cioè

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖.

Poichè gli𝐴𝑖 sono chiusi, la loro unione finita è ancora chiusa e pertanto

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 =�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖.

Per definizione𝐴𝑖 ⊆ 𝐴𝑖 ∀𝑖, dunque anche le unioni finitemantengono la relazione
di inclusione:

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖.

Il passaggio alla chiusuramantiene le relazioni di inclusione:

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 =�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖.
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Segue così la tesi. Come controesempio nel caso infinito, si consideri ℝ con la

topologia Euclidea e la famiglia di sottoinsiemi

{𝐴𝑛} = ��
1
𝑛, 1� ∣ 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ� .

Essi sono chiusi, quindi𝐴𝑛 = 𝐴𝑛. Allora

�
𝑛≥2

𝐴𝑛 = �
𝑛≥2

𝐴𝑛 = (0, 1] .

Tuttavia,

�
𝑛≥2

𝐴𝑛 = (0, 1] = [0, 1] ⫌ (0, 1] = �
𝑛≥2

𝐴𝑛.

II Poichè gli𝐴𝑖 sono chiusi, la loro intersezione arbitraria è ancora chiusa e pertanto

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 =�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖.

Per definizione𝐴𝑖 ⊆ 𝐴𝑖 ∀𝑖, dunque anche le intersezioni mantengono la relazione
di inclusione:

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖.

Essendo la chiusura il più piccolo chiuso contenente un sottospazio, segue che

�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖,

da cui segue la tesi. Come controesempio, si consideriℝ con la topologia Euclidea.

Presi i razionaliℚ egli irrazionaliℝ⧵ℚ, essi sono densi equindiℚ = ℝ,ℝ ⧵ℚ = ℝ;
allora

ℚ ∩ ℝ ⧵ℚ = ℝ.

Tuttavia,ℚ eℝ ⧵ℚ sono disgiunti, pertanto

ℚ ∩ (ℝ ⧵ℚ) = ∅ = ∅

e quindi non vale l’altra inclusione.

III Passiamo al complementare della chiusura del complementare:

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠
o

= 𝑋 ⧵
⎛
⎜⎜⎜⎝𝑋 ⧵�

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 𝑋 ⧵

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Poiché

�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖 ⊆�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖,

allora

𝑋 ⧵
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ ⊇ 𝑋 ⧵�

𝑖∈𝐼
𝑋 ⧵ 𝐴𝑖.
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Pertanto,

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠
o

⊇ 𝑋 ⧵�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖 = 𝑋 ⧵�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖o = 𝑋 ⧵
⎛
⎜⎜⎜⎝𝑋 ⧵�

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖
o.

Come controesempio, si consideri ℝ con la topologia Euclidea e i sottoinsiemi

𝐴1 = �0, 1
2 � e𝐴2 = �

1
2 , 1�. Allora

(𝐴1 ∪ 𝐴2)
o = ��0,

1
2� ∪ �

1
2 , 1��

o

= [0, 1]o = (0, 1)

𝐴1
o ∪ 𝐴2

o = �0,
1
2�

o

∪ �
1
2 , 1�

o

= [0, 1]o = �0,
1
2� ∪ �

1
2 , 1�

Dunque𝐴1
o ∪ 𝐴2

o ⫋ (𝐴1 ∪ 𝐴2)
o
.

IV Passiamo al complementare della chiusura del complementare:

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠
o

= 𝑋 ⧵
⎛
⎜⎜⎜⎝𝑋 ⧵�

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 𝑋 ⧵

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠

Poiché

�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖 ⊇�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖,

allora

𝑋 ⧵
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝑋 ⧵ 𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ ⊆ 𝑋 ⧵�

𝑖∈𝐼
𝑋 ⧵ 𝐴𝑖

Pertanto

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠
o
!
⊆ 𝑋 ⧵�

𝑖∈𝐼
𝑋 ⧵ 𝐴𝑖 = 𝑋 ⧵�

𝑖∈𝐼
𝑋 ⧵ 𝐴𝑖o = 𝑋 ⧵

⎛
⎜⎜⎜⎝𝑋 ⧵�

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖
o

Ponendoci nel caso finito, l’inclusione (!) risulta un uguaglianza per il punto

1. della proposizione, da cui segue la tesi. Come controesempio nel caso infi-

nito, si consideriℝ con la topologia Euclidea e la famiglia di sottoinsiemi {𝐴𝑛} =
��1 − 1

𝑛 , 1 + 1
𝑛 � ∣ 𝑛 > 0, 𝑛 ∈ ℕ�. Essi sono aperti, quindi𝐴𝑛 = 𝐴𝑛

o. Allora

�
𝑛>0

𝐴𝑛
o = �

𝑛>0
𝐴𝑛 = {1}

Tuttavia, ⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑛>0

𝐴𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎠
o

= {1}o = ∅.

A.1.3 Strutture topologiche e prodotto cartesiano

La dimostrazione del terzo punto è adattata da [Mat] su Mathematics Stack Exchange.

Proposizione A.1.2. (Strutture topologiche e prodotto cartesiano.).

Siano𝑋, 𝑌 due spazi topologici e𝑋 × 𝑌 il loro prodotto.
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1. Dati 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌, sianoU = {𝑈𝑖}𝑖∈𝐼 un sistema fondamentale di intorni di 𝑥 eV = �𝑉𝑗�𝑗∈𝐽
un sistema fondamentale di intorni di 𝑦. Poniamo𝑊𝑖𝑗 ≔ 𝑈𝑖 × 𝑉𝑗 ⊆ 𝑋 × 𝑌 . Allora

W = �𝑊𝑖𝑗�𝑗∈𝐽

è un sistema fondamentale di intorni di (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌.
2. Se𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐵 ⊆ 𝑌, allora𝐴 × 𝐵 = 𝐴 × 𝐵. In particolare, il prodotto di chiusi è chiuso.
3. Se𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐵 ⊆ 𝑌, allora (𝐴 × 𝐵)o = 𝐴o × 𝐵o. In particolare, il prodotto di aperti è aperti.

Dimostrazione.

I Per definizione di sistema fondamentale di intorni si ha

∀𝑈 ∈ 𝐼(𝑥) ∃𝑈𝑖 ∈ U ∶ 𝑈𝑖 ∈ 𝑈 ∀𝑉 ∈ 𝐼(𝑦) ∃𝑉𝑖 ∈ V ∶ 𝑉𝑗 ∈ 𝑉

⟹ ) Per ogni intorno 𝑈 ∈ 𝐼(𝑥) e 𝑉 ∈ 𝐼(𝑦), si ha 𝑊 ≔ 𝑈 × 𝑉 ∈ 𝐼 �(𝑥, 𝑦)� per
definizione di topologia prodotto. Inoltre, presi gli intorni 𝑈𝑖 e 𝑉𝑗 definiti come
sopra, si ha che𝑊𝑖𝑗 = 𝑈𝑖× 𝑉𝑗 ∈ 𝐼 �(𝑥, 𝑦)� per definizione di topologia prodotto; segue
che, per ogni intorno𝑊 di questa forma esiste un𝑊𝑖𝑗 tale che

𝑊𝑖𝑗 = 𝑈𝑖 × 𝑉𝑗 ⊆ 𝑈 × 𝑉 = 𝑊.

⟸ ) Prendiamo un intorno𝑊 ∈ 𝐼(𝑥, 𝑦): esiste un aperto𝑊 ′ ⊆ 𝑊. Poiché𝑊 ′

appartiene al prodotto 𝑋 × 𝑌, si ha che

𝑊 ′ =�
𝑘
𝐴𝑘 × 𝐵𝑘

con 𝐴𝑘 e 𝐵𝑘 aperti di 𝑋 e 𝑌. Preso allora (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊 ′, esistono degli aperti 𝐴𝑘 e 𝐵𝑘
che contengono rispettivamente 𝑥 e 𝑦. Segue dunque che 𝐴𝑘 ∈ 𝐼(𝑥) e 𝐵𝑘 ∈ 𝐼(𝑦) e
dunque dal sistema fondamentale di intorni si ha che esistono 𝑈𝑖 ∈ U , 𝑉𝑗 ∈ V tali

che 𝑈𝑖 ∈ 𝐴𝑘, 𝑉𝑗 ∈ 𝐵𝑘. Allora definito𝑊𝑖𝑗 ≔ 𝑈𝑖 × 𝑉𝑗, si ha per ogni intorno𝑊 di 𝑋 × 𝑌
esiste un𝑊𝑖𝑗 tale che

𝑊𝑖𝑗 = 𝑈𝑖 × 𝑉𝑗 ⊆ 𝐴𝑘 × 𝐵𝑘 ⊆ 𝑊 ′ ⊆ 𝑊.

II Utilizziamo i risultati del punto 1. con la caratterizzazione per intorni della

chiusura:

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 ⟺ ∀𝑊 ∈ 𝐼(𝑥, 𝑦) 𝑊 ∩ (𝐴 × 𝐵) ≠ ∅
⟺ ∀𝑈 ∈ 𝐼(𝑥), ∀𝑉 ∈ 𝐼(𝑦) (𝑈 × 𝑉 ) ∩ (𝐴 × 𝐵) ≠ ∅
⟺ ∀𝑈 ∈ 𝐼(𝑥), ∀𝑉 ∈ 𝐼(𝑦) (𝑈 ∩ 𝐴) × (𝑉 ∩ 𝐵) ≠ ∅
⟺ ∀𝑈 ∈ 𝐼(𝑥), ∀𝑉 ∈ 𝐼(𝑦) 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅, 𝑉 ∩ 𝐵 ≠ ∅
⟺ ∀𝑈 ∈ 𝐼(𝑥) 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅, ∀𝑉 ∈ 𝐼(𝑦) 𝑉 ∩ 𝐵 ≠ ∅
⟺ 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵 ⟺ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵.

In particolare, se𝐴 e 𝐵 sono chiusi, avendo che𝐴 = 𝐴 e 𝐵 = 𝐵, otteniamo

𝐴 × 𝐵 = 𝐴 × 𝐵 = 𝐴 × 𝐵.
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III ⟸ ) Dato che 𝐴o è aperto in 𝑋 e 𝐵o è aperto in 𝑌 e vale 𝐴o ⊆ 𝐴, 𝐵o ⊆ 𝐵, allora
segue che𝐴o × 𝐵o è aperto e𝐴o × 𝐵o ⊆ 𝐴 × 𝐵.
⟹ ) Dato che (𝐴 × 𝐵)o è aperto in𝑋×𝑌, per definizione della topologia prodotto
allora esistono aperti 𝑈𝑖 ⊆ 𝑋 e 𝑉𝑖 ⊆ 𝑌 tali che

(𝐴 × 𝐵)o =�
𝑖
(𝑈𝑖 × 𝑉𝑖) .

Poichè 𝑈𝑖 ⊆ 𝐴, 𝑉𝑖 ⊆ 𝐵 ∀𝑖, allora per definizione di intorno si ha 𝑈𝑖 ⊆ 𝐴o, 𝑉𝑖 ⊆ 𝐵o ∀𝑖,
e quindi

�
𝑖
(𝑈𝑖 × 𝑉𝑖) ⊆ 𝐴o × 𝐵o

a.2 capitolo 2: connessione e compattezza

A.2.1 Prodotto di c.p.a.

La seguente dimostrazione è adattata da [Eit] e [Scob] su Mathematics Stack Exchange.

Lemma A.2.1. (Prodottodi c.p.a. se e solo se ogni spazio è c.p.a.).

𝑋 = ∏𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 è c.p.a. se e solo se gli𝑋𝑖 sono c.p.a. per ogni 𝑖 ∈ 𝐼.

Dimostrazione.

⟸ ) Poichè le proiezioni 𝜋𝑖 ∶ 𝑋 𝑋𝑖 sono suriezioni continue e in quanto tale
continue passano la c.p.a. all’immagine, segue che 𝑋𝑖 è c.p.a.
⟹ ) Sia 𝑥 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 e 𝑦 = �𝑦𝑖�𝑖∈𝐼 due punti arbitrari in 𝑋.a Essendo 𝑋𝑖 c.p.a., per ogni

𝑖 esistono dei cammini continui 𝛾𝑖 ∶ [0,1] 𝑋𝑖 tali che 𝛾𝑖 (0) = 𝑥𝑖 e 𝛾𝑖 (1) = 𝑦𝑖. Per

definizione del prodotto cartesiano, c’è un unica funzione continua 𝛾 ∶ [0,1] 𝑋 tale
che 𝜋𝑖 ∘ 𝛾 = 𝛾𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝐼. Allora 𝛾 è un cammino fra 𝑥 e 𝑦.

aCon ( ⋅ )𝑖∈𝐼 indichiamo un elemento dello spazio 𝑋, visto quindi come una tupla ordinata di elementi di
𝑋𝑖 indicizzati rispetto a 𝐼.

A.2.2 Intersezione di compatti

La seguente dimostrazione è in parte adattata da [useb] su Mathematics Stack Exchan-

ge.

Lemma A.2.2. (Intersezione di compatti inHausdorff è compatta).

Dimostrazione. I compatti in Hausdorff sono chiusi, dunque l’intersezione di due

compatti in Hausdorff è l’intersezione di due chiusi e quindi è ancora un chiuso; essendo

un chiuso in un compatto segue che l’intersezione è compatta.

Attenzione! Se nonvale l’ipotesi di𝑋Hausdorff non è in generale vero che l’intersezione

di compatti è compatta! Ad esempio, consideriamoℕ con la topologia discreta a cui aggiun-

giamo due punti 𝑥1 e 𝑥2 e costruiamo una topologia T su 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2} ∪ ℕ definita nel
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seguentemodo:

𝐴 ∈ T se𝐴 ∈ P (ℕ) ∨ 𝐴 = {𝑥1} ∪ ℕ ∨ 𝐴 = {𝑥2} ∪ ℕ ∨ 𝐴 = {𝑥1, 𝑥2} ∪ ℕ.

Osserviamo che {𝑥𝑖} ∪ ℕ è compatto ∀𝑖 = 1, 2, dato che ogni ricoprimento aperto deve
necessariamente contenere o l’insieme {𝑥𝑖} ∪ ℕ o l’insieme {𝑥1, 𝑥2} ∪ ℕ. Tuttavia, l’in-

tersezione fra {𝑥1} ∪ ℕ e {𝑥2} ∪ ℕ èℕ, che è infinito e discreto e quindi certamente non

compatto.

a.3 capitolo 4: topologia quoziente

A.3.1 Quoziente Hausdorff da contrazione su compatto

La seguente dimostrazione è in parte adattata da [usea] su Mathematics Stack Exchan-

ge.

Lemma A.3.1. (Hausdorff quozientato su compatto per contrazione è Hau-

sdorff;Manetti, 5.11).

Dato𝑋 spazio topologico di Hausdorff e𝐾 ⊆ 𝑋 compatto, allora𝑋/𝐾 è di Hausdorff.

Dimostrazione. Scegliamo 𝑃 ≠ 𝑄 ∈ 𝑋/𝐾, cioè esistono 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 tali per cui 𝑃 = [𝑥],
𝑄 = [𝑦].

n Se 𝑃, 𝑄 ≠ 𝜋 (𝐾 ), allora 𝑥, 𝑦 ∉ 𝐾. Poiché𝑋 è diHausdorff, consideriamodegli intorni
aperti disgiunti 𝑈 ∈ 𝐼(𝑥) e 𝑉 ∈ 𝐼(𝑦). Poichè 𝐾 è un compatto in 𝑋 di Hausdorff, allora
𝐾 è chiuso e il complementare𝐴 ≔ 𝑋 ⧵ 𝐾 è aperto. Definiamo

𝑈 ′ ≔ 𝐴 ∩ 𝑈 ∈ 𝐼(𝑥) 𝑉 ′ ≔ 𝐴 ∩ 𝑉 ∈ 𝐼(𝑦).

Essi sono ancora intorni aperti rispettivamente di 𝑥 e 𝑦 perché 𝐴 è intorno di

entrambi i punti; inoltre, sono tali per cui 𝑈 ′ ∩ 𝑉 ′ = ∅, 𝑈 ′ ∩ 𝐾 = ∅ e 𝑉 ′ ∩ 𝐾 = ∅,
cioè 𝑈 ′ e 𝑉 ′ sono intorni disgiunti di 𝑥 e 𝑦 che non contengono alcun punto di 𝐾.
Allora 𝑋/𝐾 risulta un quoziente di Hausdorff, poiché le immagini tramite 𝜋 di 𝑈 ′ e
𝑉 ′ sono intorni disgiunti dei punti 𝑃 e 𝑄:

𝜋 (𝑈 ′) ∈ 𝐼 (𝑃) , 𝜋 (𝑉 ′) ∈ 𝐼 (𝑄) , 𝜋 (𝑈 ′) ∩ 𝜋 (𝑉 ′) = ∅.

n Supponiamo che 𝑄 = 𝜋 (𝐾 ). Allora 𝑦 ∈ 𝐾 e 𝑥 ∉ 𝐾. Con un procedimento simile a
quello usato nella dimostrazione di ‘‘𝐾 compatto in 𝑋 di Hausdorff implica 𝐾 chiuso”
(Teorema 2.2.4, pag. 40) si può definire a partire da un ricoprimento aperto di 𝐾
un intorno aperto 𝑈 ∈ 𝐼(𝑥) e uno 𝑉 ∈ 𝐼(𝑦) tale per cui 𝑦 ∈ 𝐾 ⊆ 𝑉 e 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅. Allora
𝑋/𝐾 risulta un quoziente di Hausdorff, poiché le immagini tramite 𝜋 di 𝑈 e 𝑉 sono
intorni disgiunti dei punti 𝑃 e 𝑄 = 𝜋 (𝐾 ):

𝜋 (𝑈 ) ∈ 𝐼 (𝑃) , 𝜋 (𝑉 ) ∈ 𝐼 (𝑄) = 𝐼 (𝜋 (𝐾 )) , 𝜋 (𝑈 ) ∩ 𝜋 (𝑉 ) = ∅

a.4 capitolo 6: assiomi di numerabilità e successioni

A.4.1 Non prima numerabilità del quoziente

La seguente dimostrazione sulla non prima numerabilità del quozienteℝ/ℤ è adattata da

[Scoa] suMathematics Stack Exchange.
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Dimostrazione. Si consideri la contrazione diℤ inℝ ad un punto, cioè il quoziente

ℝ/ℤ e si definisca la classe di equivalenza degli interi come [0].
Sia {𝑈𝑛}𝑛∈ℕ una famiglia di intorni aperti di [0]; cerchiamo un intorno aperto di [0] che
non ne contiene nessuno come sottoinsieme, mostrano in tal modo che non formano un

sistema fondamentale di intorni di [0] e pertanto cheℝ/ℤ non è primo numerabile per

[0].
Sia 𝜋 la mappa quoziente. Per ogni 𝑛 ∈ ℕ e 𝑘 ∈ ℤ esiste un 𝜀𝑛,𝑘 ∈ (0,1) tale che:

𝑈𝑛 ⊇ 𝜋
⎡
⎢⎢⎢⎣�
𝑘∈ℤ
(𝑘 − 𝜀𝑛,𝑘, 𝑘 + 𝜀𝑛,𝑘)

⎤
⎥⎥⎥⎦

Per 𝑘 ∈ ℤ sia 𝛿𝑘 =
1
2𝜀𝑘,𝑘, e sia:

𝑉 = 𝜋
⎡
⎢⎢⎢⎣�
𝑘∈ℤ
(𝑘 − 𝛿𝑘, 𝑘 + 𝛿𝑘)

⎤
⎥⎥⎥⎦

Chiaramente 𝑉 è un intorno aperto di [0], e vogliamo dimostrare che 𝑈𝑛 ⊈ 𝑉 per ogni
𝑛 ∈ ℕ. Per mostrare ciò, fissiamo 𝑛 ∈ ℕ; si ha 𝛿𝑛 < 𝜀𝑛,𝑛, quindi possiamo sceglie un
numero reale 𝑥 ∈ (𝑛 + 𝛿𝑛, 𝑛 + 𝜀𝑛,𝑛). Ma allora 𝜋(𝑥) ∈ 𝑈𝑛 ⧵ 𝑉, e dunque 𝑈𝑛 ⊈ 𝑉.

a.5 capitolo 7: omotopia

A.5.1 Retratto di uno spazio di Hausdorff

La seguente dimostrazione è adattata da [fre] suMathematics Stack Exchange.

Lemma A.5.1. (Retrattodi uno spazio di Hausdorff è chiuso).

Dato𝑋 spazio topologico di Hausdorff e 𝐶 ⊆ 𝑋 un retratto di𝑋, allora 𝐶 è chiuso.

Dimostrazione. Essendo 𝐶 un retratto di 𝑋, sappiamo che esiste una funzione conti-
nua 𝑟 ∶ 𝑋 𝐶 ⊆ 𝑋 tale che 𝑟∣𝐶 = 𝐼𝑑𝐶. È lecito pensare alla funzione 𝑟 come la funzione
𝑟 ∶ 𝑋 𝑋: in questi termini, 𝑟∣𝐶 = 𝐼𝑑𝐶 e la sua immagine è 𝐶. Allora, ricordando che
l’equalizzatore è definito come

𝑒𝑞 �𝑓, 𝑔� = �𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)� ,

se poniamo𝑓 = 𝑟 ∶ 𝑋 𝑋 e 𝑔 = 𝑖𝑑𝑋 ∶ 𝑋 𝑋 si ha

𝑒𝑞 (𝑟, 𝑖𝑑𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝑟(𝑥) = 𝐼𝑑𝑋(𝑥) = 𝑥} = 𝐶.

Pertanto 𝑒𝑞 (𝑟, 𝑖𝑑𝑋) = 𝐶. Inoltre, 𝑖𝑑𝑋 e 𝑟 sono due funzioni continue con codominio uno
spazio di Hausdorff, quindi l’equalizzatore è un sottospazio chiuso di 𝑋; segue la tesi.

Esempio. ℝ e (𝑎, 𝑏) con −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞ sono omeomorfi; tuttavia, (𝑎, 𝑏) non è un
retratto diℝ in quantoℝ è Hausdorff, ma (𝑎, 𝑏) non è chiuso.
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a.6 capitolo 8: gruppo fondamentale

A.6.1 La categoria Ktop

Notando la somiglianza fra definizione di isomorfismo e di equivalenza omotopica, si può

costruire la categoriaKtop in cui due oggetti sono isomorfi se e solo se sono omotopicamente
equivalenti, comemostreremo nel seguente esercizio.

Esercizio. Siano 𝑋 e 𝑌 due spazi topologici. Mostrare che 𝑋 e 𝑌 sono omotopicamente
equivalenti se e solo se 𝑋 e 𝑌 sono isomorfi nella categoriaKtop avente per oggetti gli spazi
topologici e permorfismi le classi di omotopia di mappe continue.

Soluzione.

⟹ ) Per ipotesi esistono due funzioni𝑓 ∶ 𝑋 𝑌, 𝑔 ∶ 𝑌 𝑋 tali che:

𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋

Vogliamo trovare un isomorfismo in Ktop tra 𝑋 e 𝑌, cioé cerchiamo due morfismi ℎ ∈
homKtop(𝑋, 𝑌 ), 𝑘 ∈ homKtop(𝑌,𝑋 ) tali che:

ℎ ∘ 𝑘 = 𝐼𝑑Ktop𝑌 𝑘 ∘ ℎ = 𝐼𝑑Ktop𝑋

Noto che 𝐼𝑑Ktop𝑋 = [𝐼𝑑𝑋] e 𝐼𝑑
Ktop
𝑌 = [𝐼𝑑𝑌], poniamo ℎ ≔ �𝑓� , 𝑘 ≔ �𝑔�. Allora:

⎧⎪⎨
⎪⎩
ℎ ∘ 𝑘 = �𝑓� ∘ �𝑔� = �𝑓 ∘ 𝑔� = [𝐼𝑑𝑌] = 𝐼𝑑Ktop𝑌

𝑘 ∘ ℎ = �𝑔� ∘ �𝑓� = �𝑔 ∘ 𝑓� = [𝐼𝑑𝑋] = 𝐼𝑑Ktop𝑋

ℎ e 𝑘 così definiti danno un isomorfismo tra 𝑋 e 𝑌 inKtop.
⟸ ) Per ipotesi𝑋 ≃Ktop 𝑌, cioèesistonoduemorfismiℎ ∈ hom (Ktop)𝑋𝑌, 𝑘 ∈ hom (Ktop) 𝑌𝑋
tali che:

ℎ ∘ 𝑘 = 𝐼𝑑Ktop𝑌 𝑘 ∘ ℎ = 𝐼𝑑Ktop𝑋

Sia𝑓 ∶ 𝑋 𝑌un rappresentante di ℎ e 𝑔 ∶ 𝑌 𝑋un rappresentante di 𝑘. Allora:

⎧⎪⎨
⎪⎩
ℎ ∘ 𝑘 = �𝑓 ∘ 𝑔� = 𝐼𝑑Ktop𝑌 = [𝐼𝑑𝑌] ⟹ 𝑓 ∘ 𝑔 ∼ 𝐼𝑑𝑌
𝑘 ∘ ℎ = �𝑔 ∘ 𝑓� = 𝐼𝑑Ktop𝑋 = [𝐼𝑑𝑋] ⟹ 𝑔 ∘ 𝑓 ∼ 𝐼𝑑𝑋

A.6.2 Funzioni iniettive e sottogruppi fondamentali

La seguente dimostrazione è adattata da [Hag] suMathematics Stack Exchange.

Lemma A.6.1. (Funzione iniettiva fra gruppi implica isomorfismocon sotto-

gruppo.).

Dati due gruppi 𝐺 e𝐻, se𝑓 ∶ 𝐺 𝐻 è omomorfismo iniettivo allora 𝐺 è isomorfo al sottogruppo
𝐾 = 𝑓 (𝐺) di𝐻.

Dimostrazione. Banalmente, preso 𝐾 = 𝑓 (𝐺) abbiamo ristretto l’omomorfismo iniet-
tivo alla sua immagine, rendendolo suriettivo e dunque biettivo. Per verificare che 𝐾 è
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sottogruppo usiamo ora il criterio seguente: un sottoinsieme 𝐾 di𝐻 è un sottogruppo se
non è vuoto e 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 ⟹ 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐾. Poiché 𝐺 è non vuoto, 𝐾 = 𝑓 (𝐺) non è vuoto. Presi
𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾, troviamo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 tali che 𝑓(𝑥) = 𝑎, 𝑓(𝑦) = 𝑏. Allora

𝑎𝑏−1 = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)−1𝑓 �𝑥𝑦−1� ∈ 𝐾.

Corollario A.6.1. (Gruppo fondamentale di un retratto).

Sia𝐴 ⊆ 𝑋 un retratto con retrazione 𝑟 ∶ 𝑋 𝐴 e inclusione 𝑖 ∶ 𝐴 𝑋. Allora 𝜋1(𝐴, 𝑎) è
isomorfo ad un sottogruppo di 𝜋1(𝑋, 𝑎); in particolare, se 𝜋1(𝐴, 𝑎) è di ordine infinito, lo deve essere
anche 𝜋1(𝑋, 𝑎).

Dimostrazione. Dal corollario 8.7.1, pag. 114 𝑖∗ ∶ 𝜋1(𝐴, 𝑎) 𝜋1(𝑋, 𝑎) è un omo-
morfismo iniettivo, dunque dal lemmaA.6.1 segue la tesi.

A.6.3 Un caso di proiezione stereografica

Nel caso 𝑛 = 2, per scrivere la proiezione stereografica da un punto 𝑝 su 𝑆2 ⧵ 𝑁 a 𝐻 = {𝑧 =
0} ≅ ℝ2 prendiamo la retta passante per 𝑝 = �𝑥, 𝑦, 𝑧� e per𝑁 = (0, 0, 1).

𝑥 − 0
𝑥 − 0 =

𝑦 − 0
𝑦 − 0 =

𝑧 − 1
𝑧 − 1 ⟹

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑥
𝑥 =

𝑧−1
𝑧−1𝑦

𝑦 =
𝑧−1
𝑧−1

Intersechiamola con il piano𝐻:
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧 = 0
𝑥
𝑥 =

−1
𝑧−1𝑦

𝑦 =
−1
𝑧−1

⟹

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 = − 𝑥
𝑧−1

𝑦 = − 𝑦
𝑧−1

𝑧 = 0

Allora, la proiezione risulta

𝑓 ∶ 𝑆2 ⧵ 𝑁 ℝ2

𝑝 = �𝑥, 𝑦, 𝑧� �− 𝑥
𝑧−1 , −

𝑦
𝑧−1�

.

La funzione è ben definita e continua su 𝑆2 ⧵ 𝑁; la sua inversa è definita creando la retta per
𝑞 = �𝑥, 𝑦, 0� ∈ 𝐻 ⊆ ℝ3 e𝑁 = (0, 0, 1):

𝑥 − 0
𝑥 − 0 =

𝑦 − 0
𝑦 − 0 =

𝑧 − 1
0 − 1 ⟹

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑥
𝑥 = 1 − 𝑧
𝑦
𝑦 = 1 − 𝑧

E intersecandola con il piano𝐻:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥 = (1 − 𝑧) 𝑥
𝑦 = (1 − 𝑧) 𝑦
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1

(1 − 𝑧)2 𝑥2 + (1 − 𝑧)2 𝑦2 + 𝑧2 = 1 ⟹ 𝑧2 �𝑥2 + 𝑦2 + 1� − 2𝑧 �𝑥2 + 𝑦2� + �𝑥2 + 𝑦2 − 1� = 0
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Da cui abbiamo 𝑧1,2 = 1 o 𝑥2+𝑦2−1
𝑥2+𝑦2+1

. Escludendo 𝑧 = 1 perché dà il Polo Nord, si ha

𝑓−1 ∶ ℝ2 𝑆2 ⧵ 𝑁

𝑞 = �𝑥, 𝑦� 𝑓−1 �𝑞� = � 2𝑥
𝑥2+𝑦2+1

, 2𝑦
𝑥2+𝑦2+1

, 𝑥
2+𝑦2−1
𝑥2+𝑦2+1

�
.

La funzione è bendefinita e continua suℝ2; si verifica relativamente facilmente che𝑓−1 ∘𝑓 =
𝐼𝑑𝑆2⧵𝑁 e 𝑓 ∘ 𝑓−1 = 𝐼𝑑2

ℝ, cioè 𝑓 è omeomorfismo tra 𝑆2 ⧵ 𝑁 eℝ2.

A.6.4 Gruppi liberi

Definizione A.6.1. (Parola).

Dato un gruppo 𝐺, una parola è un qualunque prodotto di elementi del gruppo e dei loro
inversi.

Se 𝑎, 𝑏, 𝑐 sono elementi del gruppo 𝐺, alcune possibili parole sono 𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑐𝑎−1, 𝑐𝑐𝑏−1𝑎𝑏. Due
parole sono considerate distinte se non possiamo ricondurci dall’una all’altra attraverso gli

assiomi di gruppi: ad esempio, 𝑎𝑏 = 𝑎𝑐𝑐−1𝑎, ma 𝑎 ≠ 𝑏−1. Una parola può essere semplificata in
duemodi differenti:

n togliendo l’elemento neutro 𝑒 o una coppia di elementi adiacenti 𝑎𝑎−1 o 𝑎−1𝑎;
n sostituendo ad una coppia 𝑎𝑏 il loro prodotto 𝑑 in 𝐺 oppure ad una serie di 𝑘 termini

𝑎… 𝑎 la potenza 𝑎𝑘.
Una parola che non può essere semplificata ulteriormente è detta ridotta.

Definizione A.6.2. (Gruppo libero).

Il gruppo libero 𝐹𝑆 su un insieme 𝑆 è il gruppo i cui elementi sono tutte le parole ridotte
date dagli elementi di 𝑆; l’operazione è la concatenazione di parole e l’elemento neutro è
la parola vuota, la parola senza alcun elemento di 𝑆). Gli elementi di 𝑆 sono detti generatori
e il numero di generatori è il rango del gruppo libero.

Un gruppo 𝐺 è detto libero se isomorfo al gruppo libero 𝐹𝑆 generato dal sottoinsieme
𝑆 ⊆ 𝐺.

Esempio. (ℤ, +) è un gruppo libero di rango 1, generato da, ad esempio, 𝑆 = {1}. Esso è
un gruppo libero abeliano.

Osservazioni.
n Ogni gruppo finito di rango≥ 2 è non abeliano.
n Ogni gruppo non triviale finito non può essere libero, in quanto gli elementi del-

l’insieme 𝑆 generante 𝐹𝑆 hanno ordine infinito.

Definizione A.6.3. (Prodotto libero).

Dati due gruppi 𝐺 e 𝐻, il prodotto libero 𝐺 ∗ 𝐻 è il gruppo i cui elementi sono le parole
ridotte date da generatori 𝑔𝑖 ∈ 𝐺 e in ℎ𝑗 ∈ 𝐻, ad esempio 𝑔1ℎ1…𝑔𝑘ℎ𝑘.

Esempio.
n Se 𝐺 = ⟨𝑎⟩ e 𝐻 = ⟨𝑏⟩ sono gruppi ciclici infiniti, ogni elemento di 𝐺 ∗ 𝐻 è dato da

prodotti alternati di potenze di 𝑎 e potenze di 𝑏, cioè 𝐺 ∗ 𝐻 ≅ 𝐹𝑆 con 𝑆 = {𝑥, 𝑦}.
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Alcune parole sono, ad esempio, 𝑎3𝑏5𝑎−1𝑏 o 𝑏−2𝑎𝑏−3.
n Preso (ℤ, +),ℤ∗ℤ è ungruppo libero di rango2 come l’esempioprecedente: infatti,

ogni gruppo ciclico infinito è isomorfo aℤ, dunque ci riconduciamo all’esempio
precedente. Possiamo quindi scrivere ℤ ∗ ℤ = ⟨𝑎⟩ ∗ ⟨𝑏⟩, indicando {𝑎} come il
generatore {1} del primo ℤ e {𝑏} come il generatore {1} del secondo ℤ. Alcune
parole sono, ad esempio, 𝑎3𝑏5𝑎−1𝑏 = (3)(5)(−1)(1) o 𝑏−2𝑎𝑏−3 = (−2)(1)(−3).

A.6.5 Sommawedge

Definizione A.6.4. (Sommawedge).

Se (𝑋, 𝑥0) e �𝑋, 𝑦0� sono due spazi topologici puntati, la sommawedge di 𝑋 e 𝑌 rispetto a
𝑥0 e 𝑦0 è lo spazio quoziente dell’unione disgiunta di 𝑋 e 𝑌 in cui identifichiamo solo i due
punti, cioè poniamo 𝑥0 ∼ 𝑦0:

𝑋 ∨ 𝑌 ≔ (𝑋⨿ 𝑌 ) / ∼

Nel caso di una famiglia di spazi {(𝑋𝑖, 𝑥𝑖)}𝑖∈𝐼, la relazione ∼ è tale per cui {𝑥𝑖}𝑖∈𝐼 sono tutti
identificati fra di loro; la sommawedge della famiglia è definita come:

�
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖 ≔ �∐
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖� / ∼

Esempio. Il bouquet di 𝑛 circonferenze è una sommawedge di 𝑛 circonferenze.

In questa sede non approfondiamo ulteriormente, ma è interessante sapere come con certi

spazi topologici che si comportano ‘‘bene” il teorema di Van Kampen ci dà condizioni per cui il

gruppo fondamentale di 𝑋 ∨ 𝑌 è il gruppo libero dei gruppi fondamentali di 𝑋 e 𝑌:

𝜋1(𝑋 ∨ 𝑌 ) = 𝜋1(𝑋 ) ∗ 𝜋1(𝑌 ) .

Esempio. Il bouquet di 2 circonferenze 𝑆1 ∨ 𝑆1 ha gruppo fondamentale

𝜋1�𝑆1 ∨ 𝑆1� = 𝜋1�𝑆1� ∗ 𝜋1�𝑆1� = ℤ ∗ℤ.

a.7 capitolo 10: approfondimenti di algebra lineare

A.7.1 Determinante di unamatrice a blocchi

La seguente dimostrazione sul determinante di unamatrice a blocchi e del suo polinomio

caratteristico si basa su integrazioni proprie da [Mar] e da [Gro] su Mathematics Stack

Exchange.

Proposizione A.7.1. (Polinomio caratteristicodi unamatrice diagonale a

blocchi).

Data unamatrice quadrata a blocchi

𝐴 = �
B O

O C � ,
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il polinomio caratteristico associato 𝐶𝐴(𝑡) si può scomporre come

𝐶𝐴(𝑡) = 𝐶𝐵(𝑡)𝐶𝐶(𝑡).

dove 𝐶𝐵(𝑡) e 𝐶𝐶(𝑡) sono i polinomi caratteristici associati a 𝐵 e 𝐶, rispettivamente.

Dimostrazione. Data una matrice quadrata �
A B

C D � definita dai blocchi A di di-

mensione 𝑛 × 𝑛, B di dimensione 𝑛 × 𝑚, C di dimensione𝑚 × 𝑛 eD di dimensione𝑚 ×𝑚.
SupponendoA un blocco invertibile, si può scomporre la matrice nel seguentemodo:

�
A B

C D � = �
In O

CA−1 Im
� �

A O

O D − CA−1B � �
In A−1B
O Im

�

Calcoliamo il determinante di �
A B

C D �, notando che �
In O

CA−1 Im
� e �

In A−1B
O Im

� sono

triangolari con diagonale tutti 1.

det �
A B

C D � = det ��
In O

CA−1 Im
� �

A O

O D − CA−1B � �
In A−1B
O Im

�� =

= det �
In O

CA−1 Im
�det �

A O

O D − CA−1B �det �
In A−1B
O Im

� =

= det �
A O

O D − CA−1B �

Ci serve calcolare il determinante di unamatrice diagonale a blocchi. Presa allora

�
P O

O Q �

possiamo riscriverla come

�
P O

O Im
� �

In O

O Q � .

Grazie alle formule di Laplace, possiamo calcolare il determinante delle due matrici

sfruttando le matrici identità presenti. Ad esempio, sviluppando rispetto le righe o le

colonne sulla seconda,

det �
In O

O Q � = 1 ⋅ det �
In−1 O

O Q � = 1 ⋅ 1 ⋅ det �
In−2 O

O Q � = … = 1𝑛 ⋅ detQ = detQ.

Il risultato è analogo per la prima. Dunque, concludendo:

det �
A B

C D � = det (A)det (D − CA−1B)

det �
A O

O D � = det (A)det (D)
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Pertanto, se vogliamo studiare il polinomio caratteristico 𝐶𝐴 (𝑡) di unamatrice diagonale
𝐴 a blocchiB e C, abbiamo che

𝐶𝐴 (𝑡) = det �
B − 𝑡I O

O C − 𝑡I � = det (B − 𝑡𝐼 )det (C − 𝑡𝐼 ) = 𝐶𝐵 (𝑡) 𝐶𝐶 (𝑡) .

A.7.2 Convergenza uniforme

Tutti i ragionamenti qui presenti si applicano anche alle successioni e serie di potenze.

Definizione A.7.1. (Convergenza uniforme).

Dato un insieme 𝐸 e un spaziometrico𝑋, una successione di funzioni �𝑓𝑛 ∶ 𝐸 𝑋�
𝑛∈ℕ

è uniformemente convergente su 𝐸 con limite𝑓 ∶ 𝐸 𝑋 se

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑁, 𝑥 ∈ 𝐸 𝑑(𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥)) < 𝜀.

Teorema A.7.1. (Criterio diWeierstrass oM-test).

Sia �𝑓𝑛�𝑛∈ℕ
una successione di funzioni reali o complesse definite su un insieme 𝐴 e che esista una

successione di numeri non negativi (𝑀𝑛)𝑛∈ℕ che soddisfino la seguente relazione:

∀𝑛 ≥ 1, 𝑥 ∈ 𝐴 ∶ |𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝑀𝑛,
∞

∑
𝑛=1

𝑀𝑛 < ∞.

Allora la serie ∞

∑
𝑛=1

𝑓𝑛

converge assolutamente e uniformemente su𝐴.

Si usa spesso l’M-test assieme al teorema del limite uniforme.

Teorema A.7.2. (Teoremadel limite uniforme).

Sia �𝑓𝑛�𝑛∈ℕ
una successione di funzioni reali o complesse continue sullo spazio topologico𝐴 nel quale

sono definite. Se la successione converge uniformemente su𝐴 allora il limite converge ad una funzione

continua; in particolare, lo stesso si ha nel caso di una serie.

a.8 capitolo 11: geometria proiettiva

A.8.1 Regola di Cramer

Teorema A.8.1. (Regoladi Cramer).

Si consideri un sistema𝐴x = b di 𝑛 equazioni lineari in 𝑛 incognite, con det𝐴 ≠ 0. Il sistema ha un
unica soluzione x, le cui componenti sono

𝑥𝑖 =
det𝐴𝑖
det𝐴

𝑖 = 1, … , 𝑛,

con𝐴𝑖 la matrice ottenuta sostituendo la 𝑖-esima colonna di𝐴 col vettore b.
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Ad esempio, dato il sistema lineare in 2 equazioni e 2 incognite (in cui 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 ≠ 0):
⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 = 𝑏2

⟺ �
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

� �
𝑥1
𝑥2

� = �
𝑏1
𝑏2

�

Possiamo trovare 𝑥1 e 𝑥2 con la regola di Cramer:

𝑥1 =
� 𝑏1 𝑎12
𝑏2 𝑎22

�

� 𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

�
𝑥2 =

� 𝑎11 𝑏1
𝑎21 𝑏2

�

� 𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

�

a.9 capitolo 12: coniche proiettive

A.9.1 Regola di Cartesio

Teorema A.9.1. (Regoladi Cartesio).

Dato un polinomio 𝑓(𝑥) in una sola variabile 𝑥, i cui termini non nulli sono in ordine decrescente
rispetto all’esponente, allora il numero di radici positive, contate conmolteplicità, sono pari al numero

di cambi di segno tra due coefficienti consecutivi, trascurando eventuali coefficienti nulli.

Tips &Tricks! Per trovare il numero di radici negative, basta applicare la regola di

Cartesio al polinomio 𝑓 (−𝑥): le radici positive di 𝑓 (−𝑥) saranno le radici negative di 𝑓(𝑥).

Esempio. Consideriamo il polinomio 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1: esso ha solo un cambio
di segno fra il secondo e il terzo termine (sequenza di segni: (+, +, −, −)), dunque ha
esattamente una radice reale positiva. Per le radici negative, notiamo che 𝑓 (−𝑥) = −𝑥3 +
𝑥2 + 𝑥 − 1 ha due cambi di segno(sequenza di segni: (−, +, +, −)), ovvero 𝑓 ha due radici
negative contate conmolteplicità. Infatti, si fattorizza come:

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)2 (𝑥 − 1)

Quindi una radice positiva e una negativa, quest’ultima conmolteplicità 2.

Nel caso di una matrice 𝐴, come quelle simmetriche che descrivono le coniche affini e
le coniche proiettive, applicando al polinomio caratteristico 𝐶𝐴 (𝑡) la regola di Cartesio si
possono trovare gli autovalori positivi e negativi. In particolare, noto il rango della matrice,

il numero delle radici nulle 𝑧 del polinomio caratteristico corrisponde alla differenza tra
la dimensione delle matrice 𝑛 e il suo rango rk𝐴; allora è sufficiente applicare la regola di
Cartesio solo una volta per trovare il numero 𝑝 delle radici positive: il numero 𝑞 di quelle
negative è pari a rk𝐴 − 𝑝, dato che 𝑛 = 𝑧 + 𝑝 + 𝑞 e 𝑧 = 𝑛 − rk𝐴 dalle osservazioni precedenti.



appendice B
Proprietà varie ed
eventuali

‘‘LaMatematica consiste di fatti veri riguardanti oggetti immaginari.”

Philip Davis e ReubenHersh,matematici immaginari con opinioni vere.

Riportiamo alcune proprietà utili per il lettore.

b.1 immagine e controimmagine

Data una funzione𝑓 ∶ 𝑋 𝑌, per ogni sottoinsieme𝐴 ⊆ 𝑋 e 𝐵 ⊆ 𝑌 valgono le seguenti
proprietà:

Immagine Controimmagine

𝑓(𝑋) ⊆ 𝑌 𝑓−1(𝑌) = 𝑋
𝑓(𝑓−1(𝑌)) = 𝑓(𝑋) 𝑓−1(𝑓(𝑋)) = 𝑋
𝑓(𝑓−1(𝐵)) ⊆ 𝐵 1 𝑓−1(𝑓(𝐴)) ⊇ 𝐴 2

𝑓(𝑓−1(𝐵)) = 𝐵 ∩ 𝑓(𝑋) (𝑓 ∣𝐴)−1(𝐵) = 𝐴 ∩ 𝑓−1(𝐵)
𝑓(𝑓−1(𝑓(𝐴))) = 𝑓(𝐴) 𝑓−1(𝑓(𝑓−1(𝐵))) = 𝑓−1(𝐵)
𝑓(𝐴) = ∅ ⟺ 𝐴 = ∅ 𝑓−1(𝐵) = ∅ ⟺ 𝐵 ⊆ 𝑌 ⧵ 𝑓(𝑋)
𝑓(𝐴) ⊇ 𝐵 ⟺ ∃𝐶 ⊆ 𝐴 ∶ 𝑓(𝐶) = 𝐵 𝑓−1(𝐵) ⊇ 𝐴 ⟺ 𝑓(𝐴) ⊆ 𝐵
𝑓(𝐴) ⊇ 𝑓(𝑋 ⧵ 𝐴) ⟺ 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝑋) 𝑓−1(𝐵) ⊇ 𝑓−1(𝑌 ⧵ 𝐵) ⟺ 𝑓−1(𝐵) = 𝑋
𝑓(𝑋 ⧵ 𝐴) ⊇ 𝑓(𝑋) ⧵ 𝑓(𝐴) 𝑓−1(𝑌 ⧵ 𝐵) = 𝑋 ⧵ 𝑓−1(𝐵)
𝑓(𝐴 ∪ 𝑓−1(𝐵)) ⊆ 𝑓(𝐴) ∪ 𝐵 𝑓−1(𝑓(𝐴) ∪ 𝐵) ⊇ 𝐴 ∪ 𝑓−1(𝐵)
𝑓(𝐴 ∩ 𝑓−1(𝐵)) = 𝑓(𝐴) ∩ 𝐵 𝑓−1(𝑓(𝐴) ∩ 𝐵) ⊇ 𝐴 ∩ 𝑓−1(𝐵)

𝑓(𝐴) ∩ 𝐵 = ∅ ⟺ 𝐴 ∩ 𝑓−1(𝐵) = ∅

Date le funzioni𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 e 𝑔 ∶ 𝑌 𝑍, valgono le seguenti proprietà:

1Uguale se 𝐵 ⊆ 𝑓(𝑋), cioè se 𝑓 suriettiva.
2Uguale se 𝑓 iniettiva.
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n (𝑔 ∘ 𝑓)(𝐴) = 𝑔(𝑓(𝐴))
n (𝑔 ∘ 𝑓)−1(𝐶) = 𝑓−1(𝑔−1(𝐶))

Data una funzione 𝑓 ∶ 𝑋 𝑌 e dati i sottoinsiemi 𝐴1, 𝐴2 ⊆ 𝑋 e 𝐵1, 𝐵2 ⊆ 𝑌 valgono le
seguenti proprietà:

Immagine Controimmagine

𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⟹ 𝑓(𝐴1) ⊆ 𝑓(𝐴2) 𝐵1 ⊆ 𝐵2 ⟹ 𝑓−1(𝐵1) ⊆ 𝑓−1(𝐵2)
𝑓(𝐴1 ∪ 𝐴2) = 𝑓(𝐴1) ∪ 𝑓(𝐴2) 𝑓−1(𝐵1 ∪ 𝐵2) = 𝑓−1(𝐵1) ∪ 𝑓−1(𝐵2)
𝑓(𝐴1 ∩ 𝐴2) ⊆ 𝑓(𝐴1) ∩ 𝑓(𝐴2) 3 𝑓−1(𝐵1 ∩ 𝐵2) = 𝑓−1(𝐵1) ∩ 𝑓−1(𝐵2)
𝑓(𝐴1 ⧵ 𝐴2) ⊇ 𝑓(𝐴1) ⧵ 𝑓(𝐴2) 4 𝑓−1(𝐵1 ⧵ 𝐵2) = 𝑓−1(𝐵1) ⧵ 𝑓−1(𝐵2)

Data una funzione𝑓 ∶ 𝑋 𝑌e date le famiglie di sottoinsiemi {𝐴𝑖} ⊆ P (𝑋 ) e {𝐵𝑖} ⊆ P (𝑌 )
(con 𝐼 un insieme di indici anche infinito o non numerabile) valgono le seguenti proprietà:

Immagine Controimmagine

𝑓
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖∈𝐼
𝑓(𝐴𝑖) 𝑓−1

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖∈𝐼
𝑓−1(𝐵𝑖)

𝑓
⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ ⊆ �

𝑖∈𝐼
𝑓(𝐴𝑖) 5 𝑓−1

⎛
⎜⎜⎜⎝�
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎠ = �

𝑖∈𝐼
𝑓−1(𝐵𝑖)

b.2 inversa di una matrice 2×2

Data la matrice𝐴:

𝐴 = �
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 �

Con det𝐴 ≠ 0, la sua inversa è:

𝐴−1 =
1

det𝐴 �
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎 �

b.3 invarianti topologici più comuni

Cardinalità

n Cardinalità |𝑋| dello spazio 𝑋.
n Cardinalità |T | della topologia.

Assiomi di separazione

n T1: per ogni coppia di punti distinti 𝑥
e 𝑦 c’è un intorno aperto contenente
𝑥ma non 𝑦; alternativamente, tutti i
punti sono chiusi.

n T2 o Hausdorff: per ogni coppia di

punti distinti 𝑥 e 𝑦 esistono due intor-
ni disgiunti. Spazi di Hausdorff sono

sempreT1.
n Discreta: ogni sottoinsieme è aperto.

Assiomi di numerabilità

n Separabile: lo spazio contiene un

sottoinsieme denso numerabile.
n Primo numerabile: ogni punto ha

un sistema fondamentale di intorni

numerabile.
n Secondo numerabile: la topologia

ha una base di cardinalità numera-

bile. Spazi secondo numerabili sono

sempre separabili e primi numerabili.

Connessione

n Connesso: gli unici aperti e chiusi so-

no il vuoto e lo spazio stesso; alterna-

3Uguale se 𝑓 iniettiva.
4Si veda 3.
5Si veda 3.
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tivamente, lo spazio non è l’unione di

una coppia di aperti/chiusi non vuoti

e disgiunti.
n Connesso per archi: per ogni cop-

pia di punti 𝑥, 𝑦 c’è un cammino

𝛼 ∶ [0, 1] 𝑋 (con 𝛼 (0) = 𝑥 e
𝛼 (1) = 𝑦). Spazi c.p.a. sono sempre
connessi.

n Semplicemente connesso: spazio

c.p.a. il cui gruppo fondamentale è

banale.
n Contraibile: spazio con tipo di omo-

topia di un punto; alternativamente,

l’identità 𝐼𝑑𝑋 è omotopica ad una fun-
zione costante. Ogni spazio contrai-

bile è semplicemente connesso.

Compattezza

n Compatto: ogni ricoprimento aperto

ammette un sottoricoprimento finito.
n Compatto per successioni: ogni

successione ha una sottosuccessione

convergente.

Metrica

n Metrico: la topologia è indotta da

una distanza; alternativamente, è

omeomorfo ad uno spaziometrico.

b.4 invarianti omotopici più comuni

Tutti gli invarianti omotopici sono anche invarianti per omeomorfismi.

n Connesso per archi.
n Semplicemente connesso.
n Se gli spazi sonoc.p.a., i grup-

pi fondamentali sono isomor-

fi. Se non sono c.p.a., 𝜋 (1)𝑋, 𝑥0
è omeomorfo a 𝜋 (1) 𝑌, 𝑦0 con

𝑓 ∶ (𝑋, 𝑥0) �𝑌, 𝑓 (𝑥0)� equiva-
lenza omotopica.

b.5 invarianti proiettivi

n Birapporto di quattro punti.
n Grado di una conica.

n Irriducibilità di una conica.
n Conica degenere.
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Elenchi delle definizioni e
dei teoremi

elenco delle definizioni, degli assiomi e dei principi

Capitolo 1:

DEF1.1.1. Spazio topologico

con assiomi degli aper-

ti. 3

DEF1.1.2. Spaziotopologicocon

assiomi dei chiusi. 4

DEF1.1.3. Distanza. 4

DEF1.1.4. Spaziometrico. 4

DEF1.1.5. Palla aperta e topolo-

gia indottadalladistan-

za. 4

DEF1.1.6. Finezza. 7

DEF1.1.7. Base. 7

DEF1.1.8. Chiusura. 9

DEF1.1.9. Punto aderente. 10

DEF1.1.10. Interno. 10

DEF1.1.11. Punto interno. 10

DEF1.1.12. Frontiera. 10

DEF1.1.13. Insiemedenso. 10

DEF1.1.14. Intorno. 10

DEF1.1.15. Sistema fondamenta-

le di intorni. 11

DEF1.2.1. Funzione conti-

nua. 11

DEF1.2.2. Continuità per punti;

Manetti, 3.27. 13

DEF1.2.3. Funzione aperte e

funzione chiusa. 13

DEF1.3.1. Omeomorfismo. 13

DEF1.5.1. Topologia indot-

ta. 15

DEF1.6.1. Topologiadisottospa-

zio. 15

DEF1.6.2. Aperti, chiusi e basi

del sottospazio topolo-

gico. 15

DEF1.6.3. Immersione. 16

DEF1.6.4. Immersione aperta e

chiusa. 17

DEF1.7.1. Topologia prodotto e

proiezioni. 17

DEF1.8.1. SpazioT1. 20

DEF1.8.2. Spazio di Hau-

sdorff. 21

DEF1.9.1. Proprietà topologi-

ca. 24

Capitolo 2:

DEF2.1.1. Spazio connesso e

spazio sconnesso. 27

DEF2.1.2. Arco. 29

DEF2.1.3. 29
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DEF2.1.4. Giunzione di cammi-

ni. 30

DEF2.1.5. Segmento. 31

DEF2.1.6. Sottoinsieme conves-

so. 31

DEF2.1.7. Sottoinsieme stella-

to. 31

DEF2.1.8. Componente connes-

sa. 37

DEF2.2.1. Ricoprimento aper-

to e sottoricoprimen-

to. 38

DEF2.2.2. Spazio compat-

to. 38

Capitolo 3:

DEF3.1.1. Gruppo topologi-

co. 45

Capitolo 4:

DEF4.1.1. Topologia quozien-

te. 51

DEF4.2.1. Identificazione. 52

DEF4.3.1. Cilindro. 56

DEF4.3.2. Cono. 56

Capitolo 5:

DEF5.1.1. Gruppo simmetri-

co. 61

DEF5.1.2. Azionediungrupposu

un insieme. 61

DEF5.1.3. Relazione di equiva-

lenza dell’azione. 62

DEF5.1.4. Orbita di un elemen-

to. 62

DEF5.2.1. Stabilizzatore di un

elemento. 62

DEF5.3.1. Azione per omeomor-

fismi. 63

DEF5.3.2. Spazio proiettivo

reale. 67

Capitolo 6:

DEF6.1.1. Insieme numerabi-

le. 69

DEF6.1.2. Secondo assioma

di numerabilità (A base

numerabile). 69

DEF6.1.3. Primo assioma di

numerabilità. 70

DEF6.1.4. Spazio separabi-

le. 71

DEF6.2.1. Successione. 73

DEF6.2.2. Convergenza di una

successione. 73

DEF6.2.3. Limite. 74

DEF6.2.4. Punto di accumula-

zione per la successio-

ne. 74

DEF6.2.5. Puntodiaccumulazio-

ne per il sottoinsieme e

derivato. 75

DEF6.2.6. Sottosuccessio-

ne. 75

DEF6.3.1. Compatto per succes-

sioni. 78

DEF6.4.1. Successione di Cau-

chy. 79

DEF6.4.2. Spazio metrico com-

pleto. 80

Capitolo 7:

DEF7.2.1. Componente connes-

sa. 86

DEF7.2.2. Componente

c.p.a.. 87

DEF7.4.1. Omotopia. 88

DEF7.5.1. Omotopicamente equi-

valenti. 91

DEF7.5.2. Spazio contraibi-

le. 92

DEF7.6.1. Retratto. 95

DEF7.6.2. Retrattodi deforma-

zione. 96

DEF7.7.1. Bouquet di circonfe-

renze. 97

Capitolo 8:

DEF8.1.1. Omotopia di cammi-

ni. 101

DEF8.1.2. Insieme dei cammi-

ni. 102

DEF8.2.1. Cammino costan-

te. 104

DEF8.3.1. Laccio. 106

DEF8.3.2. Gruppo fondamenta-

le. 107

DEF8.4.1. Spazio semplicemente

connesso. 109

DEF8.5.1. Categoria. 110

DEF8.5.2. Isomorfismo. 110

DEF8.5.3. Funtore. 111

DEF8.9.1. Distanza di un pun-

to da un insieme in uno

spaziometrico. 117
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DEF8.9.2. Numero di Lebe-

sgue. 118

DEF8.13.1. Mappa esponenzia-

le. 122

DEF8.13.2. Uniformemente rive-

stito. 123

DEF8.13.3. Sollevamento. 123

DEF8.13.4. Gradodi uncammino

chiuso in 𝑆1. 126

DEF8.14.1. Toro. 131

Capitolo 9:

DEF9.1.1. Localmente eucli-

deo. 137

DEF9.1.2. Varietà topologi-

ca. 138

DEF9.1.3. Superficie topologi-

ca. 139

DEF9.2.1. Sommadi tori. 144

DEF9.2.2. Somma connessa di 𝑛
piani proiettivi. 146

DEF9.3.1. Triangolo geometri-

co. 149

DEF9.3.2. Triangolazione. 149

DEF9.3.3. Coppie di lati. 150

DEF9.4.1. Nastro di Mö-

bius. 154

DEF9.5.1. Orientabilità. 154

DEF9.6.1. Lato. 156

DEF9.6.2. Suddivisione

di una superficie

compatta. 156

DEF9.7.1. Caratteristica di Eu-

lero di una suddivisio-

ne. 157

DEF9.7.2. Caratteristica di

Eulero di una superfi-

cie. 158

Capitolo 10:

DEF10.2.1. Diagonalizzazione

simultanea. 164

DEF10.4.1. Ideale di unamatri-

ce. 166

DEF10.4.2. Polinomio mini-

mo. 167

DEF10.7.1. Blocco di Jor-

dan. 171

DEF10.7.2. Forma di Jor-

dan. 172

DEF10.7.3. Spazio vettoriale

invariante. 173

DEF10.7.4. Autospazio genera-

lizzato. 174

DEF10.8.1. Funzione esponen-

zialesuinumericomples-

si. 188

DEF10.8.2. Esponenziale di una

matrice quadrata com-

plessa. 189

DEF10.8.3. Norma infinito di

unamatrice. 190

Capitolo 11:

DEF11.1.1. Spazio proietti-

vo. 201

DEF11.1.2. Dimensione di uno

spazio proiettivo. 202

DEF11.1.3. Proiezione al quo-

ziente e classe. 202

DEF11.1.4. Altre nomenclature

proiettive. 202

DEF11.1.5. Spazio proiettivo

numerico. 202

DEF11.2.1. Sottospazio proietti-

vo. 202

DEF11.2.2. Codimensione. 203

DEF11.3.1. Riferimento proiet-

tivoecoordinateomoge-

nee. 203

DEF11.3.2. Punti fondamentali

e punto unità. 204

DEF11.3.3. Iperpiano coordina-

to. 205

DEF11.5.1. Sottospazio gene-

rato da un sottoinsie-

me. 207

DEF11.5.2. Sottospazio som-

ma. 207

DEF11.6.1. Punti linearmente

indipendenti. 208

DEF11.6.2. Punti in posizione

generale. 209

DEF11.8.1. Trasformazione

proiettiva e proiettivi-

tà. 212

DEF11.8.2. Gruppo lineare pro-

iettivo. 214

DEF11.8.3. Proiettivamente

equivalenti. 215

DEF11.8.4. Punto fisso. 217

DEF11.8.5. Insieme fisso. 218

DEF11.9.1. Spazio affine. 219
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DEF11.9.2. Riferimento affine e

coordinate affini. 220

DEF11.9.3. Affinità. 220

DEF11.9.4. Sottospazio affi-

ne. 220

DEF11.10.1. Chiusura proiettiva

della retta affine. 223

DEF11.10.2. Chiusura proiettiva

di un sottospazio. 225

DEF11.15.1. Birapporto. 233

DEF11.17.1. Piano proiettivo

duale. 239

DEF11.17.2. Fascio di rette. 239
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